10. Dodatky

V této kapitole uvedu nékolik pojmi a tvrzeni, kterd s pojmem k¥ivky (a obecnéji kontinua nebo
souvislé mnoziny) souvisi, ale do textu Kontinua z konce padesatych let se jiz nedostala. (Tento text byl
vyuzivan v topologickém seminéri v rozsahu 2 + 2 a vice latky jiz nebylo mozné do takto omezeného casu
zaFadit.) Navic mnohdy ptjde o zcela jiny pfistup k latce, ktery vyzaduje odlisné metody a fadu nepfilis
znamych pomocnych tvrzeni. Vsechny véty budou proto uvedeny bez diikazu, jen pro informaci ¢tenare;
u kazdé z nich bude uvedena literatura, v niz lze dtikaz najit. Omlouvam se, ze vybér latky bude hodné
nesoustavny.

Pojem souvislé mnoziny, bez néhoz si lze jen tézko predstavit nejen topologii, ale napt. i matematic-
kou analyzu, patfi podle mého nézoru k nejrafinovanéj$im a nejneprihlednéj$im pojmim bézné znamé
vysokoskolské matematiky. Je proto uziteéné sezndmit se s jednou z nejpozoruhodnéjsich souvislych mno-
zin; sestrojili ji zacatkem dvacatych let dvacatého stoleti dva svétozndmi polsti matematici. 38)

Ptiklad 10.1. Ozna¢me A := (3,1). Je-li z bod 1.druhu Cantorova diskontinua A3°), necht P(z)
znamend mnozinu vSech bodd tsecky ((z,0); A), jejichz druha soufadnice je iraciondalni; je-li  bod
2.druhu, necht je P(x) mnozina v8ech bodi tsecky ((x,0); A), jejichz druha soufadnice je raciondlni.
Polozme

P = U P(x).

reA

Mnozina P je souvisld a ma dvé pozoruhodné vlastnosti:
1) Je-li P = M UN, kde M, N jsou souvislé mnoziny, je jedna z mnozin M, N bud jednobodové,
nebo prazdné. (Srov. s nerozloZitelnymi kontinuy.)
2) Mnozina P — (1/2,1/2) je totalné nesouvisla. 1°)
* %k

S rady rozvétveni souvisi tato pfirozend otdzka: FEwistuji kiivky K, pro néz existuje n € € tak, Ze
ord, K =n pro viechna x € K 741)

Dva priklady jiz zndme: VSechny body kazdé topologické kruznice maji fad rozvétveni 2, vSechny
body Sierpinského koberce maji ¥ad rozvétveni ¢. Uryson uvadi dalsi dva pfiklady Cantorovych kiivek:
Jedna z nich obsahuje jen body s fadem rozvétveni r, druhd jen body s fddem rozvétveni w. (Viz [4],
str. 635 — 662.)

Uryson dale dokazuje dvé podstatna tvrzeni:

Véta 10.1. Je-li P Cantorova kiivka splnujici rovnost ord, = n pro vSechna x € P, je n jedno z cisel
2,w,x, c. 12)

Véta 10.2. Je-lin € N a maji-li vSechny body Cantorovy kfivky P fad rozvétveni > n, existuje v P
i bod s fadem rozvétveni > 2n — 2.4%)

Poznamka 10.1. Vétu 10.2 1ze ekvivalentné formulovat takto: Je-li n € N a maji-li vSechny body
Cantorovy kfivky P fad rozvétveni < 2n — 2, existuje v P bod s fadem rozvétveni < n.

Rad rozvétveni kazdého bodu kazdé kiivky je > 1, ale pro n = 1 véta 10.2 nefiké nic; protoze kiivky
obsahujici jen krajni body podle véty 10.1 neexistuji, je nejjednodussim piikladem kfivky P, pro niz je
sup{ord, P; z ¢ P} minimélni, oblouk. Pro n = 2 je n = 2n — 2, a jedinym piikladem typu ki¥ivky,
jejiz vsechny body maji tad rozvétveni 2, je topologickd kruznice. Je-li n = 3, je 2n — 2 = 4 a existuje
jednoduchy priklad k¥ivky, jejiz kazdy bod méa ¥ad rozvétveni bud 3, nebo 4 — viz éast 9 prikladu 8.1.
Uryson (v [4], str.662 — 673) konstruuje i pro kazdé pfirozené ¢éislo n > 3 pfiklad kiivky P, jejiz kazdy

38) Viz ¢lanek B.Knastera a K.Kuratowského ve Fundamenta Mathematicae 2, 1921, str.241. Doporucuji étenaftim
precist si tam poutavy dikaz, ze mnozina P z nasledujiciho piikladu ma uvedené vlastnosti.

39) Za body 1.druhu povazujeme i body 0 a 1.

40) Proto se bod A nékdy nazyva bodem vjbuchu mnoziny P; odstrani-li se ze souvislé mnoziny P tento jediny bod,
zbudou jen ,atomy“.

41) tj. ktivky ,s konstantnim fadem rozvétveni®

42) Viz [4], str.648.
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bod mé tad rozvétveni bud n, nebo 2n — 2; poznamenejme vSak, Ze jak konstrukce, tak i pfislusny dikaz
nepatii k nejjednodussim.

Poznamka 10.2. Podle véty 9.1 existuje pro kazdou racionalni k¥ivku P rozklad P = AU B, kde A
je spocetnd mnozina a dim B = 0.43)

Uryson 4*) uvadi ptiklad Cantorovy kiivky P s témito vlastnostmi:

1. Pro kazdé x € P je bud ord, P = 2, nebo ord, P = w;

2. mnozina R := {x € P; ord, P = w} je spoCetn4;

3. mnozina R je dokonala a ma dimenzi 0;

4. v P neexistuje zadné kontinuum kondenzace.

Sestrojime ji takto: Necht Py je sjednoceni pulkruznice
(1) (=3 +y’=1,y20

s tseckou s krajnimi body (0,0), (1,0). Pro kazdé n € N ozna¢me P,, sjednoceni vSech ptilkruznic lezicich
v poloroviné y > 0, jejichz krajni body jsou body

(2) 222—’; azz;—’;+3in,

k=1 k=1

kde kazdé z ¢isel i nabyva hodnot 0 a 1. Kontinuum

(3) P:= [j P,
n=0

ma pak uvedené vlastnosti: fad jeho rozvétveni v kazdém bodé prvniho druhu Cantorova diskontinua
(véetné bodi 0 a 1) je roven w, zatimco vSechny ostatni body z P jsou obycejné. (Na obr.25 jsou
zakresleny mnoziny P, s n=0,...,4.)

Obr. 25. Schéma kontinua P z poznamky 10.2

43) Ve vété 9.1 se mluvi obecnéji o separabilnich racionélnich prostorech, v nich# by mnozina B mohla byt prazdna;
pro kiivky podobné situace nemiize nastat, protoze zadné spocetnd mnozina neni kfivkou.
44) Viz [4], str. 597 — 598.
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Modifikujeme-li predchéazejici konstrukci tim, Ze pulkruznice nahradime rovnostrannymi trojihelniky,
ziskdme kiivku P*, v niz mé kazdy bod fad rozvétveni bud 2, nebo 3; ¥ad t¥i maji pfitom vrcholy vSech
trojuhelnikt kromé trojihelniku nejvétsiho a vSechny body (x,0), kde = € (0,1) je bod prvniho druhu
Cantorova diskontinua. (Viz obr. 26.)

Poznamka 10.3. Podle véty 8.3 je kazdy bod x kompaktniho prostoru P, v ném?z je fad rozvétveni
>vr, obsazen v néjakém vlastnim kontinuu K C P, v jehoz kazdém bodé je fad rozvétveni také >x.

Obr. 26. Schéma kontinua P* z poznamky 10.2

Uryson podéva v [4], str. 541 — 542 ptiklad kontinua P, které obsahuje pravé jeden bod a s fadem
rozvétveni ®; bod a lezi ve vlastnim kontinuu K C P, pro néz plati: a # ¢z € K = ord, P = ¢. Konstrukci
provadi Uryson takto:

Lo necht je tisec¢ka (0,1) na ose x a pro kazdé n € N necht L,, znamena usecku s krajnimi body
a = (0,0) a (1,1/n). T,, bud rovnostranny trojihelnik (véetné vnitiku) obsazeny v dolni poloroving
y < 0, jehoZz jednou stranou je tsefka s krajnimi body (1/(n + 1),0), (1/n,0). Kontinua K a P jsou
definovana rovnostmi

o0 o0
(4) K:=Lul|JT., P:=KUlJLn.
n=1 n=1
(Viz obr. 27, kde jsou z technickych divodt méfitka na oséch x, y zhruba v poméru 2 : 1, takZe rovno-
stranné trojuhelniky T, jsou deformovéany na trojihelniky rovnoramenné.)
Je ord, P >», protoze hranice kazdého okoli bodu a ma spole¢ny aspori jeden bod s kazdou tiseckou
L, ; neni vSak vétsi nez x, protoze hranice ¢tverce o stfedu a a délce strany 2/n protind P jen ve spocetné
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Obr. 27. Schéma kontinua (4) popsaného na piedchozi strance

mnoha bodech (lezicich na tise¢kich L,, n > 0, lezicich v poloroviné y > 0). Rad rozvétveni v ostatnich
bodech tsecky L je ¢, stejné jako ve vSech bodech vsSech trojahelnikt T, ; fady rozvétveni v ostatnich
bodech kontinua P jsou jisté zfejmé.

Uryson pak poznamenava, ze trojuhelniky majici dimenzi 2 lze nahradit vhodnymi kiivkami tak,
aby P byla kfivka. Lze to provést napt. takto: Pro kazdé n € N polozme

1//1 1 2n+1 1/1 1 1
9 s =350+ ()= (a0 =36 ) =ty
(6)  s(n) 2\\n + n+1 2n(n+1) r(n) 2\n n+1 2n(n+1)
s(n) je tedy stied tsecky s krajnimi body (1/n,0) a (1/(n + 1),0)), s(n) — (r(n),0) = (1/(n + 1),0),
s(n) + (r(n),0) = (1/n,0).
Utvoime analogii K (n) kfivky P z poznamky 4.12 (obr.11), a to tak, Ze spole¢ny krajni bod (3, 3)
useéek z P nahradime bodem s(n) a body « Cantorova diskontinua A body

(6) y(n,z) == s(n) +r(n) - (cos(rz), —sin(nz)).*?)

Ozna¢me L(n,x) tsecku s krajnimi body s(n) a y(n,z), kde = € A, a polozme

oo
(7) K(n):= UL(n,aj), K::LOUUK(n).
zeA n=1
K je pak kontinuum, které ma vSechny zadané vlastnosti, ale na rozdil od ptivodniho Urysonova kontinua
mé dimenzi 1.
Vsechna kontinua K(n) jsou (v geometrickém smyslu) podobné. Na obr. 28a je ve vét$im méfitku
nakresleno schéma kontinua K (1); na obr.28b je schéma kontinua K.

Poznamka 10.4. Sestrojit kiivku (8), obsahujici jen jeden bod s fddem rozvétveni x, dalo dost prace.
Snadné vsak je sestrojit kiivku, ktera obsahuje jen jeden bod s fadem rozvétveni w, zatimco ostatni jeji
body jsou oby¢ejné (viz obr.29): Znamena-li C,, kruznici popsanou rovnici

(8) (z—-1P+v* =2
ma uvedenou vlastnost kiivka

(9) C:= D Chp.
n=1

42) Body z(n) lezi na ptlkruznici o stfedu s(n) a poloméru r(n) lezici v dolni poloroving y < 0 a jsou na ni rozlozeny
podobné jako je Cantorovo diskontinuum rozlozeno v intervalu (0, 1).
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Obr. 28a. Schéma kiivky K (1)

Obr. 28b. Schéma kiivky (8)

Ve [4], str.605 — 607, najdeme i zajimavé tvrzeni vztahujici se k podobnym situacim:

Véta 10.4. Je-li a izolovany bod mnoziny vSech bodu rozvétveni Cantorovy kfivky P, existuje spo-
cetny systém & kontinui P, s témito vlastnostmi:

1. kazdé P, je bud oblouk, nebo topologickd kruznice;

2. pro kazdé n je a € P,, ale mnoziny P,, — a jsou disjunktni;

3. oznacime-li P* sjednoceni vSech P, € G, je a € Int P*;
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Obr. 29. Schéma kiivky C' z poznamky 10.4

4. je-li G nekonecny systém, je diam P,, — 0.

Poznamka 10.5. Kfivka z poznadmky 8.3 (obr. 23b) ukazuje, Ze mnozina vSech krajnich bodu k¥ivky
miuZe byt ,,ve smyslu kategorii“ bohat$i nez mnozina vSech ostatnich bodu této kiivky. Obracené existuji
krivky, které nemaji zadny krajni bod; nejjednodussim piikladem je topologicka kruznice. Pro kiivky,
které maji prave jeden krajni bod, plati toto tvrzeni®®):

Véta 10.5. Neni-li mnozina K vsech krajnich bodu kfivky P ani prazdna, ani dvoubodova, existuje
v P aspon jeden bod rozvétveni.

Je zfejmé, Ze ani pro prazdnou, ani pro dvoubodovou mnozinu K tvrzeni véty neplati: topologicka
kruznice nema ani krajni body, ani body rozvétveni, oblouk mé dva krajni body, ale zadny bod rozvétveni.

Poznamka 10.6. Podle Sierpiriského véty 4.2 nelze Zadné kontinuum rozlozit na spocetné mnoho
disjunktnich uzavienych mnozin, z nichZ aspon dvé jsou neprazdné. V poznadmce 4.3 jsme sestrojili krivku,
ktera je sjednocenim nespocetné mnoha disjunktnich vlastnich kontinui; snadno ovéiime, Ze ¥4d rozvétveni
této kiivky je v kazdém jejim bodé roven c. Neni to tak tiplné ndhoda, protoze plati toto obecné tvrzeni 4°):

Véta 10.6. Je-li kontinuum P sjednocenim néjakého nespocetného systému disjunktnich vlastnich
kontinui, obsahuje mnozina

(10) {reP; ord, P =}

néjaké vlastni kontinuum.

Poznamka 10.7. Velmi ndzorné se zda byt nasledujici véta; jeji dukaz pro obecné oblouky vSak neni
nikterak jednoduchy. 47)

Véta 10.7. Je-li P sjednocenim n oblouki pay, .. ., pa,, pro néz jsou mnoziny pay — p disjunktni, je
ord, P =n.

K. Menger ukézal, Ze toto tvrzeni lze nékdy i obratit: 48)

Véta 10.8. (Menger.) Je-li p bod lokalné souvislého kontinua P a je-li ord, P > n € N, existuji v P
oblouky pai,...,pay,, pro néz jsou mnoziny par — p, k =1, ..., n, disjunktni.

Poznamka 10.8. Jsou-li pay tsecky, je dikaz tvrzeni véty 10.7 trividlni; v obecném piipadé dikaz
nardz{ hlavné na to, Ze oblouk, ktery m4 jednoduchou ,vnitini strukturu“ (je homeomorfni s intervalem
(0,1), 1ze v ném zavést usporadani, kazdy jeho bod rizny od jeho krajnich bodu jej rozdéluje na dvé

45) Viz [4], str. 604.

46) Viz [4], str. 545 — 547.

47) Viz [2], str.203.

48) Viz Fundamenta Mathematicae 10 (1927), str. 98, nebo [3], kap. VI,1. Tato slavna véta mé v némeckém originale
nazev n-Beinsatz, tedy véta o ,,n-nozce“.
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souvislé ¢asti, atd.) muze byt z jiného hlediska velmi slozity ; rovinny oblouk L mutZe mit nejen nekoneénou
délku, ale napf. i kladnou dvojrozmérnou Lebesgueovu miru pu(L). 49)

V nésledujicim pfikladu popiSeme, jak se pro kazdé ¢éislo r € (0,1) zkonstruuje oblouk L obsaZeny
v jednotkovém étverci @ tak, ze pu(L) = r. (Je-li tedy r € (1/2,1), ,zabird“ takovy oblouk L z hlediska
miry, ktera je zobecnénim elementarnégeometrického pojmu ,,obsah* rovinného utvaru, vétsi cast jednot-
kového ¢tverce nez jeho doplnék. Pfipomenme, Ze kazdy oblouk v @ je fidky v @, zatimco jeho doplnék
je v @ husty.)

Priklad 10.2. PopiSme nejdfive operaci, kterou budeme v dal$im aplikovat na ¢tverce riuznych roz-
mért. Necht X = (a,b)? a necht je ddno néjaké &islo ¢ € (0,b — a). Kazdy z obdélniki

(11)  X1:={(a,b)x (3(a+b)— 3¢ 3(a+b)+3q), Xo:=(5(a+b)—3¢,3(a+b)+3q) X (a,b),

mé miru ¢ (b — a), jejich sjednoceni miru 2¢ (b — a) — ¢>.°°) Mnozina X — (X; U X3) je sjednocenim &ty
shodnych ¢étverctt Qo, - . ., @3, jejichz celkova mira je rovna (b —a)? — 2q(b—a) +¢*> = (b—a — q)? (takze
kazdy ze ¢tvercli @; ma miru rovnou ¢tvrting tohoto ¢isla).

Jsou-li ddna ¢isla a < b a m e (0, (b — a)?), m4 kvadratickd rovnice

(12) WX UXy)=2¢(b—a)—¢*=m
v intervalu (0,b — a) pravé jedno FeSeni
(13) g=(0b-—a)—+/(b—a)>—m.

Mnozinu X1 UX> s timto g nazveme kiZ v X o obsahu m a ozna¢ime K (X, m). Mira komplementérni
mnoziny, neboli soucet obsahti étverctt Q;, je pak rovna (b —a)? —m = (b — a — q)2. Z toho plyne, ze
délka strany ¢tverce Q; je rovna 1+/(b—a)?—m=13%(b—a—q) a

2
b—_a)? —
(14) diam Q; = #
1
X1
Az Ag
1+q
2
Xz A Az As X2
1-q
2
Ao Ay
X1
0
0 1-q 1+q 1
2 2

Obr. 30a. 1. krok konstrukce oblouku L

49) S Lebesgueovou mirou se ¢tenaf mize seznamit napt. v knihdch V. Jarnik: Integralni pocet 2, Academia, Praha
1984, W. Rudin: Analyza v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha 1977 nebo R. Sikorski, Academia, Praha 1973.

50) Od souétu u(X1) + p(X2) jsme odecetli miru ¢2 priiniku X3 N Xa.
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Polozme nyni a = 0, b = 1, zvolme pevné néjaké kladné ¢islo r < 1 a popisme, jak lze sestrojit oblouk
L CQ:=(0,1)? s mirou u(L) = r.

1.krok: Polozme m = 1 — r a utvoifme kiiz K(Q,m/2). Mnozina Q — K(Q,m/2) se sklada ze ¢tyf
(uzavienych) ¢tvercii; levy dolni necht je Q(0), levy horni Q(2), pravy dolni Q(4), pravy horni Q(6).
Q(2i + 1) necht je pro i = 0,1,2 tsecka spojujici pravy horni vrchol étverce Q(2i) s levym dolnim
vrcholem ¢tverce Q(2i + 2). (Viz obr.30a odpovidajici r = 1/2, m/2 = 1/4, ¢ = 1 — 1v/3 = 0.134.)
Mira kiize K(Q,m/2) je m/2, takze u(Q — K(Q,m/2)) = 1 — m/2. Protoze Gse¢ky maji miru 0, je mira
mnoziny Ly := Q(0)U...UQ(6) je rovna mife sjednoceni ¢tverci Q(27). Kazdy z téchto ¢tverctt ma miru
(1-m/2)/4=(14+7r)/8< 1/4.51)

Je z¥ejmé, ze Q(0),...,Q(6) je regularni fetéz (viz definici 5.3) kontinui, ktery spojuje body (0,0),
(1,1).

2.krok: Kazdd z mnozin Q(2i) — K(Q(2i),m/16), 0 < i < 3, se sklada ze ¢tyr ctverci Q(2i,2)),
kde 0 < j < 3, odislovanych analogicky jako v pfipadé ¢tvercltt @(2i); analogicky jako v prvnim kroku
konstrukce spojime pravé horni vrcholy ¢tvercti Q(24,25) s levymi dolnimi vrcholy étverct Q(2i,25 + 2)
useckami Q(2i,25 + 1). Jsou-li ¢(2i + 1) € A(2i),d(2i + 1) € A(2i 4+ 2) krajni body tsecky Q(2i¢ + 1),

oznacme

d(2i+1) — ¢(2i + 1)
7

(15) c(2i4+1,5):=c(2i4+1)+j pro j=0,...,7
a Q(2i+1,5), 0 < j <6, necht je tsecka s krajnimi body ¢(2i + 1,7),¢(2¢ + 1,5 + 1). Tim je kazda
z Gsedek Q(2i + 1) rozdélena na 7 stejné dlouhych tsecek a kontinua Q(4,5), 0 < i < 6,0 < j < 6 tvorii
pfi lexikografickém uspotfadani dvojic (i,j) reguldrni fetéz spojujici body (0,0), (1,1). Oznadime-li Loy
sjednoceni vSech mnozin Q(, ), je zfejmé Lo C L.

Kazdy z kitztt K(Q(2¢),m/16) ma miru m/16, jejich sjednoceni miru m/4, sjednoceni téchto 4 kiizi
s kifzem K(Q,m/2) miru m/2 + m/4 = 3m/4 a sjednoceni v8ech kontinui Q(7,j) miru 1 — 3m/4 =
(14 3r)/4. Délka strany kazdého ¢tverce Q(2i,25) je rovna (1 + 3r)/4% < 1/22.21) (Viz obr. 30b.)

Obr. 30b. 2. krok konstrukce oblouku L

51) K odhadu délky stran étvercti Q(i) nepotiebujeme znét jejich presnou velikost; ctverce jsou 4, jsou disjunktni a
obsazené ve ¢tverci @ miry 1. Jejich celkova mira je tedy < 1, mira kazdého z nich < 1/4, délka jejich stran < /1/4 =1/2.
Podobné snadno lze v dalsim odhadnout délku stran étverci Q(2i1,...,2in).
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V n-tém kroku sestrojime timto postupem 7" kontinui

(16) Qi1y - yin), (i1,...,0n) € {0,1,...,6}",
ktera pii lexikografickém uspotfadani n-tic (iy,...,4,) tvofi reguldrni fetéz spojujici body (0,0), (1,1).
Jsou-li v8echna ¢isla i suda, je Q(i1,...,i,) Ctverec, v ostatnich piipadech jde o tsecky. Abychom

kontinua (17) ziskali, bylo nutné z @ odstranit

(17) 1+4+47+.. 44" =14 -1
kiizi o celkové mite
(18) %+...+2@n:m(1—2*");

sjednoceni L,, vSech mnozin (16) ma tedy miru
1—r
2n
Mira kazdého ¢tverce Q(2iy, .. ., 1i,) je rovna ¢islu (20) délenému ¢islem 4™ ; délka jeho strany je mensi
nez 1/27.51)
{L,}52, je Kklesajici posloupnost reguldrnich fetéz kontinui spojujicich body (0,0), (1,1). Prinik

(19) 1-m(l—2"")=r+

(20) L= ﬁ L,
n=1

mé miru rovnou limité vyrazi (19) pro n — oc; je tedy u(L) = r.

K tomu, abychom nahlédli, ze L je oblouk, sta¢i provést podobnou tvahu jako v dikazu véty 5.5.
Homeomorfni zobrazeni h : (0,1) —,, L lze vSak snadno ziskat i takto: Rozdélme interval J := (0,1)
na 7 stejné dlouhych intervala J(i1), 0 < i3 < 6, a Cislujme tyto intervaly ,zleva doprava“, takze
tvofi reguldrni fetéz spojujici body 0, 1. Kazdy interval J(i1) rozdélme na 7 stejné dlouhych intervala
J(i1,12), 0 < is < 6, a opét &islujme ,zleva doprava“; p¥i lexikografickém uspofadani dvojic (iy,i2)
tvori pak intervaly J(i1,42) regularni fetéz spojujici body 0, 1. V n-tém kroku timto postupem ziskdme
systém 7™ interval J (i1, ..., i, ), ktery pii lexikografickém uspofadani tvofi reguldrni fetéz spojujici 0, 1.
Pokracujme takto do nekonecna.

Pak jedinému bodu priniku

DX

(21) J(it,. . in)

3
Il
s

prifadme jediny bod priniku

D)

(22) QUi ... in).

n=1

Snadno nahlédneme, zZe definice je korektni a Ze uvedené zobrazeni intervalu J na mnozinu L je
homeomorfni.
vétsi je 7, tim jsou kiiZe uzsi a na obrazcich nejsou sikmé tsecky dobfe rozeznatelné. K ilustraci patého
kroku podobné konstrukce jsme proto zvolili za §fiku n-tého kiize ,jednoduché* &islo 2271 /10,

Stejné jako pti konstrukci popsané nahote se ze étverce QQ = (0,1)? vynechd kifz K, z kazdého ze
zbylych ¢tverct Q(2i1), 0 < iy < 3, kiiz K (i1), atd. Konstrukce se vSak 1isi rozméry vynechanych k¥izt:
Kfiiz K je sjednocenim dvou obdélnikii o rozmérech % x 1, takze

(23) nE) =2 (%1)—(%)2:;—5

a délka strany kazdého ¢tverce QQ(2i1) je rovna poloviné z 1 — 2/10, tedy 4/10.
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Kazdy kiiz K (i1) je sjednocenim dvou obdélnikti o rozmérech 23/102 x (4/10)*, takze

23 4\1 23 \2 36

24 K(i :2._.(_)_(_) _ o0
(24) p(K (i) 102 " \10 102 625

Abychom ziskali miru sjednoceni vSech kiizti K (i1), je tfeba ¢islo (24) vynésobit ¢tyfmi.

Obr. 30c. Paty krok modifikované konstrukce

Obecné: Pro kazdé n € N sestrojime kiize K (i1, ...,1,) tak, ze
22n—1 4 \n—1 22n—1 2 9. 4n—1
25 K(ir, ... in)) =2- (—) —( ) - .
(25) B (i) 10" \10 10" 25n
Abychom ziskali miru sjednoceni vsech kifzt K (i1, ...,4,), je tieba (25) vynasobit ¢islem 4"~ 1:
_ ) ) 9.16"1
(26) 4" l'ﬂ(K(Zla---aln)):T'
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Tato ¢isla tvoti geometrickou posloupnost s prvnim ¢lenem 9/25 a kvocientem 16/25; jeji soudet je tedy

9 1
27) 25 1-16/25 !
Ze Ctverce () jsme vynechali mnozinu miry 1, a zbyly oblouk m& proto miru 0. Pravé uvedena
modifikace konstrukce je podobnd jako v pfikladu 10.2, ale jednodussi numerické vztahy a moznost
ukézat na obrazku prvnich pét krok® zménily podstatnou okolnost: jednoduseji zkonstruovany oblouk
nemd kladnou miru.
* ok %

V posledni ¢asti Dodatkt zkonstruujeme rovinné kontinuum, jehoz doplnék ma celkem ¢tyfi kom-
ponenty a je hranici ti{ z nich. I kdyZ toto kontinuum bude lezet v eukleidovské roviné R?, odfivodnéni
jednotlivych krokid konstrukce se zjednodusi, budeme-li pracovat s rovinou rozsifenou o ,,bod nekoneéno*
s vhodné zavedenou metrikou.

Bud oo jakykoli bod, ktery nepatii do R? a oznaéme

(28) S:=={(z,y);zeR, ye R} Uooc;
bud A := (0,0,1) ,severni pél* jednotkové sféry

(29) S:={(&n¢) eR € +n?+ 2 =1}.

Usecka spojujici bod (x,,0) roviny xy s bodem A sféry (29) ma kromé bodu A s touto sférou spoleény
jesté dalsi bod, jehoz soufadnice (jak snadno zjistime elementdrnimi prostfedky analytické geometrie)
jsou dany rovnostmi

2x 2y

B 2 +y% -1
PR R N

a2 4y2 417

(30) £=

Ozna¢me @ zobrazeni, které bodu (z,y) € R? piitazuje bod (&, 7, ¢) podle (30), a bodu oo piifadi bod A.
Vzdalenost dvou bodi a,b z S definujme rovnosti

(31) p*(a,b) := ps(P(a), P(b)),

kde ps je kartézska metrika v R3. |, Rozsifend rovina® S s metrikou p* je pak izometricka se sférou S,
a v dtsledku toho je kompaktns.

Poznamenejme, Ze kartézska metrika ps je v roving R? ekvivalentni s metrikou p* (v tom smyslu,
7e pro z, € R?, 2z € R? plati ekvivalence p2(2n,2) — 0 & p*(2,,2) — 0 a pro z, = (T,,yn) € R?
je podminka p*(z,,00) — 0 ekvivalentni s podminkou ||z, || (= /22 + y2) — +o0o. (Posloupnost ¢isel
zn, = (—1)"n nema v R limitu, ale posloupnost bodu (z,,0) konverguje pfi metrice p* k co.)

Hlavni vyhodou piechodu od R? k S je moznost aplikace tohoto velmi uzite¢ného tvrzeni:

Véta 10.9. (Janiszewski.) Necht mnoziny A C'S, B C S jsou bud obé uzaviené, nebo obé oteviené.
Neroztina-li zadn4 z nich rovinu S a je-li jejich priinik souvisly, jejich sjednoceni AU B neroztina S.53)

V topologii roviny a v jejich aplikacich nap¥. v komplexni analyze 5%)
tvrzeni:

hraji dilezitou tlohu tato dvé

Véta 10.10. Je-Ii L C S oblouk, je S — L oblast, jejiz hranici je L. Analogické tvrzeni plati, piSeme-li
R? misto S.

Véta 10.11. Je-li T' C S topologicka kruznice, je S—T sjednocenim dvou disjunktnich oblasti, jejichz
spolecnou hranici je T. Analogické tvrzeni plati, piSeme-li R? misto S.

53) Ditkaz viz [2], str.355, tvrzeni 7, nebo tfeba moje kniha Analjza v komplexnim oboru, Academia, Praha 1983,

str. 135, Véta 5,3,4.
54) kde se ovSem oo nepiidava v eukleidovské roving R, ale k (oteviené) Gaussové roving, kterd je s R? izometricky
izomorfni
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Dukazy pravé uvedenych dvou vét nejsou pravé jednoduché; obé jsou dokdzany napt. v [8], str. 221,
jako tvrzeni 26.5.3 a 26.5.4. Obé véty jsou trividlnimi disledky nasledujici véty o rozsifeni homeomorfismi,
jejiz obvykly dtikaz (viz napi. [2], str. 381) je vSak (bohuzel) na nich zaloZzen.

Véta 10.12. Je-li M C S bud oblouk nebo topologicks kruznice a je-li h : M — S homeomorfni
zobrazeni, existuje homeomorfni zobrazeni H : S —,,, S tak, ze H(z) = h(z) pro kazdé z ¢ M. Analogické
tvrzeni plati, piSeme-li R? misto S.

Dtikaz véty 10.10 pomoci véty 10.12 je opravdu jednoduchy: Necht & je homeomorfni zobrazeni
oblouku L na interval (0,1) a H : S — 5 S necht je jeho homeomorfni rozsifeni. Protoze 2 :=S—(0,1) je
ziejmé oblast, jejiz hranici je (0,1), a protoZe pii homeomorfnim zobrazeni H_; pfechézi oblast v oblast
a hranice v hranici, je S — L oblast s hranici L.

Podobné se na zakladé véty 10.12 dokaze i véta 10.11; interval (0, 1) nahradime jednotkovou kruZnici.

Poznamka 10.10. Ve vété 10.10 je L kontinuum, které je hranici jediné oblasti; ve vété 10.11 je T
kontinuum, které je spole¢nou hranici dvou disjunktnich oblasti. Je proto pfirozenou otazkou, zdali i pro
kazdé n > 2 existuje kontinuum, které je spole¢nou hranici n disjunktnich oblasti. UkéZeme, Ze odpovéd
na tuto otazku je kladna: sestrojime kontinuum K C R2, které je hranici 7 disjunktnich oblasti. %)
Kuratowski v [2], str. 404, odst. 11 uvadi, Ze spoleénd hranice tii disjunktnich (neprdzdngch) oblasti je
bud nerozloZitelné kontinuum, nebo sjednoceni dvou nerozloZitelnijch kontinui. Nelze proto oekavat, Ze

konstrukce bude snadna.

V literatufe najdeme ,hezké vypravéni“, jak tikol splnit ,zavodiiovanim ostrova® :>%)

Ostrov, na némz jsou tfi jezera, potfebujeme vodnimi nadrzemi, které vzniknou rozsifenim téchto
jezer o kanaly, které z nich vychazeji, ,,co nejlépe” zavodnit vodami vSech tii jezer. Vody se nesmi smichat,
prislusné vodni nadrze se nesmi protinat ani dotykat. Potfebné préace rozlozime na etapy, béhem nichz
budeme kanély postupné prodluzovat a tim pfislusné nadrze rozsitovat: Za prvni rok vykopeme z kazdého
jezera kandal tak, aby kazdé dosud suché misto ostrova mélo od kazdé ze tii nddrzi vzdalenost mensi nez
1 km, za dalstho p1l roku prodlouzime kazdy z kanalt tak, aby kazdé dosud suché misto ostrova mélo od
kazdé z nadrzi vzdalenost mensi nez pul kilometru, za dalsiho ¢tvrt roku prodlouzime kazdy z kanala tak,
aby kazdé dosud suché misto ostrova meélo od kazdé z nadrzi vzdalenost mensi nez ctvrt kilometru, atd.
do nekonecna. Za dva roky bude mit kazdé zbylé suché misto ostrova od kazdé ze tii nadrzi vzdalenost 0
km, takze ,at mame jakkoli kratké ruce, miizeme suchd mista zalévat vodou z kteréhokoli ze t¥i jezer“.

Je patrné, ze toto nazorné vypravéni ma ,malou vadu“: nehledé na to, Ze nevime, co se rozumi
»jezerem“ a , kandlem“ nedokazuje se, Ze popisovanou myslenkovou konstrukci lze opravdu realizovat.
V dalsim se pokusime celou Gvahu zpfesnit a jednotlivé kroky odtvodnit; budeme k tomu potiebovat
nejen Janiszewského vétu, ale i nékolik novych pojmi a pomocnych tvrzeni.

Definice 10.2. Rikame, e oblouk L = ab C S vychazi z bodu a do Q C S, jeliae H(2)aL—a C
Q. Rikame, ze bod a € H(f2) je dosaZzitelny z ), existuje-li oblouk L vychazejici z bodu a do Q. Rikame,
7e bod a je z ) dosazitelny linearné, existuje-li isecka vychézejici z bodu a do 2. Je-li bod a dosazitelny
z €1, ale neni dosazitelny linedrné, budeme rikat, Ze je dosazitelny z () nelinearné.

Nasledujici piiklady 10.3 ukazi, ze kazdy bod hranice oblasti 2 C R? nemusi byt z Q dosazitelny.
Plati vSak toto jednoduché tvrzeni:

Véta 10.13. Je-li Q C S oblast, kterd md omezenou hranici, je mnozina vSech bodu z H(QY) dosazi-
telnych z () linedrné, hustd v H(Q).

Dtk az. Prokazdé a € H(Q) a pro kazdé ¢ > 0 existuje bod b € QN U(a, ). Bod ¢ tGsecky (a;b)
nejblizs§i bodu b je zfejmé linedrné dosazitelny z (2.

Priklady 10.3. 1. Je-li A sjednoceni grafu funkce sin(1/x), 0 < |z| < 1, s Gise¢kou B s krajnimi body
a=(-1,0), b= (1,0), je Q :=S — A oblast, jejiz hranici je A. Body a, b jsou z  dosazitelné linedrng,
ale zaddny bod oteviené tsecky s krajnimi body a, b neni z € dosaZitelny.

2. Pocétek p = (0,0) je nelinedrné dosazitelny z oblasti 2 := U((2,0),2) — U((1,0), 1).

3. Podle véty 10.13 tvofi body linedrné dosaZzitelné z oblasti 2 (s omezenou hranici) hustou ¢ast jeji
hranice; i mnozina vSech bodu nelinedrné dosazitelnych z Q vsak muZe byt ,podstatnou ¢asti“ H(Q):

55) Ctenaf po prostudovani navrzené konstrukce snadno nahlédne, Ze podobné lze postupovat i pro kazdé n > 3,

dokonce i pro n = oo

56) Viz napt. [6], str. 217 — 218; vypréavéni je upraveno tak, aby vechny tii oblasti byly omezené.
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Predchazejici priklad lze modifikovat tak, aby mnozina vSech bodi jednotkové kruznice C' nelinearné
dosazitelnych z oblasti Q@ C U := U(p, 1), kde p := (0,0), byla hustd v C':

Abychom zkratili vyjadifovéani, necht v tomto prikladu slovo ,kruh* znamend ,uzavieny kruh®; slovy
,dotykajici se* budeme rozumét ,dotykajici se zevniti“.

Obr. 31. Oblast 4. Kruhy D(n, k) (tmavé) a kruznice C(n,k) pron=1,...,4.

Pro k=1,...,4 nechf je B(1,k) kruh o poloméru p; := %, dotykajici se kruznice C' v bodé

_ km

=

Ozna¢me C(1,k) := H(B(1,k)), bud D(1,4), k = 1,...,4, kruh o poloméru ry := 1 dotykajici se kruznice
C v bodé (32) a Dy necht je sjednoceni vSech kruhit D(1, k). Dokazme, Ze

(33) Q] =0 - Dl

je oblast. Diikaz na zakladé Janiszewského véty je snadny: Mnoziny S— U, D(1,1) jsou uzaviené a neroz-
tinaji S; protoze jejich (jednobodovy) primik b(1, 1) je souvisly, neroztind S ani mnozina (S—U)UD(1,1),
tj. jeji doplnék

(34) Q(1):=S-(S-U)uD(1,1)=U - D(1,1)

(32) b(1,k) := (cosa(1,k),sina(1,k)), kde a(l,k)
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je souvisly. Mnozina (34) je tedy oblast. Provedeme-li analogickou tivahu s ni a s kruhem D(1, 2), zjistime,
Ze 1 mnozina Q4(2) := Q1(1) — D(1,2) je oblast. Celkem ve ¢tyfech krocich tak dokdzeme, Ze oblasti je
i mnozina (33).

Zadny z bodi b(1, k) zfejmé neni z Q dosazitelny linedrné. Protoze kruznice C(1,k)) je sjednoceni
dvou obloukti vychézejicich z bodu b(1, k) do Q1, jsou body b(1,k) z Q; dosazitelné nelinedrné. Béhem
nésledujici konstrukce budeme oblast 27 zmensSovat; protoze vSak z U nikdy nevynechame Zadny bod
sjednoceni B; kruht B(1,k), ztstanou body b(1, k) nelinedrné dosazitelné i z mensich oblasti, které
postupné zkonstruujeme. °7)

Protoze mnozina vSech bodt
2k — )m

(35) b(2, k) := (cosa(2,k),sin(2,k)), kde a(2,k) := 53 akde k=1,...,2°

)

m4 od B kladnou vzddalenost, existuje p2 € (0,71) tak, Ze kazdy z kruhtt B(2, k) o poloméru po, dotykajici
se kruznice C' v bodé b(2, k), je disjunktni s By. Zvolme pevné ¢islo 3 € (0, p2) a ozna¢me D(2, k) kruh
o poloméru r dotykajici se kruznice C. Ozna¢me D3 sjednoceni Dy se vemi kruhy D(2, k), Bs sjednoceni
By se v8emi kruhy B(2, k) a necht

(36) QQ = Ql — B2.

Jako nahote se dokéze, Ze Q je oblast a Ze vSechny body b(1, k), b(2, k) jsou z ni nelinedrné dosazitelné.
Piedpokladejme, Zze pro nékteré n > 2 jsou definovéna éisla p,, € (0,7,-1), 7 € (0,p,) a mnoziny

By, D, (slozené z jistych kruhti dotykajicich se kruznice C' v bodech b(j, k), j = 1,...,n).®) Mnozina

vSech bodi

2k — )

(37)  b(n+1,k) :=(cosa(n+1,k),sina(n + 1,k)), kde a(n+1,k) := IS

L k=1,... 2"
mé pak kladnou vzdalenost od B, a existuje proto p,41 € (0,7,) tak, ze kruhy B(n + 1, k) o poloméru
Pn+1, dotykajiici se kruznice C' v bodech b(n + 1, k), jsou disjunktni s B,,. Zvolme pevné &islo 7,41 €
(0, prt1) a definujme B(n + 1, k) resp. D(n + 1, k) jako kruh o poloméru p,,4+1 resp. r,41 dotykajici se
kruznice C a bud B,, 11 resp. Dy41 sjednoceni B, resp. D,, se vSemi kruhy B(n + 1,k) resp. D(n+ 1, k).
Jako nahote se dokaze, ze

(38) Qn_;,_l = Qn - Dn_;,_l

je oblast a ze vSechny body b(1,k),...,b(n + 1,k) jsou z ni nelindrné dosazitelné.
Bud koneéné

(39) D:=JD,., Q:=U-D.
n=1

Tvrdime, ze Q je oblast, z niZ je kaZdy z bodi (cos(2km/2"),sin(2kw/2™), n ¢ N, 1 < k < 2",
dosazitelny, ale nelinedrné.

Protoze () je oteviend mnozina, staci dokdzat, Ze pro kazdé dva jeji body a # b existuje kontinuum
M C Q obsahujici body a,b. ProtoZze U je konvexni oblast, lezi v U i Gsecka (a; b); parametrizujme ji
linedrni funkei A : (0,1) — U tak, ze A\(0) = a, A(1) = b. Protoze vzdalenost tsecky (a;b) od kruznice C
je kladnd a protoze Lim D,, C C, protina tato tsecka jen koneény pocet kruhtt D(n, k).

a) Neprotina-li {(a; b) zddny kruh D(n, k), polozime M := {(a; ).

b) Necht (a; b) protind n&jaky kruh D(n,k); protoze body a,b lezi v Q, nelezi v D(n, k), a existuji
proto Cisla 1, to tak, ze 0 < t; < to < 1, Ze mnozina A((0,t1) U X(ta,1) je disjunktni s D(n, k) a Ze
body A(t1), A(t2) lezi v D(n, k).%%) Vzhledem k tomu, jak je definovan kruh B(n, k), je ziejmé, Ze pro
ts € (0,t1), ta € (t2,1) dostatecné blizké k ¢ resp. k to lezi polouzaviené tusecky A((ts,t1) a A({t2,ts)
v oblasti Int B(n, k) — D(n, k) a existuje proto spojitd funkce p : (t3,t4) — Int B(n,k) — D(n, k) tak,
ze p(ts) = la(ts), p(ts) = A(t4). Nahradime-li tedy tsecku A((t3,t4)) kontinuem pu((t3,t4)), dostaneme
kontinuum M;, které obsahuje body a,b a neprotind kruh D(n, k).

57)

58)

Uvahu analogickou tvaze z tohoto odstavce nebudeme v daldim krocich jiz provadét.
Pred indukénim krokem jsme museli udélat dva kroky, protoze jak kruhy B(1, k), tak i kruhy B(2, k) jsou &tyti
a pak se teprve kazdym dalsim krokem pocet kruht B(j, k) zdvojnasobuje.

59) Postupujeme-li po tiseéce {(a;b) od bodu a k bodu b, je A(t1) prvni, A\(t2) posledni bod této tsecky, ktery lezi
v kruhu D(n, k). Viz obr. 32.
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Obr. 32. Konstrukce kontinua M; (souvisla ¢éra); odstranéna ¢ast tsecky (a;b) je vyznaena

éarkované

¢) Protina-li kontinuum M; néktery z kruhtt D(n’, k'), postupujeme podobné jako v ¢asti b) tohoto
dtkazu a ziskdme kontinuum My, které neprotind ani D(n, k), ani D(n/,k’). Je zfejmé, Ze po konecném
poctu kroku tak ziskdme kontinuum M s nahofe uvedenymi vlastnostmi. To dokazuje, Ze ) je oblast.

Protoze pro kazdé n ¢ N jsou piislusné body b(1, k), ..., b(n, k) dosazitelné z 2,, po obloucich kruznic
C(1,k),...,C(n, k) a tyto kruznice lezi v Qy 41, Qnyo, - . ., je ziejmé, Ze vSechny body b(n, k), n € N, jsou
z 2 dosazitelné, ale nelinearné.

4. Doplnék kontinua K z prikladu 4.4, obr. 8, ma dvé komponenty. Body jednotkové kruznice jsou
z neomezené komponenty (rovné vnéjsku jednotkového kruhu) dosazitelné linedrné, ale z omezené kom-
pomenty (obsazené v jednotkovém kruhu) dosazitelné nejsou.

5. Kontinuum K z p¥ikladu 4.5 ma dvé omezené komponenty. Bod (—1,0) neni dosazitelny z zadné
z nich, bod (1,0) je dosazitelny z kazdé z nich, ale nelinedrné. VSechny ostatni body usecky s krajnimi
body (—1,0), (1,0) jsou dosaZitelné linedrné z kazdé z obou komponent.

6. Je-li Q2 doplnék kiivky z poznamky 4.12, jsou z €2 linearné dosazitelné krajni body vSech tsecek
(spojujicich body Cantorova diskontinua s bodem p = (%, %)) Totéz plati pro vnitini body tsecek, které
p spojuji s bodem z prvniho druhu. Zadny vnitini bod zadné secky spojujicich bod p s bodem x druhého
druhu z © dosazitelny neni. %) [0

Véta 10.14. Je-Ii L C S oblouk, je kazdy bod a € L dosazitelny z oblastiS— L. Je-1i'T C S topologicka
kruznice, je kazdy bod a € T dosazitelny z kazdé komponenty mnoziny S — T

Poznamka 10.11. Véta 10.14 ukazuje, Ze nejen ,vnitini topologické vlastnosti“ rovinnych oblouki
resp. topologickych kruznic jsou stejné jako vlastnosti tsecek resp. kruznic, ale Ze totéz plati i pro jejich
,vnéjsi topologické vlastnosti“. Toho lze vyuzit k dikazu véty 10.14:

Dukasz. Jeli H:S —,, S homeomorfni zobrazeni, pro néz je H(L) = (0, 1), existuje tusecka A
s krajnim bodem H(a) tak, ze AN (0,1) = H(a); M := H_1(A) je pak oblouk s krajnim bodem a, pro

60)
v H(Q).

V tomto pfipadé€ je nejen mnozina vSech dosazitelnych bodt, ale i mnozina vSech nedosazitelnych bodt husta
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néjz je (M —a)N L =1.
Druhé ¢ast véty se dokdze zcela analogicky, jen (0, 1) nahradime jednotkovou kruznici. O
Prikro¢me nyni k pomocnym tvrzenim, potfebnym pro ,,zavodnovani ostrova‘“.

Lemma 10.1. Necht Q C S je oblast a necht L1 = a1by,..., L, = apb, je libovolny koneény systém
disjunktnich obloukii, pro néz je L, — ar C Q pro k = 1,...,n.%!) Pak je

n
(40) Q- Ly,
k=1
oblast.
D 4 k a z staci provést pro n = 1, protoze obecny pripad dokdZeme opakovanim tvahy, ktera
nasleduje.

Polozme M; = S — Q, My = L;. Protoze obé mnoziny jsou uzaviené, zadna z nich neroztind S
a jejich prinik je bud prazdny, nebo jednobodovy (v obou pfipadech tedy souvisly), neroztind S (podle
Janiszewského véty 10.9) ani mnozina (S — Q) U Ly, coZ je totéz, jako kdyz Fekneme, Ze mnozina

S—((S—Q)ULl):Q—Ll
je souvisla. Protoze je zaroven oteviend, je to oblast.

Definice 10.3. Regularni lomenou &arou (zkratka r.l.¢.) rozumime mnozinu tvaru
(41) L= L,
k=1

kde n € N a kde Ly, = (ax_1; ar) C R? jsou tisecky spliiujici tyto podminky:

1) kazd4 tsecka Ly, je rovnobézna s nékterou soufadnicovou osou;

2)jelin>1,je LyNLgpr =agprok=1,...,n—1;

3) je-lin > 2 a jsou-li ¢, j dva indexy, pro néz je |j —i| > 1, je Ly N L; = 0.

Nebude-li vyslovné fe¢eno néco jiného, orientujeme L tak, aby ag byl jeji pocateéni bod, a,, jeji
koncovy bod, a budeme pak fikat, ze L spojuje ag s a,; je-li navic L C 2, budeme fikat, je tyto body
spojuje v 2. [

Snadno nahlédneme, Ze reguldarni lomend cdara je oblouk.

Lemma 10.2. Je-Ii Q C R? je oblast, existuje pro kazdé dva riizné body a, b z Q r.1.&. L C §, ktera
spojuje a s b.

D & k a z . Nékolikrat budeme v dalsim potfebovat toto evidentni tvrzeni:

(42) Je-li K otevieny kruh a je-li u ¢ H(K), v € K, existuje r.l.é. A C K spojujici u s v tak,
e A —aC K.%)

Oznaéme M; mnozZinu vsech bod x # a, pro néz existuje r.l.¢. L, C £, kterd spojuje a s x, a bud
M := M; Ua. Protoze M neni prazdnd mnozina, bude lemma dokazano, dokazeme-li, Ze mnozina M je
oteviena i uzavzend v (2.

Je-li § > 0 tak malé, ze U := U(a,d) C Q, existuje pro kazdy bod x ¢ U rtzny od a r.1.¢. L, C U
spojujici a s x. Z toho plyne, ze U C M.

Je-li a # x C M, existuje r.1.¢. L, C € spojujici a s z a § > 0 tak malé, ze U(z,0) C Q — a. Pak L,
protind hranici kruhu U(z, d) a existuje prvni bod y € L, lezici v H(U(x,d)); bud L, ¢ast L, spojujici
a s y. Necht z € U(z, d) a necht A je r.l.&. spojujici y se z, pfiemz A —y C U(z, ) (srov. s (42)). Ly UA
je pak r.l.¢. spojujici a se z, takze z € M. Tim je dtikaz otevienosti mnoziny M dokoncen.

Necht @ # z € M NQ anecht 6 > 0 je tak malé, ze U(z,d) C 2. Zvolme pevné néjaké z € U(x,d) N M
a né&jakou r.1.¢. L, spojujici a se z; bud y jeji prvni bod lezici na hranici kruhu U(z, d) a L, C L, necht je
r.1.¢. spojujici a s y. Podle (42) existuje r.1.¢. A spojujici y s  tak, ze A—y C U(x,d). Ly UA je pak r.L.&.
spojujici a s © v ; bod z lezi tedy v M. Tim je dokdzano, ze mnozina M je uzaviend v (), a zaroven je
tim dokoncen dtikaz lemmatu 10.2.

61)

62)

Kazdy oblouk L tedy bud lezi v Q cely, nebo cely az na krajni bod ay, ktery pak lezi v H(Q).
A lze vzdy zvolit tak, aby to byla tsecka nebo sjednoceni dvou usecek.
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Obr. 33. K dtikazu lemmatu 10.2: Vlevo otevienost, vpravo uzavienost v {) mnoziny M;

vynechané ¢asti lomenych car jsou vyznaceny ¢arkované

Lemma 10.3. Necht 2 C R? je oblast, necht' a € H(2) a necht existuje tisecka L, = (a; b) rovnobézn4
s neékterou ze souradnicovych os tak, ze Ly, — a C §). Pak pro kazdé x € Q) existuje r.l.¢. L,, ktera spojuje
a sz a pro niz je L, —a C Q.

D Gk az. Podle lemmatu 10.2 existuje r.1.¢. Ly spojujici s b v . Orientujme usecku L; tak,
7e a je jejim prvnim bodem, bud ¢ jeji prvni bod lezici v L, a necht L. je ¢ast tsecky Lp mezi a a c.
Orientujme r.1.¢. Ly, tak, Ze jejim prvnim bodem je x, a necht L. je ¢ast L, mezi x a ¢. Jak snadno
nahlédneme, je L. U L. hledand r.1.¢.

Obr. 34. K diikazu lemmatu 10.3;

vynechané ¢asti lomenych c¢ar jsou vyznaceny ¢arkované
Lemma 10.4. Necht Q C R? je oblast, necht K C Q je neprazdnéa koneéna mnozina a necht existuje
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isecka A vychézejici z bodu a € H(Q) do Q a rovnobézna s nékterou soufadnicovou osou. Pak existuje
r.l.¢. L vychazejici z bodu a do () tak, ze K C L.

D t k a z . Protoze usecku L lze zkratit, lze pfedpokladat, ze je disjunktni s K = {c1,...,c,} (kde
n € N a ¢; jsou navzajem rtzné body).

Podle lemmatu 10.3 existuje r.1.¢. Ly vychazejici z bodu a do 2 a spojujici a s ¢1. Je-li n =1, jsme
hotovi; je-li n > 1, pokracujme: Protoze podle lemmatu 10.1 je ; := Q — L; oblast a protoze zfejmé
existuje tusecka vychazejici z bodu ¢; do 2 a rovnobézna s nékterou souradnicovou osou, existuje r.l.¢.
Ls vychéazejici z bodu ¢; do 1 a spojujici ¢ s ¢o. L1 U Ly je r.l.¢. vychazejici z bodu a do €2, obsahujici
bod ¢; a spojujici a s cs.

Je-li n = 2, jsme hotovi; jinak pokracujme analogicky jako dosud. Po kone¢ném poctu krokt ziskame
zéddanou r.l.¢.

Definice 10.4. Otevienym (resp. uzavienym) J-&tvercem o stiedu = = (z1,72) € R? budeme na-
zyvat mnozinu

(43) Q(x,0) :=(x1 — 6,21 +9) x (w2 — 0,22+ ) (resp. R(z,0) := (1 — d, 21 +0) X (x2 — 0,22 + 0)).

Otevienym (resp. uzavienym) J-kanalem s osou L nazveme sjednoceni ok(L,d) (resp. uk(L,?))
v8ech otevienych (resp. uzavienych) d-¢tverct o stfedech v L. Kanadlem s osou L nazveme mnozinu,
kterd je d-kanalem s osou L pro néjaké ¢ > 0. Sitkou uvedenych kanald nazveme éislo 24.

Poznamka 10.4. Otevieny (uzavieny) kandl, jehoZ osou je tisecka, je otevieny (uzavieny) interval.

Z toho ihned plyne, ze pro kaZdou r.l.¢. L a kaZdé § > 0 je otevieny kandl s osou L oblast, uzavieny kandl
s osou L kontinuum. Kromé toho zfejmé plati:

(44) ok(L,8) C U(L,V28) (resp. uk(L,8) C U(L,V25)).

Dulezité bude pii ,,zavodnovani ostrova“ toto tvrzeni:

Lemma 10.5. Je-li L r.1.¢., existuje A > 0 tak, Ze pro zadné § € (0, A) nerozting uk(L,d) rovinu S.

Dikaz. Necht L je jako v definici r.1.&., tj. necht plati (41) spolu s podminkami a), b), ¢). Podminky
c) zarutuje, ze Usecky L;, L; maji pro kazdou dvojici indexti , j, pro néz je |i—j| > 1, kladnou vzdalenost
A;j. Necht €islo A > 0 je mensi nez polovina minima vSech téchto A;; a necht § € (0,A). Vzhledem
k (44) jsou pak kanaly uk(L;, ), uk(L;,0) (kde |i—j| > 1) disjunktni. Zadny kandl, jehoz osou je tsecka,
neroztima S a . prinikem J-kanald s osami Ly, Li41 je 6-Ctverec o stfedu ag, tedy souvisla mnozina.

Postupujme podle Janiszewského véty 10.1: Kandly uk(L1,0), uk(La, d) neroztinaji S a jejich prinik
je souvisly; proto ani jejich sjednoceni uk(L1,0) U uk(Lg,d) = uk(Ly U La,0) nerozting S. Je-li n > 2,
uvazme, ze prunik naposled napsaného kanalu s kanalem wk(Ls,d) je uzavieny d-Ctverec o stfedu as.
Podle Janiszewského véty tedy ani uk(L; U L2 U L3 neroztind S, atd. Po koneéném poctu krokii bude
tvrzeni lemmatu dokazano.

Definice 10.5. Regularnim kanalem nazveme kan4l, ktery neroztina S. %)

Lemma 10.6. Pro kazdou omezenou mnozinu M C R? a pro kazdé ¢ > 0 existuje koneénd mnozina
K C M tak, ze

(45) zeM = p(z,K)<e.

Dt kaz. Mnozina N := M je kompaktni, takze ze systému {U(z, %a)}xeN, ktery pokryva N,
lze (podle Borelovy véty) vybrat koneény podsystém U (zq, %5), cos U@, %5), ktery mnozinu N také
pokryvé. Zvolime-li pro kazdé k = 1,...,m bod yxr € M N U(z, %5), je ziejmé U(xy, %5) C Ulyg,e),
takze mnozina K := {y1,...,ym} ma zaddanou vlastnost.

Nyni jiz budeme moci dokézat toto tvrzeni:

Véta 10.15. V R? existuji omezené neprazdné disjunktni oblasti Qq, Qa, Q3 tak, Ze
(46) H(Q) = H(2) = H(Qs3).

63) Je-li tedy L r.1.¢., je regularnim kanilem s osou L kazdy kandl s touto osou a dostateéns malou sitkou.
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Dikaz. Oznacme
(47) A:=1(0,v2) x (0,v2),

necht A(0,1), A(0,2), A(0,3) jsou disjunktni uzaviené ¢tverce obsazené v Int A a necht a(0,%) je pro
kazdé i = 1,2, 3 stied nékteré (libovolné, ale pevné zvolené) strany ¢tverce A(0,4). Snadno zjistime, Ze

(48) G :=1Int A — (A(0,1) U A(0,2) U A(0,3)).

je oblast o primeéru 2.

Necht K(1,1) C G je konefnd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G vzdédlenost < 1 (srov.
s lemmatem 10.6). Podle lemmatu 10.4 existuje r.l.¢. L(1,1) vychézejici z bodu a(0,1) do G, pro niz je
K(1,1) C L(1,1); jeji krajni bod rtizny od a(0, 1) ozna¢me a(1, 1). Podle lemmatu 10.5 existuje reguldrni
kanal uk(1,1) s osou L(1,1) a sifkou 24(1, 1) tak malou, Ze kanal je disjunktni s A(0,2)U A(0, 3). Protoze
prunik tohoto kandlu se étvercem A(0, 1) je souvisly, je podle Janiszewského véty

(49) G(1,1) :=G —uk(1,1)
oblast; mnozina
(50) A(1,1) := A(0,1) Uuk(1,1)

je kompaktni a disjunktni s A(0,2) U A(0, 3).

Necht K(1,2) C G(1,1) je koneénd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1,1) vzdalenost < 1,
necht L(1,2) je r.l.é. vychazejici z bodu a(0,2) do G(1,1) a obsahujici mnozinu K(1,2); jeji krajni bod
rizny od a(0,2) oznacme a(1,2). Necht uk(1,2) je reguldrni kandl s osou L(1,2) a $ifkou 2§(1,2) tak
malou, Ze kandl je disjunktni s A(0,3) U A(1,1). Podle Janiszewského véty je

(51) G(1,2) := G(1,1) — uk(1,2)
oblast; mnozina
(52) A(1,2) := A(0,2) Uuk(1,2)

je kompaktni a disjunktni s A(0,3) U A(1, 2).

Necht K (1,3) C G(1,2) je koneénd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1,2) vzdalenost < 1,
necht L(1,3) je r.1.é. vychézejici z bodu a(0,3) do G(1,2) a obsahujici K(1,3); jeji krajni bod rizny od
a(0, 3) oznafme a(l,3). Necht uk(1,3) je reguldrni kandl s osou L(1,3) a sifkou 24(1, 3) tak malou, ze
kandl je disjunktni s A(1,1) U A(1,2). Podle Janiszewského véty je

(53) G(1,3) := G(1,2) — uk(1,3)
oblast; mnozina
(54) A(1,3) := A(0,3) Uuk(1,3)

je kompaktni a disjunktni s A(1,1) U A(1,2).
Je-li 1 <4 < 3 a oznaéime-li ok(1,4) kanal ok(L(1,1),0(1,4)), jsou

(55) Q(1,4) := Int A(0,4) U ok(1,14)
disjunktni oblasti. Kazdy bod z G(1,3) ma od kazdé z nich vzdalenost < 1.

Misto forméalni indukce provedeme podrobné jesté dalsi krok konstrukce — zejména proto, aby se plné
vysvétlila uzita oznaceni: %4)

64) Obr. 36 ilustruje situaci po tfetim kroku konstrukce. Kazd4 z mnozin A(1,14) se sklada ze ¢tverce a silngji vyznade-
ného kanélu, A(2,) vznikne z A(1,¢) pfidanim kanélu vyznaceného stfedné silnou ¢arou, A(3,¢) vznikne z A(2,¢) pfidanim
kanélu vyznaceného slabou ¢arou. Rozdélime-li velky ¢tverec na 4, 16, 64 shodnych ¢tverct, ma kazdy bod z G(1, 3), G(2, 3),
G(3,3) vzdalenost nejvyse 1, 1/2, 1/4 od mnozin A(1,1), A(2,4), A(3,1), protoze kazda z téchto mnozin ma spolecné body
s kazdym z uvedenych 4, 16, 64 ¢tvercu.

91



Necht K (2,1) C G(1,3) je kone¢nd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1, 3) vzdélenost < 271
Necht L(2,1) je r..¢. vychédzejici z bodu a(1,1) do G(1,3) a obsahujici mnozinu K (2,1); jeji krajni
bod rtzny od a(l,1) oznacme a(2,1). Ozna¢me kratce uk(2,1) reguldrni kanal uk(L(2,1),6(2,1)), kde
5(2,1) < 6(1,1) je tak malé, ze kanél je disjunktni s A(1,2) U A(1,3). ProtoZe primnik tohoto kanélu
s A(1,1) je souvisly, je podle Janiszewského véty
(56) G(2,1) = G(1,3) — uk(2,1)
oblast; mnozina

(57) A(2,1) := A(1,1) Uuk(2,1)
kontinuum disjunktni s A(1,2) U A(1, 3).

Obr. 35. K dtkazu véty 10.15

Necht K(2,2) C G(2,1) je kone¢na mnozina, od niz ma kazdy bod oblasti G(2,1) vzdalenost < 271,
necht L(2,2) je r.1.&. vychézejici z bodu a(1,2) do G(2,1) a obsahujici mnozinu K (2,2); jeji krajni bod

92



riizny od a(1, 2) oznaéme a(2, 2). Necht uk(2, 2) je regularni kanal s osou L(1, 2) a §ifkou 26(2, 2) < 26(1,2)
tak malou, Ze kanal je disjunktni s A(1,3) U A(2,1). Podle Janiszewského véty je

(58) G(2,2) = G(2,1) — uk(2,2)
oblast; mnozina

(59) A(2,2) := A(1,2) Uuk(2,2)
kontinuum disjunktni s A(1,3) U A(2,1).

Necht K (2,3) C G(2,2) je kone¢nd mnozina, od niz ma kazdy bod oblasti G(2,2) vzdalenost < 271
necht L(2,3) je r.l.¢. vychézejici z bodu a(2, 3) do G(2,2) a obsahujici K(2,3); jeji krajni bod rizny od
a(2,3) ozna¢me a(3,3). Necht uk(2,3) je reguldrni kandl s osou L(2,3) a sifkou 26(2,3) < 26(1, 3) tak
malou, ze kandl je disjunktni s A(2,1) U A(2,2). Podle Janiszewského véty je
(60) G(2,3) == G(2,2) — uk(2,3)
oblast; mnozina
(61) A(2,3) := A(1,3) Uuk(2,3)

kontinuum disjunktni s A(2,1) U A(2,2).
Je-li 1 <4 < 3 a oznaéime-li 0k(2,4) kanal ok(L(2,1),0(2,1)), jsou

(62) 0(2,7) :=Int A(0,7) U ok(1,7) U 0k(2,1)

disjunktni oblasti. Kazdy bod z G(2,3) m4 od kazdé z nich vzdalenost < 271,
Postupujeme-li takto dale, dostaneme pro kazdé n € N a kazdé i = 1,2, 3 disjunktni oblasti Q(n, )
a oblasti G(n, 1), pro né&z plati: Posloupnosti {Q(n,4)}52, jsou (pro i = 1,2, 3) rostouci, posloupnost

(63) GoG1,1)>C(1,2) D G(1,3)D... 0 Gn,1) > Gn,2) > Gn,3) > ...

klesajici, pficemz kazdy bod z G(n,3) mé od kazdé z oblasti Q(n, i) vzdalenost < 2~(»~1). Polozme

(64) Q; = Q(n,i) pro i =1,2,3

(@

n=1

a bud T prinik uzavérd mnozin (63). Pak je I' kontinuum, jehoz kazdy bod mé od kazdé z oblasti ;
vzdalenost 0, pficemz I' N ©; = (). Kontinuum T je tedy spoleénou hranici vsech t¥ oblasti €;.
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