1. Topologické limity

Definice 1.1. Je-li A, C P pro s.v.n, definujeme Li A4,, jako mnozinu vSech bodd z € P, jejichz
kazdé okoli U(z) mé neprazdny prinik se skoro vsemi A,, a Ls A,, jako mnozinu vSech bodd z € P,
jejichz kazdé okoli U(x) ma neprazdny prinik s nekoneéné mnoha A, ; prvni z téchto mnozin se nazyva
topologicky limes inferior, druh4 je topologicky limes superior posloupnosti {4, }. Je-li Li A,, = Ls A,,
znac¢ime tuto mnozinu Lim A,,, nazjvame ji topologicka limita posloupnosti {A4,} a fikdme, Ze po-
sloupnost {4, } k ni (topologicky) konverguje. (Rikime, Ze posloupnost mnozin A, C P (topologicky)
konverguje nebo je (topologicky) konvergentni (v prostoru P), existuje-1i jeji topologické limita.)

Priklad 1.1. Je-li
(1) A2n—1 = <(1 - ﬁ?o); (1 - ﬁa 1))7 A2n = <(_1 + %70); (_1 + %7 1)>
pro kazdé n € N, je

Ls A, = {(1,0); (1,1)) U{(—=1,0); (=1,1)), Li A, =0,

® Lim Az, 1 = ((1,0): (1, 1)), Lim Ag, = (—1,0); (~1,1)).
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Obr. 2. K prikladu 1.1

Poznamka 1.1. Li A, Ls A, Lim 4,, jsou topologické pojmy!).

Poznamka 1.2. Vzdy je Li A, C Ls A,. Je-li {4,,} posloupnost vybrand z {A,}, je Li A, C
Li A,, CLs A,, CLsA,. Konverguje-li tedy {A,} k A, konverguje k A kazd4 jeji vybrana posloupnost
{An, }.

Poznamka 1.3. Je-li 2,, ¢ P (pro s.v.n), je Ls x,, mnozina v8ech hromadnych bodt posloupnosti
{zn}. Posloupnost {z,,} mé topologickou limitu pravé tehdy, je-li bud konvergentni v obvyklém smyslu
(nacez Lim z,, = lim z,,), nebo nem4-li zddny hromadny bod (nacez Lim z,, = ().

Rovnost Li x,, = @) plati pravé v téchto dvou situacich: 1) posloupnost {x, } nemd z4ddny hromadny
bod (tj. Ls x,, = 0), 2) posloupnost {z,,} m4 asporti dva riizné hromadné body.

Poznamka 1.4. Necht A,, # () pro vSechna n € N. K tomu, aby bylo = € Ls A4, je nutné a stadi,
aby existovaly body x,, € A, tak, Ze x je hromadnym bodem posloupnosti {z,} (tj. aby existovaly body
X, € Ap, (N1 < g < ...) tak, ze x,, — x); k tomu, aby = € Li 4, je nutné a staci, aby existovaly
body z,, € A, tak, ze x, — x.

Véta 1.1. Li A,, a Ls A,, jsou uzaviené mnoziny.

Dikaz. Jeli A:=Li A,, z € A, existuje ke kazdému okoli U(z) bod y € ANU (). Mnozina U (z)
je pak i okolim bodu y € A = Li A,,, takze A, NU(z) # 0 pro skoro viechna n, tj. z € A.

1) tj. invarianty homeomorfnich zobrazeni




Podobné pro Ls A,.
Poznamka 1.5. Je-li A, C B,, je Li A, C Li B,,, Ls A,, C Ls B,,.
Poznamka 1.6. Li A, = Li A4,,, Ls A,, = Ls A,,.

Poznamka 1.7. Li A, ULi B,, C Li(A,UB,) C Ls(4,, UB,,) = Ls A,, ULs B,,. Dtsledek: Existuji-li
Lim A,, a Lim B, existuje i Lim (4,, U B,) = Lim A,, U Lim B,,.

Priklad 1.2. Jsou-li @ # b dva body z P a polozime-li Ay, = Ba,—1 = {a}, Aap—1 = B2, = {b},
je Li A, ULi B, = 0, kdezto Li(A, U B,,) = {a,b}; rovnost Li A, ULi B,, = Li(A,, U B,,) tedy obecné
neplati.

Poznadmka 1.8. Je-li A; D ... D A, D ...,jeLim A, = 2, A,. Jeli A4y C ... C A, C ..., je
Lim A, =U,~, 4,.

Poznamka 1.9. Je-li A, C M, kde M C P je uzaviend mnozina, je téz Ls A,, C M (a v disledku
tohoiLi 4, C M).

Véta 1.2. Necht P je kompaktni, necht A,, C P pro vSechna n € N a necht U(A) je libovolné okoli
mnoziny A := Lim A, ; pak je A,, C U(A) pro s.v.n.

D t k a z . Kdyby tomu tak nebylo, existovaly by body z,, € A,, — U(A). Kdybychom vybrali
konvergentni posloupnost Tny,, S limitou «, bylo by x € P — U(A) a zaroveni x € Ls A,, = A, coz je (podle
poznédmky 1.4) nemozné.

Poznamka 1.10. Je-li P kompaktni prostor a je-li A, C P, diam A,, > r > 0 pro vS8echna n, je
diam Ls A4,, > 7.2)

Dtakaz. V kazdém A, existuji dva body ] a z/ tak, ze p(z],z,) > r — 1/n. Vybereme-li
posloupnosti {2}, } a {z},, } konvergujici k 2’ resp. k 2", je 2’ Uz"” C Ls A, a p(z',2") > r.

Véta 1.3. Je-li P prostor se spoc¢etnou bazi, Ize z kazdé posloupnosti mnozin A, C P vybrat po-
sloupnost (topologicky) konvergentni.?)

Dikaz. BudUp,Us,...,Up,... baze P. Polozme Al := A, a piedpokladejme, Ze pro jisté k > 1
jsou sestrojeny mnoziny A¥, n e N. Jsou dvé moznosti:

1) Existuje-li posloupnost {AF }%°, vybrand z {AF}22,, pro niz je U, N Ls A¥ = () pro kazdé i,
poloZime Af"’l = Af” ;

2) jestlize takova posloupnost neexistuje, polozime A;H'l := AF pro kazdé i.

Posloupnost {A¥112° je v obou p¥ipadech vybrana z posloupnosti { A%} .

Dokazme, 7e ,diagonalni“ posloupnost {A”}2° ; konverguje: Jestlize z ¢ Li A7, existuje Uy tak, ze
x € Uy a pro vhodnou vybranou posloupnost {A}'} je Up N A7i = () pro i = 1,2,.... Protoze {A] } je
(az snad na kone¢né mnoho prvnich ¢lentl) vybrana z {A¥}°° | nastal pii k-tém kroku piipad 1), takze
Ur N Ls AF+1 = () pro vSechna n. Protoze viak {A”} je vybrdna (az snad na kone¢né mnoho prvnich
¢lentt) z {AkT1Y je téz U, NLs A” = (), takze x ¢ Ls A”.

Dokazali jsme implikaci ¢ Li A} = x ¢ Ls A7, tj. inkluzi Lis A} C Li A7; Lim A tedy skutecné
existuje.

Priklad 1.3. Snadno se muzZe stat, ze z dané posloupnosti {A,,} nelze vybrat zddnou topologicky
konvergentni posloupnost s neprazdnou limitou; sta¢i, aby Lim A,, = §). Dva jednoduché ptiklady: P = R
(takze P je uplny, ale neomezeny prostor) a A, := {n}, nebo P = (0,1) (takZe P je netplny, ale omezeny
prostor) a A, := (1 — 1,1,).

Ani dodateény predpoklad, ze P je tplny prostor a Ze mnozina |J-_, A,, je omezend, viak nestadi?®)
k tomu, aby z posloupnosti mnozin A, C P bylo mozné vybrat posloupnost s neprazdnou limitou: Je-
li P napf. Hilbertiv prostor vSech nekoneénych posloupnosti {a,} realnych &isel, pro néz je > | a?
konvergentni fada, v némz je norma definovana rovnosti

e ) 1/2
(3) Hand = (> a2) ",
n=1
2) diam (M) je primér mnoziny M. diam (@) := 0, pro neprazdnou M je diam (M) := sup{p(z,v); z,yeM }.

3) Limita této vybrané posloupnosti miize ovSem byt prazdna.
4) na rozdil od kompaktnosti prostoru P — viz poznamku 1.12
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a je-li e, posloupnost, jejiz n-ty ¢len je 1, zatimco ostatni ¢leny jsou nulové, je || e, — ey, || = v/2 pro kazdé
dva indexy m # n, takZe posloupnost {e,} nemé zadny hromadny bod. Z posloupnosti jednobodovych
mnozin A, := {e,} nelze vybrat zadnou (topologicky) konvergentni posloupnost s neprazdnou limitou,
protoze Lim A,, = (.

Poznamka 1.11. V prostoru se spocetnou bazi je Ls A,, = |JLim A, , kde vpravo se sjednocuje pres
v8echny (topologicky) konvergentni posloupnosti {A4,,, } vybrané z {A,}.

D 1 k a z . Prava strana je podle poznamky 1.2 obsazena v levé. Je-li z € Ls A,,, existuji podle
poznamky 1.4 body z,, € A,, tak, ze x,, — x. Z posloupnosti {A,,} lze (podle véty 1.3) vybrat
konvergentni posloupnost {Ankj }; znamend-li A jeji limitu, je x € A.

Poznamka 1.12. Je-li P kompaktni prostor a jsou-li A,, C P nepréazdné mnoZiny, je Lim A, # (),
pokud limita vlevo existuje.

Diakaz. Jeli A:=Lim A,, =, € A,, je kazdy hromadny bod x posloupnosti {x,,} obsazen v A,
a vzhledem ke kompaktnosti prostoru alespon jeden hromadny bod existuje.
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