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BANACHOVY PROSTORY

V podstaté se budeme zaby-
vat prostory funkci. Napfi-
klad to bude prostor (mno-
zina) spojitych funkci na in-
tervalu [0, 1].
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BANACHOVY PROSTORY

V podstaté se budeme zaby-
vat prostory funkci. Napfi-
klad to bude prostor (mno-
zina) spojitych funkci na in-
tervalu [0, 1].

Ukaze se, ze rada vlastnosti
plati pro tfadu podobnych

prostort.
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To se poznalo tak, Ze se di-
kazy jistych tvrzeni v riz-
nych situacich podobaly na-
vzajem jako vejce vejci.
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To se poznalo tak, Ze se du-
kazy jistych tvrzeni v riz-
nych situacich podobaly na-
vzajem jako vejce vejci.

Aha, bude nasledovat nudna
kapitola o trividlnich vlast-

nostech skoro vSech pro-
storul.
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Neni tomu tak. Prostory,

které  budeme  zkoumat
jsou v podstaté nekonecne-

rozmérnym zobecnénim
R.
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Neni tomu tak. Prostory,

které  budeme  zkoumat
jsou v podstaté nekonecne-

rozmérnym zobecnénim
R.

Budeme zkoumat
nekoneCne-rozmérné

koule a dokonce dostaneme
obdobu Pythagorovy véty.
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Neni tomu tak. Prostory,

které  budeme  zkoumat
jsou v podstaté nekonecne-

rozmérnym zobecnénim
R.

Budeme zkoumat
nekonecCne-rozmérné

koule a dokonce dostaneme
obdobu Pythagorovy véty.

Jest€¢ bych podotkl, ze v
takovych prostorech nefun-
guje selsky rozum.
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Budeme zkoumat prostory

S urcitou zéso})ou obec-
nych vlastnosti. Nebude

vSak existovat néjaky ty-
picky, ktery bychom si pfi
dakazech kreslili.
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Budeme zkoumat prostory

S urcitou zéso})ou obec-
nych vlastnosti. Nebude

vSak existovat néjaky ty-
picky, ktery bychom si pfi
dakazech kreslili.

Nicmén€ rfada tvrzeni zde
dokazovanych plati 1 v R".

Tedy nutnd podminka pro
to, aby tvrzeni platilo, je
nekolidovani se znamymi
vlastnosmi v R".
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Zapomnéla jsem dodat, ze
takové prostory jsou velmi
uziteCné. Zpravidla jsou to
prostory feseni jistych dife-
rencialnich rovnic.
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Zapomnéla jsem dodat, ze
takové prostory jsou velmi
uziteCné. Zpravidla jsou to
prostory feseni jistych dife-
rencialnich rovnic.

Proto nas bude zajimat spo-
jitost, konvergence, uplnost.
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Zapomnéla jsem dodat, ze
takové prostory jsou velmi
uziteCné. Zpravidla jsou to
prostory feseni jistych dife-
rencialnich rovnic.

Proto nas bude zajimat spo-
jitost, konvergence, uplnost.

Takze to budou nejCastéji
prostory funkci. U nékte-

rych navic dostaneme kol-
most.
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ZAKLADY




ZAKLADY

Jiz vime dost na prvni pred-
stavu. Tak jdeme na to.
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Z algebry znate tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linearni prostoty, apod.

\
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Z algebry znate tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linearni prostoty, apod.

\

V analyze se probiraly tzv. spojité struktury, kde byla definovdna konvergence nebo
okoli bodil a mohla se definovat spojitost zobrazeni (redlnd pfimka, komplexni rovina,
obecnéji euklidovské prostory, nebo jesté obecnéji metrické prostory).

\
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Z algebry znate tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linearni prostoty, apod.

\

V analyze se probiraly tzv. spojité struktury, kde byla definovdna konvergence nebo
okoli bodil a mohla se definovat spojitost zobrazeni (redlnd pfimka, komplexni rovina,
obecnéji euklidovské prostory, nebo jesté obecnéji metrické prostory).

\

Souvislost téchto dvou pfistupti byla vidét uz v prvni kapitole o redlnych ¢islech, kde
se dokdazalo, Ze sCitani, ndsobeni a déleni realnych Cisel jsou spojitd zobrazeni. To mélo
pozd¢jsi disledky, napf. moznost zameny poradi limity a souctu (resp. soucinu nebo
podilu) posloupnosti nebo funkei, zamény poradi derivace a souctu, nebo integralu a
souctu.

-
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U poslednich dvou priklad neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen zaménu poradi
derivace a integrace s nasobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze
obecné vhodné.

\
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U poslednich dvou priklad neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen zaménu poradi
derivace a integrace s nasobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze
obecné vhodné.

\

Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvki a nasobeni prvku
Cislem, jsou linearni prostory.

\
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U poslednich dvou priklad neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen zaménu poradi
derivace a integrace s ndsobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze
obecné vhodné.

\

Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvki a nasobeni prvku
Cislem, jsou linearni prostory.

\

Pokud je na téchto prostorech jesté definovana napr. metrika, d4 se oCekavat, Ze se
dostane vhodna struktura pro analyzu. Metrika a linedrni struktura ale musi byt vhodné
skloubeny.

\/
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U poslednich dvou priklad neni uveden soucin a podil, Ize uvést jen zaménu poradi
derivace a integrace s nasobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze
obecné vhodné.

\

Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvki a nasobeni prvku
Cislem, jsou linearni prostory.

\

Pokud je na téchto prostorech jesté definovana napr. metrika, d4 se oCekavat, Ze se
dostane vhodna struktura pro analyzu. Metrika a linedrni struktura ale musi byt vhodné
skloubeny.

\/

Metrika a linearita. TakZze se
nejen bude konvergovat, ale

1 sCitat. Nic jiného.
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Vzhledem k riizn€ terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré
pojmy.

\
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Vzhledem k riizn€ terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré
pojmy.

\

Zéakladnim pojmem bude linedrni prostor nad redlnymi Cisly. VétSina dale uvadénych
tvrzeni plati i pro linearni prostory nad komplexnimi Cisly.

\
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Vzhledem k riizn€ terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré
pojmy.

\

Zéakladnim pojmem bude linedrni prostor nad redlnymi Cisly. VétSina dale uvadénych
tvrzeni plati i pro linearni prostory nad komplexnimi Cisly.

\

DEFINICE. Linearni prostor je neprazdnd mnozina X, na které je definovano sCitani
x + y prvki X a ndsobeni rz prvki z € X redlnymi Cisly r. Tyto operace spliuji

nasledujici podminky:

1. Operace scitani je komutativni a asociativni, existuje nulovy prvek 0 € X a inverzni

prvky —x (tj. z + 0=z ax + (—x) = 0 pro kazdé = € X); ~

2. Operace nasobeni redlnymi Cisly je distributivni v obou proménnych vzhledem ke
sCitani a v prvni proménné vzhledemexistence k nasobeni, plati 1z = x pro kazdé
r € X.

=
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).

\/
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).

\/

Nejmensi linedrni podprostor v X mnoziny A C X se nazyva linedrni obal A.

\/
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).

\/

Nejmensi linedrni podprostor v X mnoziny A C X se nazyva linedrni obal A.

\/

PodmnozZina A linedrniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje
—x € A.

\
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).

\

Nejmensi linedrni podprostor v X mnoziny A C X se nazyva linedrni obal A.

\/

PodmnozZina A linedrniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje
—x € A.

\

Nazyva se pohlcujici, jestlize pro kazdé xr € X existuje s > 0 tak, Ze rx € A pro
kazdé r € [0, s).

\/
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Je-11 X linearni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s opera-
cemi zizenymi z X na Y tvofi Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a nasobek prvku
z Y redlnym Cislem opét nalezeji do Y).

\

Nejmensi linedrni podprostor v X mnoziny A C X se nazyva linedrni obal A.

\/

PodmnozZina A linedrniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje
—x € A.

\

Nazyva se pohlcujici, jestlize pro kazdé xr € X existuje s > 0 tak, Ze rx € A pro
kazdé r € [0, s).

\/

MnozZina A je konvexni, jestlize s dvéma svymi body x, y obsahuje i dsecku mezi x, y,
tj. mnozinu {rz + (+ — r)y;r € [0, 1] }.

=)
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Jak jsem Ttekla, vSechno
si jde kreslit v konecné-
rozmérném pripade¢. Ale
myslet se musi nekoneCné-
rozmérné (pro jistotu).
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Jak jsem Ttekla, vSechno
si jde kreslit v konecné-
rozmérném pripade¢. Ale
myslet se musi nekoneCné-
rozmérné (pro jistotu).

Chce se tim fict, Ze to neni
obecné€ jednoduché.
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Zobrazeni vhodna pro linearni prostory musi zachovavat obé operace (linearita):

\

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zobrazeni vhodna pro linearni prostory musi zachovavat obé operace (linearita):

\

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi linedrnimi prostory se nazyva linearni zobra-
zeni, jestlize splnuje néasledujici dvé podminky:

1. f(x1+ x9) = f(x1) + f(x2) pro vSechna x1, x5 € X;
2. f(rz) =rf(x)provSechnar € R,z € X.
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Zobrazeni vhodna pro linearni prostory musi zachovavat obé operace (linearita):

\

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi linedrnimi prostory se nazyva linearni zobra-
zeni, jestlize splnuje néasledujici dvé podminky:

1. f(x1+ x9) = f(x1) + f(x2) pro vSechna x1, x5 € X;
2. f(rz) =rf(x)provSechnar € R,z € X.

Lineédrni zobrazeni X — R se nazyv4 linearni funkcional.
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Dva linearni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linearni zob-
razeni jednoho z nich na druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.

\
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Dva linearni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linearni zob-
razeni jednoho z nich na druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.

\

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
. o . . algebraicky dudl
To je klicova zalezitost. zobrazent - ex do
Které prostory jsou stejné? normovany prostor
1«7 Minkovského
To se teprve uvidi. p.
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
‘ Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Dva lineédrni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linearni zob-
razeni jednoho z nich na druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.

\
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Nékteré dalsi dalezité operace s linedrnimi prostory:

\




Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

\/

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R~ vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pii bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).
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Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

\/

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R~ vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pii bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

\/
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Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

\/

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R~ vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pii bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

\/

Je-li X linedrni prostor, pak podmnozina X7 C R* v8ech linedrnich funkcionald

na X je linedrni podprostor R*, ktery se nazyvd it algebraicky dudl (nebo algebraicky
dudlni prostor k) prostoru X.

\

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

\/

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R~ vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pii bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

\/

Je-li X linedrni prostor, pak podmnozina X7 C R* v8ech linedrnich funkcionald

na X je linedrni podprostor R*, ktery se nazyvd it algebraicky dudl (nebo algebraicky
dudlni prostor k) prostoru X.

\
Zobrazeni ex z X do druhého dudlu (X7)# definované jako ex(x)(f) = f(x), pro
r € X, f € X7 je prosté linedrni zobrazeni.

\
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Nékteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

\/

Je-li X neprazdnd mnoZina, je mnoZina R~ vSech zobrazeni X — R linedrn{ prostor
pii bodové definovanych operacich, tj. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

\/

Je-li X linedrni prostor, pak podmnozina X7 C R* v8ech linedrnich funkcionald

na X je linedrni podprostor R*, ktery se nazyvd it algebraicky dudl (nebo algebraicky
dudlni prostor k) prostoru X.

\
Zobrazeni ex z X do druhého dudlu (X7)# definované jako ex(x)(f) = f(x), pro
r € X, f € X7 je prosté linedrni zobrazeni.

\

Ted” se nad (snad) naSim
prostorem nékdo povysuje.
Je to jeho dudl. A to neni po-
sledni potiz.
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V dudlu sedi napriklad in-
tegraly, miry a podobna ha-

9

vetr'.
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V dudlu sedi napriklad in-
tegraly, miry a podobna ha-

9

vetr'.

Kdo pro dany prostor zna
jeho dudl, ma zbran, se kte-
rou se neztrati.

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 1 Piiklady 1 Otazky 1 Cviceni 1




NORMOVANE PROSTORY




NORMOVANE PROSTORY
'

Jak bylo naznaceno v uvodu, ,,spojit€” linearni prostory jsou linearni prostory spolu s
neJakou spojitou strukturou (napf. metrikou) takovou, Ze obé algebraicke operace ]sou
spojité, V metrickych prostorech existuje 1 jiny pristup, ktery je specialn€jsi a prinasi
vhodné;jsi teorii.
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neJakou spojitou strukturou (napf. metrikou) takovou, Ze obé algebraicke operace ]sou
spojité, V metrlckych prostorech existuje 1 jiny pristup, ktery je specialnéjsi a prinasi

vhodné;jsi teorii.
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NORMOVANE PROSTORY

Jak l1ze tedy vhodnéji spojit
linearni a metrickou struk-
turu?
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Na pfimce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykla metrika in-
variantni vuci posunuti, tj. d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadna dalsi vyznamna souvislost
mezi sCitdnim a metrikou neni.

\/
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Na pfimce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykla metrika in-
variantni vuci posunuti, tj. d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadna dalsi vyznamna souvislost
mezi sCitdnim a metrikou neni.

\/

Vezme-li se a = —y, dostane se d(x — y,0) = d(x,y).

\/
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variantni vuci posunuti, tj. d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadna dalsi vyznamna souvislost
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Vezme-li se a = —y, dostane se d(x — y,0) = d(x,y).

\

Naopak, jsou-li dany vzdélenosti od 0, Ize je rozsitit stejnou rovnosti na vzdalenosti
mezi libovolnymi prvky, a tyto vzddlenosti jsou invariantni vii¢i posunuti.

\/
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Na pfimce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykla metrika in-
variantni vuci posunuti, tj. d(x + a,y + a) = d(z,y). Zadna dalsi vyznamna souvislost
mezi sCitdnim a metrikou neni.

\/

Vezme-li se a = —y, dostane se d(x — y,0) = d(x,y).

\

Naopak, jsou-li dany vzdélenosti od 0, Ize je rozsitit stejnou rovnosti na vzdalenosti
mezi libovolnymi prvky, a tyto vzddlenosti jsou invariantni vii¢i posunuti.

\/

Staci tedy definovat vzdalenosti k O s vlastnostmi, které po vySe uvedeném rozsireni
na vzdalenosti mezi libovolnymi body davaji metriku:

=
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Uz zase dycham, O nic
nejde. Diky linearité staci
umistit pasmo do pocitku
napevno a mérit vzdalenosti
odtamtad’.
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DEFINICE. Linearni prostor X se nazyva normovany prostor, jestlize je na X dana

Uz zase dycham, O nic
nejde. Diky linearité staci
umistit pasmo do pocitku
napevno a mérit vzdalenosti
odtamtad’.

realna funkce p s vlastnostmi (pro libovolnd r € R, x,y € X)

L. p(z +y) < plz) +p(y);
2. p(rx) = |r|p(x);
3. p(x) # 0 pro x # 0;

\
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Uz zase dycham, O nic
nejde. Diky linearité staci
umistit pasmo do pocitku
napevno a mérit vzdalenosti
odtamtad’.

\

DEFINICE. Linearni prostor X se nazyva normovany prostor, jestlize je na X dana
realna funkce p s vlastnostmi (pro libovolnd r € R, x,y € X)

L. p(z +y) < plz) +p(y);
2. p(rx) = |r|p(x);
3. p(x) # 0 pro x # 0;

\

Norma prvku z se vétSinou znacf ||z||.
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Snadno se ukdze, ze p(0) = 0, p(z) > 0 (ukazte to).

\




Snadno se ukdze, ze p(0) = 0, p(z) > 0 (ukazte to).
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Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v uvodu.

\




Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v uvodu.
\

VETA. V normovaném prostoru X jsou operace sCitani + : X X X — X a ndsobeni
Cislem - : R x X — X spojité.

\/




Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v uvodu.
\

VETA. V normovaném prostoru X jsou operace sCitani 4+ : X X X — X a ndsobeni
Cislem - : R x X — X spojité.

\

Opak neplati. V Prikladech je uveden metricky linearni prostor se spojitymi opera-
cemi, ktery neni normovany.
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Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v uvodu.
\

VETA. V normovaném prostoru X jsou operace sc¢itani + : X x X — X a nasobeni
Cislem - : R x X — X spojité. LEKCE39-BAN
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Dukaz. Ma se dokazat, ze pokud z, — z,y, - yv X ar, — rvDR,pakz, +vy, —
T+ y, rx, — rz, neboli |[(x, + y,) — (x + y)|| — 0, ||rnz, — rz|| — 0.

\
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Dukaz. Ma se dokazat, ze pokud z, — z,y, - yv X ar, — rvDR,pakz, +vy, —
T+ y, rx, — rz, neboli |[(x, + y,) — (x + y)|| — 0, ||rnz, — rz|| — 0.

Plati

|(Zn +yn) — (. + Y| < ||zn — || + ||lyn — yl| — 0,
||7"nxn - m:|| < Hrn('xn —

)| +[|(rn —r)z|] — 0.
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Zajimava je souvislost normy s jednotkovou kouli By = {z € X;||z|| < 1}. Ta totiz
urcuje jednoznaCné€ normu.

\/
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Zajimava je souvislost normy s jednotkovou kouli By = {z € X;||z|| < 1}. Ta totiz
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Zajimava je souvislost normy s jednotkovou kouli By = {z € X;||z|| < 1}. Ta totiz
urcuje jednoznacné€ normu.

\/

S koulemi toho jesté zazi-
jeme spousta legracniho.

\

VETA. Necht B je uzaviena, konvexni, pohlcujici a symetrickd mnoZina v linedrnim
prostoru X, kterd neobsahuje zadnou primku {rzo;r € R} pro xy # 0. Pak existuje
jedind norma na X, ktera ma za jednotkovou kouli mnozinu 5.

\/

Uvédomte si, Zze jednotkova koule v normovaném prostoru ma uvedené vlastnosti
mnoziny B.

=)
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Diikaz. Pro z € X se definuje p(z) = inf{r € (0, +00); 1z € B} a dokaZe se, Ze p je
norma. ProtoZe B je pohlcujici mnoZina, je kazdé Cislo p(x) konecné.

\
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Diikaz. Pro z € X se definuje p(z) = inf{r € (0, +00); 1z € B} a dokaZe se, Ze p je
norma. ProtoZe B je pohlcujici mnoZina, je kazdé Cislo p(x) konecné.

\

Protoze 0 € B, je p(0) = 0. Je-li x # 0, existuje podle posledni vlastnosti mnoziny B
¢islo s > 0 takové, Ze sz ¢ B atedy p(z) > 0.
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Diikaz. Pro z € X se definuje p(z) = inf{r € (0, +00); 1z € B} a dokaZe se, Ze p je
norma. ProtoZe B je pohlcujici mnoZina, je kazdé Cislo p(x) konecné.

\

Protoze 0 € B, je p(0) = 0. Je-li x # 0, existuje podle posledni vlastnosti mnoZiny B
¢islo s > 0 takové, Ze sz ¢ B atedy p(z) > 0.

\

Subaditivitu p(x 4+ y) < p(x) + p(y), staci dokazovat pro nenulova x, y. Protoze B je

uzavfena, je x/p(x) € By/p(y) € B. Z konvexity B se dostane pro r = % vztah
rz/p(x) T (1—r)y/ply) = (x+y)/(p(z) + ply)) € B, odkud jiz vyplyva dokazovana
nerovnost.

\/
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Diikaz. Pro z € X se definuje p(z) = inf{r € (0, +00); 1z € B} a dokaZe se, Ze p je
norma. ProtoZe B je pohlcujici mnoZina, je kazdé Cislo p(x) konecné.

\

Protoze 0 € B, je p(0) = 0. Je-li x # 0, existuje podle posledni vlastnosti mnoZiny B
¢islo s > 0 takové, Ze sz ¢ B atedy p(z) > 0.

\

Subaditivitu p(x 4+ y) < p(x) + p(y), staci dokazovat pro nenulova x, y. Protoze B je

uzavfena, je x/p(x) € By/p(y) € B. Z konvexity B se dostane pro r = % vztah
rz/p(x) T (1—r)y/ply) = (x+y)/(p(z) + ply)) € B, odkud jiz vyplyva dokazovana
nerovnost.

\/

Rovnost p(tx) = |t|p(x) zfejmé plati pro ¢ = 0 (protoze p(0) = 0) aprot = —1
(protoze B je symetrickd). Zbyva uvedenou rovnost dokazat pro ¢t > 0:
1 1 1
p(tz) = inf{r > 0;—(tx) € B} = inf{t%;r > 0, %x € B} =tinf{s > 0;-z € B}.
r r S
&
-
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Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

\




Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

\

Nejdrive vSak jedno oznaceni.

\/
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Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

\

Nejdrive vSak jedno oznaceni.
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Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

\

Nejdrive vSak jedno oznaceni.

DEFINICE. Necht' f je linearni zobrazeni normovaného prostoru X do normovaného
prostoru Y. Pak se definuje

111 = nt{r > 0| 7(a) < vl pro kazdé = € X} = sup{ | o # 0 = sup L 8

\

Je-li ¢islo || f|| kone¢né, nazyva se norma zobrazeni f.
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VETA. Nisledujici podminky jsou pro linedrni zobrazeni f : X — Y normovanych

prostord X, Y ekvivalentni:
1. f je spojité;
2. f je spojité v jednom bod¢;

3. || f1| je konecné Eislo.

Nasledujici tvrzeni je mys-
leno vazné.
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Diukaz. Ziejmé 1 — 2, opacna implikace vyplyva z linearity f a z toho, Ze x,, — x
pravé kdyz x,, — x — 0, takze je-li f spojitd v 0, je spojitd v kazdém jiném bod¢.

\/
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Diukaz. Ziejmé 1 — 2, opacna implikace vyplyva z linearity f a z toho, Ze x,, — x
pravé kdyz x,, — x — 0, takze je-li f spojitd v 0, je spojitd v kazdém jiném bod¢.

\/

Plati ||f(z)|| < ||f||||=]| a pokud je ||f|| konecné &islo, implikuje tato nerovnost
spojitost f v 0. Zbyva dokdzat opak. LEKCE39-BAN
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Diukaz. Ziejmé 1 — 2, opacna implikace vyplyva z linearity f a z toho, Ze x,, — x
pravé kdyz x,, — x — 0, takze je-li f spojitd v 0, je spojitd v kazdém jiném bod¢.

\/

Plati ||f(z)|| < ||f||||=]| a pokud je ||f|| konecné &islo, implikuje tato nerovnost
spojitost f v 0. Zbyva dokdzat opak.

\

Necht je f spojité v 0. ProtoZe jednotkova koule B; v Y je okolim 0, existuje koule
K, v X ostfedu 0 a poloméru r > 0 takovd, Ze f(K,) C By. Odtud plyne || f(trz) < 1

[E

atedy || f(z)]] < 2||z|| a||f|| je konecné &islo. &

\
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Diukaz. Ziejmé 1 — 2, opacna implikace vyplyva z linearity f a z toho, Ze x,, — x
pravé kdyz x,, — x — 0, takze je-li f spojitd v 0, je spojitd v kazdém jiném bod¢.

\/

Plati ||f(z)|| < ||f||||=]| a pokud je ||f|| konecné &islo, implikuje tato nerovnost
spojitost f v 0. Zbyva dokdzat opak.

\

Necht je f spojité v 0. ProtoZe jednotkova koule B; v Y je okolim 0, existuje koule
K, v X ostfedu 0 a poloméru r > 0 takovd, Ze f(K,) C By. Odtud plyne || f(trz) < 1

[E

atedy || f(z)]] < 2||z|| a||f|| je konecné &islo. &

\

Spojitost sedi v pocatku. Asi
tam drzi to pasmo. A asi to
spolu souvisi.
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V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozsireni spojitych
realnych funkci z uzavieného podprostoru Y metrick€ého prostoru X na cely prostor X
se zachovanim suprema a infima funkce.

\
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V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozsireni spojitych
realnych funkci z uzavieného podprostoru Y metrick€ého prostoru X na cely prostor X
se zachovanim suprema a infima funkce.

\

V pripadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linedrni, je moZné
pozadovat, aby rozsiteni bylo také linearni (navic se zachovanim normy)?

\/
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V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozsireni spojitych
realnych funkci z uzavieného podprostoru Y metrick€ého prostoru X na cely prostor X

se zachovanim suprema a infima funkce.

\

V pripadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linedrni, je moZné
pozadovat, aby rozsiteni bylo také linearni (navic se zachovanim normy)?

\/

Na to odpovidd kladné na-

sledujici véta.
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V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozSifeni spojitych
redlnych funkci z uzavieného podprostoru Y metrického prostoru X na cely prostor X

se zachovanim suprema a infima funkce.

\

V pripadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linedrni, je moZné
pozadovat, aby rozSiteni bylo také linearni (navic se zachovanim normy)?

\/

\

VETA. (Hahnova-Banachova véta) Necht' Y je linedrni podprostor normovaného pro-
storu X a f je spojity linedrni funkciondl na Y. Pak existuje spojity line4arni funkcional
F na X, ktery je rozsifenim f a takovy, ze || F’|| = || f]|.

Na to odpovidd kladné na-

sledujici véta.
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Dukaz. Oznaéise P = {(g9,G);Y C G C X, g je spojity linearni funkciondl na G, g rozsifuje f, ||g|| =

[f]|}. P je uspofddéano relaci: (g, G) < (h H) jestlize G C H,h rozsifuje g. Je-li

{(gi, G;} monoténni systém v P, nalezi (| ] g;,|JG;) do P, takze podle Zornova lem-
matu ma P maximaln{ prvek (F, A).

\
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Dukaz. Oznacise P = {(g,
| f]|}. P je usporadano relaci: (g,G) < (h H) jestlize G C H,h rozsifuje g. Je-li
{(gi, G;} monoténni systém v P, nalezi (| ] g;,|JG;) do P, takze podle Zornova lem-
matu ma P maximalni prvek (F, A).

\

Zbyva dokazat, ze A = X. Necht’ tomu tak neni a existuje b € X \ A. Nyni staci

rozsitit F' jako spojity linearni funkcional na linearni obal mnoziny A U {b}, tj. na mno-
zinu {a + rb;a € A,r € R} se zachovanim normy. Snadno se ukdze, Ze sup{F(a) —
| F||||a + bl|;a € A} < inf{F(a)+ ||[F||||la + b||;a € A} (dokaZte to napf. sporem),
takZe existuje s mezi uvedenym supremem a infimem. PoloZte g(a + rb) = F'(a) — 7s.
Flll;lkj(!):%OIlél g je ztejme spojity, linedrni a rozsituje F'. Staci ukazat, Ze ma stejnou normu
jako F.

\/

G);Y C G C X, g je spojity linedrni funkciondl na G, g rozsifuje f, ||g|| =
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Dukaz. Oznacise P = {(g,
| f]|}. P je usporadano relaci: (g,G) < (h H) jestlize G C H, h rozsifuje g. Je-li
{(gi, G;} monoténni systém v P, nalezi (| ] g;,|JG;) do P, takze podle Zornova lem-
matu ma P maximalni prvek (F, A).

\

Zbyva dokazat, ze A = X. Necht’ tomu tak neni a existuje b € X \ A. Nyni staci
rozsitit F' jako spojity linearni funkcional na linearni obal mnoziny A U {b}, tj. na mno-
zinu {a + rb;a € A,r € R} se zachovanim normy. Snadno se ukdze, Ze sup{F(a) —
| F||||a + bl|;a € A} < inf{F(a)+ ||[F||||la + b||;a € A} (dokaZte to napf. sporem),
takZe existuje s mezi uvedenym supremem a infimem. PoloZte g(a + rb) = F'(a) — 7s.
.Flllglkj::%OIlél g je ztejme spojity, linedrni a rozsituje F'. Staci ukazat, Ze ma stejnou normu
jako F.

\
Ziejmé g nemuze mit mensi normu nez F' a proto staci ukazat, ze ||F'(a) — rs|]|
| F'||||a + 7b|| pro a € A, r € R, coZ je zfejmé pro r = 0. Je-li r > 0, pak

a a
1F(a) = rsll = r||F (=) = sll < r(|FIIll= + bl = [| Flllla +rb]]
kde prostiedni nerovnost vyplyvd z volby dolni meze Cisla s: F(z) — s < || F[[[|z + b]|

pro libovolné = € A. Pro r < 0 je postup obdobny, jen se pouZije horni hranice pro
volbu Cisla s. &

—p

G);Y C G C X, g je spojity linedrni funkciondl na G, g rozsifuje f, ||g|| =
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Je poucné, jak jsme mu-
seli byt v pfedchozim du-
kazu opatrni, abychom pou-
zili pouze axiomy normova-
ného prostoru a nic jiného.
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Je poucné, jak jsme mu-
seli byt v pfedchozim du-
kazu opatrni, abychom pou-
zili pouze axiomy normova-
ného prostoru a nic jiného.

Nékdy jsem si tam pripadal
jako slon v porcelanu. A pfi-
tom Slo vlastné o to, jak z
pfimky prochazejici pocat-
kem roz$itit jedno umrnény
linearni zobrazeni. To byla v
podstaté trivialita.
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Hahnova-Banachova véta ma hodné duileZzitych disledki, napf.

\




Hahnova-Banachova véta ma hodné duileZzitych disledki, napf.
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DUSLEDEK. Necht L je uzavieny linearni podprostor normovaného prostoru X a
a € X \ Y. Pak existuje spojity linearni funkciondl s normou 1 na X, ktery se anuluje
na L a jeho hodnota v a se rovna vzdalenosti a od L.
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na L a jeho hodnota v a se rovna vzdalenosti a od L.

\
Specidlné pro Y = {0} je f(a) = ||al|.
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Hahnova-Banachova véta ma hodné duleZzitych disledki, napf.

\

DUSLEDEK. Necht L je uzavieny linearni podprostor normovaného prostoru X a
a € X \ Y. Pak existuje spojity linearni funkciondl s normou 1 na X, ktery se anuluje
na L a jeho hodnota v a se rovna vzdalenosti a od L.

\
Specidlné pro Y = {0} je f(a) = ||al|.

\

Kazdy netrividlni normovany prostor tedy ma nenulové spojité linearni funkciondly a
mnoZina téchto funkci rozliSuje body prostoru.

=)




Dukaz. V Hahnové-Banachové vét€ se za Y vezme linearni obal mnoziny L U {a} a
f(z + ra) = rd, kde d je vzdalenost a od L.

\
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Dukaz. V Hahnové-Banachové vét€ se za Y vezme linearni obal mnoziny L U {a} a
f(z + ra) = rd, kde d je vzdalenost a od L.

\
Disledek nyni plyne z Hahnovy-Banachovy véty, pokud || f|| = 1.

\
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Dukaz. V Hahnové-Banachové vét€ se za Y vezme linearni obal mnoziny L U {a} a
f(z + ra) = rd, kde d je vzdalenost a od L.

\
Disledek nyni plyne z Hahnovy-Banachovy véty, pokud || f|| = 1.

\

Tato rovnost plyne z nasledujicich dvou nerovnosti:
1f(z +ra)ll = |r|d = |r|nf{[|la —yl[;y € L} < ||z +ral]| atedy [[f|] <1,
d= fla—z) < ||flllla — =[] takZe d <||f|| inf [la —=[[ =||fl|d atedy[[f]| =1,
&

=)
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V Hahnové—Banachoveé véte
(v jejim dikazu) se rozsifo-
valo tak néjak postupné. Tak
je tomu dobré 1 v aplikacich
rozumét.
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V Hahnové-Banachové vété
(v jejim dukazu) se rozsiro-
valo tak néjak postupné. Tak | EKCE30-BAN
je tomu dobré 1 v aplikacich Tinedrni prostor
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V Hahnové—Banachoveé véte
(v jejim dikazu) se rozsifo-
valo tak néjak postupné. Tak
je tomu dobré 1 v aplikacich
rozumét.

Rika se, ze se ta HB véta ma
pouzivat kazdy vSedni den
alespon jednou. A ve svatek
radéji dvakrat.

Ja jsem byl odkojeny s HB
veétou a mam na to imunitu.
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BANACHOVY PROSTORY




BANACHOVY PROSTORY

Tak aby bylo jasno. Chybéla
nam metrika, nadé€lili jsme
si ji. Mame konvergenci? Je-
nom nékdy ...
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BANACHOVY PROSTORY

Tak aby bylo jasno. Chybéla
nam metrika, nadé€lili jsme
si ji. Mame konvergenci? Je-
nom nékdy ...

A to se musi zménit. Ted’
hned.
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Tak jako tvori iplné prostory diilezitou tiidu metrickych prostort, tak tvori aplné nor-
mované prostory snad jesté dﬁleiitéj $ tiidu normovanych (i obecnéji topologick}’/ch li-
nedrnich) prostoru. Tak duleZitou, Ze tyto prostory dostaly jméno po vyznacném polském
matematikovi S.Banachovi, ktery je ve 20.-30.letech 20.stoleti nejvice prozkoumal.

\
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DEFINICE. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiv prostor.
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Ta uplnost nam opravdu
chybéla.

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ta uplnost nam opravdu
chybéla.

ijlné mi to stacilo 1 bez té
uplnosti.
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Ta uplnost nam opravdu
chybéla.

ijlné mi to stacilo 1 bez té
uplnosti.

BTW, budou se hledat cau-
chyovské posloupnosti, ci-

tim to v kostech.
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Metrické netplné prostory lze ziplnit.
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Metrické netplné prostory lze ziplnit.

\

tdzkou je, zda lze Zuplmt normovany neuplny prostor na Banachiv prostor a zda lze
pii tomto procesu pouzit metrické zuplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.

\/
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Metrické netplné prostory lze ziplnit.

\

tdzkou je, zda lze Zuplmt normovany neuplny prostor na Banachiv prostor a zda lze
pii tomto procesu pouzit metrické zuplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.

\
Plati prvni pripad.

\
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Metrické netplné prostory lze ziplnit.

\

tazkou je, zda lze zuplnit normovany netdplny prostor na Banachiiv prostor a zda lze
pri tomto procesu pouZzit metrické zuplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.
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Dikaz. Necht' X je nedplny normovany prostor a Z je tGplny obal X chapaného jako
metricky prostor. Je nutné dokdzat dvé véci. Jednak to, Ze linearni struktura prostoru X
1ze rozsitit na Z a jednak to, Ze metrika prostoru Z je invariantni vii¢i posunuti.

\
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Dikaz. Necht' X je nedplny normovany prostor a Z je tGplny obal X chapaného jako
metricky prostor. Je nutné dokdzat dvé véci. Jednak to, Ze linearni struktura prostoru X
1ze rozsitit na Z a jednak to, Ze metrika prostoru Z je invariantni vii¢i posunuti.

\

Kazdy bod z € Z je limitou posloupnosti {z,} C X. Snadno se ukdZe, Ze potom
posloupnosti {z, + 2/, }, {rz,} jsou cauchyovské a tedy konverguji v Z — jejich limity se
oznali z + 2’, rz. Stejné snadno se dokaze, Ze tyto limity nezavisi na vybéru posloup-
nosti {z,}. Je-li z € X, je mozné vzit za {z,} konstantni posloupnost, odkud plyne,
Ze definované operace rozsifuji piavodni operace na X. To, Ze tyto nové operace spliuji
pozadované axiomy, bude ukdzano na komutativité: protoze {z, + 2.} = {2z, + z,}, je
z+ 2 =2 + z. Z je tedy linearni prostor obsahujici X jako linearni podprostor.

\
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nosti {z,}. Je-li z € X, je mozné vzit za {z,} konstantni posloupnost, odkud plyne,
Ze definované operace rozsifuji piavodni operace na X. To, Ze tyto nové operace spliuji
pozadované axiomy, bude ukdzano na komutativité: protoze {z, + 2.} = {2z, + z,}, je
z+ 2 =2 + z. Z je tedy linearni prostor obsahujici X jako linearni podprostor.

\

Pfi zachovani znaceni z predeslého odstavce, pro metriku d na Z plati d(z,2') =
lim ||z, — z||. Pro a € X tedy plati d(z,2') = d(z + a,Z’ + a). Je-li a € Z limitou
posloupnosti {a,} C X, je d(z,7) = d(z + a,, 2" + a,) pro kazdé n a ze spojitosti
metriky vyplyva rovnost d(z, z') = d(z + a, 2’ + a). Dlkaz je hotov. O

=)
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Spojenim uplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prosto-
rech plati mnoho dilezitych tvrzeni, ktera bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uve-
deme tfi takové dulezité véty.
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Spojenim uplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prosto-
rech plati mnoho dilezitych tvrzeni, ktera bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uve-
deme tfi takové dulezité véty.
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Spojenim uplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prosto-
rech plati mnoho dilezitych tvrzeni, ktera bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uve-
deme tfi takové dulezité véty.
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Na to zapomen.
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Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoZziny.

\




Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoziny.

\

Trida téch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoziny byva dilezita (tfeba proto,
ze pokud je takové zobrazeni prosté, ma spojitou inverzi).

\/
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Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoziny.

\

Trida téch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoZiny byva duleZita (tfeba proto,
ze pokud je takové zobrazeni prosté, ma spojitou inverzi).

\/

Jsou to napt. projekce z kartézského soucinu metrickych prostord na souradnicové
prostory nebo podsouciny, setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru
1 s holomorfnimi funkcemi.

\
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Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoziny.

\

Trida téch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoZiny byva duleZita (tfeba proto,
ze pokud je takové zobrazeni prosté, ma spojitou inverzi).

\/

Jsou to napt. projekce z kartézského soucinu metrickych prostord na souradnicové
prostory nebo podsouciny, setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru
1 s holomorfnimi funkcemi.

\

Protoze zachovavani otevienych mnoZin miiZe mit vice vyznamd, nejdiive pfesna de-
finice:

\
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Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoziny.

\

Trida téch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoZiny byva duleZita (tfeba proto,
ze pokud je takové zobrazeni prosté, ma spojitou inverzi).

\/

Jsou to napt. projekce z kartézského soucinu metrickych prostord na souradnicové
prostory nebo podsouciny, setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru
1 s holomorfnimi funkcemi.

\

Protoze zachovavani otevienych mnoZin miiZe mit vice vyznamd, nejdiive pfesna de-
finice:

\

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory se nazyva oteviené,
jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G v X je f(G) oteviena mnoZina v f(X).

=)
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Nésledujici tvrzeni neplati bez predpokladu tplnosti:

\




Nésledujici tvrzeni neplati bez predpokladu tplnosti:
\

VETA. (Véta o otevireném zobrazeni) Spojité linearni zobrazeni Banachova prostoru
na Banachtiv prostor je oteviené.

\




Nasledujici tvrzeni neplati bez predpokladu uplnosti:

\

VETA. (Véta o otevieném zobrazeni) Spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru

na Banachiiv prostor je oteviené.

\

A je tu prvni ohl4Sené potc-
Senti.
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Dikaz. Necht' f : X — Y, X,V jsou Banachovy prostory a f(X) =

oteviendav X ay € f(G),y = f(x),z € G,je G—x okoliOv X a f(G—
Navic staci pozadovat, aby obraz jednoho okoli 0 byl okoli 0.

\

=Y. Uvédomte
si nejdiive, Ze f je oteviené pravé kdyZ zobrazuje okoli O v X na okoli O v

Y (je-li G
z) = [(G)—y).
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Dukaz. Necht f : X — Y, X, Y jsou Banachovy prostory a f(X) =
si nejdiive, ze f je oteviené pravé kdyZ zobrazuje okoli O v X na okoli
oteviendav X ay € f(G),y = f(x),z € G,je G—x okoliOv X a f(G—x
Navic staci pozadovat, aby obraz jednoho okoli 0 byl okoli 0.

\

Necht’ U, je koule v X o stfedu 0 a poloméru r. Pak f(U,) je pohlcujici v Y a tedy
Y = [Unf(U,). Podle Baireovy véty (Y je dplny) musi mit nékterd mnozina nf(U,) =
n f(U,) neprazdny vnitfek, a tedy i mnozina f (U, ) (pro¢?). To znamen4, Ze existuje okoli

VboduOvY abodytak,zey+V C f(U,),takze f(Us,) D f(U,)— f(U,) D f(U,)—vy
a posledni mnozina je okoli 0. TakZe existuje posloupnost ¢isel {r,, } klesajici k 0 takova,

ze f(Uy-n) obsahuje kouli v Y o stfedu 0 a poloméru r,.

\

vY (e-li G
= f(G)—y).

vo
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Dukaz. Necht' f : X — Y, XY jsou Banachovy prostory a f(X) =Y. Uvédomte
si nejdiive, ze f je oteviené praveé kdyZ zobrazuje okoli O v X na okoli O v Y (je-li G
oteviendav X ay € f(G),y = f(x),z € G,je G—xokoliOv X a f(G—x) = f(G)—y).
Navic staci pozadovat, aby obraz jednoho okoli 0 byl okoli 0.

\
Necht’ U, je koule v X o stfedu 0 a poloméru 7. Pak f(U,) je pohlcujici v Y a tedy

Y = U nf(U,). Podle Baireovy véty (Y je dplny) musi mit nékterd mnozina n f ( ) =
n f(U,) neprazdny vnitfek, a tedy i mnozina f (U, ) (pro¢?). To znamen4, Ze existuje okoli

V' bodu0vY abod y tak, Ze y +V C f(U,), takze f(Uy,) D f(U,)— f(U,) D f(U,)—y
a posledni mnozina je okoli 0. TakZe existuje posloupnost ¢isel {r,, } klesajici k 0 takova,

ze f(Uy-n) obsahuje kouli v Y o stfedu 0 a poloméru 7,,.

\

Nyni sta¢i ukdzat, ze f(Us) D f(U;). Necht y € f(U,). Existuje tedy bod x1 € f(U;)
tak, Ze ||y — f(x1)|| < r1. To znamend, Ze y — f(x1) € f(U,-1) a tedy existuje bod
xo € f(Uy1) tak, ze ||(y — f(x1)) — f(x2)|| < r2. Opakovanim tohoto procesu se ziska
posloupnost {x,,} s vlastnostmi: x,, € f(Uyi-n),||ly—> r_; f(z;)|| < 7. To znamend, Ze
> ooy f(z;) = y addle, Ze posloupnost ¢astecnych soudtl fady >, , z; je cauchyovskd
a tedy konverguje k néjakému = € X. Vzhledem ke spojitosti f musi byt f(z) = y. Je
zfejmé, ze x € U,. Dilikaz je hotov. &

=
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Véta o otevieném zobrazeni ma zajimavé disledky:

\




Véta o otevieném zobrazeni ma zajimavé disledky:

\

DUSLEDEK.

1. Kazdé spojité linearni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které je prosté a na, je
homeomorfismus.

2. Dva Banachovy prostory se srovnatelnymi topologiemi jsou totozné.




Uplnost obou prostorti ve vét€ o otevienim zobrazeni je nutna.

\




Uplnost obou prostoru ve vété o otevienim zobrazeni je nutna.

\/

Plati také nasledujici tvrzeni, které 1ze do jist€ miry chédpat jako CasteCné obraceni véty
o otevieném zobrazeni.

\
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Uplnost obou prostort ve vété o otevienim zobrazeni je nutnd.

\/

Plati také nasledujici tvrzeni, které 1ze do jist€ miry chédpat jako CasteCné obraceni véty
o otevieném zobrazeni.
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Diukaz. Necht' B,, C, jsou uzaviené koule o poloméru r a stfedu v 0 v prostoru X,

resp, Y. ProtoZze f je oteviené, existuje klesajici posloupnost Cisel s, < 27" tak, Ze
f(By-n) D C, .

\

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Diukaz. Necht' B,, C, jsou uzaviené koule o poloméru r a stfedu v 0 v prostoru X,
resp, Y. ProtoZze f je oteviené, existuje klesajici posloupnost Cisel s, < 27" tak, Ze

f(By-n) D C, .
\

Necht’ {y, } je cauchyovska posloupnost v Y —lze predpokladat, Ze ||y, — Y, 1|| < s,. LEKCEI-BAN

linearni prostor

Zvoli se libovolny bod z1 z f~!(y;). ProtoZze ||y1 —us|| < s1, existuje x5 € f~ (i) tak, Ze  lincimizobrazeni

linearni funkcional

HSL’l —ZUQH < 2~1 Protoze Hyg—ng < 89, existuje T3 € f_l(yg) tak, Ze HJ?Q—SE’gH < 7 algebraicky dudl

zobrazeni ex do
Timto postupem se ziskd posloupnost bodd z,, € f~!(y,), ktera je cauchyovska. Tedy ooy prostr
konverguje k néjakému x, coz implikuje konvergenci obrazi y,, (k f(z)). & Minkovskeého
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Jestlize se predchozi véta da dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se na-
sledujici dtsledek:

\
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Jestlize se predchozi véta da dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se na-
sledujici dtsledek:

\

DUSLEDEK. Necht f je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru X do normo-
vaného prostoru Y. Pak nastane prave jedna z nasledujicich moZnosti:

1. f(X) je Banachuv prostor;
2. f(X) je 1.kategorie v sobg.

\/

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jestlize se predchozi véta da dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se na-
sledujici dtsledek:

\

DUSLEDEK. Necht f je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru X do normo-
vaného prostoru Y. Pak nastane prave jedna z nasledujicich moZnosti:

1. f(X) je Banachuv prostor;
2. f(X) je 1.kategorie v sobé.

\/

Prvni pfipad nastane, je-li f oteviené, druhy pokud f neni oteviené zobrazeni.

\
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Jestlize se predchozi véta da dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziska se na-
sledujici dtsledek:

\

DUSLEDEK. Necht f je spojité linedrni zobrazeni Banachova prostoru X do normo-
vaného prostoru Y. Pak nastane prave jedna z nasledujicich moZnosti:

1. f(X) je Banachdv prostor;
2. f(X) je 1.kategorie v sobé.

\/

Prvni pfipad nastane, je-li f oteviené, druhy pokud f neni oteviené zobrazeni.

\

Chodime tu porad okolo
horké kase. VSem je snad
jasné, ze ty prostory jsou
kazdej jinej. Né&ktery jsou
mensi nez jiny, a v tom
pripadé jsou mensi opravdu
kruté.
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Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v
X xY.

\
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Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v
X xY.

\

Zobrazeni s uzavienym grafem vSak nemusi byt spojité ani v pripadé, ze X, Y jsou
normované prostory a f je linedrni (viz Otdzky.

\
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Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v
X xY.

\

Zobrazeni s uzavienym grafem vSak nemusi byt spojité ani v pripadé, ze X, Y jsou
normované prostory a f je linedrni (viz Otdzky.

\

VETA. (Véta o uzavieném grafu) Necht f : X — Y je linedrni zobrazeni mezi
Banachovymi prostory, které ma uzavieny graf. Pak je f spojité.

\
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Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vzdy uzavieny graf v
X xY.

\

Zobrazeni s uzavienym grafem vSak nemusi byt spojité ani v pripadé, ze X, Y jsou
normované prostory a f je linedrni (viz Otdzky. LEKCE39-BAN
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Diukaz. Necht' 7' C X x Y je graf zobrazeni f (uvédomte si, Ze to je linearni podprostor
sou¢inu Banachovych prostort a tedy Banachiiv prostor).

\
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Diukaz. Necht' 7' C X x Y je graf zobrazeni f (uvédomte si, Ze to je linearni podprostor
sou¢inu Banachovych prostort a tedy Banachiiv prostor).

\

Projekce p : T' — X je spojité a prosté zobrazeni na X.

\/
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Diukaz. Necht' 7' C X x Y je graf zobrazeni f (uvédomte si, Ze to je linearni podprostor
sou¢inu Banachovych prostort a tedy Banachiiv prostor).

\

Projekce p : T' — X je spojité a prosté zobrazeni na X.

\/

Podle prvniho diisledku véty o otevieném zobrazeni ma p spojitou inverzi.

\/
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Diukaz. Necht' 7' C X x Y je graf zobrazeni f (uvédomte si, Ze to je linearni podprostor
sou¢inu Banachovych prostort a tedy Banachiiv prostor).

\

Projekce p : T' — X je spojité a prosté zobrazeni na X.

\/

Podle prvniho diisledku véty o otevieném zobrazeni ma p spojitou inverzi.

\
Ale f = g o p !, kde q je druhd projekce T' — Y, takZe je f spojité. <&
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Posledni kousek je trochu
komplikované;si. BUde
se vSak pouzivat Casto a
snadno.
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\

Posledni tvrzeni v této Casti se bude tykat vztahu bodové a stejnomerné omezenosti

Posledni kousek je trochu
komplikované;si. BUde
se vSak pouzivat Casto a
snadno.

funkcionali na Banachové prostoru.

\
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Posledni kousek je trochu
komplikované;si. BUde
se vSak pouzivat Casto a
snadno.

\

Posledni tvrzeni v této Casti se bude tykat vztahu bodové a stejnomérné omezenosti
funkcionali na Banachové prostoru.

\

VETA. (Véta o stejnomérné omezenosti) Necht’ f, : X — Y je posloupnost spojitych
linearnich zobrazeni z Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y, kterd je bo-
dové omezena (tj. { f,(x)}, je omezend pro kazdé x € X). Pak je i posloupnost norem
{||fx||} omezena.

-
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Dukaz. Necht’ posloupnost norem {||f,,||} neni omezena. Pak pro kazdé k£ € N je mno-
zina S, = {x € X;sup, || fu(x)|| > k} hustd v X.

\
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Dukaz. Necht’ posloupnost norem {||f,,||} neni omezena. Pak pro kazdé k£ € N je mno-
zina Sy, = {x € X;sup, ||fa(z)|| > k} hustd v X.

\

Jinak by existovala koule B, , s vlastnosti ; sup{||f.(z)||;n € N,z € B, ,} < k, takze

pro libovolné = € X s normou nejvyse 1 by || f,(z)|| = 1| fu((a + rz) — a)|| < £+ 5,
protoZe jak a, tak a + rx nélezi do B, . To je spor s pfedpokladem neomezenosti.

\
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Dukaz. Necht’ posloupnost norem {||f,,||} neni omezena. Pak pro kazdé k£ € N je mno-
zina Sy, = {x € X;sup, ||fa(z)|| > k} hustd v X.

\

Jinak by existovala koule B, , s vlastnosti ; sup{||f.(z)||;n € N,z € B, ,} <k, takze

pro libovolné = € X s normou nejvyse 1 by || f,(z)|| = 1| fu((a + rz) — a)|| < £+ 5,
protoZe jak a, tak a + rx nélezi do B, . To je spor s pfedpokladem neomezenosti.

\

MnoZziny S; jsou oteviené a podle Baireovy véty je jejich prinik neprazdny, napr.
obsahuje bod z. To ale znamen4, Ze sup,, || f.(z)|| = +o0, coZ je spor s predpokladem
bodové omezenosti.

=
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DUSLEDEK. Necht fn + X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z
Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y.

1. Jestlize pro kazdé x € X existuje lim f,(x), oznacte ji f(x), je zobrazeni f spojité a
lineérni.

2. Je-li Y Banachiv a pro kazdé = € X je posloupnost { f,,(z)} cauchyovska, pak f,
konverguje bodové ke spojité linearni funkci X — Y.

\




DUSLEDEK. Necht fn + X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z

Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y.

1. Jestlize pro kazdé x € X existuje lim f,,(x), oznacte ji f(x), je zobrazeni f spojité a

2. Je-1i Y Banachiv a pro kazdé x € X je posloupnost { f,,(x)} cauchyovska, pak f;,

\

linearni.

konverguje bodove ke spojité linearni funkci X — Y

Stejnom€rnd omezenost se
dostane snadno z bodové.
Ony ty Banachovy prostory
tu nejsou pro nic za nic.
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DUALNI PROSTORY
'

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla
zavedena norma ||f|| a snadno se ukdZe, Ze linedrni prostor B(X,Y") vSech spojitych

linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y*) spolu s || f|| je normovany (viz t€z
Priklady).

\
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DUALNI PROSTORY
'

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla
zavedena norma ||f|| a snadno se ukdZe, Ze linedrni prostor B(X,Y") vSech spojitych

linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y*) spolu s || f|| je normovany (viz t€z
Priklady).

\

V dalsi Casti se vSak omezime jen na pripad Y = R, tj. na linearni podprostor alge-
braického dudlu X7.

\
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DUALNI PROSTORY
'

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla
zavedena norma ||f|| a snadno se ukdZe, Ze linedrni prostor B(X,Y") vSech spojitych

linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y*) spolu s || f|| je normovany (viz t€z
Priklady).

\

V dalsi Casti se vSak omezime jen na pripad Y = R, tj. na linearni podprostor alge-
braického dudlu X7,

\

DEFINICE. Pro normovany prostor X se normovany prostor B(X,R) zna¢i X’ a na-
zyva dualni prostor prostoru X.

=
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Uvédomte si, ze disledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ =£ 0 pro X = 0.
\




Uvédomte si, ze disledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ =£ 0 pro X = 0.
\

Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z obecnéjsiho tvrzeni pro uplny obor hodnot (viz Pri-
klady).

\
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Uvédomte si, ze disledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ =£ 0 pro X = 0.
\

Nésledujici tvrzeni plyne pfimo z obecnéjsiho tvrzeni pro uplny obor hodnot (viz Pri-
klady).

\
VETA. Duilni prostor je dplny.
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Napfiklad X jsou spojité
funkce na [0, 1]. V dudlu sedi
napiiklad Riemanntiv inte-
gral.
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V prvni Casti této kapitoly byl linearni prostor vnoren do svého druhého algebraického
dudlu pomoci zobrazeni ey definovaného rovnosti (ex(x))(f) = f(x).

\
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V prvni Casti této kapitoly byl linearni prostor vnoren do svého druhého algebraického
dudlu pomoci zobrazeni ey definovaného rovnosti (ex(x))(f) = f(x).

\
Otéazkou je, zda pro normovany prostor X je kazdé ey (x) spojité na X', tj. zda leZi v
druhém dudlu (X')'.

\
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V prvni Casti této kapitoly byl linearni prostor vnoren do svého druhého algebraického
dudlu pomoci zobrazeni ey definovaného rovnosti (ex(x))(f) = f(x).

\
Otéazkou je, zda pro normovany prostor X je kazdé ey (x) spojité na X', tj. zda leZi v
druhém dudlu (X')'.

\
Pro jednoduchost se znaci druhy dual (X')" jako X".

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Poznamky
123456789
Pfiklady
123456789

123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Je-li X normovany prostor, je ey prosté spojité linearni zobrazeni, které zacho-
vava normu (tj. ||ex(x)|| = ||z|]).

\




4

Dukaz. Spojitost plyne z omezenosti normy: ||ex|| < 1, protoze |ex(z)(f)| = |f(x)| <

|z|| pro || f|| = 1. Z pravé uvedeného plyne ||ex(z)|| < ||z|| a zbyva dokazat opacnou
nerovnost. Ta plyne z Hahnovy-Banachovy véty, nebot’ pro x # 0 existuje [ € X' s

hodnotou ||z|| v x. Tato posledni ivaha dava i prostotu zobrazeni ex.

<&

—p
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Zobrazeni ex se nazyva prirozené vioZeni X do X”.

\




Zobrazeni ey se nazyva prirozené vioZeni X do X”.

\/

V dalsi ¢asti bude Casto X ztotoznovan se svym obrazem ex (X ) v X" a tedy chapan
jako podprostor X",

\
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Zobrazeni ey se nazyva prirozené vioZeni X do X”.

\/

V dalsi ¢asti bude Casto X ztotoznovan se svym obrazem ex (X ) v X" a tedy chapan
jako podprostor X",
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Zobrazeni ey se nazyva prirozené vioZeni X do X”.

\/

V dalsi ¢asti bude Casto X ztotoznovan se svym obrazem ex (X ) v X" a tedy chapan
jako podprostor X",
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Ptipady, kdy ex je zobrazeni na cely prostor X" jsou velmi dilezité (pak X je iSO- = asebraicky dudl
morfni X"). zobrgzent” ex do
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‘ Minkovského
norma
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Protoze dudlni prostory jsou vZdy uplné, miiZe tato situace nastat jen pro Banachovy i sareh
prOStory X: Banachiiv prostor
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DEFINICE. Banachuav prostor X se nazyva reflexivni, jestlize pfirozené vloZeni ex
X — X" je zobrazeni na.

\
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DEFINICE. Banachuav prostor X se nazyva reflexivni, jestlize prirozené vloZeni ey :
X — X" je zobrazeni na.

\
Reflexivita znamena, Ze pro kazdy spojity linearni funkciondl F' na X' existuje z € X
tak, ze F'(f) = f(x) pro kazdé f € X'.

\
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DEFINICE. Banachuav prostor X se nazyva reflexivni, jestlize prirozené vloZeni ey :
X — X" je zobrazeni na.

\
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Nyni bude uvedeno nekolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech,
které pomahaji pri zjiSt' ovani reflexivity.

\
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Nyni bude uvedeno nekolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech,
které pomahaji pri zjiSt ovani reflexivity.

\

VETA. Jestlize X neni separabilni, neni ani X’ separabilni.

\/
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Nyni bude uvedeno nekolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech,
které pomahaji pri zjiSt' ovani reflexivity.

\

i

Diikaz. ProtoZe X neni separabilni, existuje nespocetna linearné€ nezavisla podmnoZina
A sféry ||z|| = 1 v X jejiz body maji navzdjem vzdélenost alespon néjaké r > 0.

\/
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Nyni bude uvedeno nekolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech,

které pomahaji pri zjiSt' ovani reflexivity.

\

i

Diikaz. ProtoZe X neni separabilni, existuje nespocetna linearné€ nezavisla podmnoZina

A sféry ||z|| = 1 v X jejiz body maji navzdjem vzdélenost alespon néjaké r > 0.

\

yd

Pro a € A existuje f, € X' s hodnotou alespon r v bod€ a a anulujici se na ostatnich

bodech mnoziny A (podle Hahnovy-Banachovy véty). Pro a,b € A, a
fo|| = r atedy X' neni separabilni.

7é b7 je ||fa _
&

=)
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VETA. Banachiv prostor X je reflexivni pravé kdyZz X' je reflexivni.

\




VETA. Banachiv prostor X je reflexivni pravé kdyz X' je reflexivni.

4

Diikaz. Necht' X je reflexivni a F je spojity linearni funkciondl na X", tedy na X,
takZe existuje f € X' tak, ze F(F') = F(f) pro kazdé F € X". To znamena, 7ze X' je
reflexivni.

\
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¥
Diikaz. Necht' X je reflexivni a F je spojity linearni funkciondl na X", tedy na X,
takZe existuje f € X' tak, ze F(F') = F(f) pro kazdé F € X". To znamena, 7ze X' je
reflexivni.

\

Necht’ nyni X' je reflexivni a X neni reflexivni. Podle Hahnovy-Banachovy véty exis-
tuje nenulovy F € X", ktery se anuluje na X. Ale 7 = f € X'. Nulové hodnoty F na
X znamenaji, Ze f = 0 atedy F = 0, coZ je spor. &

-
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VETA. Je-li X je reflexivni, je 1 kazdy jeho uzavieny linedrni podprostor reflexivni.

\




VETA. Je-li X je reflexivni, je 1 kazdy jeho uzavieny linearni podprostor reflexivni.

4

Diikaz. Necht’ Y je uzavieny linedrni podprostor X a G € Y. Zadefinujte F' € X"
rovnosti F'(f) = G(f1), kde fi je ziZeni f na Y. Existuje tedy x € X tak,Ze F' = ex(x). LEKCE39-BAN

linearni prostor

Snadno se ukdze, Ze x € Y atedy G = ey (z) (jinak by existoval f € X’ nenulovy vz a  lincimi zobrazen
nulovy na Y, takze 0 = G(f;) = F(f) = f(z) # 0). O algebraicky dudl
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Reflexivita je kliCem ke

zkoumanl dualu Sekvence
X, X', X", ... je perio-

dlcka.
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Reflexivita je kliCem ke

zkoumam dualu Sekvence
X, X', X", ... je perio-

dlcka.

Nékdy je to konstantni po-
sloupnost. To je Stastnd
konstelace, protoZe se nds
nebude nikdo ptat na Sede-
saty Sesty dual.
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HILBERTOVY PROSTORY
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V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejpfirozenéjSi norma v
lo(n), ktera odpovidd béZné uzivané geometrické vzdalenosti.

\/

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Dudlni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozndmky
123456789
Pfiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



HILBERTOVY PROSTORY
\

V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejpfirozenéjSi norma v
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HILBERTOVY PROSTORY
\

V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejprirozené€jsi norma v
lo(n), ktera odpovidd béZné uzivané geometrické vzdalenosti.

\/

Tato norma ||{z;}|| = /> ., 7 je vlastné odmocnina ze skaldrniho sou¢inu vektoru
x se sebou.

\/

Podobné 1ze nahlizet na normu v [, a v Lo (viz dale).

\/
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\/

V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejprirozené€jsi norma v

HILBERTOVY PROSTORY

lo(n), ktera odpovidd béZné uzivané geometrické vzdalenosti.

\/

Tato norma ||{z;}|| = /> ., 7 je vlastné odmocnina ze skaldrniho sou¢inu vektoru

z se sebou.

\/

Podobné 1ze nahlizet na normu v [, a v Lo (viz dale).

\/

Skaldrni soucin umoznuje definovat i kolmost vektorli, coZ byla dulezitd vlastnost

souboru funkei sin(kz), cos(kx) v kapitole o Fourierovych fadach.

\
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HILBERTOVY PROSTORY
\

V euklidovskych prostorech je ze vSech uvedenych norem nejprirozené€jsi norma v
lo(n), ktera odpovidd béZné uzivané geometrické vzdalenosti.

\/

Tato norma ||{z; }|| = v/ ., @7 je vlastné odmocnina ze skaldrniho sou¢inu vektoru
x se sebou.

\/

Podobné 1ze nahlizet na normu v [, a v Lo (viz dale).

\/

Skaldrni soucin umoznuje definovat i kolmost vektorli, coZ byla dulezitd vlastnost
souboru funkei sin(kz), cos(kx) v kapitole o Fourierovych fadach.

\

Tato kapitola bude vénovana obecnému pohledu na prostory se skalarnim soucinem a
na obecné Fourierovy rady.

=)
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Hilbertovy prostory jsou
tim hledanym zobecnénim

R" = lQ(TL)
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Hilbertovy prostory jsou
tim hledanym zobecnénim
R" = lQ(TL)

V téchto prostorech se pra-
cuje s kolmosti. To je za-
klad pro definovani vhod-
ného typu prostorti obecné.
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DEFINICE. Komutativni bilinedrni funkce (z,y) : X x X — R se nazyva vnitin{
soucin na X, jestlize pro kazdé x # 0 je(x, z) > 0.

\
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DEFINICE. Komutativni bilinedrni funkce (z,y) : X x X — R se nazyva vnitin{
soucin na X, jestlize pro kazdé x # 0 je(x, z) > 0.

\

Vnitini soucin ur¢uje normu zptisobem naznacenym v tvodu této Casti:

VETA. Funkce |z|| =

\/

(x,x) je norma na X.
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DEFINICE. Komutativni bilinedrni funkce (z,y) : X x X — R se nazyva vnitin{

soucin na X, jestlize pro kazdé = # 0 je(x, z) > 0.

\

Vnitini soucin ur¢uje normu zptisobem naznacenym v tvodu této Casti:

\

Prostor s vnitifnim souCinem bude chipan jako normovany prostor s pravé definovanou
normou. Pokud se fekne o normovaném prostoru, Ze ma vnitini soucin, znamena to, ze

jeho norma je urcena timto soucinem.

=)
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Dukaz. Staci dokézat trojihelnikovou nerovnost ||z + y|| < ||z|| + ||y||. Ta vyplyne z
tzv. Schwartzovy nerovnosti |(x,y)| < ||z||||y]]:

lz+yl)” = (z +y) (= +y) = ||z]]* + 2z, y) + ||y]]* < (|z]| +||yl])*-
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Dukaz. Staci dokézat trojihelnikovou nerovnost ||z + y|| < ||z|| + ||y||. Ta vyplyne z
tzv. Schwartzovy nerovnosti |(x,y)| < ||z||||y]]:

|z + yl” = (z + y)(@ +y) = ||o]]° + 2z, y) + ||y|]> < (=] +||y]])>

Schwartzova nerovnost se dokaze z nerovnosti (x + ry)(x + ry) > 0 rozndsobenim
a polozenim 7 = —(z,y)/||y||? (Ize pfedpokladat y # 0); dostane se nerovnost ||z||* +
2(z, )2 /1yl|* + (2, v)?/||y||* > 0 a odtud jiz vyplyne vysledek. O

-
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Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Uplné prostory s vnitinim souci-
nem velmi dilezité a maji svilij nazev.

\
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Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Uplné prostory s vnitinim souci-
nem velmi dilezité a maji svilij nazev.

\

DEFINICE. Uplny prostor s vnitinim soudinem se nazyva Hilbertiv prostor.

\
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Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Uplné prostory s vnitinim souci-
nem velmi dilezité a maji svilij nazev.

\

DEFINICE. Uplny prostor s vnitinim soudinem se nazyva Hilbertiv prostor.

\

Ziejmé je kazdy Hilbertiv prostor Banachovym prostorem. Vnitfni soucin, ktery ma
Hilbertiv prostor navic, je velmi silnd podminka (napf. implikuje, Ze kazdy Hilbertiv
prostor je reflexivni — viz dale).

=
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Z vnitiniho soucinu plyne (stejné jako u skaldrniho soucinu vektorti) pojem kolmosti
prvka:

\
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Z vnitiniho soucinu plyne (stejné jako u skaldrniho soucinu vektorti) pojem kolmosti
prvka:

\

DEFINICE. Necht' X je prostor s vnitinim soucinem. Dva prvky x,y € X se nazyvaji
kolmé (nebo ortogondlni), jestlize (x,y) = 0.

\
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Z vnitiniho soucinu plyne (stejné jako u skaldrniho soucinu vektorti) pojem kolmosti
prvkai:

\

DEFINICE. Necht' X je prostor s vnitinim soucinem. Dva prvky x,y € X se nazyvaji
kolmé (nebo ortogondlni), jestlize (x,y) = 0.

\

Podmnozina A C X se nazyva ortogonalni, jestlize kazdé dva jeji prvky jsou na sebe
kolmé. Ortogonalni mnozina se nazyva ortonormalni, jestlize ma kazdy jeji prvek normu
rovnou 1.

\
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Z vnitiniho soucinu plyne (stejné jako u skaldrniho soucinu vektorti) pojem kolmosti
prvkai:

\

DEFINICE. Necht' X je prostor s vnitinim soucinem. Dva prvky x,y € X se nazyvaji
kolmé (nebo ortogondlni), jestlize (x,y) = 0.

\

Podmnozina A C X se nazyva ortogonalni, jestlize kazdé dva jeji prvky jsou na sebe
kolmé. Ortogonalni mnozina se nazyva ortonormalni, jestlize ma kazdy jeji prvek normu
rovnou 1.

\

Dvé podmnoziny A, B prostoru X se nazyvaji navzdjem ortogondlni, jestlize kazdy
prvek z A je kolmy na kazdy prvek z B.

=)
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Snadno se dokdzi nasledujici tvrzeni:

\




Snadno se dokdzi nasledujici tvrzeni:

\
POZOROVANI. Necht' X je prostor s vnitinim soudinem.

1. V X existuje maximalni ortonormalni mnozina.
2. Je-11 X separabilni, je kazda ortogonalni podmnoZzina nejvyse spocCetna.
3. Je-li a kolmy na mnozinu B C X, je kolmy 1 na uzavieny linearni obal mnoziny B.

4. Mnozina vSech prvkit X kolmych na danou mnozinu B C X, je uzavieny linedrni
podprostor v X.
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Nasledujici tvrzeni je jednoduché a odpovida geometrické predstavé, ze vzdalenost
bodu od roviny je vzdalenost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dilikaz je také
pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

\/
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Nasledujici tvrzeni je jednoduché a odpovida geometrické predstavé, ze vzdalenost
bodu od roviny je vzdalenost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dilikaz je také
pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

\

LEMMA. Necht' A = {uy, ..., u,} je ortonormdlni mnoZzina v X aprox € X se oznaci
zy = :(z,up)u;. Pak ||z||* > ||z al]* = D ,(z, u;)* a funkce ||z — y|| proménné y € A
nabyva minima pravé v bod¢ z4. Toto minimum je vzddlenost x od linearniho obalu
mnoZziny A.

\
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Nasledujici tvrzeni je jednoduché a odpovida geometrické predstavé, ze vzdalenost
bodu od roviny je vzdalenost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dilikaz je také
pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

\/

LEMMA. Necht A = {uy,...,u,}j e ortonormalni mnozina v X a pro x € X se oznaci
xa = (%, u)u;. Pak ||z H > |z al]? = >, (2, u;)* a funkee ||z — y|| proménné y € A
nabyva minima pravé v bod¢ z4. Toto minimum je vzddlenost x od linearniho obalu
mnoziny A

\

Predchozi tvrzeni Ize zobecnit na nekonecné mnoziny A. Je moZzné celou nésledujici
teorii vyloZit pro obecné Hilbertovy mnoziny, ale vyklad bude podan jen pro separabilni
prostory, protoZe pak jsou ortonormdalni mnoZiny nejvyse spocetne a sCitaji se tedy nej-
vyse spocetné fady: soucet nekonecné rady prvkl v normovaném prostoru je, jako v R,
limita posloupnosti ¢astecnych soucti.

\
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Nasledujici tvrzeni je jednoduché a odpovida geometrické predstavé, ze vzdalenost
bodu od roviny je vzdalenost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dilikaz je také
pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

\/

LEMMA. Necht A = {uy,...,u,}j e ortonormalni mnozina v X a pro x € X se oznaci
xa = (%, u)u;. Pak ||z H > |z al]? = >, (2, u;)* a funkee ||z — y|| proménné y € A
nabyva minima pravé v bod¢ z4. Toto minimum je vzddlenost x od linearniho obalu
mnoziny A

\

Predchozi tvrzeni Ize zobecnit na nekonecné mnoziny A. Je moZzné celou nésledujici
teorii vyloZit pro obecné Hilbertovy mnoziny, ale vyklad bude podan jen pro separabilni
prostory, protoZe pak jsou ortonormdalni mnoZiny nejvyse spocetne a sCitaji se tedy nej-
vyse spocetné fady: soucet nekonecné rady prvkl v normovaném prostoru je, jako v R,
limita posloupnosti ¢astecnych soucti.

\

Nerovnost ||z||* > Y (z,u,)* v ndsledujicim tvrzeni se nazyva Bessellova nerov-
nost.

—
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LEMMA. Necht' A = {u,}y je ortonormdlni mnoZina v Hilbertové prostoru X apro
z € X seoznatizy = (2, un)un. Pak |2]]* > [Jzal]* = 32, (2, un)® afunkee | [z —y||
proménné y € A nabyva minima praveé v bodé z 4. Toto minimum je vzdélenost x od
linearniho obalu mnoziny A.

\




LEMMA. Necht' A = {u,}y je ortonormdlni mnoZina v Hilbertové prostoru X apro
z € X seoznatizy = (2, un)un. Pak |2]]* > [Jzal]* = 32, (2, un)® afunkee | [z —y||
proménné y € A nabyva minima praveé v bodé z 4. Toto minimum je vzdélenost x od
linearniho obalu mnoziny A.

\

To je velmi hezk4 vlastnost.




LEMMA. Necht' A = {u,}y je ortonormalni mnoZina v Hilbertové prostoru X a pro
€ Xseoznalizy =Y. (z,u,)u,. Pak ||z||? > ||zal|* = 2, (z, u,)? a funkee ||z—1y|

proménné y € A nabyva minima pravé v bodé x 4. Toto minimum je vzdélenost x od
linedrniho obalu mnoZiny A.
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Dikaz. Nejdfive je nutné ukazat, Ze fady uvedené v tvrzeni konverguji. Podle predcho-
ztho lemmatu je {>_7(x, u;)*},en posloupnost omezend shora &islem ||z ||,

\
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Dikaz. Nejdfive je nutné ukazat, Ze fady uvedené v tvrzeni konverguji. Podle predcho-
ztho lemmatu je {>_7(x, u;)*},en posloupnost omezend shora &islem ||z ||,

\

To znamend, Ze fada Y (z,u,)* konverguje a odtud plyne, Ze fada > (z,u,)u, je
cauchyovskd (ukazte to) a tedy také konverguje.

\
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Dikaz. Nejdfive je nutné ukazat, Ze fady uvedené v tvrzeni konverguji. Podle predcho-
ztho lemmatu je {>_7(x, u;)*},en posloupnost omezend shora &islem ||z ||,

\

To znamend, Ze fada Y (z,u,)* konverguje a odtud plyne, Ze fada > (z,u,)u, je
cauchyovskd (ukazte to) a tedy také konverguje.

\

Zbytek tvrzeni plyne z predchoziho lemmatu prechodem k limité ¢asteCnych souét<1>°1.

=)
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Predchozi lemma je zdkladnim tvrzenim pro diikaz nasledujiciho dilezitého tvrzeni o
Fourierovych fadach.

\
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Predchozi lemma je zdkladnim tvrzenim pro diikaz nésledujiciho diilezitého tvrzeni o
Fourierovych fadach.

\

VETA. Necht' X je separabilni Hilbertiiv prostor a A = {u,, }x je ortonormalni mnoZina
v X. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

l.Prokazdé z € X jex = >~ (&, upy)up.
2. Prokazdé x € X je ||z]]* = D07 (z, u,)?.

3. Neexistuje nenulovy prvek z X kolmy na A.

4. Linearni obal mnoZziny A je husty v X.
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To je v podstaté o Fouriero-
vych fadach. Alespon to tak
vypada.
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Z dikazu bude vidét, Ze pro ortonormdlni posloupnost {u,} fada >~ (x,u,)u, v
Hilbertové prostoru vzdy konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .

\/
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Z dikazu bude vidét, Ze pro ortonormdlni posloupnost {u,} fada >~ (x,u,)u, v
Hilbertové prostoru vzdy konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .

\/

Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost.

\/
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Z dikazu bude vidét, Ze pro ortonormdlni posloupnost {u,} fada >~ (x,u,)u, v
Hilbertové prostoru vzdy konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .

\/

Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost.

\/

Ortonormalni mnoZina, pro kterou plati podminka 3, se nazyva uplna.

\/
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Z dikazu bude vidét, Ze pro ortonormélni posloupnost {u,} fada > >

Hilbertové prostoru vzdy konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu .

\/

Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost.

\/

Ortonormalni mnoZina, pro kterou plati podminka 3, se nazyva uplna.

\/

@, wp)uy, v

Predchozi tvrzeni fikd, Ze Fourierova fada libovolného prvku z € X konverguje k x
pravé kdyz je mnoZina A dplnd. Neni-li A dplnd, neplati Parsevalova rovnost, ale vzdy

plati Bessellova nerovnost.

=)
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Diikaz. Ziejmé (roznasobenim kvadratu normy) plati 1 — 2 a ddle 2 — 3. Necht’ nyni
x € X; vektor x — x4 je kolmy na A a tedy x = x4, plati-li podminka 3. Prvek x4
ovSem néleZi do uzavieného linearniho obalu mnoZiny A, takze plati podminka 4.

\
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Diikaz. Ziejmé (roznasobenim kvadratu normy) plati 1 — 2 a ddle 2 — 3. Necht’ nyni
x € X; vektor x — x4 je kolmy na A a tedy x = x4, plati-li podminka 3. Prvek x4
ovSem néleZi do uzavieného linearniho obalu mnoZiny A, takze plati podminka 4.

\

Zbyva ukazat, ze 4 — 1. To ale opét plyne z predchoziho lemmatu, protoze za pod-
minky 4 je vzdalenost bodu x od linedrniho obalu mnoziny A rovnd 0 atedy x = x4. <

-=p
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Ma kazdy Hilbertlv prostor tiplnou ortonormalni mnozinu?

\




Ma kazdy Hilbertlv prostor tiplnou ortonormalni mnozinu?

\
VETA. Necht X je Hilbertav prostor. Pak plati:

1. X ma uplnou ortonormdlni mnoZinu.

2. Je-li X separabilni a nekonecn€ dimensionalni, ma spocetnou uplnou ortonormalni
mnozinu.

3. Je-li X separabilni a nekone¢né dimensiondlni, je isometricky isomorfni s /5.

\




Ma kazdy Hilbertv prostor tiplnou ortonormélni mnozinu?

\
VETA. Necht X je Hilbertiv prostor. Pak plati:

1. X ma uplnou ortonormalni mnozinu.

2. Je-1i X separabilni a nekonecn€ dimensiondlni, ma spocetnou Uplnou ortonormalni
mnozinu.

3. Je-1i X separabilni a nekonené dimensionalni, je isometricky isomorfni s /5.

\

Posledni vlastnost fikd, Ze 1 prostor L, je isometricky isomorfni prostoru /5. Vlastné li-
bovolné dva separabilni nekonecn€ dimensionalni Hilbertovy prostory jsou isometricky
isomorfni.

=)
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Dikaz. Kazda maximalni ortonormalni mnoZzina A v X je dplna. Kdyby nebyla, existo-
val by nenulovy prvek v kolmy na A, takze AU {u/||u||} by byla ortonormaln{ mnoZina
vétsi nez A.

\
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Dikaz. Kazda maximalni ortonormalni mnoZzina A v X je dplna. Kdyby nebyla, existo-
val by nenulovy prvek v kolmy na A, takze AU {u/||u||} by byla ortonormaln{ mnoZina
veétsi nez A.

\

Je-li X separabilni, ma spocetnou hustou mnozinu S = {s,}. Ortogonalni mno-
zina {u,}, majici stejny uzavieny linedrni obal jako {s,} (a tedy X), se zkonstruuje
tzv. Grammovou-Schmidtovou ortogonalizaci (viz téz kapitola o Fourierovych radach).
Vezme se u; = sy,, kde si, je prvni nenulovy prvek v S. Pak se vezme prvni prvek
Sk, nelezici v linedrnim obalu prvku s;, a najde se linearni kombinace uy = rysj, + s,
kolmd na uy, tj. 71 = —(s1, Sg,)/||s1]|*. Pak se vezme prvni prvek sy, neleZici v linedrnim
obalu pfedchozich prvki s, sp, a najde se linedrni kombinace us = 115, + i, 82 + Si,
kolmad na oba pfedchozi prvky uy,, uj, (dostanou se dve€ rovnice pro dveé neznamé), atd.
Pokud X je nekonecné dimensiondlni, nemtzZe konstrukce skoncit po kone¢né mnoha
krocich (proc?).
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Je-1i X separabilni a nekonecné¢ dimensiondlni, ma podle predchozi vlastnosti spo-
¢etnou uplnou ortonormélni mnozZinu {u,}, takze kazdé x € X lze vyjadfit fadou
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Je-1i X separabilni a nekonecné dimensiondlni, ma podle predchozi vlastnosti spo-
¢etnou dplnou ortonormdlni mnozinu {u,}, takze kazdé x € X lze vyjadrit fadou
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M4 tedy smysl definovat f(x) = {(x,u,)}. Podle Parsevalovy rovnosti je f(x) €
[5. Je snadné ukdzat, Ze f je linearni zobrazeni zachovavajici normu (opét Parsevalova
rovnost), takze je 1 prosteé.

\
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Je-1i X separabilni a nekonecné dimensiondlni, ma podle predchozi vlastnosti spo-
¢etnou dplnou ortonormdlni mnozinu {u,}, takze kazdé x € X lze vyjadrit fadou
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\

M4 tedy smysl definovat f(x) = {(x,u,)}. Podle Parsevalovy rovnosti je f(x) €
[5. Je snadné ukdzat, Ze f je linearni zobrazeni zachovavajici normu (opét Parsevalova
rovnost), takze je 1 prosteé.

\

Zbyva ukdzat, Ze f zobrazuje X naly. Ale je-li {r,} € l, konverguje fada >~ | r,uy,
(je cauchyovska) k né¢jakému x a z ortonormality mnoZziny {u,} ihned plyne, Ze r, =
(, up,). &
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Jednim z disledkd predchoziho isomorfismu mezi X a [ je fakt, Ze dudlni prostor X'
je isomorfni s X a spojité linedrni funkciondly jsou dané vnitinim soucCinem:

\
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Jednim z disledkd predchoziho isomorfismu mezi X a [ je fakt, Ze dudlni prostor X'
je isomorfni s X a spojité linearni funkciondly jsou dané vnitfnim soucinem:
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VETA. Pro spojity linedrni funkciondl f na separabilnim Hilbertov& prostoru existuje
ur € X tak, Ze f(z) = (z,uy). Naopak, kazdy funkciondl uvedeného tvaru je spojity a
linedrni. Navic plati || f|| = ||uy||, takZe zobrazeni f — uy je isometricky isomorfismus
X na X',
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Jednim z disledkd predchoziho isomorfismu mezi X a [ je fakt, Ze dudlni prostor X'
je isomorfni s X a spojité linearni funkciondly jsou dané vnitinim soucinem:
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VETA. Pro spojity linedrni funkciondl f na separabilnim Hilbertové prostoru existuje
ur € X tak, Ze f(r) = (x,us). Naopak, kazdy funkciondl uvedeného tvaru je spojity a
linedrni. Navic plati || f|| = ||uy||, takZe zobrazeni f — uy je isometricky isomorfismus
X na X',

\
DUSLEDEK. Hilbertovy prostory jsou reflexivni.
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Hilbertovy prostory jsou v
podstaté [2.
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Hilbertovy prostory jsou v

podstaté [2.

A to je hezké.
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z
interpretace bodu euklidovského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni prilis
vhodna pro prostory funkci.
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Poznamky 1 :

Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z
interpretace bodu euklidovského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni prilis
vhodna pro prostory funkci.
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Uvédomte si, Ze zapomenete-li v linedrnim prostoru X na nasobeni Cisly, dostanete
abelskou (tj. komutativni) grupu, a tedy linearni prostor (I€pe receno, modul) nad okru-
hem celych Cisel.

\




Poznamky 1 :

Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z
interpretace bodu euklidovského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni pfilis
vhodna pro prostory funkci.

\

Uvédomte si, Ze zapomenete-li v linearnim prostoru X na nasobeni Cisly, dostanete
abelskou (tj. komutativni) grupu, a tedy linearni prostor (I€pe feCeno, modul) nad okru-
hem celych Cisel.

\

Nektera obecna tvrzeni v tomto textu plati i pro abelovské grupy (nckterd 1 pro ne-
komutativni grupy). Pro studium linedrnich prostora X je dilezity pOJem bdze, coz
je maximdalni linedarné nezavisly soubor v X (linearné nezavisly znamena, Ze linearni
kombinace kone¢né mnoha prvkii mnoZiny s nenulovymi koeficienty nemtize byt nikdy
rovna 0).

\
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Poznamky 1 :

Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z
interpretace bodu euklidovského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni pfilis
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Uvédomte si, Ze zapomenete-li v linearnim prostoru X na nasobeni Cisly, dostanete
abelskou (tj. komutativni) grupu, a tedy linearni prostor (I€pe feCeno, modul) nad okru-
hem celych Cisel.

\

Nektera obecna tvrzeni v tomto textu plati i pro abelovské grupy (nckterd 1 pro ne-
komutativni grupy). Pro studium linedrnich prostora X je dilezity pOJem bdze, coz
je maximdalni linedarné nezavisly soubor v X (linearné nezavisly znamena, Ze linearni
kombinace kone¢né mnoha prvkii mnoZiny s nenulovymi koeficienty nemtize byt nikdy
rovna 0).

\

Kazda linearn€ nezavisla mnozina v X je Casti néjaké baze X (Zornovo lemma) a
dve baze prostoru X maji stejnou mohutnost. Linearni zobrazeni na X je urCeno svymi
hodnotami na bazi (kazdé zobrazeni z baze X do linearniho prostoru Y lze rozsiftit jed-
noznacné na linedrni zobrazeni X — Y.
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Poznamky 1 :

Misto terminu linedrni prostor se pouziva i termin vekorovy prostor, ktery vychazi z
interpretace bodu euklidovského prostoru jako vektory. Tato interpretace ale neni pfilis
vhodna pro prostory funkci.

\

Uvédomte si, Ze zapomenete-li v linearnim prostoru X na nasobeni Cisly, dostanete
abelskou (tj. komutativni) grupu, a tedy linearni prostor (I€pe feCeno, modul) nad okru-
hem celych Cisel.

\

Nektera obecna tvrzeni v tomto textu plati i pro abelovské grupy (nckterd 1 pro ne-
komutativni grupy). Pro studium linedrnich prostora X je dilezity pOJem bdze, coz
je maximdalni linedarné nezavisly soubor v X (linearné nezavisly znamena, Ze linearni
kombinace kone¢né mnoha prvkii mnoZiny s nenulovymi koeficienty nemtize byt nikdy
rovna 0).

\

Kazda linearn€ nezavisla mnozina v X je Casti néjaké baze X (Zornovo lemma) a
dve baze prostoru X maji stejnou mohutnost. Linearni zobrazeni na X je urCeno svymi
hodnotami na bazi (kazdé zobrazeni z baze X do linearniho prostoru Y lze rozsiftit jed-
noznacné na linedrni zobrazeni X — Y.

\

Ddle plati, Ze dva linearni prostory jsou isomorfni pravé kdyz maji baze stejné mohut-
nosti. Mocnina R® se miiZe definovat i pro S = () jako {0}.
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\

Pro nékteré formulace je to vhodné.Vztah mezi X a X*, ktery dvojici (z, f) pfifazuje
f(x) je Casti obecnéjsiho pojmu duality ¢ : X x Y — R, kde X,Y jsou linedrni pro-
story a ¢ je bilinearni zobrazeni (tj. je linearni v kazdé proménné, pii konstantni druhé
proménné) odde€lujici body (tj. pro x # 0 existuje y tak, Ze q(z,y) # 0 a podobné pro-
lscozené). Pak oviem Y je isomorfni linedrnimu podprostoru X7, ktery oddéluje body

Konec poznamek 1.




Poznamky 2 :

Prvni vlastnost normy se nazyva subaditivita, druhd vlastnost homogenita.

\




Poznamky 2 :

Prvni vlastnost normy se nazyva subaditivita, druhd vlastnost homogenita.
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Podobné jako se misto metriky nékdy pouziva pseudometrika, Ize misto normy pouZzit
pseudonormu, kterda ma stejné vlastnosti jako norma, az na to, Ze pripousti p(x) = 0i
pro nenulové x.

\




Poznamky 2 :

Prvni vlastnost normy se nazyva subaditivita, druhd vlastnost homogenita.

\

Podobné jako se misto metriky nékdy pouziva pseudometrika, Ize misto normy pouZzit

pseudonormu, kterda ma stejné vlastnosti jako norma, az na to, Ze pripousti p(x) = 0i
pro nenulové x.

\

Pseudonorma vytvari pseudometriku invariantni vici posunuti; faktorovy prostor podle
stejné ekvivalence jako u pseudometrického prostoru (x je ekvivalentni s y, jestlize
||z — y|| = 0) je pak normovany prostor.
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Poznamky 2 :

Prvni vlastnost normy se nazyva subaditivita, druha vlastnost homogenita.
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Jak bylo naznaceno v textu, metricky linearni prostor se definuje jak linearni prostor
X s metrikou, pfi které je sCitani (brano jako zobrazeni X x X — X)) a ndsobeni Cisly
(brano jako zobrazeni R x X — X) spojité. To je obecnéjSi pojem nez normovany
prostor (viz Priklady).

—p




V normovanych prostorech je tedy linearni zobrazeni spojit€ pravé kdyz ma omeze-
nou normu, tj. je v norme¢ omezené. Proto se v literatufe ¢asto pouziva termin omezené
zobrazeni misto spojité zobrazeni a jeSté Castéji neomezené zobrazeni pro nespojité zob-
razeni.

—p




Hahnovu-Banachovu vétu 1ze dokézat v jiné formé bez pouziti norem nebo metrik:
Necht’ X je linedrni prostor, Y jeho linedrni podprostora f . Y — R linedrni zobrazeni,
které je shora omezeno subaditivni redlnou funkci p definovanou na X. Pak existuje
linedrni zobrazeni F' : X — R rozSirujici f a shora omezené funkci p.
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Hahnovu-Banachovu vétu 1ze dokézat v jiné formé bez pouziti norem nebo metrik:
Necht’ X je linedrni prostor, Y jeho linedrni podprostora f . Y — R linedrni zobrazeni,

které je shora omezeno subaditivni redlnou funkci p definovanou na X. Pak existuje
linedrni zobrazeni F' : X — R rozSirujici f a shora omezené funkci p.

\

Diikaz je skoro stejny jako dlikaz uvedeny v textu. Zkuste toto obecné tvrzeni dokazat
a vyvod’'te z ného formulaci v textu.
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Hahnovu-Banachovu vétu lze dokdzat v jiné formé bez pouziti norem nebo metrik:
Necht’ X je linedrni prostor, Y jeho linedrni podprostora f : Y — R linedrni zobrazeni,
které je shora omezeno subaditivni redlnou funkci p definovanou na X. Pak existuje
linedrni zobrazeni F' : X — R rozSirujici f a shora omezené funkci p.

\

Diikaz je skoro stejny jako ditkaz uvedeny v textu. Zkuste toto obecné tvrzeni dokédzat
a vyvod’te z né¢ho formulaci v textu.

\

Hahnova-Banachova véta ma geometrickou interpretaci, a to oddélovani bodi od pod-
prostorti nadrovinami.

-p
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Je-1i spojitost zobrazeni definovana na obecnéjsich prostorrech nez jsou metrické (napr.
na topologickych nebo konvergenCnich prostorech), Ize definovat i1 obecnéjsi spojité li-
nearni prostory, napr. topologické linearni prostory: obé algebraické operace musi byt
spojité. Tyto struktury jsou velmi obecné a proto se definuji jejich rtizné podtiidy vhodné
na riizna pouZiti.

=)




V predchozich Pozndmkdch byla zminéna dualita g : X x Y — RR. Pokud se pozaduje,
aby ¢ byla separatn€ spojita (tj. spojitost v kazdé proménné zvlast’ jako zobrazeni jedné
proménné pii konstantni druhé proménné), dostava se tzv. topologicka dualita.

=)




V Otdzkadch je uvedeno, Ze vSechny koneCné dimensionalni normované prostory jsou
navzéjem isomorfni (spojite). To neplati pro nekonecné dimensiondlni prostory (napf. [y
neni isomorfni /5), ale bylo dokézéno, Ze vSechny Banachovy separabilni prostory jsou
navzajem homeomorfni (plati i pro Frechetovy prostory). Tyto homeomorfismy nejsou
lineérni.

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

Mnoho uvedenych tvrzeni, kde je potreba tUplnost, 1ze dokazat (Casto jednoduchou
modifikaci uvedenych dikazii) pro metrické linearni prostory, tj. neni nutné predpokla-
dat existenci normy.

\




Poznamky 3 :

Mnoho uvedenych tvrzeni, kde je potreba tUplnost, 1ze dokazat (Casto jednoduchou
modifikaci uvedenych dikazii) pro metrické linearni prostory, tj. neni nutné predpokla-
dat existenci normy.

\

Ale je zfejmé, Ze v praxi se lépe pracuje s normou nez s metrikou. Nicméné, 1 uplné
metrické linedrni prostory jsou dulezité a maji také sviij nazev: Fréchetovy prostory.
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Pri rozSitovani algebraickych operaci na uplny obal metrického linearniho prostoru
lze pouzit i1 jiny postup.

\




Pri rozSitovani algebraickych operaci na uplny obal metrického linearniho prostoru
lze pouzit i1 jiny postup.

4

Scitani X x X — X je stejnomérné spojité a lze jej tedy rozsifit na stejnomérné
spojité zobrazeni Z X Z — Z (znaceni z dikazu).

\




Pri rozSitovani algebraickych operaci na uplny obal metrického linearniho prostoru
lze pouzit i1 jiny postup.

4

Scitani X x X — X je stejnomérné spojité a lze jej tedy rozsifit na stejnomérné
spojité zobrazeni Z X Z — Z (znaceni z dikazu).

\

Nésobeni Cislem ale neni stejnomérné spojité na soucinu R x X, je vSak stejnoméerné
spojité ve druhé souradnici pfi konstantni prvni souradnici.

\




Pri rozSifovani algebraickych operaci na uplny obal metrického linearnitho prostoru
Ize pouzit 1 jiny postup.

\

SCitani X x X — X je stejnomerné spojité a lze jej tedy rozsirit na stejnomérné
spojité zobrazeni Z x Z — Z (znaceni z dukazu).

\

Nasobeni Cislem ale nent stejnomérne sp0]1te na sou¢inu R x X, je vSak stejnomérné
spojité€ ve druhé souradnici pri konstantni prvni souradnici.

\

Tedy lze pro kazdé redln€ r zobrazeni x — rx rozsifit na stejnomerné spojit€ zobra-
zeni Z/ — Z. Axiomy linedrniho prostoru vyplynou z toho, Ze X je husty v Z: napf. obé

zobrazeni (z,2') — z+ 2/,(z,2') — 2/ + z se rovnaji na X x X a tedy se rovnaji i na
Z X Z.

=)
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V metrickych prostorech je kromé dplnosti jesté¢ velmi diileZitou vlastnosti kompakt-
nost. Aspont dvoubodovy metricky linedrni prostor v§ak nikdy neni kompaktni (proc?).
MiiZze byt lokdlné kompaktni? Ano, ale pravé kdyZ je konecné dimenziondlni, tj. iso-
morfni euklidovskému prostoru.

=)




Pro nalyzu jsou velmi dutleZité Banachovy prostory funkci (vSimnéte si, Ze skoro
vSechny zde uvadéné priklady jsou tohoto typu).

\




Pro nalyzu jsou velmi dutleZité Banachovy prostory funkci (vSimnéte si, Ze skoro
vSechny zde uvadéné priklady jsou tohoto typu).

\

Rizné prostory funkci se daji v ramci Banachovych prostort charakterizovat. Zv1asté
se to tyka prostord C'(X) na kompaktnich prostorech X (kazdy Banachiiv prostor se

da pfirozené vnorit do takového prostoru — ale X je obecné topologicky, nemusi byt
metricky).

\




Pro nalyzu jsou velmi dulezité Banachovy prostory funkci (vSimnéte si, Ze skoro
vSechny zde uvadéné priklady jsou tohoto typu).

\

Riizné prostory funkci se daji v rdmci Banachovych prostora charakterizovat. Zv1asté
se to tyka prostori C'(X) na kompaktnich prostorech X (kazdy Banachiiv prostor se
da prirozené vnorit do takového prostoru — ale X je obecné topologicky, nemusi byt
metricky).

\

Plati 1 zajimava Banachova-Stoneova véta: Dva metrické kompatktni prostory jsou
homeomorfni pravé kdy? jejich Banachovy prostory C(X), C(Y') jsou isometricky iso-
morfni.

Konec poznamek 3.
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Poznadmky 4 :

V literatufe se misto terminu dudlni pouziva i termin adjungovany a znaCeni X *. Toto
znaceni je obvyklé zvlasté v Hilbertovych prostorech.

\




Poznamky 4 :

V literatufe se misto terminu dudlni pouziva i termin adjungovany a znaCeni X *. Toto
znaceni je obvyklé zvlasté v Hilbertovych prostorech.

\

Duaélni jsou nejen prostory, ale 1 zobrazeni. Jestlize ' : X — Y je spojité linearni zob-
razeni mezi normovanymi prostory, existuje tzv. dudini zobrazeni F' - Y' — X', které
je definovdno pomoci slozeni: F'(g) = g o F'. Lze snadno ukazat, ze dudlni zobrazeni je
spojité a linearni a ma stejnou normu jako piivodni zobrazeni.

\




Poznamky 4 :

V literatuie se misto terminu dudlni pouziva i termin adjungovany a znaCeni X *. Toto
znaceni je obvyklé zvlasté v Hilbertovych prostorech.

\

Dudlni jsou nejen prostory, ale i zobrazeni. Jestlize F' : X — Y je spojité linearni zob-
razeni mezi normovanymi prostory, existuje tzv. dudini zobrazeni F' - Y' — X', které
je definovano pomoci sloZeni: F’(g) = g o F'. Lze snadno ukazat, Ze dudlni zobrazen{ je
spojité a linedrni a ma stejnou normu jako puvodni zobrazeni.

\

V definici reflexivity nelze isomorfismus ex zaménit existenci isomorfismu mezi X
a X". Existuji pfiklady Banachovych prostori X isomorfnich svému druhému dualu,
které nejsou reflexivni.

=)
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V Otdzkdch je zminka o slabé omezenosti. Podobné l1ze definovat 1 slabou konver-
genci posloupnosti {x,} v normovaném prostoru X: pro kazdé f € X' je {f(z,)}
konvergentni. Konvergence v normé se pak nazyva silna konvergence.

\




V Otdzkdch je zminka o slabé omezenosti. Podobné 1ze definovat 1 slabou konver-
genci posloupnosti {x,,} v normovaném prostoru X: pro kazdé f € X' je {f(x,)}
konvergentni. Konvergence v normé se pak nazyva silna konvergence.

\
Slabou konvergenci 1ze vhodné pouZit k riznym charakterizacim:

e Banachiiv prostor X je kone¢né dimensiondlni pravé kdyz slab4 a silnd konvergence
v X jsou totozné,

e Banachtiv prostor X je reflexivni pravé kdyZ z kazdé posloupnosti v jednotkové kouli
B 1ze vybrat konvergentni podposloupnost (tzv. slaba sekvencni kompaktnost).

=)
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Podobné 1ze definovat tzv. slabou* konvergenci posloupnosti {f,} v dudlu X": pro
kazdé x € X je {f(x,)} konvergentni. Uvédomte si, Ze slaba konvergence v dudlu je
definovana vzhledem k dualité =’ s X", kdeZto slaba* konvergence je definovdna vzhle-

dem k dualité X’ s X. Tyto pojmy je ovSem vhodnéjsi studovat v ramci topologickych
prostort (slaba konvergence obecné neni definovana pomoci metriky).

Konec pozndmek 4.




Poznamky 5 :

Vnitini soucin se také, podle analogie s euklidovskymi prostory, nazyvd skaldrni sou-
c¢in. Slovo ,,vnitini" rozliSuje soucin od vnéjsiho soucinu nidsobeni vektoru Cislem.
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Poznamky 5 :

Vnitini soucin se také, podle analogie s euklidovskymi prostory, nazyvd skaldrni sou-
c¢in. Slovo ,,vnitini" rozliSuje soucin od vnéjsiho soucinu nidsobeni vektoru Cislem.

\

Prostor s vnitfnim soucinem se obcas nazyva unitdrni prostor.

\




Poznamky 5 :

Vnitini souCin se také, podle analogie s euklidovskymi prostory, nazyvd skaldrni sou-
c¢in. Slovo ,,vnitfni" rozliSuje soucin od vnéjsiho soucCinu nasobeni vektoru Cislem.

\

Prostor s vnitinim sou¢inem se obcas nazyva unitdrni prostor.

\

Prostory s vnitinim soucCinem se vétSinou zkoumaji nad komplexnimi Cisly. Protoze
norma musi byt vzdy redlné Cislo, musi byt souCin x se sebou realné Cislo. Musi se tedy
vzit za soucin, napf. na 1-dimensiondlnim prostoru, x7, tedy soucin s komplexné sdruze-
nym Cislem. Pak ale soudin (x, y) = 2% neni komutativni a misto rovnosti (x,y) = (y, )
se musi poZadovat rovnost (z,y) = (y,x). Uvédomte si, Ze potom neplati r(x,y) =

(z,ry) ale r(z,y) = (x,Ty).
\
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Poznamky 5 :

Vnitini soucin se také, podle analogie s euklidovskymi prostory, nazyvd skaldrni sou-
c¢in. Slovo ,,vnitfni" rozliSuje soucin od vnéjsiho soucCinu nasobeni vektoru Cislem.

\

Prostor s vnitfnim soucinem se obCas nazyva unitdrni prostor.

\

Prostory s vnitinim soucCinem se vétSinou zkoumaji nad komplexnimi Cisly. Protoze
norma musi byt vzdy redlné Cislo, musi byt souCin x se sebou realné Cislo. Musi se tedy
vzit za soucin, napf. na 1-dimensiondlnim prostoru, x7, tedy soucin s komplexné sdruze-
nym Cislem. Pak ale soudin (x, y) = 2% neni komutativni a misto rovnosti (x,y) = (y, )

se musi poZadovat rovnost (z,y) = (y,x). Uvédomte si, Ze potom neplati r(x,y) =
(z,7y) ale r(z,y) = (z,Ty).

\

Jak bylo vidét, ze Schwartzovy nerovnosti se snadno dokaze trojuhelnikova nerovnost
ptislusné normy v prostorech s vnitfnim soucinem, napt. [y, L. Obdobné se dokazuje
trojuhelnikova nerovnost pro prostory [, L,, kde se obdoba Schwartzovy nerovnosti

nazyva Holderova nerovnost. Napf. pro [, tato nerovnost vypada nasledovné (pro {z, } €
Ly {yn} € 1, kde 1/p+12/q = 1):

anyn < </Z |z, |P \q/z |y

a podobné pro L,, L,: [ fg < ||fll,||g]l,- Holderovu nerovnost 1ze dokdzat napf. po-
moci hleddni extrému funkci.
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Tvrzeni o Fourierovych radach plati 1 pro neseparabilni prostory. Pak je ale nutné
definovat soucty nespocetnych fad. Neni to prili§ velky rozdil, protoZe pro funkci f defi-
novanou na néjaké mnoziné P s hodnotami v normovaném prostoru se soucet » , f(p)
definuje jako limita zobecnéné (obecne nespoCetné) posloupnosti souctti pes konecné
podmnoziny v P. Da se ukazat, Ze pokud takovéito rada konverguje, je jen spocetné
mnoho hodnot f(p) nenulovych (napft. pro {p,} atada > f(p,) konverguje absolutné.

\




Tvrzeni o Fourierovych fadich plati i pro neseparabilni prostory. Pak je ale nutné
definovat soucty nespocetnych fad. Neni to prili§ velky rozdil, protoZe pro funkci f defi-
novanou na néjaké mnoziné P s hodnotami v normovaném prostoru se soucet »  , f(p)

definuje jako limita zobecnéné (obecne nespocetné) posloupnosti souctli pies konecné
podmnoziny v P. Da se ukazat, ze pokud takovato fada konverguje, je jen spocetné
mnoho hodnot f(p) nenulovych (napt. pro {p,} atada > f(p,) konverguje absolutné.

\

Disledkem je isometricky isomorfismus Hilbertova prostoru (majici dplny ortonor-
malni systém mohutnosti k) s prostorem Is(x), ktery se definuje jako mnoZina soubort
{74 }a<x redlnych Cisel majicich jen spocetné mnoho Cisel 7, nenulovych a takovych, Ze
3" 72 konverguje.

\
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Tvrzeni o Fourierovych fadich plati i pro neseparabilni prostory. Pak je ale nutné
definovat soucty nespocetnych fad. Neni to prili§ velky rozdil, protoZe pro funkci f defi-
novanou na néjaké mnoziné P s hodnotami v normovaném prostoru se soucet »  , f(p)

definuje jako limita zobecnéné (obecne nespocetné) posloupnosti souctli pies konecné
podmnoziny v P. Da se ukazat, ze pokud takovato fada konverguje, je jen spocetné
mnoho hodnot f(p) nenulovych (napt. pro {p,} atada > f(p,) konverguje absolutné.

\

Disledkem je isometricky isomorfismus Hilbertova prostoru (majici dplny ortonor-
malni systém mohutnosti k) s prostorem Is(x), ktery se definuje jako mnoZina soubort
{74 }a<x redlnych Cisel majicich jen spocetné mnoho Cisel 7, nenulovych a takovych, Ze
3" 72 konverguje.

\

Odtud plyne, Ze libovolné dvé uplné ortonormdlni podmnoziny Hilbertova prostoru
maji stejnou mohutnost.

\
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Tvrzeni o Fourierovych fadich plati i pro neseparabilni prostory. Pak je ale nutné
definovat soucty nespocetnych fad. Neni to prili§ velky rozdil, protoZe pro funkci f defi-
novanou na néjaké mnoziné P s hodnotami v normovaném prostoru se soucet »  , f(p)

definuje jako limita zobecnéné (obecne nespocetné) posloupnosti souctli pies konecné
podmnoziny v P. Da se ukazat, ze pokud takovato fada konverguje, je jen spocetné
mnoho hodnot f(p) nenulovych (napt. pro {p,} atada > f(p,) konverguje absolutné.

\

Disledkem je isometricky isomorfismus Hilbertova prostoru (majici dplny ortonor-
malni systém mohutnosti k) s prostorem Is(x), ktery se definuje jako mnoZina soubort
{74 }a<x redlnych Cisel majicich jen spocetné mnoho Cisel 7, nenulovych a takovych, Ze
3" 72 konverguje.

\

Odtud plyne, Ze libovolné dvé uplné ortonormdlni podmnoziny Hilbertova prostoru
maji stejnou mohutnost.

\

Posledni tvrzeni o dualnim prostoru plati také bez separability.
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V této kapitole bylo dokazano, ze kazda Fourierova fada funkce f € Ly(.J) konverguje

k f. Uvédomte si vSak rozdil oproti konvergenci zkoumané v kapitole o Fourierovych
radach.

\




V této kapitole bylo dokazano, ze kazda Fourierova fada funkce f € Ly(.J) konverguje

k f. Uvédomte si vSak rozdil oproti konvergenci zkoumané v kapitole o Fourierovych
radach.

\

Tam se zkoumala bodova nebo stejnomérné konvergence, coz je rozdil oproti konver-
genci v Ly(J). Navic se mohou zkoumat i Fourierovy fady (trigonometrické fady) funkci
f nelezicich v Ls.

=)




Hilbertovy prostory jsou natolik dilezité, Ze je podstatné umét je rozpoznat ve tiidé
Banachovych prostort.

\




Hilbertovy prostory jsou natolik dilezité, Ze je podstatné umét je rozpoznat ve tiidé
Banachovych prostord.

\

Existuje mnoho podminek, které Banachtliv prostor spliiuje pravé kdyz je Hilberttv.
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Hilbertovy prostory jsou natolik dilezité, Ze je podstatné umét je rozpoznat ve tiidé
Banachovych prostord.

\

Existuje mnoho podminek, které Banachtliv prostor spliiuje pravé kdyz je Hilberttv.

\

Napt. ||z + y||> + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y||* (tato podminka lze zeslabit pazadavky
||zl = [lyll = D).

\




Hilbertovy prostory jsou natolik dilezité, Ze je podstatné umét je rozpoznat ve tiidé
Banachovych prostord.

\

Existuje mnoho podminek, které Banachtliv prostor spliiuje pravé kdyz je Hilberttv.

\

Napt. ||z + y||> + ||z — y||* = 2||z||* + 2||y||* (tato podminka lze zeslabit pazadavky
||zl = [lyll = D).

\

Odtud vyplyva, za Banachtv prostor je Hilbertiv pravé kdyz kazdy jeho dvouroz-
mérny podprostor je isometricky isomorfni s rovinou R2.

Konec poznamek 5.




PRIKLADY




Priklady 1 :

V kapitole o metrickych prostorech je mezi priklady mnoho linearnich prostori, které
ted’ zopakujeme.

\




Priklady 1 :

V kapitole o metrickych prostorech je mezi priklady mnoho linearnich prostort, které
ted’ zopakujeme.

\/

1. Euklidovské prostory jsou linedrni pti operacich definovanych po souradnicich.

—p
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2. Prostory [,, p € [1, +00], jsou linedrni pfi operacich definovanych po soufadnicich.

—p




3. MnoZina viech redlnych funkci F (A, R) na mnoZin& A (tj. mocnina R*) je linedrni
prostor pri operacich definovanych po souradnicich.

\




3. Minozina viech redlnych funkci (A, R) na mnoZiné A (tj. mocnina R%) je linedrni

prostor pri1 operacich definovanych po souradnicich.

\/

Ni4sledujici mnoZiny jsou linedrni podprostory prostoru R4 (kromé prvni polozky je

A metricky prostor):
e F.(A,R) vSech omezenych funkcf;
e C(A,R) vSech spojitych funkei a C.(A, R) vSech omezenych spojitych funkcf;

o UU(A,R) vSech stejnomérné spojitych funkci a U, (A, R) vSech omezenych stejno-

meérn€ spojitych funkcf;

e L(A, R) vSech lipschitzovskych funkci a mnozina £,(A, R) v§ech omezenych lipschi-

tzovskych funkci.

—p
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4. Je-li v pfedchozim piikladu A = R, Ize k linearnim podprostorim F (A, R) pfidat
1 prostory mnoziny funkci majicich vSude derivaci az do fadu n, nebo derivace vSech
radua.

Konec piikladi 1.




Priklady 2 :

V ptedchozich Prikladech byly pouZity rizné prostory z kapitoly o metrickych prosto-
rech, ale jen jako linearni struktury bez metrik na nich definovanych. Nyni budou vzaty
v uvahy 1 metriky.

\
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Priklady 2 :

V predchozich Prikladech byly pouzity ruzné prostory z kapitoly o metrickych prosto-
rech, ale jen jako linearni struktury bez metrik na nich definovanych. Nyni budou vzaty
v Uvahy 1 metriky. LEKCE39-BAN
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2. Ukazte, Ze prostory [,,, p € [1,+00], jsou normované.




3. Podmnoziny ¢y C ¢ C I, kde ¢ = {{x,};lim z, existuje },cy = {{x,};limzx, =
0}, jsou uzaviené linearni podprostory /..

=)




4. MnoZina vsech redlnych posloupnosti 1ze chédpat jako kartézsky soucin metrickych
prostori, a to spocetné mnoha redlnych piimek, tj. RY.

\




4. MnozZina vsech realnych posloupnosti 1ze chéapat jako kartézsky soucin metrickych
prostort, a to spocetné mnoha redlnych piimek, tj. RY.

\

To je linearni prostor a metrika této mocniny

0

A (1)) = 3 gt

(L + |z = ynl)

n=1

vytvaii z RY metricky linedrn{ prostor, ktery se ¢asto znadf s.

\
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4. MnozZina vsech realnych posloupnosti 1ze chéapat jako kartézsky soucin metrickych

prostort, a to spocetné mnoha redlnych piimek, tj. RY.

\

To je linearni prostor a metrika této mocniny

0

A (1)) = 3 gt

(L + |z = ynl)

n=1

vytvaii z RY metricky linedrn{ prostor, ktery se ¢asto znadf s.

\

Tento prostor neni normovany, ani na ném nelze definovat normu topologicky ekviva-

lentni dané metrice. [Duvod plyne z Otdzky 5 — s neméd omezend okoli 0.]

=)
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5. Soucty nekonecnych rad Cisel jsou vlastné integraly funkci na N podle tzv. Citaci
miry. Je nasnad€ definovat obdobu prostort /, na obecnych prostorech s mirou. Pro jed-

noduchost v§ak bude pozornost vénovana prostorim funkci na intervalu 7 = |0, 1].

\/
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5. Soucty nekonecnych rad Cisel jsou vlastné integraly funkci na N podle tzv. Citaci
miry. Je nasnad€ definovat obdobu prostort /, na obecnych prostorech s mirou. Pro jed-

noduchost v§ak bude pozornost vénovana prostorim funkci na intervalu 7 = |0, 1].

\
Pro p € [1,+00) se definuje L, = {f : I — R; [,|f(z)[? dx konverguje }. S funkci

| fl| = {/ [, |f(z)P dx tvoii L, pseudonormovany prostor (normovany po ztotoZnéni

funkei rovnych skoro vSude). Diikaz trojihelnikové nerovnosti pro || f|| (tzv. Minkov-
ského nerovnost) neni jednoduchy.

\
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5. Soucty nekonecnych rad Cisel jsou vlastné integraly funkci na N podle tzv. Citaci
miry. Je nasnad€ definovat obdobu prostort /, na obecnych prostorech s mirou. Pro jed-

noduchost v§ak bude pozornost vénovana prostorim funkci na intervalu 7 = |0, 1].

\
Pro p € [1,+00) se definuje L, = {f : I — R; [,|f(z)[? dx konverguje }. S funkci

| fl| = {/ [, |f(z)P dx tvoii L, pseudonormovany prostor (normovany po ztotoZnéni

funkei rovnych skoro vSude). Diikaz trojihelnikové nerovnosti pro || f|| (tzv. Minkov-
ského nerovnost) neni jednoduchy.

\

Lze definovat i L, s pseudonormou rovnou infimu suprem funkce f na I \ S, kde S
probihd nulové mnpoziny.

\
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5. Soucty nekonecnych rad Cisel jsou vlastné integraly funkci na N podle tzv. Citaci
miry. Je nasnad€ definovat obdobu prostort /, na obecnych prostorech s mirou. Pro jed-

noduchost v§ak bude pozornost vénovana prostorim funkci na intervalu 7 = |0, 1].

\
Pro p € [1,+00) se definuje L, = {f : I — R; [,|f(z)[? dx konverguje }. S funkci

1Al =

funkei rovnych skoro vSude). Diikaz trojihelnikové nerovnosti pro || f|| (tzv. Minkov-
ského nerovnost) neni jednoduchy.

\

Lze definovat i L, s pseudonormou rovnou infimu suprem funkce f na I \ S, kde S
probihd nulové mnpoziny.

\

Obdobou metrického linedrniho prostoru s je prostor .S vSech integrovatelnych funkci
na [ s pseudometrikou

[, |f(z)P dx tvoii L, pseudonormovany prostor (normovany po ztotoZnéni

[ U@ —g@)]
d<f’g)—/fl+\f(:v)—g(w)!d ‘

Tento prostor také neni normovany.
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6. Prostor F,(X) vSech omezenych redlnych funkci na mnoziné¢ X se supremovou
normou || f|| = sup{|f(x)|;x € X} je normovany prostor.

\




6. Prostor F,(X) vSech omezenych redlnych funkci na mnoZiné X se supremovou
normou || f|| = sup{|f(z)|;x € X} je normovany prostor.

\

Jeho linedrni podprostory C,.(X), U,(X) a L.(X) vSech omezenych spojitych, resp,
steynomeérns spojitych nebo lipschitzovskych funkci na metrickém prostoru X' jsou uza-
viené.

=)
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7. Vezméte podprostor Y v C([0, 1]) vSech funkci majicich na [0, 1] spojitou derivaci.
Pak linedrni zobrazeni F' : Y — C([0, 1]) definované rovnosti F'(f) = f' neni spojité.

\




1] s pOJltou derivaci.
' neni spojité.

7. Vezméte podprostor Y v C([0, 1]) vSech funkci majicich na [0
Pak linedrni zobrazeni F' : Y — C([0, 1|) definované rovnosti F'(f) =

\/

Pokud vezmete na Y normu ||f|| = sup|f(z)| + sup|f'(x)], bude F" spojité (tato
metrika byla pouZivana v kapitole o variaCnim poctu jako metrika 1 .Tadu).

—p

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



8. V Prikladech 5 v kapitole o metrickych prostorech (Cast o uplnosti) jsou popsany
prostory holderovskych funkci s pseudonormou rovnou nejmensi konstanté k, pro niz
plati definujici nerovnost holderovskych funkei stupné a, tj. | f(x) — f(y)| < k|z — y|“.

\/
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8. V Prikladech 5 v kapitole o metrickych prostorech (Cast o uplnosti) jsou popsany
prostory holderovskych funkci s pseudonormou rovnou nejmensi konstanté k, pro niz
plati definujici nerovnost holderovskych funkei stupné a, tj. | f(x) — f(y)| < k|z — y|“.

\/

V uvedenych prikladech je uveden obecnéjsi pripad a pseudonorma je popsana vzor-
cem. Ziskané prostory H,,, o € [0, 1], jsou pseudonormované prostory. Jejich normovana
modifikace je isomorfni podprostoru t€ch funkci, které maji hodnotu O v 0.

=
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9. Prostor B(X,Y") vSech spojitych linedrnich zobrazeni f : X — Y mezi normova-
nymi prostory, s normou || f||, je normovany prostor.

\




9. Prostor B(X,Y") vSech spojitych linedrnich zobrazeni f : X — Y mezi normova-
nymi prostory, s normou || f||, je normovany prostor.

\

Je to uzavreny linearni podprostor prostoru H; z predchoziho ptikladu.
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10. Z teorie integralnich rovnic je zndm nasledupcl prﬂdad Necht' funkce k(z,y) je
spojitd na &tverci [0,1] x [0,1] a F(f fo z)dx. Je-li f € C([0,1]), je i
F(f) € C([0,1)).

\




10. Z teorie integralnich rovnic je znam ndsledujici piiklad. Necht' funkce k(z,y) je
spojitd na ¢tverci [0, 1] x [0,1] a F(f)(y) = fol k(xz,y)f(x)dx. Je-li f € C([0,1]), je i
F(f) € c([0,1]).

\

Zobrazeni F' je spojité a linearni. Jeho norma je rovna sup{ fol k(x,y)|dx;y € [0, 1].
Zkuste zjistit, jak se norma zméni, chipete-li /' jako zobrazeni L.y, — L; nebo L; —

C([0, 1]).

Konec prikladu 2.
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Priklady 3 :

Uplnost vétsiny nasledujicich prostort byla ukdzana v piikladech v kapitole o metric-
kych prostorech.

\




Priklady 3 :

Uplnost vétsiny nasledujicich prostort byla ukdzana v piikladech v kapitole o metric-
kych prostorech.
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Priklady 3 :

Uplnost vétsiny nasledujicich prostort byla ukdzana v piikladech v kapitole o metric-
kych prostorech.
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reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2. Podprostory prostorti [, ¢, ¢y sklddajicich se z posloupnosti majicich jen konecné
mnoho nenulovych Clent, nejsou tGplné. Proc?

=)




3. VSechny dfive uvedené piiklady normovanych prostori sloZzenych z funkci (L,,, F..(X
jsou Banachovy prostory.

\




3. VSechny dfive uvedené piiklady normovanych prostori sloZzenych z funkci (L,,, F..(X
jsou Banachovy prostory.

\

Prostor S je Fréchetlv prostor.




4. Prostor B(X,Y) vSech spojitych linearnich zobrazeni normovaného prostoru X do
Banachova prostoru Y je uplny. Plati i jisty opak: Je-li X # {0} a B(X,Y) je Gplny, je
1Y uplny.

—p




S.Pro1 < p < g < oo jel, linearni podprostor [, a identické vlozeni [, — [, je spojité
(§J, [, ma hrubsi normu nebo topologii nez [,,). Ukazte, ze [, je 1.kategorie v .

\




S.Pro1 < p < g < oo jel, linearni podprostor [, a identické vlozeni [, — [, je spojité
(tJ, [, ma hrubsi normu nebo topologii nez [,). UkaZte, ze [, je 1.kategorie v [,.

Stejny vysledek plati pro vlozeni L, — L,,1 < p < q < ocoapro H, — Hg,1 >
LEKCE39-BAN
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Priklady 4 :

1. (Ptiklad zndmy z linedrni algebry.) Dudlni prostor ke konecn¢ dimensiondlnimu
prostoru je konecné dimensionélni (se stejnou dimenzi).

\




Priklady 4 :

1. (Pfiklad zndmy z linedrni algebry.) Dudlni prostor ke konecné dimensiondlnimu
prostoru je konecné dimensiondlni (se stejnou dimenzi).

: AN
Pokud jsou nasledujici popisy dudld prostord posloupnosti &isel z = {x,} také po- | iineami funkeiond
sloupnosti f = {a,}, je hodnota f(z) rovna ) a,z,. algebraicky dudl

norm)(gj;ﬁy prostor

Minkovského
* norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
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2. (1) je isomorfn{ /..




3.Prop € (1,+00) je (I,)’ je isomorfni [, kde 1/p+1/q = 1. Prostory [, jsou reflexivni
prave pro p € (1, +00).

=




4. (cy) i (c)’ jsou isomorfni ;.




5. () je isomorfni prostoru jistych kone¢né aditivnich funkei na N. Prostory [y, ¢y, ¢, [
nejsou reflexivni. [Pouzijte vztah mezi separabilitou a dudlem u prvnich tii prostort a
reflexivity dudlu u [...]

\




5. (Is) je isomorfni prostoru jistych kone¢né aditivnich funkei na N. Prostory [y, cg, ¢, [
nejsou reflexivni. [Pouzijte vztah mezi separabilitou a dudlem u prvnich tii prostort a

reflexivity dualu u /.]

\

Pokud jsou v ndsledujicich popisech dudlu prostort funkci f za funkciondly také

funkce g, je hodnota g(f) rovna [ fg.

=
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6. V predchozich prikladech 2-3 lze mislo [ psat L. Pro p € (1, +00) jsou prostory L,
reflexivni, prostory L; a L., nejsou reflexivni.

\




6. V predchozich prikladech 2-3 lze mislo [ psat L. Pro p € (1,400) jsou prostory L,
reflexivni, prostory L a L., nejsou reflexivni.

\

Ani prostor C' spojitych funkci na [0, 1] se supremovou normou neni reflexivni (jeho
dudl je isomorfni jisté mnozin€ mer). LEKCE39-BAN
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7. Ukazte, Ze na prostorech s a S neexistuje nenulovy spojity linedrni funkciondl.

Konec prikladu 4.




Priklady 5 :

1. Kazdy konecné dimensiondlni normovany prostor je prostor s vnitinim soucinem
definovanym jako obycejny skaldrni soucin vektord.

=)




2. Prostor /s ma vnitini soucin ({x,},{yn}) =D, nYn-




3. Prostor L, md vniténi souéin (f, g) = [, f( 7




4. Prostor [, ma za tplnou ortonormalni mnoZzinu posloupnost {e, }, kde e, je posloup-
nost nul kromé n-tého clenu rovného 1.

—p




5. Prostor Ls[—m, 7] ma za Gplnou ortonormalni mnoZinu posloupnost

{ 1 cosx sinx cos(2x) sin(2x) }

Nz VRV RV RV




5. Prostor Ls[—m, 7] ma za Gplnou ortonormalni mnoZinu posloupnost

{ 1 cosz sinz cos(2z) sin(2z) }

Vor JToym Ty
#

Uplné ortonormélni posloupnosti v Ls(.J) na neomezenych intervalech .J jsou popsany
v kapitole o Fourierovych fadach (Legendreovy, Hermiteovy a Laguerreovy polynomy).

=)
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+00

6. V komplexnim prostoru Lo[—m, 7| tvofi {e™*}1>°

nost.

uplnou ortogondlni posloup-

Konec piikladt 5.




OTAZKY




Otazky 1 :

1. Ukazte, ze prunik linearnich podprostort je linearni podprostor (odtud plyne smys-
luplnost definice linedrnich obalt).

—p




2. Ukazte, Ze linedrni obal mnoziny A v linedrnim prostoru X je roven mnozinég line-
arnich kombinaci prvka A.

-=p




3. Dokaite, 7e zobrazeni ey : X — X77 je linedrni a prosté. UkaZte, 7e obecné
nemusi byt na.

-=p




4. Ukazte, ze je-li f : X — Y linearni zobrazeni mezi linedrnimi prostory, je f(X)
line4rni podprostor Y.

—p




5. Linearni prostor R ma jen dva trivialni linearni podprostory.

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

1. Ukazte, Ze v normovaném prostoru X je s¢itdni (jako zobrazeni X x X :— X)
dokonce stejnomérné spojité, ale nasobeni Cislem (jako zobrazeni R x X :— X)) neni
stejnomérné spojité, pokud X # {0}.

—p




2. UkaZte, Zze v normovaném prostoru X je norma, jako zobrazeni X — R, stejno-
mérnd spojitd. [Plati nerovnost |||z]| — ||y[|| < ||z — y]|.]

—p




3. Ukazte, ze v normovaném prostoru X je posunuti t,(x) = x + a (pro dané a)
isometrie, a ndsobeni n,(x) = rx (pro dané r # 0) je homeomorfismus X na X (4., je
spojité a jeho inverze je taky spojitd).

-




4. Ukazte, ze z Hahnovy-Banachovy véty plyne existence tzv. obecnych limit: Existuje
linedrni funkciondl L definovany na vSech omezenych posloupnostech redlnych cisel,
majici vlastnost liminf z, < L({x,}) < limsupz,. [X = l,Y = ¢, f na ¢ pfifazuje
posloupnosti jeji limitu. ]

=




5. Ukazte, Ze v normovaném prostoru jsou okoli linedrné omezend. Podmnozina A
metrického linedarniho prostoru se nazyva linearné omezen4, jestlize pro kazdé okoli U
bodu 0 existuje » > 0 takové, ze rA C U.

—p




6. Necht' f je spojitd redlnd funkce na normovaném prostoru X, ktera je homomorfis-
mem vzhledem ke grupové struktufe X (. je aditivni: f(z +y) = f(x) + f(y)). Pak f
je linearni.

_—




7. Dokazte, ze kazd€ linearni zobrazeni na euklidovském prostoru je spojité.

\




7. Dokazte, ze kazd€ linearni zobrazeni na euklidovském prostoru je spojité.

\

Kazdé spojité linearni zobrazeni mezi metrickymi linedrnimi prostory je stejnomérné
Spojité.

\




7. Dokazte, ze kazd€ linearni zobrazeni na euklidovském prostoru je spojité.

\

Kazdé spojité linearni zobrazeni mezi metrickymi linedrnimi prostory je stejnomérné
Spojité.

\

Kazdé spojité linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory je lipschit-
zovské.

=P




8. Na kazdém nekonecné dimenzionalnim normovaném prostoru existuje linearni funk-
ciondl, ktery neni spojity. [Vezméte spocetnou linedrné nezavislou mnoZinu b,, s nor-
mami ||b,|| = 1 a definujte f(b,) = n a rozsifte na zbytek baze.]

—p




9. Dokazte, ze normovany konecné dimensiondlni prostor je isomorfni (algebraicky 1
topologicky) euklidovskému prostoru.

—p




10. Kazdy konecné dimensionalni normovany prostor je uplny. Proto je kazdy konecné
dimensionalni podprostor normovaného prostoru uzavieny.

—p




11*. Normovany prostor je konecn¢ dimensiondlni pravé kdyz je kazda jeho omezena
uzaviend mnozina kompaktni (nebo kazdda omezena mnozina je totiln€é omezena).

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

1. Najdeéte priklad linearniho zobrazeni mezi dvéma normovanymi prostory, které ma
uzavieny graf a neni SpOJlte [Uvédomte si, Zze pokud je zobrazeni mezi metrickymi
prostory prosté a na, ma toto zobrazeni i Jeho inverze stejny graf.

\




Otazky 3 :

1. Najdéte priklad linearniho zobrazeni mezi dvéma normovanymi prostory, které¢ ma
uzavieny graf a neni SpOJlte [Uvédomte si, Zze pokud je zobrazeni mezi metrickymi
prostory prosté a na, ma toto zobrazeni 1 Jeho inverze stejny graf.

\

Nespojité identickeé zobrazeni prostoru s hrubsi normou na tentyZ prostor s jemnéjsi
normou ma tedy uzavreny graf (protoZe inverze je spojitd) — takové normy jsou napft.
norma v [; a ziZeni normy Vv [, na [y.

_—




2. Néavod v predchozi otdzce dava 1 radu, jak sestrojit spojité€ linearni zobrazeni mezi
normovanymi prostory, které neni oteviené. Ovérte.

—p




3. Ovéite podrobnosti nasledujiciho postupu. Vezméte Banachiv prostor X vsech spo-
jitych funkei na [—7, 7] a posloupnost spojitych linearnich funkci F;, na X definovanych
rovnosti F,(f) = ag/2 + a. + ... + a,, kde a; jsou Fourierovy koeficienty funkce f u
kosini.

\




3. Ovéite podrobnosti nasledujiciho postupu. Vezméte Banachiv prostor X vsech spo-
jitych funkci na [—, 7| a posloupnost spojitych linearnich funkei F), na X definovanych
rovnosti F,(f) = ag/2 + a. + ... + a,, kde a; jsou Fourierovy koeficienty funkce f u
kosin.

\

Kdyby lim,, F,(f) konvergovala pro kazdé f € X, byla by podle véty o stejnomérné

omezenosti posloupnost || F,|| omezend, coZ neplati (ukaZte to). Existuje tedy spojitd
funkce, jejiz Fourierova fada nekonverguje v bodé 0.

=)




4. Uvédomte si, Ze ve vété o stejnomeérné omezenosti 1ze misto spoCetné mnoZziny
{f.} brét libovolnou podmnozinu A spojitych linearnich zobrazeni X — Y. [Neni-li A
omezena, neni omezena uz n¢jaka spocetnd podmnozina A.]

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

1. Pomoci vloZeni ex lze dokdzat vétu o stejnomérné omezenosti pro prvky normo-
vaného prostoru X: Necht’ {x,} je posloupnost v X, pro kterou je mnoZina { f(x,)},
omezend pro kaZdé f € X'. Pak je i posloupnost norem {||x,||} omezend.

\




Otazky 4 :

1. Pomoci vloZeni ex lze dokdzat vétu o stejnomérné omezenosti pro prvky normo-
vaného prostoru X: Necht’ {x,} je posloupnost v X, pro kterou je mnoZina { f(x,)},
omezend pro kaZdé f € X'. Pak je i posloupnost norem {||x,||} omezend.

\

Predpoklad pro {z,} se nazyva slabd omezenost a omezenost v normé silnd omeze-
nost. Tvrzeni tedy tikd Ze slabé omezené mnoZiny jsou silné omezené (i pro nespocetné
mnoziny).

=)




2. Necht’ X je normovany prostor. Symbolem [ se znaci identické zobrazeni X — X.
Ukazte, ze je-li F' : X — X linearni zobrazeni s normou mensi neZ 1, ma zobrazeni
I + F' spojité inverzni zobrazeni.

Konec otazek 4.




Otazky 5 :

1. DokaZte ,,Pythagorovu vétu" v prostoru s vnitinim souc¢inem: Jsou-li dva prvky x,y
na sebe kolmé, pak ||z||> + ||y||* = ||z + y]||~

=




2. Ukazte, Ze vnitfni soucin, jako funkce na soucinu normovanych prostort, je spojita.

—p




3. Je-li A ortogonalni mnoZzina v X neobsahujici 0, je {a/||a||;a € A} ortonormalni
mnozina v X.

Konec otazek 5.




CVICENI




Cviceni 1 :
Priklad. Dokazte, Ze mnoZina

ZQ:{(an)CR:iai<oo}

n=1

je podprostor linearniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.

\




Cviceni 1 :
Priklad. Dokazte, Ze mnoZina

ly = (an)CR:Zai<oo

n=1

je podprostor linearniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.

\

ReSeni. Musime ovéfit, Ze /5 je uzaviend na sCitdni a ndsobeni redlnymi Cisly.

\




Cviceni 1 :
Priklad. Dokazte, Ze mnoZina

ZQ:{(an)CR:iai<oo}

n=1
je podprostor linearniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.

\

ReSeni. Musime ovéfit, Ze /5 je uzaviend na sCitdni a ndsobeni redlnymi Cisly.

\
Tedy, Ze plati
(an), (bn) € ly = (an + bn) € [.




Cviceni 1 :
Priklad. Dokazte, Ze mnoZina

ZQ:{(an)CR:iai<oo}

n=1

je podprostor linearniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.

V
Reseni. Musime ovéfit, Ze [» je uzaviend na s¢itan{ a nasobeni redlnymi &isly.
\
Tedy, Ze plati
(an), (bn) € ly = (an + bn) € [.
\
Budeme proto odhadovat vyraz
(©.9] (©.9]
Z(an +b,)* = Z a? 4 2a,b, + b2.
n=1 n=1




Cviceni 1 :
Priklad. Dokazte, Ze mnoZina

ZQ:{(an)CR:iai<oo}

n=1

je podprostor linearniho prostoru vSech redlnych posloupnosti.

V
Reseni. Musime ovéfit, Ze [» je uzaviend na s¢itan{ a nasobeni redlnymi &isly.
\
Tedy, Ze plati
(an), (bn) € ly = (an + bn) € [.
\
Budeme proto odhadovat vyraz
(©.9] (©.9]
Z(an +b,)* = Z a? 4 2a,b, + b2.
n=1 n=1

\

Jelikoz suma prvniho 1 tietitho vyrazu je podle predpokladu konecna, staci se vyporadat
se sumou




o (©.9]
> 2a5b, <> al+ by,
n=1 n=1
ale ta je, jak vidime, také konecna ze stejnych diavodi.

\/




o (©.9]
> 2a5b, <> al+ by,
n=1 n=1
ale ta je, jak vidime, také konecna ze stejnych diavodi.

\

Zbyva jen ukazat, ze
(CLn) e€ly, NéR = ()\an) € ly.




o (©.9]
> 2a5b, <> al+ by,
n=1 n=1
ale ta je, jak vidime, také konecna ze stejnych diavodi.

\

Zbyva jen ukazat, ze
(CLn) e€ly, NéR = ()\an) € ly.

\

To je ale snadné




Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :

Priklad. Ukazte, Zze zobrazeni

[+ [+ (an) — sup|a|
neN

na prostoru ¢y je norma. Lze definovat vnitfni soucCin, ktery tuto normu indukuje?

\




Cviceni 2 :

Priklad. Ukazte, Zze zobrazeni

[+ [+ (an) — sup|a|
neN

na prostoru ¢y je norma. Lze definovat vnitfni soucCin, ktery tuto normu indukuje?

‘

Reseni. Bud’te (a,), (b,) € ¢y, and X € R.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Ukazte, Zze zobrazeni

[+ [+ (an) — sup|a|
neN

na prostoru ¢y je norma. Lze definovat vnitfni soucCin, ktery tuto normu indukuje?

‘

Reseni. Bud’te (a,), (b,) € ¢y, and X € R.

\

Pokud je ||(a,)|| = 0, pak nutné |a,| = 0 pro vSechnan € N, atedy (a,,) je posloupnost
samych nul.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Ukazte, Zze zobrazeni

[+ [+ (an) — sup|a|
neN

na prostoru ¢y je norma. Lze definovat vnitfni soucCin, ktery tuto normu indukuje?

\
Reseni. Bud’te (a,), (b,) € ¢y, and X € R.

\

Pokud je ||(a,)|| = 0, pak nutné |a,| = 0 pro vSechnan € N, atedy (a,,) je posloupnost
samych nul.

\

Dadle z vlastnosti absolutni hodnoty plyne, ze
[AMan)[| = sup [Aan| = [Alsup |an| = [Af]|(an)]

neN neN

o

[(@n) + (bn)|l = sup |an + by| < sup (|an| + [bu]) = [[(an)|| + [|(0n)]],

neN neN
¢imz jsme overili, Ze se jednd o normu.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Ukazte, zZe zobrazeni

[+ [+ (an) — sup|a|
neN

na prostoru ¢ je norma. Lze definovat vnitfni soucin, ktery tuto normu indukuje?

\
Reseni. Bud’te (a,), (b,) € ¢y, and X € R.

\

Pokud je ||(a,)|| = 0, pak nutné |a,| = 0 pro v§echnan € N, atedy (a,) je posloupnost
samych nul.

\

Dadle z vlastnosti absolutni hodnoty plyne, ze
[AMan)[| = sup [Aan| = [Alsup |an| = [Af]|(an)]

neN neN

[(@n) + (bn) || = sup |an + bn| < sup (an| + [ba]) = [|(an) || + [|(0n)]]

neN neN
¢imz jsme overili, Ze se jednd o normu.

\

Abychom se presvédcili, ze tato norma neni indukovana vnitinim soucinem, staci najit
dvé posloupnosti z ¢y, pro které neplati rovnobéznikova rovnost.







Jsou to tfeba posloupnosti
(1,0,...)a(0,1,0,...).
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Jsou to tfeba posloupnosti
(1,0,...)a(0,1,0,...).

To bylo snadné.
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CviCeni 3 :

Priklad. Dokazte, Ze linearni prostor C'[0, 1] se suprémovou normou

Il = sup [f(z)],  feCl01]

z€0,1]

je Banachtv.
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CviCeni 3 :

Priklad. Dokazte, Ze linearni prostor C'[0, 1] se suprémovou normou

Il = sup [f(z)],  feCl01]

z€[0,1]
je Banachtv.

{

Reseni. Mame ovéfit dplnost, proto si vezmeme né&jakou cauchyovskou posloupnost
(fn) € C0,1] a k té budeme hledat néjaky prvek f € C|0, 1], ke kterému tato posloup-
nost konverguje.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Dokazte, Ze linearni prostor C'[0, 1] se suprémovou normou

Il = sup [f(z)],  feCl01]

z€0,1]

je Banachiv.

{

Reseni. Mame ovéfit dplnost, proto si vezmeme né&jakou cauchyovskou posloupnost
(fn) € C0,1] a k té budeme hledat néjaky prvek f € C|0, 1], ke kterému tato posloup-
nost konverguje.

\

Konvergenci myslime konvergenci v normé, coZ v tomto pfipadé odpovidd stejno-
mérné konvergenci na intervalu [0, 1].

\
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Priklad. Dokazte, Ze linearni prostor C'[0, 1] se suprémovou normou
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je Banachiv.

{

Reseni. Mame ovéfit dplnost, proto si vezmeme né&jakou cauchyovskou posloupnost
(fn) € C0,1] a k té budeme hledat néjaky prvek f € C|0, 1], ke kterému tato posloup-
nost konverguje.

\

Konvergenci myslime konvergenci v normé, coz v tomto pripadé¢ odpovidd stejno-
mérné konvergenci na intervalu [0, 1].

\

Z cachyovskosti dostaneme, Ze ke kazdému € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna

n,m > ng je
”fn - me — Sup ’fn(x) — fm(iﬁ)‘ < &,
z€(0,1]




CviCeni 3 :

Priklad. Dokazte, Ze linearni prostor C'[0, 1] se suprémovou normou

Il = sup [f(z)],  feCl01]

z€0,1]

je Banachiv.

{

Reseni. Mame ovéfit dplnost, proto si vezmeme né&jakou cauchyovskou posloupnost
(fn) € C0,1] a k té budeme hledat néjaky prvek f € C|0, 1], ke kterému tato posloup-
nost konverguje.

\

Konvergenci myslime konvergenci v normé, coz v tomto pripadé¢ odpovidd stejno-
mérné konvergenci na intervalu [0, 1].

\

Z cachyovskosti dostaneme, Ze ke kazdému € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna

n,m > ng je
”fn - me — Sup ’fn(vf) — fm(CU)‘ < &,
z€(0,1]

\

Pro libovolné = € [0,1] to ovSem znamend, Ze &iselnd posloupnost (fy(x)) je ca-
chyovskd. Z uplnosti R plyne existence relného Cisla, k némuz zminéna posloupnost
konverguje, toto Cislo oznaéme f(z).







\

Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
(v norm¢) konverguje posloupnost ( f,,). K tomu nejprve musime ovéfit, ze f je spojita,
tedy Ze ke kazdému € > 0 existuje > 0 tak, Ze pro vSechna x,y € [0,1], |z —y| < 9

je [f(x) = fly) <e.
\
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Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
(v norm¢) konverguje posloupnost ( f,,). K tomu nejprve musime ovéfit, ze f je spojita,
tedy Ze ke kazdému € > 0 existuje > 0 tak, Ze pro vSechna x,y € [0,1], |z —y| < 9

je [f(x) = fly) <e.
\

Zvolme € > 0 a odhadujme

[f(2) = fy)l < |f(@) = ful@)] + [fulz) = Fu@)] + | fuly) = f(y)]-
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Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
(v norm¢) konverguje posloupnost ( f,,). K tomu nejprve musime ovéfit, ze f je spojita,
tedy Ze ke kazdému € > 0 existuje > 0 tak, ze pro vSechna x,y € [0,1], |v —y| < ¢

je [f(x) = fly) <e.
\

Zvolme € > 0 a odhadujme

[f(2) = fy)l < |f(@) = ful@)] + [fulz) = Fu@)] + | fuly) = f(y)]-
\

Z.bodové konvergence najdeme n € N tak, Ze bude prvni a tfeti vyraz na pravé strané
mensi nez € /3. Ze spojitosti funkce f, pak najdeme § > 0 tak, Ze také prostiedni vyraz
na pravé stran¢ bude mensi nez £/3. Tedy f € C|0, 1].

\
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Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
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na pravé stran¢ bude mensi nez £/3. Tedy f € C|0, 1].
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Zbyva ukazat, ze f, — f.

\
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Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
(v norm¢) konverguje posloupnost ( f,,). K tomu nejprve musime ovéfit, ze f je spojita,
tedy Ze ke kazdému € > 0 existuje > 0 tak, ze pro vSechna x,y € [0,1], |v —y| < ¢

je [f(x) = fly) <e.
\

Zvolme € > 0 a odhadujme

[f(2) = fy)l < |f(@) = ful@)] + [fulz) = Fu@)] + | fuly) = f(y)]-
\

Z.bodové konvergence najdeme n € N tak, Ze bude prvni a tfeti vyraz na pravé strané
mensi nez € /3. Ze spojitosti funkce f, pak najdeme § > 0 tak, Ze také prostiedni vyraz
na pravé stran¢ bude mensi nez £/3. Tedy f € C|0, 1].

\

Zbyva ukazat, ze f, — f.

\

Pro kazdé € > 0 existuje ny € N tak, ze pro vSechna n > ng a vSechna = € [0, 1] je

(@) = fa(@)| = lim [fn(z) = fal2)] <e.




\

Nabizi se, ze funkce = — f(x) by mohla byt onim hledanym prvkem C'[0, 1], k némuz
(v norm¢) konverguje posloupnost ( f,,). K tomu nejprve musime ovéfit, ze f je spojita,
tedy Ze ke kazdému € > 0 existuje > 0 tak, ze pro vSechna x,y € [0,1], |v —y| < ¢

je [f(x) = fly) <e.
\

Zvolme € > 0 a odhadujme

[f(2) = fy)l < |f(@) = ful@)] + [fulz) = Fu@)] + | fuly) = f(y)]-
\

Z.bodové konvergence najdeme n € N tak, Ze bude prvni a tfeti vyraz na pravé strané
mensi nez € /3. Ze spojitosti funkce f, pak najdeme § > 0 tak, Ze také prostiedni vyraz
na pravé stran¢ bude mensi nez £/3. Tedy f € C|0, 1].

\

Zbyva ukazat, ze f, — f.

\

Pro kazdé € > 0 existuje ny € N tak, ze pro vSechna n > ng a vSechna = € [0, 1] je

(@) = fa(@)| = lim [fn(z) = fal2)] <e.




A proc?




A proc?

Protoze posloupnost (f,,) je
cauchyovska!
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A proc?

Protoze posloupnost (f,,) je
cauchyovska!

Ale to uz znamena, ze f, —

f
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Presné tak. NA&S prostor je
tedy Banachiv.
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Cviceni 4 :

Ptiklad. Na prostoru /; definujme funkciondl f takto

(©.9]

fla)=3 "

n=1

Spocitejte jeho normu.

\




Cviceni 4 :
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Spocitejte jeho normu.
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Reseni. Jako rozcvicku muzete zkusit ovéfit, Ze f je linedrni.
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Cviceni 4 :

Ptiklad. Na prostoru /; definujme funkciondl f takto

g
flz) = ;n
n=1
Spocitejte jeho normu.
Reseni. Jako rozcvicku muzete zkusit ovéfit, Ze f je linedrni.

Budeme pocitat normu f, tj.

|£1l = sup|f(2)] = sup | Y =~
n=1

kde supremum se bere pies vSechny posloupnosti z = (x,,) takové, Ze

00
lzll = laal = 1.
n=1




Cviceni 4 :

Ptiklad. Na prostoru /; definujme funkciondl f takto

g
flz) = ;n
n=1
Spocitejte jeho normu.
Reseni. Jako rozcvicku muzete zkusit ovéfit, Ze f je linedrni.

Budeme pocitat normu f, tj.

|£1l = sup|f(2)] = sup | Y =~
n=1

kde supremum se bere pies vSechny posloupnosti z = (x,,) takové, Ze

00
lzll = laal = 1.
n=1




Odhadujme proto vyraz:

1] —Sup\z | < Su1oz:|—| < SUPZ|%| — I

Vime tedy, zZe

IfIl < 1.




Odhadujme proto vyraz:

£l = supwz T < supz %) < supz o] = 1.

Vime tedy, zZe

IfIl < 1.

\

Dosazeni posloupnosti e; = (1,0, . ..) zjistime, Ze
f(el) = 1.

Proto je dokonce || f|| = 1.
\




Odhadujme proto vyraz:

HE sup\Z ") < bupzw—\ <) =
n— 71— n_

Vime tedy, ze

LM< 1.
\

Dosazeni posloupnosti e; = (1,0, ... ) zjistime, Ze

f(€1> = 1.
Proto je dokonce || f|| = 1.

\

Dokézali jsme, Ze f je spo-
jity, a tedy Ze patfi do dualu.
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Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte normu funkciondlu ¢ : C[—1, 1] — R definovaného predpisem

/f d:v—/f




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte normu funkciondlu ¢ : C[—1, 1] — R definovaného predpisem
= [, sorar- / s
\

Reseni. Opét si miZete nejprve dokazat, Ze ¢ je linearni zobrazeni.

\




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte normu funkciondlu ¢ : C[—1, 1] — R definovaného predpisem
= [, sorar- / s
\

Reseni. Opét si miZete nejprve dokdzat, Ze  je linedrni zobrazeni.

\

Budeme pocitat normu ¢, tj.

loll = sup ()] = sup| / f(z) dz — / f(@) dal,

kde supremum se bere pres vSechny funkce f takové, ze

LIl = sup |f(z)] = 1.
~1,1]




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte normu funkciondlu ¢ : C[—1, 1] — R definovaného predpisem
= [, sorar- / s
\

Reseni. Opét si miZete nejprve dokdzat, Ze  je linedrni zobrazeni.

\

Budeme pocitat normu ¢, tj.

loll = sup ()] = sup| / f(z) dz — / f(@) dal,

kde supremum se bere pres vSechny funkce f takové, ze

LIl = sup |f(z)] = 1.
~1,1]




Odhadujme proto vyraz:
1 0
loll = suw| [ fla)do— [ f(z)dal
0 1l
1 0
< sup/ |f(a:)|d:1:—|—/ |f(z)] dz. < 2.
0 ~1

Vidime, Ze
ol < 2.




Odhadujme proto vyraz:

lell = sl [ 7o~ [ gty a
<o [ @ldes [ (@) <2

Vidime, Ze
ol < 2.

\
Nyni by stacilo, podobné jako v pfedchozim piikladé, najit néjakou funkci g € C|—1, 1]

s normou 1, pro kterou bude |¢(g)| = 2.

\




Odhadujme proto vyraz:

1 0
el = sup| / f(&) do - / @) da
0

1
< sup / f(@)] do + / /(@) do. <2 LEKCE®.BAN

linearni zobrazeni
linearni funkcional

Vi dime, ze algebraicky dudl

zobrazeni ex do
o]l < 2. X
normovany prostor
Minkovského

‘ norma
norma zobrazeni

/ Ve Vo A / A 4 7/ Ve . H h _B h
Nyni by stacilo, podobné jako v pfedchozim piikladé, najit néjakou funkci g € C[—1, 1] |Banachiv prostor
s normou 1, pro kterou bude |p(g)| = 2. T o v
Stejnomérnd omeze-

‘ nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vhitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
~ v, Fourierova fada
To se vdm ale nepodari. Parsevalova rovnost
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‘ 123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Odhadujme proto vyraz:

1 0
el = sup| / f(&) do - / @) da
1 0
< sup/o ]f(x)]der/lf(x)daf. < 2.

Vidime, ze
ol < 2.

\

Nyni by stacilo, podobné jako v pfedchozim piikladé, najit néjakou funkci g € C|—1, 1]
s normou 1, pro kterou bude |p(g)| = 2.

\

To se vdm ale nepodari.

\

Spokojime se s tim, Ze najdeme posloupnost funkei ( f,,), které maji normu 1 a plati
[o(fu)l = 2.
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\

Z predpisu funkciondlu ¢ je vidét, Ze posloupnost f,, I1ze definovat takto

—1, z € [-1,-1/n],
folx) = { nx, x € |—1/n,1/n],
1, ze€(l/n,1].




\

Z predpisu funkciondlu ¢ je vidét, Ze posloupnost f,, I1ze definovat takto

—1, z € [-1,-1/n],
falx) =% nx, x€|—1/n,1/n],
1, xe€ll/n1].
Ziejmé || f,|| = 1 a [p(fn)| — 2. Je tedy

lell = 2.




\

Z ptredpisu funkciondlu ¢ je vidét, ze posloupnost f,, 1ze definovat takto

-1, z € [-1,—1/n],
folx) =< nx, x€|—1/n,1/n],
I, ze€ll/n,1].

\
Ziejmé || fu|| = 1 a |p(f.)| — 2. Je tedy

lll = 2.

Takze normu jsme spocitali
tak jako tak.
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CviCeni 6 :

Priklad. Najdéte vSechny prvky z [s, které jsou kolmé na mnoZinu

MZ{(G,n)ElQ: a1+a2+a3:0}.




CviCeni 6 :

Priklad. Najdéte vSechny prvky z [s, které jsou kolmé na mnoZinu

MZ{(G,n)ElQ: a1+a2+a3:0}.

'

Reseni. Hleddme posloupnosti (b,) € Iy, které maji s kazdou posloupnosti (a,) € M
nulovy vnitini souCin. Tedy

(a,b) = i anb, = 0.
n=1




CviCeni 6 :

Priklad. Najdéte vSechny prvky z [s, které jsou kolmé na mnoZinu

MZ{(G,n)ElQ: a1+a2+a3:0}.

'

Reseni. Hleddme posloupnosti (b,) € Iy, které maji s kazdou posloupnosti (a,) € M
nulovy vnitini souCin. Tedy

(a,b) = i anb, = 0.
n=1

\
Uvazujme tyto prvky z M :
(1,-1,0,...),
(0,1,—1,0,...),
(0,0,0,1,0,...),
(0,0,0,0,1,0,...),
atd.




CviCeni 6 :

Priklad. Najdéte vSechny prvky z [s, které jsou kolmé na mnoZinu

MZ{(G,n)ElQ: a1+a2+a3:0}.

'

Reseni. Hleddme posloupnosti (b,) € Iy, které maji s kazdou posloupnosti (a,) € M
nulovy vnitini souCin. Tedy

(a,b) = i anb, = 0.
n=1

I‘Jvaiujme tyto prvky z M :
(1,-1,0,...),
(0,1,—1,0,...),
(0,0,0,1,0,...),
(0,0,0,0,1,0,...),
atd.
\

Ma-li byt (b,,) kolmé na tyto prvky z M, musi platit
b1 = by, by =1b3, by=0b5=---=0.







\

Naopak, kazda posloupnost (b,,) spliiujici tyto podminky ma zfejmé vnitini soucin se
vSemy prvky M nulovy. Hledané posloupnosti jsou proto presné tyto:

(c,c,c, ... ),

kde ¢ probiha mnoZinu redlnych Cisel.

\




\

Naopak, kazda posloupnost (b,,) spliujici tyto podminky ma zfejmé vnitini soucin se
vSemy prvky M nulovy. Hledané posloupnosti jsou proto presné tyto:

(c,c,ey ... ),

kde ¢ probiha mnozinu redlnych Cisel.

\

Miizete si zkusit dokdzat, Ze
M je uzavieny podprostor.

LEKCE39-BAN
linearni prostor
linearni zobrazeni
linearni funkcional
algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazeni
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf
Stejnomérnd omeze-
nost
Duaélni prostor
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Naopak, kazda posloupnost (b,,) spliiujici tyto podminky ma zfejmé vnitini soucin se
vSemy prvky M nulovy. Hledané posloupnosti jsou proto presné tyto:

(c,c,ey ... ),
P 20 P oy LEKCE39-BAN
kde ¢ probiha mnozinu redlnych Cisel. linedm{ prostor
linedrni zobrazeni
linearni funkcional
‘ algebraicky dudl
zobrazeni ex do
X ##
normovany prostor
Minkovského
norma
norma zobrazen{
Hahn-Banach
Banachtiv prostor
Oteviené zobrazeni
Uzavfeny graf

O v . . / 4
Muzete si zkusit dokazat, ze Stejnomérnd omeze-
1 >4 < nost
M je uzavieny podprostor. Bt s
druhy dual
reflexivni prostor
vnitini soucin
‘ Schwartzova nerov-
nost
Hilberttv protor
ortogonalita
ortonormalita
Bessellova
nerovnost
Fourierova rada
Parsevalova rovnost
uplnd mnozina
Pozna
)4 Tt 74 Y, _ 123456789
To/ by nemél byt zadny pro i
blém. 123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789
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