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VARIACNI POCET

Budeme hledat nejkratsi
spojnici dvou bodid na
kytare pomoci struny. Bude
to usecCka. ProC? ProtoZze pri
nepatrném nedodrzeni li-
nearity se struna po utazeni
brani.
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Funkce ¢ — F(yg + €p)
musi mit v bodé € = 0 ex-
trém (zde y, je spravna po-
zice struny a [' je funkce od-
povidajici tahu struny).

Y=yyteo
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Misto uvazovani vSech
moznych funkci v okoli

spravného feseni uvazujeme
takzvanou variaci ¢ (ta je
zpravidla mald).
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Misto uvazovani vSech
moznych funkci v okoli

spravného feseni uvazujeme
takzvanou variaci ¢ (ta je
zpravidla mald).

A tak se v prostoru vSech
fuknci pohybujeme po-
moci drobnych linearnich
segmentd.
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Misto uvazovani vSech
moznych funkci v okoli

spravného feseni uvazujeme
takzvanou variaci ¢ (ta je
zpravidla mald).

A tak se v prostoru vSech
fuknci pohybujeme po-
moci drobnych linearnich
segmentd.

A pouzijeme klasickou ana-
1yzu. Jde o funkci zdvisejici
na redlném ¢.
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A diky dZasnym trikiim lze
ulohu feSit najednou pro
vSechny mozné variace na-
jednou.
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A diky GZasnym trikim lze
ulohu fesit na]ednou pro
vSechny mozné variace na-
jednou.

Euler. Byl to on. On byl
prosté Cislo.
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ZAKLADY




ZAKLADY
}

V praxi se Casto hledaji kiivky nebo plochy, které minimalizuji nebo maximalizuji
jisté hodnoty.

\
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ZAKLADY
}

V praxi se Casto hledaji kiivky nebo plochy, které minimalizuji nebo maximalizuji
jisté hodnoty.

\

Napf. se hleda nejkratsi spojnice dvou boda na dané ploSe, nebo tvar zavéseného lana
(ma minimalni potencialni energii), nebo tvar t€lesa, které ma v pohybujicim se prostiredi
minimalni odpor, atd.
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ZAKLADY
}

V praxi se Casto hledaji kiivky nebo plochy, které minimalizuji nebo maximalizuji
jisté hodnoty.

\

Napf. se hleda nejkratsi spojnice dvou bodd na dané ploée nebo tvar zavéseného lana
(ma minimalni potencialni energii), nebo tvar t€lesa, které ma v pohybujicim se prostiredi
minimalni odpor, atd.

\

Nejdrive je nutné vyjadiit uvedené hodnoty matematickym vyrazem a pro ten se pak
hled4d minimum nebo maximum.

\/
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ZAKLADY
}

V praxi se Casto hledaji kiivky nebo plochy, které minimalizuji nebo maximalizuji
jisté hodnoty.

\

Napf. se hleda nejkratsi spojnice dvou bodd na dané ploée nebo tvar zavéseného lana
(ma minimalni potencialni energii), nebo tvar t€lesa, které ma v pohybujicim se prostiredi
minimalni odpor, atd.

\

Nejdrive je nutné vyjadiit uvedené hodnoty matematickym vyrazem a pro ten se pak
hled4d minimum nebo maximum.

\

V uvedenych prikladech se dostavaji postupné vyrazy

b b b
/\/1+y’2 dz /y\/1+y’2 dz /y’3 dz

kde y je hledanou funkci proménné x.
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Ovérovani, zda dana (nalezend) funkce opravdu napf. minimalizuje uvedené hodnoty
se provadi jeji malou zménou, variaci. Po t€chto zménach musi uvedené hodnoty vzrist.
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Ovérovani, zda dana (nalezend) funkce opravdu napf. minimalizuje uvedené hodnoty
se provadi jeji malou zménou, variaci. Po t€chto zménach musi uvedené hodnoty vzrist.
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Ulohy popsaného typu se rozdéluji na nékolik zdkladnich typ.
\




Ulohy popsaného typu se rozdéluji na nékolik zdkladnich typu.
\/

Prvni uvedeny piiklad hledani nejkratsi spojnice dvou bodl v roviné je tzv. tloha s
pevnymi konci (hledané kfivky zacinaji a konc¢i v danych bodech).
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Pokud se hleda nejkratsi spojnice dvou kfivek, jednd se o ulohu s volnymi konci (za-
catecni a koncové body hledané kiivky nejsou pevné dany).

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
nalu
okoli funkce

dloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
extremala
prvni a druhd vari-

ace
postacujici
podminka

dloha s volnymi konci
podminky transver-

sality

dloha s podminkou
isoperimetrickd

uloha
Lagrangeovy

multiplikatory
reciprocni pravidlo

STANDARDY

Poznd

123456789

Priklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789



Jestlize misto roviny hledame nejkratsi cestu mezi dvéma body nebo kiivkami na dané
ploSe, mluvi se o ulohach s podminkou; hleda se funkce y spliujici dalSi podminky —
napf. splnuje rovnici plochy nebo u ptikladu zavéSeného lana ma danou délku.

\/
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Jestlize misto roviny hledame nejkratsi cestu mezi dvéma body nebo kiivkami na dané
ploSe, mluvi se o ulohach s podminkou; hleda se funkce y spliujici dal$i podminky —
napf. splnuje rovnici plochy nebo u ptikladu zavéSeného lana ma danou délku.

\

Pomoci variacniho poctu lze fesit napr. diferencidlni nebo integralni rovnice — reSeni
rovnice minimalizuje urcity funkcional.

\
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Jestlize misto roviny hledame nejkratsi cestu mezi dvéma body nebo kiivkami na dané
ploSe, mluvi se o ulohach s podminkou; hleda se funkce y spliujici dalSi podminky —
napf. splnuje rovnici plochy nebo u ptikladu zavéSeného lana ma danou délku.

\/

Pomoci variacniho poctu lze fesit napr. diferencidlni nebo integralni rovnice — reSeni
rovnice minimalizuje urcity funkcional.

\

A ted’ se nauCime, jak si ten
funkcional vymyslet.
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Ve vysSe uvedenych prikladech se hledala funkce y proménné x pro kterou je vyraz

b
Fly)= [ o) da
minimalni nebo maximalni (pfi vhodné volbé F’).

\/
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Ve vysSe uvedenych prikladech se hledala funkce y proménné x pro kterou je vyraz

b
Fly)= [ o) da
minimalni nebo maximalni (pfi vhodné volbé F’).

\/

Zobrazeni F' se nazyva funkciondl, ktery je definovan pfinejmenSim pro = € [a, b]
a pro funkce y na [a, b] majici derivaci, které mohou ddle spliovat dalsi podminky —
mnoZina takovychto funkci y se oznaci C.

—p
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Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim
poctu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:
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Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim
poctu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:

DEFINICE. Funkciondl F' nabyva absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku y,
jestlize yp € C a F(y) < F(yp) pro vSechnay € C.
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Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim
pocCtu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:

DEFINICE. Funkciondl F' nabyva absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku y,
jestlize yp € C a F(y) < F(yp) pro vSechnay € C.

Funkciondl F' nabyva relativniho maxima na mnoziné C pro kiivku yy, jestlize yy € C
a F'(y) < F(yy) pro vSechnay € U N C, kde U je néjaké okoli funkce y.

=
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Co to je okoli funkce? Na mnoZzinich funkci lze definovat okoli mnoha neekvivalent-
nimi zptisoby a dostavaji se neekvivalentni pojmy relativnich extrémd.

\
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Co to je okoli funkce? Na mnoZzinich funkci lze definovat okoli mnoha neekvivalent-
nimi zptisoby a dostavaji se neekvivalentni pojmy relativnich extrémd.

\

Pro dalsi postupy staci pouzit jednak okoli popsané stejnomernou konvergenci funkei
a jednak okoli popsané stejnomérnou konvergenci funkci a jejich derivaci:

\
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Co to je okoli funkce? Na mnoZzinich funkci lze definovat okoli mnoha neekvivalent-
nimi zptisoby a dostavaji se neekvivalentni pojmy relativnich extrémd.

\

Pro dalsi postupy staci pouzit jednak okoli popsané stejnomernou konvergenci funkei
a jednak okoli popsané stejnomérnou konvergenci funkci a jejich derivaci:

\

Tady je hlavni moment k
rozhodovéni. V jakém pro-
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.

\

Necht’ y je funkce definovand na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .
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takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze
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Necht’ y je funkce definovand na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .

\/

Relativni extrémy pro okoli nult€ého radu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho fadu slabé relativni extrémy.
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze
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funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .

\/

Relativni extrémy pro okoli nult€ého radu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho fadu slabé relativni extrémy.
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Zieymé je kazdy absolutni extrém silnym relativnim extrémem a kazdy silny relativni
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Je tfeba fici, Ze mozZnych
typta uloh, které jdou fesit
pomoci variaCniho poctu je
spousta.
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Je tfeba fici, Ze mozZnych
typta uloh, které jdou fesit
pomoci variaCniho poctu je
spousta.

Podivame se jenom na ne¢-
které typy.
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Je tfeba fici, Ze mozZnych
typta uloh, které jdou fesit
pomoci variaCniho poctu je
spousta.

Podivame se jenom na ne¢-
které typy.

A,NO. vJego;n to mnozné
Cislo me dési.
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ULOHY S PEVNYMI KONCI




ULOHY S PEVNYMI KONCI
'

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Césti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

\
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ULOHY S PEVNYMI KONCI
'

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Césti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

\

Nésleduje nutnd podminka pro to, aby néjaka funkce byla slabym relativnim extrémem
funkciondlu.
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mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.
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Nésleduje nutnd podminka pro to, aby néjaka funkce byla slabym relativnim extrémem
funkciondlu.

VETA. Necht funkce f(xz,y,’) ma spojité parcilni derivace 2.¥idu na intervalu [a, b]. |EEKCESS-VAR
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Kdyz na to Euler pfisel, ne-
fikal tomu slabé resSeni, ale
dokonalé reSeni.
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Dikaz. Necht' napf. y, je slabym relativnim minimem, tj. absolutnim minimem na né-
jakém e-okoli U 1.radu funkce yy. Polozime y = yy + awv, kde v je libovolna funkce
na [a, b] majici spojitou prvni derivaci, spliujici v(a) = v(b) = 0 a takovd, Ze |v(z)| <
e, |v'(x)| < e pro vSechna x € [a, b]. Potom redlna funkce redlné proménné

b
g(e) = / £ (@ 30(@) + av(@), gh(@) + av'()) do

mad na intervalu [—1, 1] minimum v 0 a tedy ¢'(0) = 0, pokud derivace ¢'(0) existuje. Ta
se spocCitd prehozenim derivace a integrdlu (coz lze, protoZe se jedna o spojité funkce na
omezeném uzavieném intervalu):

b
J(a) = / (U(az)fy(a:, Yo + av, yy + av') +0'(x) fi(z, yo + aw, yj + ow’)) dz .

Na integral posledniho sCitance v integrované funkci se pouZzije integrace po Castech:

/ab V(@) fi(z, yo + v,y + ') do = [’U(sl?)fy’] Z:a — /:U@)d_dx(g_;r/) Slop —

b
:_/a v(g;)d—dx(g—yf/> dx .

protoZe v(a) = v(b) = 0. Pfislusné derivace funkce f v predchozich integralech jsou v
bodé (z, yo(z) + av(x), y)(x) + av'(z)).

=
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Pro oo = 0 se dostava rovnost

b
[ o () -

pro vSechny uvazované funkce v, kde nyni jsou prislusné derivace funkce f v bodé
(x, yo(x), y(x)). Odtud 1ze jiz odvodit ze spojitosti funkei, Ze

b= (5g) =0
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Vilné vyhlizejici v vypadlo
ven velmi vesele.
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Vilné vyhlizejici v vypadlo
ven velmi vesele.

Rozumim tomu spravné:
kazdé v je vilné?
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Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\




Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\/

V extremalach muze ale nemusi funkcional dosahovat extrému.

\
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Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\/

V extremalach muze ale nemusi funkcional dosahovat extrému.
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Jestlize se v Eulerové rovnici provede derivace podle z, dostava se diferencidlni rov-

nice 2.fadu: 92 f B2 f o’f  Of
8y’2y + 8y’0yy T <8y’3x B 8y> -0




Jestlize se v Eulerové rovnici provede derivace podle z, dostava se diferencidlni rov-
nice 2.radu:

Of . O ,+< 0f _af):O
oy'? 0y’8y oy'ox Oy '
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Eulerova rovnice se obecné nevyftesi.

\




Eulerova rovnice se obecné€ nevyftesi.

\

Existuji vSak specidlni pripady, kdy 1ze tuto rovnici zjednodusit nebo vyfresit.

\




Eulerova rovnice se obecné nevyresi.

\

Existuji vSak specidlni pripady, kdy 1ze tuto rovnici zjednodusit nebo vyfresit.

\

Proberte sami piipad, kdy funkce f nezavisi na 3.
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Funkce f nezavisi na x, y




Funkce f nezavisi na x,y

\

Eulerova rovnice ma potom tvar
82f /!
ay/Z Yy
Ptipad f,,, = 0 ddvd pro kazd€ y stejnou hodnotu funkciondlu F' a je tedy nezajimavy.

Piipad 3" = 0 dava feseni y(z) = Cix + O, konstanty C; a Cy se urci z okrajovych
podminek (pfimka musi prochéazet body (a, A), (b, B)).

= 0.

=)
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Funkce f nezavisi na y




Funkce f nezavisi na y

\/
Eulerova rovnice mé v tomto ptipad¢ tvar
0*f 4, Of d of
ro - (&)
oy’ oy'0x  da\ Oy
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Funkce f nezavisi na x




\

Funkce f nezavisi na x

Eulerova rovnice ma po vyndsobeni ¢ tvar

o°f , Of

Leva strana je derivaci podle = funkce y' f,/

1.f4du s konstantou C'

v

o°f
(9y’2

0f
5’@/

— f, takze vysledkem je diferencidlni rovnice

_f=C.
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[ s témito jednoduchymi
tvary spocitime spoustu pfi-
kladu.
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Tedy, pokud dovedeme fe-
Sit jednoduché diferencialni
rovnice.
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Prvni a druha variace




Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do
jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-

parametr u (. nalu
okoli funkce
uloha s pevnymi konci
‘ Eulerova rovnice
extremala

prvni a druhd vari-
ace
postacujici
podminka
dloha s volnymi konci
podminky transver-
sality
uloha s podminkou
isoperimetricka
uloha
Lagrangeovy
multiplikatory
reciprocni pravidlo
STANDARDY
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Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx
parametru c.

\/

Eulerova rovnice odpovidala podmince ¢'(0) = 0.

\/
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Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
/ /
gla) = Flgo+av) = [ flayola) + av(a), i) + av'(@)) da
a LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
parametru Q. ndlu
okoli funkce
uloha s pevnymi konci
‘ Eulerova rovnice
. P P extremala
Eulerova rovnice odpovidala podmince ¢'(0) = 0. prvni a druhd vari-
ace
‘ post?léujl’(lz(l’
podminka
o o . dloha s V’olnymi konci
Obecné lze zkoumat Tayloruv rozvoj ve tvaru podiminky transye-
1 uloha s podminkou
2 isgperimetrické
g(a) = F(yo) + aVi(yo, v) + sa"Va(yo,v) + -+ -, dloha
2 Lagrangeovy
multiplikatory

kde Vi (yo, v) nazgyvame prvni variace funkciondlu F' a zna¢ime 6 F'. Podobné V5(yp, V)  srANDARDE - ©

nazyvame druh4 variace funkciondlu F a znacime 6°F. Pomdmky
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Nulovost prvni variace odpovida Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace
muzeme zjiSt’ ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro
minimalizaci).

\
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Nulovost prvni variace odpovida Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace
muzeme zjiSt’ ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro
minimalizaci).

\

Po spocteni vyjde

b
J"(a) = / Fu0 (@) + 2f 0@ (x) + frp (V' (2))? dz .
Tedy jde o definitnost matice tvofené druhymi parcidlnimi derivacemi f podle y a v/'.

—p
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Postacujici podminka pro extrém




Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.
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Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.

\

Pokud je navic funkce f(z,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a y' soucasné, je
extremala absolutnim minimem funkciondlu F'.

\
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Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.

4

Pokud je navic funkce f(z,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a ¢’ soucasné, je LekcE3s-vAR

extremala absolutnim minimem funkciondlu F'. oxtrémy - funkeio-
okoli funkce
‘ uloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
extremala
prvni a druhd vari-
ace
o . postacujici
Konvexita se chédpe sou- podminka

dloha s volnymi konci

Casné pro obé proméenné, bodminky transver-
tedy jde o konvexni fezy sality

uloha s podminkou

funkce dvou proménnych ve isoperimetrickd
v v uloha
vSech smérech. Lagrangeovy
multiplikatory
recipro¢ni pravidlo

STANDARDY
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ULOHY S VOLNYMI KONCI




ULOHY S VOLNYMI KONCI
'

V predchozi ¢asti byly okrajové podminky pro nalezené extremaly v jistém smyslu
pevné, extremaly musely ,,zacinat"v jednom pevné daném bod¢ a ,.koncit"v jiném pevné
zvoleném bodé€.

\/
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ULOHY S VOLNYMI KONCI
'

V predchozi ¢asti byly okrajové podminky pro nalezené extremaly v jistém smyslu
pevné, extremaly musely ,,zacinat"v jednom pevné daném bod¢ a ,.koncit"v jiném pevné

zvoleném bode.

\/

Vyskytuji se ulohy, kde se chce, aby extremdly zac¢inaly na dané kiivce C; a koncCily
na jiné kfivce C'5 (nebo pro vice proménnych na plochéch).

\
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ULOHY S VOLNYMI KONCI
'

V predchozi ¢asti byly okrajové podminky pro nalezené extremaly v jistém smyslu
pevné, extremaly musely ,,zacinat"v jednom pevné daném bod¢ a ,.koncit"v jiném pevné
zvoleném bodé€.

\/

Vyskytuji se ulohy, kde se chce, aby extremdly zac¢inaly na dané kiivce C; a koncCily
na jiné kfivce C'5 (nebo pro vice proménnych na plochéch).

\

To je napf. tloha o nejkrat3f vzdalenosti mezi kfivkami nebo plochami. Ulohy tohoto
typu se nazyvaji ulohy s volnymi konci:

=
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Definuji-li ¢, b dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto pripadé berou ¢asti mnoziny C = {y;y(x1) = p(x1),y(z2) =
Y (xs), existuje spojitd y” na [x1, xo]} — body z1, x5 zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rizné i tyto body.

\
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Definuji-li ¢, b dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto pripadé berou ¢asti mnoziny C = {y;y(x1) = p(x1),y(z2) =
Y (xs), existuje spojitd y” na [x1, xo]} — body z1, x5 zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rizné i tyto body.

\/

Presnéji by se tyto body mély znacit x; ,, 22, a funkcional ma pak tvar

L2y

F(y) = flz,y,y) do.

L1,y
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Postup pfi hledani nutné podminky je podobny jako u ulohu s pevnymi konci.

\




Postup pfi hledani nutné podminky je podobny jako u ulohu s pevnymi konci.

\

VETA. Necht funkce @, na [p, g] maji spojité prvni derivace. Necht’ funkce f(z, vy, /)
ma spojité parcidlni derivace 2.fadu na intervalu [a, b|. Jestlize funkcional F'(y) = fffy f(

)

nabyva slabého relativniho extrému pro funkci y (s konci (a, A), (b, B)) na mnozin¢ C,

je yo feSenim rovnice
of ~d (8 f ) 0
Oy dz\oy/

a plati

£ (@, y0,90) + (' () — yo () fyw, yo, yp) = Oproz =a,
f(ZU, Yo, yé) + <¢/(ZU) - yé(x))fy/:v, Yo, yé) =0 pro r = b.




Postup pfi hledani nutné podminky je podobny jako u ulohu s pevnymi konci.

\

VETA. Necht funkce @, na [p, g] maji spojité prvni derivace. Necht’ funkce f(z, vy, /)
ma spojité parcidlni derivace 2.fadu na intervalu [a, b|. Jestlize funkcional F'(y) = fxxfy f(

)

nabyva slabého relativniho extrému pro funkci y (s konci (a, A), (b, B)) na mnozin¢ C,
je yo feSenim rovnice

of d/of B
3y_da:(8y’> =0,
a plati
f(@,90,90) + (¢'(x) — yo(2)) fy®, Yo, %9) = Oproz =a,
f(l', Yo, y6> + (?ﬂ/(l') - y(l)(x»fy’x) Yo, yé) =0 pro r = b.
\ /

Obé posledni podminky se nazyvaji podminky transversality.




Diikaz. Protoze mezi funkcemi y, které jsou blizko g, jsou i funkce se stejnymi konci
(a, A), (b, B), musi y, spliovat Eulerovu rovnici podle véty z predchozi Casti.

Zvoli se opét y = yy + awv zacinajici v bodé (a, A) a koncici v bod€ (b, B, ) na kiivce
1, kde v je funkce takova, Ze |v(z)| < €, [v'(x)| < € pro vSechna = € [a, b]. Potom redlna
funkce redlné proménné

ba
gla)= [ [z, y0(x) + av(z), yp(z) + av'(z)) dz

a

ma na intervalu [—1, 1] minimum v 0 a tedy ¢'(0) = 0. V tomto piipad¢ je nutné derivovat

uvedeny integral 1 podle horni meze, takze

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-

db b ,
/ Qa / nalu
g (&) — f + (Ufy + v fy’) d.ﬂl}' o okoli funkce
da o tiloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
Na integral posledni funkce se opét pouzije integraci po Castech: prvni 2 druhd vari-

extremala
ace

postacujici

’ ba ’ af ’ af odminka
[t ar=[on] " = o () d = v = [ e (55) dr ek

sality
uloha s podminkou

Na rozdil od ptfedchozi sekce nemusi byt v(b,) = 0, takZe kromé Casti odpovidajici ™ isoperimetricka
v < . . z P uloha
Eulerové rovnici je tu navic vyraz Lagrangeovy
multiplikatory
db reciprocni pravidlo

«
STANDARDY

da + U(ba)fy/(ba) : Pozndmky
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Pro mald « 1ze bod b, odhadnout pomoci teCny na kfivce ¢ v bodé b:
B+ (by — D) (b) = yo(bs) + av(b,) .

Tuto rovnost se zderivuje podle a:

db db
'(b)— = y(ba) —— ba) -
V()2 = yh(ba) 2 + v(b)
Z posledni rovnosti se vypocte derivace % pro a = 0 a dosadi se do pfedchozi rovnosti

g(a) = 0. Vyraz odpovidajici Eulerové rovnici je roven 0, takze 1ze usoudit, Ze bude
roven nule i vyraz f + (y' — ¢') f,; v bodé b.
Podobnym zpiisobem se odvodi ptislusnd rovnost v bodé a. &

—p
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Klasika. Nakonec jde asi do-
kazat vSechno.
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ULOHY S PODMINKOU




ULOHY S PODMINKOU
'

Casto se stava, ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

\
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nalu
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extremala
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ace
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ULOHY S PODMINKOU
'

Casto se stava, ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

\

Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?
LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
‘ nalu
okoli funkce
uloha s pevnymi konci
Eulerova rovnice
extremdla
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ace
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ULOHY S PODMINKOU
'

Casto se stava, ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

\

Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

\

Lano zaujme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.

\
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ULOHY S PODMINKOU
'

Casto se stavd, ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hledd funkce minimalizujici

dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem f; g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:
\

Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

\

Lano zaujme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.

\

Hleda se tedy funkce y, ktera spliuje okrajové podminky (jako v tlohach s pevnymi
konci), minimalizuje funkcional fab y+/ 1+ y"? dx a navic splituje podminku dané délky,
j. fab V1 + 92 dz = d, kde d je pfedem dané &islo.

=)
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Retézovka.




Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

\




Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

'

Resenim je kiivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opct navic spliuje

podminku dané délky fab V1+y? de =d.

—p
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Kruh.
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Kruh.

Posledni priklad je historicky nejduileZitéjsi a podle néj se tyto ilohy nazyvaji isoperi-

metrické tilohy.

—p

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
nédlu
okoli funkce

uloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
extremdla
prvni a druha vari-

ace
postacujici
podminka

dloha s volnymi konci
podminky transver-

sality

dloha s podminkou
isoperimetrickd

uloha
Lagrangeovy

multiplikatory
recipro¢ni pravidlo

STANDARDY

Poznd

123456789

Priklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789



Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
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Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
\

VETA. Necht f,g jsou funkce tfi proménnych z,y,y’, kde y je funkci x na inter-
valu [a,b] a ob& funkce f, g maji spojité parcidlni derivace 2.fadu. Pro ¢isla A, B, C
bud C = {y;y ma spojitou derivaci na [a,b],y(a) = A,y(b) = B} a(C' = {y €

C; [? g(z,y,y) dz = C}.
I




Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
\

VETA. Necht f,g jsou funkce tfi proménnych z,y,y’, kde y je funkci x na inter-
valu [a,b] a ob& funkce f, g maji spojité parcidlni derivace 2.fadu. Pro ¢isla A, B, C
bud C = {y;y ma spojitou derivaci na [a,b],y(a) = A,y(b) = B} a(C' = {y €

C; [? g(z,y,y) dz = C}.
I

Je-1i g, slaby relativni extrém funkciondlu fab f(z,y,v") dz na mnoziné C" a neni ex-

tremdlou funkciondlu f; g(x,y,y’) dx, pak existuje redlné ¢islo A takové, Ze y je slaby
relativni extrém na mnoziné C funkciondlu

[ Gy + 2gte,0,0) dr




Stejné jako u hledani extrémi funkci vice redlnych proménnych se tu pomoci Lagran-

geovych multiplikédtort dloha s vizanym extrémem prevede na dlohu s volnym extré-
mem.

\




Stejné jako u hledani extrémi funkci vice redlnych proménnych se tu pomoci Lagran-

geovych multiplikédtort dloha s vizanym extrémem prevede na dlohu s volnym extré-
mem.
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Tak se nam vlastné hodi
kdeco. Nemam z toho ra-
dost.




Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:
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Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:
\

VETA. Necht y, je extrémem popsanym v predchozi vété. Pak y je 1 extrémem funk-
ciondlu fabg(:c, y,y') dr na mnoziné C za podminky f; flz,y,y") dz = C}.
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Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:
\

VETA. Necht y, je extrémem popsanym v predchozi vété. Pak y je 1 extrémem funk-
ciondlu fab g(x,y,vy") dr na mnoziné C za podminky fab flz,y,y") dz = C}.

\

Jestlize tedy vite, Ze feSenim druhého uvedencho prikladu je kruZnice, tj. mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obvodem ma kruh nejvetsi obsah, pak vite, Ze mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obsahem ma kruh nejmensi obvod.

=)




Resen{ izoperimetrické
ulohy odhalilo  naplno

moznosti matematické
analyzy.
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Pokud uz resite néjakou va-
riani ulohu typu extrém né-
ceho, zkuste najit smyslupl-
nou interpertaci toho funkci-
ondlu.
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BTW, nékteré ulohy Zadny
smysl nemaji. T€ch smyslu-
plnych bylo mélo.
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STANDARDY z kapitoly

VARIACNI POCET
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STANDARDY z kapitoly

\ VARIACNI POCET \
}

Ovérovani, zda dana (nalezend) funkce opravdu napf. minimalizuje hodnoty zadanho
funkcionalu se provadi jeji malou zménou, variaci. Po téchto zménich musi hodnoty
funkciondlu vzrist.
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Variace na toto téma tvori
zéklad takzvaného variac-
niho poctu.
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V prikladech se hled4 funkce y proménné x pro kterou je vyraz

F(y) =/ flz,y,y) do

minimalni nebo maximalni.

\




V prikladech se hled4 funkce y proménné x pro kterou je vyraz

F(y) =/ flz,y,y) do

minimalni nebo maximalni.

\

Zobrazeni F' se nazyva funkciondl, ktery je definovan pfinejmensim pro = € [a, b]
a pro funkce y na [a, b] majici derivaci, které mohou dale spliiovat dal§i podminky —
mnoZina takovychto funkeci y se oznaci C.
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Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkcionali rozliSuje absolutni extrém a lokalni extrém, ktery se ve variacnim
poctu Cast€ji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:




Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkcionali rozliSuje absolutni extrém a lokalni extrém, ktery se ve variacnim
poctu Cast€ji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:

DEFINICE. Funkciondl F' nabyva absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku yy,
jestlize yp € C a F(y) < F(yo) pro vSechna y € C.




Stejné jako u extrémi redlnych funkci jedné nebo vice proménnych se i u extrémi uve-
denych funkciondla rozliSuje absolutni extrém a lokdlni extrém, ktery se ve variaCnim
pocCtu Castéji nazyva relativni extrém. Jejich definice jsou zcela prirozené:

DEFINICE. Funkciondl F' nabyva absolutniho maxima na mnoZiné C pro kiivku y,
jestlize yp € C a F(y) < F(yp) pro vSechnay € C.

Funkciondl F' nabyva relativniho maxima na mnoziné C pro kiivku yy, jestlize yy € C
a F'(y) < F(yy) pro vSechnay € U N C, kde U je néjaké okoli funkce y.
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.

\

Necht’ y je funkce definovand na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .
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DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.

\

Necht’ y je funkce definovand na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .

\/

Relativni extrémy pro okoli nult€ého radu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho fadu slabé relativni extrémy.

\

LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
nalu
okoli funkce

uloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
extremdla
prvni a druhd vari-

ace
postacujici
podminka

dloha s volnymi konci
podminky transver-

sality

uloha s podminkou
isoperimetricka

tloha
Lagrangeovy

multiplikatory
reciprocni pravidlo

STANDARDY

Pozndmky

123456789

Ptiklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789



DEFINICE. Necht' y je funkce definovana na mnoziné M. Okoli (0. fadu) funkce y je
takovda mnozina U funkci g na M, pro niz existuje € > 0 tak, Ze

{g;l9(x) —y(x)| < eprokazdé x € M} C U.

\

Necht’ y je funkce definovand na mnoziné M majici na M derivaci. Okoli (1. fadu)
funkce y je takovd mnozina U funkci g majicich na M derivaci, pro niz existuje € > 0
tak, ze

{g:19(x) —y(z)| <e,|g'(z) — ()] <eprokaidé x € M} C U .

\/

Relativni extrémy pro okoli nult€ého radu se nazyvaji silné relativni extrémy, pro okoli
prvniho fadu slabé relativni extrémy.

\

Zieymé je kazdy absolutni extrém silnym relativnim extrémem a kazdy silny relativni
extrém slabym relativnim extrémem. Opaky t€chto implikaci neplati.

=
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ULOHY S PEVNYMI KONCI




ULOHY S PEVNYMI KONCI
'

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Césti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

\
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ULOHY S PEVNYMI KONCI
'

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Césti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

\

Nésleduje nutnd podminka pro to, aby néjaka funkce byla slabym relativnim extrémem
funkciondlu.
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ULOHY S PEVNYMI KONCI
'

Za funkce, mezi kterymi se hleda extrém funkciondlu, se v tomto pripad€ berou Césti
mnoziny C = {y;y(a) = A, y(b) = B, existuje spojita y" }.

\

Nésleduje nutnd podminka pro to, aby néjaka funkce byla slabym relativnim extrémem
funkciondlu.
VETA. Necht' funkce f(x,y,y') md spojité parcidlni derivace 2.fddu na intervalu [a, b)].
Jestlize funkciondl F'(y) = /{l[’ f(z,y,y’) dz nabyvé slabého relativniho extrému pro
funkci 9y na mnoZiné C, je y, feSenim rovnice
af d ( of ) 0
oy dax\oy /)

Uvedena rovnice se nazyva Eulerova rovnice.
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Dikaz. Necht' napf. y, je slabym relativnim minimem, tj. absolutnim minimem na né-
jakém e-okoli U 1.radu funkce yy. Polozime y = yy + awv, kde v je libovolna funkce
na [a, b] majici spojitou prvni derivaci, spliujici v(a) = v(b) = 0 a takovd, Ze |v(z)| <
e, |v'(x)| < e pro vSechna x € [a, b]. Potom redlna funkce redlné proménné

b
g(e) = / £ (@ 30(@) + av(@), gh(@) + av'()) do

mad na intervalu [—1, 1] minimum v 0 a tedy ¢'(0) = 0, pokud derivace ¢'(0) existuje. Ta
se spocCitd prehozenim derivace a integrdlu (coz lze, protoZe se jedna o spojité funkce na
omezeném uzavieném intervalu):

b
J(a) = / (U(az)fy(a:, Yo + av, yy + av') +0'(x) fi(z, yo + aw, yj + ow’)) dz .

Na integral posledniho sCitance v integrované funkci se pouZzije integrace po Castech:

/ab V(@) fi(z, yo + v,y + ') do = [’U(sl?)fy’] Z:a — /:U@)d_dx(g_;r/) Slop —

b
:_/a v(g;)d—dx(g—yf/> dx .

protoZe v(a) = v(b) = 0. Pfislusné derivace funkce f v predchozich integralech jsou v
bodé (z, yo(z) + av(x), y)(x) + av'(z)).

=
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Pro oo = 0 se dostava rovnost

b
[ o () -

pro vSechny uvazované funkce v, kde nyni jsou prislusné derivace funkce f v bodé
(x, yo(x), y(x)). Odtud 1ze jiz odvodit ze spojitosti funkei, Ze

b= (5g) =0
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Idea diikazu je vyjadfeni nu-
lovosti derivace ve sméru v
nezavisle na v.
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Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\




Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\/

V extremalach muze ale nemusi funkcional dosahovat extrému.

\
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Reseni Eulerovy rovnice se nazyvaji extremdly a jsou to obdoby kritickych bodd pro
extrémy realnych funkci redlnych proménnych.

\/

V extremalach muze ale nemusi funkcional dosahovat extrému.

\
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Jestlize se v Eulerové rovnici provede derivace podle z, dostava se diferencidlni rov-

nice 2.fadu: 92 f B2 f o’f  Of
8y’2y + 8y’0yy T <8y’3x B 8y> -0




Jestlize se v Eulerové rovnici provede derivace podle z, dostava se diferencidlni rov-

nice 2.radu: 2 5 52 .
Ly 20y (O _ony

y e —
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Funkce f nezavisi na x, y




Funkce f nezavisi na x,y

\

Eulerova rovnice ma potom tvar
82f /!
ay/Z Yy
Ptipad f,,, = 0 ddvd pro kazd€ y stejnou hodnotu funkciondlu F' a je tedy nezajimavy.

Piipad 3" = 0 dava feseni y(z) = Cix + O, konstanty C; a Cy se urci z okrajovych
podminek (pfimka musi prochéazet body (a, A), (b, B)).

= 0.

=)
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Funkce f nezavisi na y




Funkce f nezavisi na y

\/
Eulerova rovnice mé v tomto ptipad¢ tvar
0*f 4, Of d of
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Funkce f nezavisi na x




\

Funkce f nezavisi na x

Eulerova rovnice ma po vyndsobeni ¢ tvar

o°f , Of

Leva strana je derivaci podle = funkce y' f,/

1.f4du s konstantou C'

v

o°f
(9y’2

0f
5’@/

— f, takze vysledkem je diferencidlni rovnice

_f=C.
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Prvni a druha variace




Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do
jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx
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Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
g(a) = F(yo+ av) = / [z, yo(x) + av(x), yo(x) + av'(z)) dx
parametru c.

\/

Eulerova rovnice odpovidala podmince ¢'(0) = 0.

\/
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Prvni a druha variace

\

Pro funkcional ,
Fly)= [ f(w.9.9) do

jsme pii odvozovani Eulerovy rovnice sestrojili pomocnou funkci

b
/ /
gla) = Flgo+av) = [ flayola) + av(a), i) + av'(@)) da
a LEKCE38-VAR
extrémy  funkcio-
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okoli funkce
uloha s pevnymi konci
‘ Eulerova rovnice
. P P extremala
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kde Vi (yo, v) nazgyvame prvni variace funkciondlu F' a zna¢ime 6 F'. Podobné V5(yp, V)  srANDARDE - ©

nazyvame druh4 variace funkciondlu F a znacime 6°F. Pomdmky
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Nulovost prvni variace odpovida Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace
muzeme zjiSt’ ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro
minimalizaci).

\
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Nulovost prvni variace odpovida Eulerove rovnici, pozitivni definitnosti druhé variace
muzeme zjiSt’ ovat skutecné nabyvani extrému v extremale (jde o nutnou podminku pro
minimalizaci).

\

Po spocteni vyjde

b
J"(a) = / Fu0 (@) + 2f 0@ (x) + frp (V' (2))? dz .
Tedy jde o definitnost matice tvofené druhymi parcidlnimi derivacemi f podle y a v/'.

—p
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Postacujici podminka pro extrém




Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.
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Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.

\

Pokud je navic funkce f(z,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a y' soucasné, je
extremala absolutnim minimem funkciondlu F'.

\
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Postacujici podminka pro extrém

\

Eulerova rovnice je nutnou podminkou pro nabyvani extrému funkcionalu

b
F(y):/ fl@,y,9) da.

4

Pokud je navic funkce f(z,y,y’) konvexni ve svych proménnych y a ¢’ soucasné, je LekcE3s-vAR

extremala absolutnim minimem funkciondlu F'. oxtrémy - funkeio-
okoli funkce
‘ uloha s pevnymi konci

Eulerova rovnice
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ULOHY S VOLNYMI KONCI




ULOHY S VOLNYMI KONCI
'

Vyskytujl se ulohy, kde se chce, aby extremdly zacinaly na dané kfivce C; a koncily
na jiné kiivce C5 (nebo pro vice promennych na plochéch).

\
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ULOHY S VOLNYMI KONCI
'

Vyskytujl se ulohy, kde se chce, aby extremdly zacinaly na dané kfivce C; a koncily

na jiné kiivce C5 (nebo pro vice promennych na plochéch).

\

To je napf. Gloha o nejkratsi vzdalenosti mezi kfivkami nebo plochami. Ulohy tohoto
typu se nazyvaji ulohy s volnymi konci.

=
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Definuji-li ¢, b dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto pripadé berou ¢asti mnoziny C = {y;y(x1) = p(x1),y(z2) =
Y (xs), existuje spojitd y” na [x1, xo]} — body z1, x5 zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rizné i tyto body.

\
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Definuji-li ¢, b dvé hladké kiivky v roviné, za funkce, mezi kterymi se hleda extrém
funkciondlu, se v tomto pripadé berou ¢asti mnoziny C = {y;y(x1) = p(x1),y(z2) =
Y (xs), existuje spojitd y” na [x1, xo]} — body z1, x5 zavisi na y, tj. pro rizné funkce y
mohou byt rizné i tyto body.

\/

Presnéji by se tyto body mély znacit x; ,, 22, a funkcional ma pak tvar

L2y

F(y) = flz,y,y) do.

L1,y
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ReSeni musi automaticky spliiovat Eulerovu rovnici. Navic u tlohy s volnymi konci
dostaneme navic v kazdém volném konci dalsi rovnici.

\




ReSeni musi automaticky spliiovat Eulerovu rovnici. Navic u tlohy s volnymi konci
dostaneme navic v kazdém volném konci dalSi rovnici.

\

Tyto rovnice se nazyvaji podminky transversality.
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ULOHY S PODMINKOU




ULOHY S PODMINKOU
'

Casto se stava, ze mnozina C funkci y, mezi kterymi se hleda funkce minimalizujici
dany funkcional fab f(z,y,y") dz, je zizena dal$i podminkou, kterd je vyjadiena integra-
lem fab g(x,y,y") dz = C, pro n&jakou funkci g. Nasledujici dva priklady jsou typické:

=)
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Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

4




Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

4

Lano zaujme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.

\




Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

\/

Lano zauyme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.

\/

Hleda se tedy funkce y, ktera spliuje okrajové podminky (jako v tlohach s pevnymi
konci), minimalizuje funkcional fab y+/ 1+ y"? dx a navic splituje podminku dané délky,
tj. fab V14 y? dx = d, kde d je pfedem dané Cislo.

\
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Jaky tvar bude mit lano zavésené na svych koncich v danych bodech?

\/

Lano zauyme takovou polohu, aby jeho potencidlni energie byla minimalni.

\/

Hleda se tedy funkce y, ktera spliuje okrajové podminky (jako v tlohach s pevnymi
konci), minimalizuje funkcional fab y+/ 1+ y"? dx a navic splituje podminku dané délky,
§. [ /14472 da = d, kde d je predem dané &islo.

\

Retézovka.
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Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

\




Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

'

Resenim je kiivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opct navic spliuje

podminku dané délky fab V1+y? de =d.
\
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Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

'

Resenim je kiivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opct navic spliuje

podminku dané délky ff V1+y? de =d.
\
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Jaky tvar mad jednoduchd uzaviend krivka dané délky s maximdinim obsahem svého
vnitrku?

'

Resenim je kiivka y, kterd maximalizuje funkciondl vyjadfujici obsah vnitiku uza-
viené jednoduché kiivky (a spliuje okrajové podminky - jaké jsou?) a opct navic spliuje

podminku dané délky ff V1+y? de =d.
\

Kruh.

\

Posledni priklad je historicky nejdilezitéjsi a podle n€j se podobné tlohy nazyvaji
isoperimetrické ulohy.

=
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Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
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Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
\

VETA. Necht f,g jsou funkce tfi proménnych z,y,y’, kde y je funkci x na inter-
valu [a,b] a ob& funkce f, g maji spojité parcidlni derivace 2.fadu. Pro ¢isla A, B, C
bud C = {y;y ma spojitou derivaci na [a,b],y(a) = A,y(b) = B} a(C' = {y €

C; [? g(z,y,y) dz = C}.
I




Lze dospét k nasledujici nutné podmince pro relativni extrémy téchto tloh.
\

VETA. Necht f,g jsou funkce tfi proménnych z,y,y’, kde y je funkci x na inter-
valu [a,b] a ob& funkce f, g maji spojité parcidlni derivace 2.fadu. Pro ¢isla A, B, C
bud C = {y;y ma spojitou derivaci na [a,b],y(a) = A,y(b) = B} a(C' = {y €

C; [? g(z,y,y) dz = C}.
I

Je-1i g, slaby relativni extrém funkciondlu fab f(z,y,v") dz na mnoziné C" a neni ex-

tremdlou funkciondlu f; g(x,y,y’) dx, pak existuje redlné ¢islo A takové, Ze y je slaby
relativni extrém na mnoziné C funkciondlu

[ Gy + 2gte,0,0) dr




Stejné jako u hledani extrémi funkci vice redlnych proménnych se tu pomoci Lagran-

geovych multiplikédtort dloha s vizanym extrémem prevede na dlohu s volnym extré-
mem.
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Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:

\




Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:
\

VETA. Necht y, je extrémem popsanym v predchozi vété. Pak y je 1 extrémem funk-
ciondlu fabg(:c, y,y') dr na mnoziné C za podminky f; flz,y,y") dz = C}.

\




Z predchozi véty lze usoudit tzv. reciproc¢ni pravidlo:
\

VETA. Necht y, je extrémem popsanym v predchozi vété. Pak y je 1 extrémem funk-
ciondlu fab g(x,y,vy") dr na mnoziné C za podminky fab flz,y,y") dz = C}.

\

Jestlize tedy vite, Ze feSenim druhého uvedencho prikladu je kruZnice, tj. mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obvodem ma kruh nejvetsi obsah, pak vite, Ze mezi vSemi
rovinnymi obrazci s danym obsahem ma kruh nejmensi obvod.
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Termin funkciondl se pouziva v obecn€jSim smyslu, nez je uvedeno v textu.

\




Poznamky 1 :

Termin funkciondl se pouziva v obecn€jSim smyslu, nez je uvedeno v textu.

\

Je to zobrazeni s redlnymi (nékdy komplexnimi) hodnotami definované na néjaké
mnoZziné funkci. Napr. zobrazeni, které vSem redlnym funkcim redlné proménné, které
maji derivaci v 0, ptrifazuje praveé hodnotu derivace v 0, je funkcional.
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Poznamky 1 :

Termin funkciondl se pouziva v obecn€jSim smyslu, nez je uvedeno v textu.

\

Je to zobrazeni s redlnymi (nékdy komplexnimi) hodnotami definované na néjaké
mnoZziné funkci. Napr. zobrazeni, které vSem redlnym funkcim redlné proménné, které
maji derivaci v 0, prifazuje pravé hodnotu derivace v 0, je funkciondl.

\

V posledni kapitole o Banachovych prostorech je uveden jest€¢ obecnéjsi pojem funk-
cionalu.
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Uvedena okoli 0.fddu a 1.fadu pro omezené funkce majici omezené derivace na M
odpovidaji okoli v metrickych prostorech definovanych metrikami

d(y, g) = sup{|g(z)—y(@)|;x € M}, resp. d(y, g) = sup{|g(z)—y(x)|+|g'(z)—y'(z)[; z

\




Uvedena okoli 0.fddu a 1.fadu pro omezené funkce majici omezené derivace na M
odpovidaji okoli v metrickych prostorech definovanych metrikami

d(y, g) = sup{|g(z)—y(@)|;x € M}, resp. d(y, g) = sup{|g(z)—y(x)|+|g'(z)—y'(z)[; z

\

Ziejmym zpusobem lze definovat okoli n-tého fadu. Tyto metriky se nazyvaji metriky
(vzdalenosti) n-tého radu.
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Uvédomte si, Ze 1 spojitost funkciondlu F' je 0.fadu nebo 1.fadu, podle toho, jaka okoli
funkci y se vezmou.

Konec poznamek 1.




Poznamky 2 :

Postacujici podminky pro extrémy jsou slozité.

\




Poznamky 2 :

Postacujici podminky pro extrémy jsou slozité.

\

V nékterych ptipadech je mozné zjistit, zda pro urCitou extremdlu nastiva extrém,
pouZitim variace extremaly nebo z povahy tulohy.
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Pokud je znamo, ze pro funkci yy nabyva funkcional F' relativni extrém, lze nckdy
zjistit, o jaky extrém se jedna:

Je-li f,,y >0, je vy relativni slabé minimum, je-li f,, < 0, je v yo relativni silné
maximum.
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Uvedena uloha s pevnymi konci ma tfi zdkladni zobecnéni.
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Uvedena uloha s pevnymi konci ma tfi zdkladni zobecnéni.

\

To prvni nastava v pripadé, Ze se ve VytVOI'HJICI funkci f vyskytuji i vySs$i derivace nez
jen prvni. Takovym pripadem je napr. zjist ovani prohnuti nosniku upevnéného obéma
konci. Postup ziskani nutné podminky je podobny, jako v pfipadé uvedencho v textu.

reSeni musi vyhovovat tzv. Eulerové-Poissonové rovnici, ze které je dobre vidét specialni
pripad, ktery byl odvozen:

2 |
i)+ 2 (op) — i ag) -0




Uvedena uloha s pevnymi konci ma tfi zdkladni zobecnéni.

\

To prvni nastava v pripadé, Ze se ve VytVOI'HJICI funkci f vyskytuji i vySs$i derivace nez
jen prvni. Takovym pripadem je napr. zjist ovani prohnuti nosniku upevnéného obéma
konci. Postup ziskani nutné podminky je podobny, jako v pfipadé uvedencho v textu.

reSeni musi vyhovovat tzv. Eulerové-Poissonové rovnici, ze které je dobre vidét specialni
pripad, ktery byl odvozen:

2 |
i)+ 2 (op) — i ag) -0

\
Tato rovnice lze psat jedonoduseji jako

n

2 (=) dd;z' ( az{@) ) '

1=0




Uvedena uloha s pevnymi konci ma tfi zdkladni zobecnéni.

\

To prvni nastava v pripadé, Ze se ve VytvoruJ101 funkci f vyskytuji i vySs$i derivace nez
jen prvni. Takovym pripadem je napr. zjist ovani prohnuti nosniku upevnéného obéma
konci. Postup ziskani nutné podminky je podobny, jako v pfipadé uvedencho v textu.

reSeni musi vyhovovat tzv. Eulerové-Poissonové rovnici, ze které je dobre vidét specialni
pripad, ktery byl odvozen:

2 |
i)+ 2 (op) — i ag) -0

\
Tato rovnice lze psat jedonoduseji jako

n

2 (=) dd;z' ( ai{@) ) '

1=0

\

Vysledkem je funkce zdvisici kromé na x 1 na 2n konstantach, které se urci z pocatec-
nich podminek.

=




Druhym zobecnénim je ptipad, kdy f zavisi kromé y i na jiné funkci z a jeji derivaci.
To nastane napr., pokud se reSeni hleda ve tvaru parametrickém. Extremala pak vyhovuje
dvéma Eulerovym rovnicim, jedné pro y (f se derivuje podle y a ') a druhé pro z (f se
derivuje podle z a 2').
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Treti zobecnéni nastava pri hledani feSeni v prostoru vyssi dimenze, nez jsou dvé.

\




Treti zobecnéni nastava pri hledani feSeni v prostoru vyssi dimenze, nez jsou dvé.

\

Pak je extremdla y funkci vice proménnych, napf. proménnych (u, v); funkciondl ma
pak tvar [}, f(u,v,y, %, @) du dv, kde P je zadani oblast.

v
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Treti zobecnéni nastava pri hledani feSeni v prostoru vyssi dimenze, nez jsou dvé.

\

Pak je extreméla y funkci vice proménnych, napt. proménnych (u, v); funkciondl ma
pak tvar [}, f(u,v,y, 9 99y du dv, kde P je zadand oblast.

ou’ Ov
4

ReSeni musi splnovat tzv. Eulerovu-Ostrogradského rovnici

UNEPNT -




Uvedené postupy lze modifikovat pro ptipad, kdy se hleda po Cdstech hladkd krivka
minimalizujici nebo maximalizujici dany funkcional.

\




Uvedené postupy lze modifikovat pro ptipad, kdy se hleda po Cdstech hladkd krivka
minimalizujici nebo maximalizujici dany funkcional.

\

Existuji postupy, kter¢ zjisti, ve kterych bodech nemusi byt extremala hladka. Tyto
body rozd¢li dany interval na mensSi intervaly, ve kterych feSeni bude hladké.

Konec pozndmek 2.




Poznamky 3 :

Jednou ze zédkladnich uloh s volnymi konci je hledani kiivky lezici na dané ploSe,
spojujici dva dané body a majici nejkratsi délku.
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Poznamky 3 :

Jednou ze zédkladnich uloh s volnymi konci je hledani kiivky lezici na dané ploSe,
spojujici dva dané body a majici nejkratsi délku.

\

Této kiivce se tikd geodetickd kiivka. V Prikladech 2 bylo dokdzano, ze geodetickymi
kfivkami na kulové plose jsou oblouky hlavnich kruznic. Geodetické kiivky v roviné
jsou usecky.

\




Poznamky 3 :

Jednou ze zédkladnich uloh s volnymi konci je hledani kiivky lezici na dané ploSe,
spojujici dva dané body a majici nejkratsi délku.

\

Této kiivce se tikd geodetickd kiivka. V Prikladech 2 bylo dokdzano, ze geodetickymi
kfivkami na kulové plose jsou oblouky hlavnich kruznic. Geodetické kiivky v roviné
jsou usecky.

\

Ulohou s jednim volnym koncem je modifikace dlohy o brachistochron&, kdy bod, z
kterého se pousti Cdstice, je pevny a konec cesty Castice leZi na svislé pfimce neprocha-
zejici vychozim bodem.

Konec pozndmek 3.




Poznadmky 4 :

Priklad 2 se nékdy nazyva problém Dido.
\




Poznadmky 4 :

Priklad 2 se nékdy nazyva problém Dido.
\

Dido byla fénicka princezna, kterd s nékolika vérnymi uprchla ze zemé pred jistym
nebezpecim a pozadala panovnika jedné zemé v severni Africe o kousek zemé, ktery
obepne kusem buvoli kiize. Kizi rozstiihala na tenky pasek, oba konce poloZila k po-
beZi a pasek rozlozila do ptilkruznice.

\




Poznamky 4 :

Priklad 2 se nékdy nazyva problém Dido.
\

Dido byla fénicka princezna, kterd s nékolika vérnymi uprchla ze zemé pred jistym
nebezpecim a pozadala panovnika jedné zemé v severni Africe o kousek zemé, ktery
obepne kusem buvoli kiize. Kizi rozstiihala na tenky pasek, oba konce poloZila k po-
beZi a pasek rozlozila do ptilkruznice.

\

Studenti jedné univerzity zkusili, jak velky kus zemé mohla ziskat a podarilo se jim
snadno obepnout fotbalové hristé.

_—




Priklad 3 ma praktické zobecnéni, kdy je dan obecny oblouk C' na tenké desce vari-
abilni hustoty h(:z: y) a mi se doplmt obloukem dané délky na jednoduchou uzavienou
ktivku takovou, Ze jeji vnitiek ma nejvetsi hmotnost.

Konec poznamek 4.




PRIKLADY




Priklady 1 :

1. Najdéte vzdalenost 0.fadu a 1.¥4du mezi funkcemi 23 a 2°.




2. Ukazte, ze funkciondl F'(y) = 4/(0), definovany na realnych funkcich redlné pro-
ménné definovanych na R a majicich derivaci vSude, je spojity 1.fadu a nespojity 0.radu
na libovolné funkci.

—p




3. Ukazte, ze funkciondl F(y) = fo7r y"? dz, definovany na redlnych funkcich redlné
proménné definovanych na [0, 7| a majicich derivaci vSude, je spojity 1.fadu a nespojity
0.radu v konstantni funkci O.

Konec piikladi 1.




Priklady 2 :

1. Ovéite vyieSenim Eulerovy rovnice pro f(x,y,vy') = \/1 + y'?, Ze nejkratsi spojnici
dvou bodit A, B v roviné je tsecka s koncovymi body A, B.

=)




2. Necht’ a,b > 0. Vezméte hladké kiivky y spojujici body (0, a), (1,b) v 1.kvadrantu
a najdéte mezi nimi takovou, Ze rotaci této kiivky okolo osy x ziskéte téleso s nejmensim

povrchem. Prozkoumejte, zda ma tato tloha vZzdy feSeni. [Vyjde y = C cosh w—ak.]

=)




3. Spojte body (0,0), /x1,y1), kde y; < 0, hladkou kfivkou, po niZ se bod co nejrych-
leji dostane (jen za pomoci gravitace) z pocatku do bodu (1, y1).

\




3. Spojte body (0,0), /x1,y1), kde y; < 0, hladkou kfivkou, po niZ se bod co nejrych-
leji dostane (jen za pomoci gravitace) z pocatku do bodu (1, y1).

\

Tato kiivka se nazyva brachystochrona. [Ukazte, ze funkciondl pro tuto ulohu je dany

funkei f(z,y,y) = \/1_+2—3£.

\




3. Spojte body (0, 0), /z1, 1), kde y; < 0, hladkou k¥ivkou, po niZ se bod co nejrych-
leji dostane (jen za pomoci gravitace) z pocatku do bodu (z1, y).

\

Tato kiivka se nazyva brachystochrona. [Ukazte, Ze funkciondl pro tuto ulohu je dany

i N — /1"
funkei f(z,y,vy') = — -

Resenim je cykloida z = a(t — sint),y = a(l — cost).]
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4. Najdéte tvar rotaCniho télesa s osou symetrie totoznou s osou x, které klade nejmensi
odpor plynu pohybujicimu se ve sméru osy x. Lze zjistit, ze kiivka vytvarejici rotaCni

téleso minimalizuje funkciondl 7 pv? fod yy"® dx, kde p je hustota plynu a v je jeho ryclost
(kfivka spojuje pocatek s bodem (d,r),d,r > 0.

-
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5. Pouzijte funkcional z Otdzky 2 pro v(x,y) = y a (x, y) jsou body horni poloroviny.

Resenim jsou polokruZnice se stfedy na ose z (dokaZte). Bod pohybujici se po téchto
polokruznicich nikdy nedojde na osu x (proc?).

\




5. Pouzijte funkcional z Otdzky 2 pro v(x,y) = y a (x,y) jsou body horni poloroviny.

Resenim jsou polokruZnice se stiedy na ose z (dokaZte). Bod pohybujici se po téchto
polokruznicich nikdy nedojde na osu z (proc?).

\/

Pokud definujete model geometrie, kde body jsou body horni poloroviny a primky
uvedené polokruznice, pak rovnobezky jsou ty ,,primky", které maji spolecny jeden bod
na ose x (v ,nekonecnu").

\
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5. Pouzijte funkcional z Otdzky 2 pro v(x,y) = y a (x,y) jsou body horni poloroviny.

Resenim jsou polokruZnice se stiedy na ose z (dokaZte). Bod pohybujici se po téchto
polokruznicich nikdy nedojde na osu z (proc?).

\/

Pokud definujete model geometrie, kde body jsou body horni poloroviny a primky
uvedené polokruznice, pak rovnobezky jsou ty ,,primky", které maji spolecny jeden bod
na ose x (v ,nekonecnu").

\

Ukazte, ze je mozné vést bodem, nelezicim na dané ,,primce", dvé rovnobézky. Tento
model je Poincarého model neeuklidovské geometrie.

=)
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6. Uka’te, Ze nehladk4 funkce y = |2| minimalizuje funkcional [ (3> — 1) dx pro
y(—1) = y(1) = 0. Existuje néjaky hladky relativni extrém?

=




7. Najdéte extrémy nasledujicich funkcionall a urcete o jaké extrémy se jedna:
3 .3

) ﬁdxay<2) — 4Jy(3> - 97

2
/1 (xy™ — 2yy") dx, y(1) = 0,y(2) = 1,

/Oa(l — e_yl2) dx,y(0) =0,y(a) =b.

V poslednim prikladu zavisi vysledek (zda jde o minimum nebo maximum) na vztahu
a, b.

=)




8. Ukazte, Ze nejkratsi kfivka spojujici dva body na kulové ploSe je obloukem hlavni
kruznice (tj., majici stied ve stfedu koule). [Staci zvolit kouli danou parametricky z =

sinucosv,y = sinusinv,z = cosu a body P = (1,0,0),Q = (a,v1 —a? 0). Hle-
danou kiivku lze zapsat ve tvaru v = g(u). M4 se dokdzat, Zze ¢ = 0. Délka kiivky
je | g \/ dx* 4+ dy* 4 dz* = | ]? \/ 1 + ¢’ sin® u. ProtoZe se v integrované funkci nevy-

skytuje ¢, je ¢ feSenim rovnice ¢”>sin’u = C'v/1 + ¢”2sin® u. Konstanta C' musi byt 0
(umocnénim rovnosti by se jinak dostal spor pro mala ), takze g = 0.]

Konec priklada 2.
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Priklady 3 :

1. Najdéte vzdalenost bodu (0, 1) od elipsy 422 + 9y* = 36.




2. Vypoctéte vzdélenost mezi parabolou y = 2% a pfimkou y = x — 5.




3. Hleda se hladka ktivka jdouci z bodu (z, o) a konéici na kfivce ), kterd mini-
malizuje funkcional fxxol eict8y' | /1 4+ 42 dx. UkaZte, Ze dhel mezi vyslednou kiivkou a
kiivkou 1) je /4.

—p




4. Ukazte, ze feSenim modifikované ulohy o brachistochroné zminéné v Pozndmkdch
je opét cykloida, kterd doseda na svislou primku kolmo.

Konec prikladu 3.




Priklady 4 :

1. Najdéte tvar lana zavéSeného mezi dvéma body. [Lano zaujim4 polohu s nejmensi
potencidlni energii, a to vede k hledani minima funkcionalu

9 )
/ yv/ 1+ y?dx pii podminkach / V1+y?ds =d > vo—zy(r1) = y1, y(z2) =
75 L1

1

\




Priklady 4 :

1. Najdéte tvar lana zavéSeného mezi dvéma body. [Lano zaujima polohu s nejmensi

potencialni energii, a to vede k hledani minima funkcionalu

1

\

Reii se tedy Eulerova rovnice pro funkci /1 + 3/2(y+ \). Vysledkem je hyperbolicky
kosinus. ]

-p

x9 L2
/ yv/1+y?dx pfi podminkdch / V1I+y?dx=d > m—z1y(r1) = Y1, y(22) = Yo
x 1
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2. Najdéte na intervalu [a, b] funkci y > 0, jejiz graf ma danou délku d a takovou, Ze
y(a) = 0,y(b) = 0 a plocha mezi grafem y a osou = ma nejvetsi obsah. [Pozor na pfipad,
kdy se nedostane funkce.]

\




2. Najdéte na intervalu [a, b] funkci y > 0, jejiz graf ma danou délku d a takovou, Ze
y(a) = 0,y(b) = 0 a plocha mezi grafem y a osou = ma nejvétsi obsah. [Pozor na piipad,
kdy se nedostane funkce.]

\

Prakticka modifikace tdlohy spocivd v druhém volném konci (tj. bod b na ose x neni
dan).

=)
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3. Najdéte jednoduchou hladkou uzavienou kiivku dané délky, jejiz vnitfek ma nej-
v&tsi obsah. [PouZijte parametricky popis kiivky (z(t), y(t)), obsah vnitiku je pak fff (zy
r'y) dt.]

—p




4. Najdéte minimum funkciondlu [ 3 dx za podminek [/ y*dx = 1,y(0) = y(7) =
0.

=)




5. Sestavte pfisluSny funkciondl a podminku pro nalezeni nejkrat$i spojnice bodu
(1,1,0) s bodem (4,0,2) lezici na rotacni ploSe vytvorené rotaci grafu funkce /x na
intervalu [0, 4] kolem osy x.

Konec piikladi 4.




OTAZKY




Otazky 1 :

1. Ukazte, Ze kazdy absolutni extrém je silnym relativnim extrémem a kazdy silny
relativni extrém slabym relativnim extrémem (vzhledem ke stejnym mnoZzindm funkci).

-




2. UkaZte, ze je-li funkcional spojity v 4y 0.fadu, je spojity i 1.fddu (maji-li tyto spoji-
tosti smysl). Opak neplati (viz Priklady).

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

1. Ukazte, ze pokud ma f tvar o(x,y)+1(z, y)y' a (x,y) ndleZi do jednoduse souvislé
mnoZziny, vyplyva z Eulerovy rovnice potencidlnost pole ¢, 1)).

\




Otazky 2 :

1. Ukazte, ze pokud ma f tvar o(x,y)+1(z, y)y' a (x,y) ndleZi do jednoduse souvislé
mnoZziny, vyplyva z Eulerovy rovnice potencidlnost pole ¢, 1)).

\

Odvod’te odtud, Ze pak je funkciondl pro dané koncové body konstantni.




2. Odvod’te stejnym zptisobem jako u brachystochrony, Ze ma-li ¢éstice v bodé€ (z, y)
rychlost v(z, y), pak Cas potfebny k tomu, aby se ¢éstice dostala z bodu (¢, 3y) do bodu

mdx

v(z,y)

(21, 91), je roven [!

\




2. Odvod’te stejnym zptisobem jako u brachystochrony, Ze ma-li ¢éstice v bodé€ (z, y)
rychlost v(z, y), pak Cas potfebny k tomu, aby se ¢éstice dostala z bodu (¢, 3y) do bodu

. T /2
(21, 91), je roven [! Vv(lgyy) dx
\ {

Podle Fermatova principu si svétlo nachdzi ¢asové nejkratsi spojnice bodl. To zna-
men4, Ze kiivka, podle které putuje svétlo v néjakém prostiedi z bodu (¢, yy) do bodu

(x1,y1) minimalizuje uvedeny funkciondl. V Pfikladech je uvedena jina zajimava apli-
kace.

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

1. Ukazte, Ze pokud je funkce f tvaru g(x,y)+/1 + y'?, davaji podminky transversality
rovnosti { 1

/ /
pla)= — ) ¢ b) = —— )
D= VYT T
coZ znamend, Ze vyslednd kfivka je kolma v koncovych bodech na zadané ktivky.

\




Otazky 3 :

1. Ukazte, Ze pokud je funkce f tvaru g(x,y)+/1 + y'?, davaji podminky transversality
rovnosti 1 {

/ /
pla)= — ) ¢ b) = —— )
D= VYT T
coZ znamend, Ze vyslednd kfivka je kolma v koncovych bodech na zadané ktivky.

\

Specidlné to je pripad hledani vzdalenosti dvou kiivek v rovine: usecCka spojujici dva
nejblizsi body na obou ktivkach, je na tyto kiivky v t€chto bodech kolma.

Konec otazek 3.




CVICENI




CviCeni 1 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

/2
F(y) = / (@) — ) da

nabyvat extrému pfi podmince




CviCeni 1 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

/2
F(y) = / (@) — ) da

nabyvat extrému pfi podmince

\

Priklad. Eulerova rovnice bude mit tvar
y' +y=0.




CvicCeni 1 :
Piiklad. Urcete ktivky, na kterych muze funkcionél

/2
F(y) = / (@) =) da

nabyvat extrému pfi podmince

\

Priklad. Eulerova rovnice bude mit tvar
/!
y +y=0.

To muze byt pravda i ne-
musi. Radéji to zkontrolujte.
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BTW, pokud je to spravné,
tak je po starostech.
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BTW, pokud je to spravné,
tak je po starostech.

\

Je to linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty, jejiz reSeni
snadno najdete:
y(x) = Cycosx + Cysin .




BTW, pokud je to spravné,
tak je po starostech.

\

Je to linearni diferenciélni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty, jejiz reSeni
snadno najdete:
y(x) = Cycosx + Cysin .

\
Konstanty C', (5 uréime z okrajovych podminek jako C; = 0, C5 = 1.

\




BTW, pokud je to spravné,
tak je po starostech.

\

Je to linearni diferenciélni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty, jejiz reSeni
snadno najdete:
y(x) = Cycosx + Cysin .

\
Konstanty C', (5 uréime z okrajovych podminek jako C; = 0, C5 = 1.

\

Z toho plyne, Ze extrému se miiZe nabyvat pouze na y = y(x) = sin z.




Konec cvicCeni 1.




CviCeni 2 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

1
Fly)= [ (/P +12my) o
0
nabyvat extréma pii podmince
y(0) =0, y(1) =17




CviCeni 2 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

1
Fly)= [ (/P +12my) o
0
nabyvat extréma pii podmince
y(0) =0, y(1) =17

‘

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
y" — 6x = 0.




CviCeni 2 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

F(y) =/0 ((y')2 + 12:1:y) dx

nabyvat extréma pii podmince
y(0) =0, y(1) =17

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
y" — 6x = 0.

Dvojim integrovanim dostaneme feseni:

y(z) = 2° + C1z + Cs..




CviCeni 2 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

F(y) =/0 ((y')2 + 12:1:y) dx

nabyvat extréma pii podmince
y(0) =0, y(1) =17

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
y" — 6x = 0.

Dvojim integrovanim dostaneme feseni:

y(z) = 2° + C1z + Cs..

\
Konstanty (', (5 uréime z okrajovych podminek jako C; = 0, Cy = 0.

\




CviCeni 2 :
Priklad. Urcete kiivky, na kterych muaze funkcionél

F(y) =/0 ((y')2 + 12:1:y) dx

nabyvat extréma pii podmince
y(0) =0, y(1) =17

‘

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
y" — 6x = 0.

\

Dvojim integrovanim dostaneme feseni:

y(z) = 2° + C1z + Cs..

\
Konstanty (', (5 uréime z okrajovych podminek jako C; = 0, Cy = 0.

\
3

Z toho plyne, Ze extrému se miZe nabyvat pouze na y = y(x) = x°.







Tedy jesté jednou pro méné
chapavé: zaddavané priklady
jsou snadné . ..
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Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :

Priklad. Urcete podminku transversality pro funkciondly typu

F)= [ AV TF R

0




CviCeni 3 :

Priklad. Urcete podminku transversality pro funkciondly typu

F)= [ AV TF R

0

\
Reseni. Lehce zjistime, Ze podminka transversality je
Az, y)y
Az, y)vV1+ (y)? + —= ¢ —y) =0,
e VIF T+ =)




CviCeni 3 :

Priklad. Urcete podminku transversality pro funkciondly typu

F)= [ AV TF R

0

\
Reseni. Lehce zjistime, Ze podminka transversality je
Az, y)y
Az, y)vV1+ (y)? + —= ¢ —y) =0,
e VIF T+ =)
\

coZ po uprave dava
Az, y)(1 + ¢'y)
1+ (y)?




CviCeni 3 :

Priklad. Urcete podminku transversality pro funkciondly typu

F)= [ AV TF R

0

\
Reseni. Lehce zjistime, Ze podminka transversality je
Az, y)y
Az, y)vV1+ (y)? + —= ¢ —y) =0,
e VIF T+ =)
\

coZ po uprave dava
Az, y)(1 + ¢'y)
1+ (y)?

\
Za predpokladu, ze v koncovém bodé je A(x,y) # 0, dostaneme 1 + ¢'y’ = 0, neboli
/ 1

y=—




Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :

Priklad. Najdéte minimum funkciondlu

na mnoziné




Cviceni 4 :
Priklad. Najdéte minimum funkciondlu

Fiy)= [ TVIFGP &

na mnozine .
C={yeCL2, y(1)=0, y(2) =1}.

'

Reseni. JelikoZ integrand (oznacme jej f) zavisi pouze na z a 3/, ma Eulerova rovnice
tvar

d
afy’(xa y/> - 07




Cviceni 4 :
Priklad. Najdéte minimum funkciondlu

Fiy)= [ TVIFGP &

na mnozine .
C={yeCL2, y(1)=0, y(2) =1}.

\
Reseni. JelikoZ integrand (oznalme jej f) zavisi pouze na z a ¢/, ma Eulerova rovnice
tvar
d

a‘fy/(% y/> =0,
\
neboli

d Y _ 5

dr T+ (y?




Cviceni 4 :
Priklad. Najdéte minimum funkciondlu

Fiy)= [ TVIFGP &

na mnozine .
C={yeCL2, y(1)=0, y(2) =1}.

\
Reseni. JelikoZ integrand (oznalme jej f) zavisi pouze na z a ¢/, ma Eulerova rovnice
tvar
d :
— Jy\ T, — 07
\
neboli
d Y _ 5
dr T+ (y?
\
Postupnymi upravami dostaneme
/
L = konst. = c,

1+ (y')?







(y/ 21 _
(1 = 2a?) = o




W71 - Pa?) = o,

, cx

A V1 — 2x2’

4t <1, |e| <

DO | —




W71 - Pa?) = o,

\
Y = 4c* <1, || < !
V1— 2’ -T2

\

Kdyby bylo ¢ = 0, pak by funkce y byla konstantni a nespliiovala okrajové podminky.

Pro ¢ # 0 mame
cx dz 1
_ _ 21— 22
Yy = =7 o l —c7x* + ¢,

1 1
y—c=-vV1-cx? (y—c)+z’=—
c

c?’

tedy

coz je kus kruZnice se stfedem (0, ¢;) a polomérem 1/|c|.

\




W71 - Pa?) = o,

\
Y = 4c* <1, || < !
V1— 2’ -T2

\

Kdyby bylo ¢ = 0, pak by funkce y byla konstantni a nespliiovala okrajové podminky.

Pro ¢ # 0 mame
cx dz 1
_ _ 21— 2,2
Yy = =7 o 1 —c*z= + ¢,

1 1
y—c=-vV1-cx? (y—c)+z’=—
c

c?’

tedy

coz je kus kruZnice se stfedem (0, ¢;) a polomérem 1/|c|.

\

Z okrajovych podminek pak dostaneme

[
|

°
|

no
I

1
2 . 2
d+l=5 (1-a)+4




W71 - Pa?) = o,

\
Y = 4c* <1, || < !
V1— 2’ -T2

\

Kdyby bylo ¢ = 0, pak by funkce y byla konstantni a nespliiovala okrajové podminky.

Pro ¢ # 0 mame
cx dz 1
_ _ 21— 2,2
Yy = =7 o 1 —c*z= + ¢,

1 1
y—c=-vV1-cx? (y—c)+z’=—
c

c?’

tedy

coz je kus kruZnice se stfedem (0, ¢;) a polomérem 1/|c|.

\

Z okrajovych podminek pak dostaneme

1
cd+l==, (l—c)+4

c?’

I
o
—

|
no
o

I




S jidlem roste chut’. Pfisti
priklad spocitam sam.




S jidlem roste chut’. Pristi
priklad spocitdm sam.

Chépete, jakou dalo praci
najit priklad, ktery jde
snadno spocitat?
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S jidlem roste chut’. Pristi
priklad spocitdm sam.

Chépete, jakou dalo praci
najit priklad, ktery jde
snadno spocitat?

Zkuste to taky. Je to adrena-
lin.
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Konec cvicCeni 4.




CviCeni 5 :
Priklad. Najdéte extrémy funkciondlu

Fo)- | (ayPds

1
na mnoziné

C={yeC'-1,1: y(-1) =-1, y(1)=1}.




CviCeni 5 :
Priklad. Najdéte extrémy funkciondlu

Fo)- | (ayPds

1
na mnoziné

C={yeC'-1,1: y(-1) =-1, y(1)=1}.

Reseni. Bulerova rovnice bude mit tvar
d 2 7
— = (.
dx( y)




CviCeni 5 :
Priklad. Najdéte extrémy funkciondlu

Fo)- | (ayPds

1
na mnoziné

C={yeC'-1,1: y(-1) =-1, y(1)=1}.

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
d 2
— =0.
dx( y)
Tedy,

22y’ = konst. = C.




CviCeni 5 :
Priklad. Najdéte extrémy funkciondlu

Fo)- | (ayPds

1
na mnoziné

C={yeC'-1,1: y(-1) =-1, y(1)=1}.

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
d 2
— =0.
dx( y)
Tedy,
22y’ = konst. = C.
 /

Kdyby C' = 0, pak by bylo 3/ = 0, a tudiZ y konstantni, coZ nelze kvili okrajovym
podminkam.

\




CviCeni 5 :
Priklad. Najdéte extrémy funkciondlu

Fo)- | (ayPds

1
na mnoziné

C={yeC'-1,1: y(-1) =-1, y(1)=1}.

Reseni. Eulerova rovnice bude mit tvar
d 2
— =0.
dx( y)
Tedy,
22y’ = konst. = C.
 /

Kdyby C' = 0, pak by bylo 3/ = 0, a tudiZ y konstantni, coZ nelze kvili okrajovym
podminkam.

\




Pro C' # 0, mdme




Pro C' # 0, mdme

\

Tato diferencialni rovnice ma reseni

C
y:__—l_Cl)
i

které ale nelezi v mnoziné C.

\




Pro C # 0, mame

\

které ale nelezi v mnoziné C.

\/

Takze nés vlastné nezajima.
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Funkcional /' proto na mno-
ziné¢ C' nemd Zadny lokéalni
extrém.
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Funkcional /' proto na mno-
Ziné C' nem4 Zadny lokdalni
extrém.

4

Snadno ale zjistime, Ze posloupnost funkci

() = arctan(n.x)

arctann
spliiuje okrajové podminky, 3, — sign a

1 . 2
o) = /_1 i ((1 + n2x?) arctan n) dr
|




Funkcional /' proto na mno-
ziné¢ C' nemd Zadny lokéalni
extrém.

\

Snadno ale zjistime, Ze posloupnost funkci

arctan(n.x)

n\L) =
Y ( ) arctann

spliiuje okrajové podminky, 3, — sign a

2
flyn) = /_1 x’ - dz

. (1 + n2x?) arctann

1 2 2
< =
f (1—|—n2 2)Q(arctaunn) dz — (arctann 2 f 1 1+n
=2—7——

N arctann —0.

— - dz
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Funkcional /' proto na mno-
ziné¢ C' nemd Zadny lokéalni
extrém.

\

Snadno ale zjistime, Ze posloupnost funkci

arctan(nz)

n\L) =
Y ( ) arctann

spliiuje okrajové podminky, 1, — sign a

2
flyn) = /_1 v’ - dz

. (1 + n2x?) arctann

1 22
< =
f 1 (1+n2z 2)2 arctann)2 dr < (arctann )2 f 1 1+n Tz 4o
=2
1

n —0.
\

arctann

ProtoZe je funkciondl F' nezdporny, je inf F' = 0, ale na mnoziné C' se nenabyva.
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To bylo opravdu COOL.




To bylo opravdu COOL.

To byli super Minimaliz4-
tori.
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BTW, mam rad, kdyz tloha
nema4 reSeni.
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Priklad. Najdéte extremaly funkcionalu

F)= [ 7+ %) da
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Z Eulerovy rovnice vidime, Ze prvni okrajova podminka ¢(0) = 0 je splnéna, ale druha
okrajova podminka je splnéna jen pro a = 1. Pro a # 1 neexistuje extremala vyhovujici
okrajovym podminkam.

_—




Taky vas zajimd, co jsme
vlastné spocitali.
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Taky vas zajimd, co jsme
vlastné spocitali.

Zkuste si tu ulohu interpre-
tovat jako stavbu sjezdovky
z bodu (1,0) dolt do (0,0).
Pritom chce stavitel platit
za mnozstvi snéhu, jeho do-
pravu do vysky a jeste navic
za zvlastni prachy za sklon.
Na prvni pohled vypada, ze
nejlevnéjsi bude zZadna sjez-
dovka ...
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...co0Z jsem tusil.
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