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FOURIEROVA TRANSFORMACE

Fourierova transformace je
uzitecna transformace, ktera
pomaha tesit fadu uloh tim,
Ze je pretransformuje na jed-
nodussi ulohy, ty vyreSima
a vysledky pretransformu-
jeme zpet.
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

Fourierova transformace je
uzitecna transformace, ktera
pomaha tesit fadu uloh tim,
Ze je pretransformuje na jed-
nodussi ulohy, ty vyreSima
a vysledky pretransformu-
jeme zpet.

Ma jednu slabinu. Zaklad-
nim prostfedim pro ni jsou
komplexni Cisla.
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FOURIEROVA VETA




FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych radach byla dokdzana Fourierova véta (pfipomernte si, Ze

fl@) = (flzs) + fz-))/2):
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FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych radach byla dokdzana Fourierova véta (pfipomernte si, Ze

Fl@) = (Flws) + Fl))/2)
VETA. Necht' f je po &astech hladkd na R a | | f| konverguje. Potom

. 1 *00 00
flz)=— / / f(v)cos(u(x —v)) dv du .
TJo J-oo
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Odtud snadno vyplyv4, Ze pro vSechna cela n je

I .
_ —imnz/l
e =5 /_lf(a:)e dz .




Pokud znovu provedete postup, ktery vede k rovnosti ve Fourierové vété, a pouZzijete
predchozi modifikovany zapis Fourierovych fad, dostanete Fourierovu vétu v nasleduji-
cim tvaru:
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Pokud znovu provedete postup, ktery vede k rovnosti ve Fourierové vété, a pouZzijete
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Na zdkladé této véty se definuje Fourierova transformace:




Na zakladé této véty se definuje Fourierova transformace:

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje
+00

F(f)(s)

ft)e™ dt,  F_i(F)(t)

1

T o

400

—0o0

F(s)e" ds.
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Na zakladé této véty se definuje Fourierova transformace:

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje

+00 . 1 [T :
F(f)(s) = fe ™ dt, F(F)(t) = —/ F(s)e™ ds.
0o 2T J_ oo
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inverzni Fourierova transformace funkce F'. el e
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Fourierovu vétu Ize nyni formulovat ve tvaru:




Fourierovu vétu Ize nyni formulovat ve tvaru:
Necht’ ¢ je po dstech hladkd na R a [, |¢| konverguje. Potom

F(F_1(p)) = F_1(F(p) = @.
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Fourierovu vétu Ize nyni formulovat ve tvaru:
Necht’ ¢ je po dstech hladkd na R a [, |¢| konverguje. Potom

F(F_1(p)) = F_1(F(p) = @.

Nenechte se mylit. Je to

opravdu tak uzasné jedno-
duché.
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Sinova a kosinova Fourierova transformace




Sinova a kosinova Fourierova transformace

\

Je-li funkce f nebo F' sudé, 1ze Fourierovu transformace vyjadrit jinym zpisobem:

F(f)(s) = / Oof(t)(cos(st) — isin(st)) dt =2 o OOf(t) cos(st) dt ,
F(F)(t) = L OOF(S)(COS(L‘S) +isin(ts)) ds = l/o OOF(s) cos(ts) ds.

21 J_ o s

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Sinova a kosinova Fourierova transformace

Je-li funkce f nebo F' sudé, 1ze Fourierovu transformace vyjadrit jinym zpisobem:

F(f)(s)

F_1(F)(@)

\

— /+OO f(t)(cos(st) —isin(st)) dt =2 O+Oo f(t)cos(st) dt,
— % O:O F(s)(cos(ts) +isin(ts)) ds = %/o OOF(s) cos(ts) ds.

Podobné lze vyjadrit Fourierovu transformaci liché funkce:

— /+OO f(t)(cos(st) —isin(st)) dt = 2i O+OO f(t)sin(st) dt,
— % O:O F(s)(cos(ts) +isin(ts)) ds = %/o OOF(S) sin(ts) ds .

-—p
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Jedna se o podobnou situaci jako u Fourierovych fad sudych nebo lichych funkci: ve
vysledku se vyskytovaly nenulové koeficienty jen u cos, resp. u sin.

\
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Jedna se o podobnou situaci jako u Fourierovych fad sudych nebo lichych funkci: ve
vysledku se vyskytovaly nenulové koeficienty jen u cos, resp. u sin.

\

Tzv. kosinova Fourierova fada funkce f byla Fourieriova fada funkce, kterd se rovnala
f na [0, 00) a byla doplnéna na sudou funkci na zapornych ¢islech.

\
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Jedna se o podobnou situaci jako u Fourierovych fad sudych nebo lichych funkci: ve
vysledku se vyskytovaly nenulové koeficienty jen u cos, resp. u sin.

\

Tzv. kosinova Fourierova fada funkce f byla Fourieriova fada funkce, kterd se rovnala
f na [0, 00) a byla doplnéna na sudou funkci na zapornych ¢islech.

\

Podobné sinova Fourierova fada funkce f byla Fourieriova fada funkce, ktera se rov-
nala f na (0, c0) a byla doplnéna na lichou funkci na zapornych Cislech.

=
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Stejné lze postupovat u Fourierovy transformace.

\




Stejné lze postupovat u Fourierovy transformace.

\

Aby nebylo nutné si pamatovat dvé rtizné konstanty pied integraly, zméni se jedna
konstanta na 1 a druhd na 2/
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Stejné lze postupovat u Fourierovy transformace.

\

Aby nebylo nutné si pamatovat dvé rtizné konstanty pied integraly, zméni se jedna
konstanta na 1 a druha na 2/
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Fourierova véta



Stejné lze postupovat u Fourierovy transformace.

\

Aby nebylo nutné si pamatovat dvé rtizné konstanty pied integraly, zméni se jedna
konstanta na 1 a druhd na 2/

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0, co) se definuje LEKCE37-FOU
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FFs)= [ flt)cos(st) dt, F(F)(t) = = / F(s) cos(ts) ds. e
0
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Fo(f)(s) = /0 " H)sin(st) dt, PR (F)(t) = 2 /0 " F(s) sin(ts) ds.

/s




+00 9

Fo()s) = f(t)sin(st) dt,  F*(F)(t) ==

0 T

\

Funkce F*(f) se nazyva sinova Fourierova transformace funkce f, funkce 7°,(F’) se

nazyva inverzni sinova Fourierova transformace funkce F'.

/0 - F(s)sin(ts) ds.

=)
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Z. Fourierovy véty se dostava:

\




Z. Fourierovy véty se dostava:
\

VETA. Necht ¢ je po &astech hladké na (0, 00) a I,” || konverguje. Potom

FAF(p) = FL(FA(0))
F(FLi(p) = F2L(F(p))

P,
@D .




Z. Fourierovy véty se dostava:
\

VETA. Necht' ¢ je po &astech hladkd na (0, 00) a ;" | konverguje. Potom

FAFL () = FL(Fp)) =
F(F(p)) = FL(F () =

) ©)

Ani trochu se to neplete . ..
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VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE
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VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE
\

Nasledujici vlastnosti jsou i s dlikazy (kromé posledni vlastnosti o sou¢inu a konvo-
luci) podobné tém z teorie Laplaceovy transformace.
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Nasledujici vlastnosti jsou i s dlikazy (kromé posledni vlastnosti o sou¢inu a konvo-
luci) podobné tém z teorie Laplaceovy transformace.
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VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE
\

Nasledujici vlastnosti jsou i s dliikazy (kromé posledni vlastnosti o soucinu a konvo-

luci) podobné tém z teorie Laplaceovy transformace.
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VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE
\

Nasledujici vlastnosti jsou i s dliikazy (kromé posledni vlastnosti o soucinu a konvo-
luci) podobné tém z teorie Laplaceovy transformace.

\/

Nasleduje odvozeni vlast-
nosti. Jsou to jenom hratky
s integraly.

\

V nasledujicich vzorcich 1ze predpokladat, Ze uvedené funkce jsou po Castech spojité
absolutn¢€ integrovatelné.

-
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Posunuti




Posunuti

\

Posunuti funkce f o a je funkce f(t — a).

\




Posunuti

\

Posunuti funkce f o a je funkce f(t — a).
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posunuti o a) se spocita snadno: kosinové Fourierova

transformace
F(f(t—a)(s) = e F(f(t))(s) o
F(f@®)(s —a) = F(e"f(1))
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Z.vétSeni

\

Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a # 0. Nasledujici
vypocty jsou velmi jednoduché (druha rovnost plyne z prvni):
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Derivace

\

Vztah derivace a Fourierovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni diferen-
cidlnich rovnic.
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Derivace

\

Vztah derivace a Fourierovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni diferen-
cidlnich rovnic.
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Rovnosti se dokdzi snadno pomoci 1ntegrace po castech. Je nutné predpokladat, ze mace

kosinova Fourierova

vSechny uvedené integraly konverguji. spojita. transformace

sinova  Fourierova

F(f'()(s) = isF(f(t))(s) Jiastnosti Fouerovy

1 transformace

¢ ) sy r osunuti
(1S~F<f<f)><s> - f<_1tf <7L>>(S> : ngitgggé
7 integrace

konvoluce

soucin
‘ komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Derivace

\

Vztah derivace a Fourierovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni diferen-
cidlnich rovnic.

\

Rovnosti se dokdzi snadno pomoci 1ntegrace po castech. Je nutné predpokladat, ze
vSechny uvedené integraly konverguji. spojita.

155(,1‘"(?‘))(5') = isF(f(t))(s)

—F(f(B)(s) = F(=itf)s).

\/

Indukci se dokazi rovnosti pro derivace vyssich radi:
F(fM®)(s) = (is)"F(f(£))(s)

<(1z’uf<f<f>)<s> = F((=it)"F(#))(s)-
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Integrace




Integrace

\

. . . e 4 A / [¢]
Vzorce na integraci Fourierovy transformace se ziskaji z predchozich vzorcu pro de-
rivace:
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Integrace

\

Vzorce na integraci Fourierovy transformace se ziskaji z pfedchozich vzorcu pro de-
rivace:

\
Je-li g primitivni funkce k f na R takovd, Ze lim g¢(t) = lim g(t) = 0, pak

Fl = AN ) - -
'




Integrace

\

Vzorce na integraci Fourierovy transformace se ziskaji z pfedchozich vzorcu pro de-
rivace:

\

Je-li g primitivni funkce k f na R takovd, Ze tEI_Il g(t) = t_}l_rg g(t) = 0, pak
Flg)(s) = F(f)(s)/(s).

\

Funkce F(f)(s) je primitivni k funkci F(— f(¢)/(it))(s) na R.




Konvoluce




Konvoluce

\

Na rozdil od Laplaceovy transformace prevadi Fourierova transformace souc¢in funkci
na konvoluci obrazii. V pfipadé funkci na R se konvoluce definuje trochu jinak:

\




Konvoluce

\

Na rozdil od Laplaceovy transformace prevadi Fourierova transformace souc¢in funkci
na konvoluci obrazii. V pfipadé funkci na R se konvoluce definuje trochu jinak:

\

DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkci f, g je funkce
00

(f*xg)(t) = f(T)g(t —7) dr.




Konvoluce

\

Na rozdil od Laplaceovy transformace prevadi Fourierova transformace souc¢in funkci
na konvoluci obrazii. V pfipadé funkci na R se konvoluce definuje trochu jinak:

\

DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkci f, g je funkce
00

(f*xg)(t) = f(T)g(t —7) dr.

\

Vlastnosti konvoluce jsou probrany v Otdzkdch.




Plati
F(f*g) = F(f)Flg)
F(fg) = 5-F(f)* Flo).




Dikaz. Prava strana prvni rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve vznik-
1ém dvojnasobném integralu se da substituce x + y = u

FN@F@E = [ ([ e gl dy) do -

(©.¢] (©.9]
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- / e ( / flwg(e =) dz) du=F(f *g)(s). Fouicon astor.
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Dikaz. Prava strana prvni rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve vznik-
1ém dvojnasobném integralu se da substituce x + y = u

FP@Fe = [ ([ e = @l dy) do =

(©.¢] 0

LEKCE37-FOU

— [ ([ swgle ) o) du=F(7 5 g)s). Fouteoe o

mace
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‘ sinova  Fourierova
transformace

Pouzijete-li pfedchozi postup pro F_;, dostanete rovnost F_(f) F_1(g) = F_y(f * Viastosti Fourierovy

transformace
g)/2m. Kdyz se do této rovnosti dosadi F( f) misto f a F(g) misto g, dostane se rovnost posunui
z 2 ~ zvetseni
fg=F_1(F(f)*F(g)), odkud pomoci inverze plyne druha dokazovana rovnost. < derivace
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Pouziti Fourierovy transformace na hledani reSeni diferencidlnich a integralnich rov-
nic je podobné pouziti Laplaceovy transformace — viz priklady.

\
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Pouziti Fourierovy transformace na hledani reSeni diferencidlnich a integralnich rov-
nic je podobné pouziti Laplaceovy transformace — viz priklady.
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE
/

Na rozdil od Laplaceovy transformace, kterd se da pouzit i pro funkce neomezené
v nekonecnu, Fourierova transformace (jako redlna funkce) nelze aplikovat ani na ne-
nulové konstantni funkce. Tento nedostatek se da odstranit umoznénim komplexnich
hodnot.

\/
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE
/

Na rozdil od Laplaceovy transformace, kterd se da pouzit i pro funkce neomezené
v nekonecnu, Fourierova transformace (jako redlna funkce) nelze aplikovat ani na ne-
nulové konstantni funkce. Tento nedostatek se da odstranit umoznénim komplexnich
hodnot.

\

Definice Fourierovy transformace mé smysl i pro komplexni funkce realné proménné
f a pro komplexni Cisla s. Dostane se pak komplexni funkce komplexni proménné (zme-
nime oznaceni proménné):

\
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE
/

Na rozdil od Laplaceovy transformace, kterd se da pouzit i pro funkce neomezené
v nekonecnu, Fourierova transformace (jako redlna funkce) nelze aplikovat ani na ne-
nulové konstantni funkce. Tento nedostatek se da odstranit umoznénim komplexnich
hodnot.

\

Definice Fourierovy transformace mé smysl i pro komplexni funkce realné proménné
f a pro komplexni Cisla s. Dostane se pak komplexni funkce komplexni proménné (zme-
nime oznaceni proménné):

\

—0o0
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To je jizda!




Kde je tato funkce definovéna a kde je holomorfni?

\




Kde je tato funkce definovéna a kde je holomorfni?

\

VETA. Necht' f je po &dstech hladkd a | f(¢)| < ke “ prot > 0a |f(t)| < ke " pro
t < 0 a pro néjakou konstantu k. Potom F( f)(z) je holomorfni v pasu b < (2) < a.

=




Dukaz. Pro ¢ > 0 je zfejmé
|f(t)e—itz| < ‘e—t(iz—i-a)‘ < et(%(z)—a)
a posledni funkce je integrovatelna na (0, co) pro I(z) < a.

\




Diikaz. Pro t > 0 je zfejmé
|f(t)€_itz‘ < |€—t(iz+a)| < et(%(z)—a)
a posledni funkce je integrovatelna na (0, co) pro I(z) < a.

\
Podobné pro ¢t < 0:

‘f@)e—itz‘ < ’€_t<iz+b)‘ < 6t(%(z)—b)

a posledni funkce je integrovatelna na (—oo, 0) pro &(z) > b.

\/
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Diikaz. Pro t > 0 je zfejmé
‘f(t)e_itz‘ < |€—t(iz+a)| < et(S(z)—a)
a posledni funkce je integrovatelna na (0, co) pro I(z) < a.

\
Podobné pro ¢t < 0:

‘f@)e—itz‘ < ’€_t<iz+b)‘ < 6t(%(z)—b)
a posledni funkce je integrovatelna na (—oo, 0) pro &(z) > b.

\/

Protoze funkce ¢ f(¢) ma stejnd exponencialni omezeni jako f (aZ na jinou konstantu
k), 1ze F(f)(z) derivovat v uvedeném pasu za integraCnim znamenim, takze F(f)(z) je

tam holomorfni.

=)
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Jak to vypada s inverzni transformaci pro F(f)(z)?

\




Jak to vypada s inverzni transformaci pro F(f)(z)?

\

Obecné ji nelze definovat jako pro redlné funkce, protoze F( f)(z) nemusi byt na re-
alné ose (tj. pro &(z) = 0) vibec definovana.

\/
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Jak to vypada s inverzni transformaci pro F(f)(z)?

\

Obecné ji nelze definovat jako pro redlné funkce, protoze F( f)(z) nemusi byt na re-
alné ose (tj. pro &(z) = 0) vibec definovana.

\/

Necht’ je F(f)(z) definovana na piimce (z) = c. Potom F(f)(s + ic) je definovédna
na R arovnd se F (e f(t))(z). Tedy plati
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Jak to vypada s inverzni transformaci pro F(f)(z)?

\

Obecné ji nelze definovat jako pro redlné funkce, protoze F( f)(z) nemusi byt na re-
alné ose (tj. pro &(z) = 0) vibec definovana.

\/

Necht’ je F(f)(z) definovana na piimce (z) = c. Potom F(f)(s + ic) je definovédna
na R arovnd se F (e f(t))(z). Tedy plati

o f(t) = CF (f)(s +ic)e™ ds = /_ i (f)(u)e™ ds

21 J_ oo 25— eentie

kde pro posledni integral byla pouzita substituce u =
integraci po piimce I(z) = c.

s + 1c a uvedené meze znaci

=)
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Po zkréceni vyrazem e se dostane inverzni transformace pro uvedeny piipad, takze

. 1 +oo+ic

flt) = o= F(f)(s)e™ ds,

—o0o+ic

jakmile je F(f)(z) definovana na pfimce (z) = c.
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Po zkréceni vyrazem e se dostane inverzni transformace pro uvedeny piipad, takze

fo -5 [ U ER ) ds,

2T oo+ic

jakmile je F(f)(z) definovana na pfimce (z) = c.

\/

Zatim tam nevidim vibec
nic t€Zk€ho ani lehkého, ne-
vim o Cem se povida.
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Shrneme predchozi vysledky do véty:
\




Shrneme predchozi vysledky do véty:

\

VETA. Necht' f je po &dstech hladkd a |f(t)| < ke~ prot > 0 a |f(t)| < ke " pro
t < 0 a pro né€jakou konstantu k. Potom pro libovolné ¢ € (b, a) je

f(t) : /_ mm( - f(t)e dt)ést ds |

2T 0o-Hic




Shrneme predchozi vysledky do véty:
\

VETA. Necht' f je po &dstech hladkd a |f(t)| < ke~ prot > 0 a |f(t)| < ke " pro

t < 0 a pro néjakou konstantu k. Potom pro libovolné ¢ € (b, a) je
LEKCE37-FOU
1 +o00+ic +00 Fourierova véta
~ _its ist Fourierova  transfor-
f(t) = — f(t)e ™ dt)e™ ds, mace
27T ‘ kosinovéa Fourierova
— —00 transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
‘ transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
. transformace
Opravdu to funguje! inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace

rychlda  Fourierova
* transformace
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

oo+1c




Pozndmky 3  Priklady 3 Cviceni 3




INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE




INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se da vyjadrit pomoci Fourierovy transformace:
+00

L(f)(s) = ft)e™™ dt = F(f)(-is),

jestlize definujeme f(¢) = 0 pro ¢t < 0.
\
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se da vyjadrit pomoci Fourierovy transformace:

+00 LEKCE37-FOU

L(f)(s) = f(t)e™ dt = F(f)(—is), Fourierova " transfor
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: 0% c transformace
jestlize definujeme f(¢) = 0 pro ¢t < 0. sinova  Fourierova
transformace
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‘ transformace
posunuti

Stejné jako u Fourierovy transformace je v definici Laplaceovy transformace mozné = zvésent

derivace

chapat proménnou s jako komplexni ¢islo a L£( f) je tedy komplexni funkce komplexni = inegrace
prOménné . konvoluce
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se da vyjadrit pomoci Fourierovy transformace:
+00

L(f)(s) = ft)e™™ dt = F(f)(-is),

jestlize definujeme f(¢) = 0 pro ¢t < 0.
\

Stejné jako u Fourierovy transformace je v definici Laplaceovy transformace mozné

chapat proménnou s jako komplexni ¢islo a L£( f) je tedy komplexni funkce komplexni
promenné.

\

Pokud je f exponencidlné omezend, §j. |f(t)| < ke pro n&jaka redlna &isla k, b, je
podle predchozi ¢asti funkce F(f)(—iz) holomorfni pro R(z) > b (ukazte to). Pouzitim
predchozi ¢asti na ziskani inverze pro F(f)(—is) se dostane nasledujici tvrzeni.

=)
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VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L£(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné f(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooil

) = = / L(f)(s)e™ ds.

271 _ ool




VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L£(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné f(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooil

Fit) = — / L(f)(s)e" ds.

271 _ ool

\

Uvedena integrace je po primce kolmé k ose x v bod¢ c.




Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, piimy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.

\
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Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, piimy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.

\

V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouzit reziduovou vétu. Integrace po uve-
dené primce se spocte limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vét-
Sinou polokruznici) na uzavrenou krivku.

\/
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Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, piimy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.
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V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouzit reziduovou vétu. Integrace po uve-
dené primce se spocte limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vét- LEKCEST-FOU
Sinou polokruznici) na uzavirenou kiivku. Fourierova véta

Fourierova  transfor-

mace
‘ kosinova Fourierova
transformace

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni La- = sinova Fourierova
: %2 transformace
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VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze
l9(2)| < klz|Ppro z € C\ {z1, ..., 2, }. Potom pro ¢ > max{R(z), ..., R(z,)} je

1 c+ooi

— g(z)e” dz = Zreszi(g(z)etq :

271 c—0o01




VETA. Necht g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2,} a existuj
Pproz € C\{z,..., z,}. Potom pro ¢ > max{¥(z;),

l9(2)| <k

Z

1 c+ooi n

L g(z)@f’z dz = Z res,, (g(z)etﬁ -

271
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Rezidua se prosté¢ nemohou
nepouzivat, kdyz jsou tak
roztomila.
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Diikaz. Necht' C je kiivka sklddajici se z dsecky C| = {c +ir;T € [~ R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c+ Re'";7 € [7/2,3mw/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singularni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.

\
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Diikaz. Necht' C je kiivka sklddajici se z dsecky C| = {c +ir;T € [~ R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c+ Re'";7 € [7/2,3mw/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singularni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.
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Podle reziduové véty je LEKCE37-FOU
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Cl 02 C =1
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Diikaz. Necht' C je kiivka sklddajici se z dsecky C| = {c +ir;T € [~ R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c+ Re'™; 7 € [w/2,3mw/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.
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Cl CQ C 221
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Posledni vyraz nezdvisi na R a limita prvniho integrdlu pro R — oo je pocitany = derivace
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Diikaz. Necht' C je kiivka sklddajici se z dsecky C| = {c +ir;T € [~ R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c+ Re'™; 7 € [w/2,3mw/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.
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Podle reziduové véty je LEKCE37-FOU

Fourierova véta
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n
tz tz tz o tz mace
g(z)e” dz+ | g(2)e” dz= | g(2)e” dz =27 E res.. (g(z)e'”). St Fomern
C C C : transformace
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. , c+001 v, . integrace
integrdl [ g(z)e'” dz. Stali tedy ukdzat Konvoluce
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37T/ 2 . R .. . . transfg)rmace )
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Cy T

transformace
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Pro posledné integrovanou funkeci plati pro R > ¢ odhad (dokazte) transformace
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teD transformace
. L . STANDARDY
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- y
{Q(C‘l‘R@ )6 Rie _R—ce ' 1234567809
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
mep  Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Integrdl z posledni exponencialy 1ze odhadnout nésledovné:

3m/2 /2 . /2 -
etRCOST dr = 92 e—tRSIHT dr <2 6—25R27'/7r dr = _(1 o e—tR) .
/2 0 0 tR
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ke
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Z e dZ < ———
‘/029( ) ~t(R—c)P
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Preformulovanim predchozi véty se dostava tvrzeni o vypocCtu inverzni Laplaceovy
transformace:

\




Preformulovanim predchozi véty se dostava tvrzeni o vypocCtu inverzni Laplaceovy
transformace:

\

DUSLEDEK. Necht ¢ je holomorfn{ funkce v C \ {21, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak,
ze |g(z)| < k|z|7P pro dostatecné velka |z|. Potom

L 1(g(2))(t) = Zfﬂszz-(g(Z)etz) :




Tak jsme se na to podi-
vali. Laplaceova 1 Fourie-

rova transformace dava z
komplexniho pohledu dobry

smysl.
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Tak jsme se na to podi-
vali. Laplaceova 1 Fourie-

rova transformace dava z
komplexniho pohledu dobry

smysl.

Ale nesta¢i mi na to mj
Sesty (realny) smysl. Vznasi
se tady komplexni mlha.
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APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE




APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Fourierova transformace se
pouzivd na Sirokou Skalu
problémii. Jde mj. o dife-
rencialni, diferencni a inte-
gralni rovnice.
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APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Fourierova transformace se
pouzivd na Sirokou Skalu
problémii. Jde mj. o dife-
rencialni, diferencni a inte-
gralni rovnice.

K aplikacim si miZeme
mimo Fourierovy transfor-
mace vybrat z velké ro-
diny pribuznych transfor-
maci znamou Laplaceovu
transformaci.

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nicméné nejsilnéjsi je Fou-
rierova transformace tam,
kde se jednd o frekvence.
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Nicméné nejsilnéjsi je Fou-
rierova_ transformace tam,
kde se jednd o frekvence.

Frekvence jsou schovany v
muzice (MP3), v obrazcich
(JPEG), v kardiogramu, . ...
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Pii Fourierové transformaci
prechazime z prostoru (sig-

nal) do frekvenci.
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\

Pii Fourierové transformaci
prechazime z prostoru (sig-
nal) do frekvenci.

Klicové kroky zajimavych aplikaci

1. Transformace signalu.

2. Potfebné upravy ve frekvencich.

3. Inverzni transformace.
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Diskrétni Fourierova transformace




Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{f07f17"'7fN—1}- LEKCE37-FOU
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Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{f07f17"'7fN—1}- LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-

‘ mace
kosinova Fourierova
transformace

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této koneCné posloupnosti vytvofi dis- = sinovd Fouricrova
krétni posloupnost jejich obrazii transformace

vlastnosti  Fourierovy
transformace
osunuti
{Fo, F1, - Py} R
. o derivace
pomoci vzorecku integrace
1 konvoluce
k soucin
F = f —2min/N komplexni Fourierova
n — E|€ . transformace
inverzni komplexni
0 transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
‘ inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

=

e
|



Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{fo, fi, -, fv—a}.
|

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této koneCné posloupnosti vytvori dis-

krétni posloupnost jejich obrazu
{F07F17"'7FN—1}

pomoci vzorecku

=

—1

, k
F, = fk (e—an/N)
0

e
|

\/

Inverzni DFT je pak inverzni proces pomoci vzorecku

1 N-1 e
_ —2min/N
fn—N;Fk (6 )
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Pro zpracovani zvukt (MP3) se pouziva modifikace DFT, modifikovand Diskrétni ko-
sinova Fourierova transformace se vzoreCkem

1

Z/N

N-1
F, = kacos m | k+
=0
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Pro zpracovani zvukt (MP3) se pouziva modifikace DFT, modifikovand Diskrétni ko-
sinova Fourierova transformace se vzoreCkem

1

Z/N

N-1
F, = kacos m | k+
=0
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Fourierova véta
‘ Fourierova  transfor-
mace

DFT jde snadno rozsifit do vice dimenzi a slouZi mimo jiné ke zpracovani obrazi = oSinoyd Fourierova

transformace
(JPEG) sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
* posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
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Rychla Fourierova transformace




Rychla Fourierova transformace

\

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci

N-1 L LEKCE37-FOU
—2min/N Fourierova véta
F, n — E f]{; (8 Wi ) Fourierova  transfor-
mace
k=0

kosinova Fourierova
transformace

: b4 c v/, 2 V4 . 5 p F .
je ve skute¢nosti po&itanim hodnoty polynomu P(x) = > fiz* s koeficienty fi v bo- = “omace
deCh vlastnosti  Fourierovy
0 1 N-1 transformace

=Wy, Wy, W

derivace

kde — 911 / N integrace

WN = €

konvoluce
. . . . .o soucin
je N-ta odmocnina z jedniCky. gl s
ransformace
inverzni komplexni
‘ transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
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Rychla Fourierova transformace

\

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci

N-1 e LEKCE37-FOU
— 271 Fourierova véta
F, n — E f k (6 27mn/N> Fourierova  transfor-
mace
k=0 kosinova Fourierova
transformace
* 4 © N/, 7 Ve A ] 4 F .
je ve skutecnosti pocitanim hodnoty polynomu P(x) = > frz® s koeficienty fi. v bo- = Moo
deCh vlastnosti  Fourierovy
0 1 N—1 transformace
r=w w e, W posunut{
W9EERE o e 9 e
kde derivace
— 91 / N integrace
WN = €

konvoluce
. . . . .y soucin
je N-ta odmocnina z jedniCky. gl s
ransformace
inverzni komplexni
‘ transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
o, . STANDARDY
Na to se pouzivd Rychla fea b
FOUI'ICI'OV& transformace. Priklady
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Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\




Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\

Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-t€ho stupné€ potiebuje radové N ope-
raci:
p(.f[/') = ag - x<a1 + x(a2 + e+ :E(a/n—Q + xan_1> 50 )) . LEKCE37-FOU
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Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\

Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-t€ho stupné€ potiebuje radové N ope-
raci:
p(x) =ap+z(a; + z(as + - + (a2 + zan_1)--+)).

To je takzvané Hornerovo
schéma. Kdo by potieboval
fadové N? operaci je od pii-
rody pilny jako vcelicCka.
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Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = > fr.z* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat fddové N? operaci.

\
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Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = > fi2* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat fddové N? operaci.

\
Trik spoéiva v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse N /2
LEKCE37-FOU

S(y) e fO + fgy N f4y2 + .- Fourierova véta
Fourierova  transfor-
L(y) = f1 + fgy + f5y2 + ... k(l)lslianc(fvé Fourierova
transformace

A% N / 2 bOdeCh sinovd  Fourierova

092 112 N—1.2 transformace
- vlastnosti  Fourierovy
(wN) ) (WN) )ttt (WN ) ) transformace
posunuti

(je jich sice IV, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoze Zvétsent

derivace
2 2 integrace
P(':U) — S(ﬂf ) + 'I‘L(':U ) . konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
‘ inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
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Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = > fi2* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat fddové N? operaci.

\
Trik spoéiva v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse N /2
LEKCE37-FOU

S(y) — fO + ny + f4y2 + - Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace

L(y) — f1 + f33/ + f592 =90 kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
v N/2 bOdeCh 0\2 112 N—1\2 transformace
T lastnosti  Fouri
(@n)7s (Wr)™ - ()7 o, Fouteror
posunuti

(je jich sice IV, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoze Zvétsent

derivace

2 2 integrace
P(«CU) — S(Qf ) + .I'L(ZU ) . konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
‘ inverzni komplexni
P 2 z . , 5 5 5 P . transformace
Tedy misto /N operaci na jeden problém velikosti NV s kvadratickou naroCnosti dosta- inverzai Laplaceova

transformace

neme zhruba polovinu, protoze zjednoduSeni vede na dva problémy polovicni velikosti, = ere a reridua
2 2 s Aplikace  Fourierov
tedy (N/Q) + (N/2) OperaCL P transformace :
diskrétni Fourierova
transformace
* rychlda  Fourierova
transformace
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Kdyz se to spocitd pro
rekurzivni pouziti tohoto
triku, dostane se narocnost
nlogn.
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Kdyz se to spocitd pro
rekurzivni pouziti tohoto
triku, dostane se narocnost
nlogn.

Rychla DFT je zakladem
pro spoustu numerickych
vypoctli a my vime proc.
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Kdyz se to spocitd pro
rekurzivni pouziti tohoto
triku, dostane se narocnost
nlogn.

Rychla DFT je zakladem
pro spoustu numerickych
vypoctli a my vime proc.

ProtoZe Cas jsou prachy.
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Podobné se pouzije FFT pro inverzni DFT:

1N —2min g
o=y B







STANDARDY z kapitoly

FOURIEROVA TRANSFORMACE
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STANDARDY z kapitoly

FOURIEROVA TRANSFORMACE
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FOURIEROVA VETA




FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych fadach byla definovdna primeérovaci operace na funkce

fl@) = (f(zy) + flz-))/2.
\/
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FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych fadach byla definovdna primeérovaci operace na funkce

flx)=(flxy)+ f(z2))/2. LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-
‘ mace

kosinova Fourierova

o transformace
’ : Y& £ : : sinovd  Fourierova

VETA. Necht’ f je po ¢astech hladkd na R a [, | f| konverguje. Potom i
vlastnosti  Fourierovy

. 1 o0 o0 . . transformace
fa)=o [ ([ swe™ au)e ao e
—00 —00

derivace
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FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych fadach byla definovdna primeérovaci operace na funkce

fl@) = (f(zy) + flz-))/2.
\/

VETA. Necht' f je po astech hladkd na R a [, | f| konverguje. Potom
f(x) = —/ (/ flu)e du) e’ dv.
2T —00 —00

\
DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje

F(f)(s) = h fe ™t dt, F_i(F)(t) ! / OOF(S)eitS ds.

"o

—00
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FOURIEROVA VETA
'

V kapitole o Fourierovych fadach byla definovdna primeérovaci operace na funkce

flx)=(f(zy)+ f(z_))/2. LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-
‘ mace
kosinova Fourierova
o ) transformace
D) . v /s , » . 4 1
VETA. Necht’ f je po ¢astech hladkd na R a [, | f| konverguje. Potom sinovd Fourierova
vlastnosti  Fourierovy

- 1 o0 o0 ) ) transformace
Fa) =g [ ([ stwe™ du)e ao.
2T J —0 —00

derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
‘ transformace
inverzni komplexni
transformace
DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na R se definuje iverzni - Laplaceova
inverze a rezidua

100 st 1 +00 4 Aplikace  Fourierovy
_ —1S - 1S transformace
.F(f)(S) T f(t)@ dt? ‘F—l(F> (t> T 9 F(S)@ dS . diskrétni Fourierova
—00 7 —00 transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
‘ Pozna
s s . s o 123456789
Funkce F(f) se nazyva Fourierova transformace funkce f, funkce F_1(F') se nazyva prilady
inverzni Fourierova transformace funkce F. oty S
123456789
Cviceni
mp 123456789
Uceni
123456789



Necht’ ¢ je po Cdstech hladkd na R a [, || konverguje. Potom
F(F-1(p) = F_1(F(p) = .




Sinova a kosinova Fourierova transformace




Sinova a kosinova Fourierova transformace

\

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0,

00) se definuje
+00 2 +00
T

F(f)(s) = f(t)cos(st) dt,  F(F)(t) =

0 0

F(s)cos(ts) ds.

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Sinova a kosinova Fourierova transformace

\

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0, co) se definuje
400 2

F(f)(s) = f(t)cos(st) dt, F(F)(t) = —/0 OOF(S) cos(ts) ds.

0 T

\

Funkce F¢(f) se nazyva kosinova Fourierova transformace funkce f, funkce F¢,(F)
se nazyva inverzni kosinova Fourierova transformace funkce F'.

\

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
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Otéazky
123456789
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Sinova a kosinova Fourierova transformace

\
DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0, co) se definuje

+o0 2 +o0 {:‘EKCE37'E:?U

ourierova véta
PP = [ fcosist) dt, PPN == [ Flo)oos(ts) ds. oo
0 0 kosinova Fourierova
siggfflzfonlggﬁfierova

‘ transformace
vlastnosti  Fourierovy

Funkce F*(f) se nazyva kosinova Fourierova transformace funkce f, funkce F¢,(F) transformace

se nazyva inverzni kosinova Fourierova transformace funkce F'. Zveisent
integrace
‘ konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
+00 2 +00 inverzr%i komplexni
transformace
S c S . . p
g (f)(s) = f(t) Sln(St) dt, f_l(F) (t) = — / F(S) Sm(ts) ds. lnver;;lrllsforlﬁgee\ceova
0 inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
‘ diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Sinova a kosinova Fourierova transformace

\

DEFINICE. Pro redlné funkce f a F' definované na (0, co) se definuje

+00 2

Ff)s) = F(t)cos(st) dt,  FC (F)(t) ==

0 T

\

/0 " F(s) cos(ts) ds.

Funkce F¢(f) se nazyva kosinova Fourierova transformace funkce f, funkce F¢,(F)
se nazyva inverzni kosinova Fourierova transformace funkce F'.

\

+00 9

Fo()s) = f(t)sin(st) dt,  F2,(F)(t) ==

0 T

\/

Funkce F*(f) se nazyva sinova Fourierova transformace funkce f, funkce F°,(F) se

nazyva inverzni sinova Fourierova transformace funkce F'.

/0 " F(s)sin(ts) ds.

—p
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Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Z. Fourierovy véty se dostava:

\




Z. Fourierovy véty se dostava:
\

VETA. Necht ¢ je po &astech hladké na (0, 00) a I,” || konverguje. Potom

FAF(p) = FL(FA(0))
F(FLi(p) = F2L(F(p))

P,
@D .




\/

VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE
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Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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\/

VLASTNOSTI FOURIEROVY TRANSFORMACE

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozna
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123456789
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Derivace




Derivace

F(f(®)(s) = isF(f(t))(s)




Konvoluce




Konvoluce

\
DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkci f, g je funkce

+0o0

(fxg)(t) = f(T)g(t —7) dr.




Konvoluce

\

DEFINICE. Konvoluce na R dvou funkci f, g je funkce
+00

(f*g)t) = f(r)g(t —7) dr.

Plati

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
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transformace
rychlda  Fourierova
transformace
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozna
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

\

VETA. Necht' f je po &astech hladkd a | f(¢)| < ke~ prot > 0 a |f(t)| < ke ™" pro
t < 0 a pro néjakou konstantu k. Potom F(f)(2) je holomorfni v pasu b < (2) < a.

\




KOMPLEXNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

\

VETA. Necht' f je po &astech hladkd a | f(¢)| < ke~ prot > 0 a |f(t)| < ke ™" pro
t < 0 a pro né&jakou konstantu k. Potom F( f)(z) je holomorfni v pasu b < J(z) < a.

\

VETA. Necht' f je po &astech hladkd a | f(¢)| < ke~ prot > 0 a |f(t)| < ke pro
t < 0 a pro n¢jakou konstantu k. Potom pro libovolné ¢ € (b, a) je

+00

f(t) : / mm( n f(t)e s dt)eist ds.,

2 oo+1c




APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE




APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Pi1 Fourierové transformaci
prechdzime z prostoru (sig-
nal) do frekvenci.

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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APLIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
o . v . mace .
Pri Fourierové transformaci kosinovd Fourierova

transformace

pfechazime z prostoru (sig- sinovd  Fourierova
nal) do frekvenci. transformace

vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSent
‘ derivace
o , .. . . . integrace
Klicové kroky zajimavych aplikaci LI
soucin
. ~ komplexni Fourierova
1. TI' aIleOI'maCG Slgnalll. transformace

inverzni komplexni

2. Potrebné upravy ve frekvencich. transformace

inverzni  Laplaceova
3. Inverzni transformace. S
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
* transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozna
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Diskrétni Fourierova transformace




Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{f07f17"'7fN—1}- LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-

mace
‘ kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
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123456789
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123456789



Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{f07f17"'7fN—1}- LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-

‘ mace
kosinova Fourierova
transformace

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této koneCné posloupnosti vytvofi dis- = sinovd Fouricrova
krétni posloupnost jejich obrazii transformace

vlastnosti  Fourierovy
transformace
osunuti
{Fo, B, - Fvea} R
. o derivace
pomoci vzorecku integrace
1 konvoluce
k soucin
F = f —2min/N komplexni Fourierova
n — E\€ . transformace
inverzni komplexni
0 transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
‘ inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

=

e
|



Diskrétni Fourierova transformace

\

Nahradime spojity signél f za diskrétni posloupnost:

{fo, fi, -, fv—a}.
|

Diskrétni Fourierova transformace (DFT) z této koneCné posloupnosti vytvori dis-

krétni posloupnost jejich obrazii
{F07F17"'7FN—1}

pomoci vzorecku

=

—1

, k
F, = fk (e—an/N)
0

e
|

\/

Inverzni DFT je pak inverzni proces pomoci vzorecku

1 N-1 2
_ —2min/N
fn—N;Fk (6 )

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
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Rychla Fourierova transformace




Rychla Fourierova transformace

\

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci

N-1 L LEKCE37-FOU
—2min/N Fourierova véta
F, n — E f]{; (6 wi ) Fourierova  transfor-
mace
k=0

kosinova Fourierova
transformace

: b4 c v/, 2 V4 . 5 p F .
je ve skute¢nosti po&itanim hodnoty polynomu P(x) = > frz* s koeficienty f, v bo- = “iomace
deCh vlastnosti  Fourierovy
0 1 N-1 transformace

T=Wn Wy, W

derivace

kde — 911 / N integrace

WN = €

konvoluce
. . . . .o soucin
je N-ta odmocnina z jednicCky. gl s
ransformace
inverzni komplexni
‘ transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Rychla Fourierova transformace

\

Vzorecek pro diskrétni Fourierovu transformaci

N-1 e LEKCE37-FOU
— 271 Fourierova véta
F, n — E f k (6 27mn/N> Fourierova  transfor-
mace
k=0 kosinova Fourierova
transformace
* 4 © NI yl A ] 4 F .
je ve skutecnosti pocitanim hodnoty polynomu P(x) = > frz® s koeficienty fi. v bo- = Moo
deCh vlastnosti  Fourierovy
0 1 N—1 transformace
r=w w e, W posunut{
LR e
kde derivace
— 91 / N integrace
WN = €

konvoluce
. . . . .y soucin
je N-ta odmocnina z jednicCky. gl s
ransformace
inverzni komplexni
‘ transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
o, . STANDARDY
Na to se pouzivd Rychla fea b
FOUI'ICI'OV& transformace. Priklady
123456789
Otéazky
123456789

* Cviceni
123456789

Uceni
123456789




Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\




Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\

Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-t€ho stupné€ potiebuje radové N ope-
raci:
p(.f[/') = ag - x<a1 + x(a2 + oo+ :E(a/n—Q + a’;an_1> 50 )) . LEKCE37-FOU

Fourierova véta
Fourierova  transfor-

mace
‘ kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozna
123456789
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123456789
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123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Rychld Fourierova transformace (FFT) pocitd hodnoty DFT pomoci nésledujiciho
triku.

\
Vsimneme si, Ze vypocet hodnoty polynomu N-t€ho stupné€ potiebuje radové N ope-
raci:
p(x) =ap+z(a; + z(as + - + z(ap—2 + zan_1)--+)).

To je takzvané Hornerovo
schéma.

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
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transformace
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transformace
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Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = > fr.z* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat iddové N? operaci.

\

LEKCE37-FOU
Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace
kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
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transformace
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transformace
STANDARDY
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = 5 frz* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat iddové N? operaci.

\
Trik spoéiva v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse V/2
LEKCE37-FOU

S(y) e fO + fgy N f4y2 -+ - Fourierova véta
Fourierova  transfor-
L(y) = f1 + fgy + f5y2 + ... k(l)lslianc(fvé Fourierova
transformace

A% N / 2 bOdeCh sinovd  Fourierova

092 112 N—1.2 transformace
- vlastnosti  Fourierovy
(wN) ) (WN) ) ot (WN ) ) transformace
posunuti

(je jich sice IV, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoze Zvétsent

derivace
2 2 integrace
P(':U) — S(ﬂf ) + 'I‘L(':U ) . konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
‘ inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Necht’ je N sudé. Pro DFT mame po&itat N hodnot polynomu P(z) = 5 frz* stupné
(N —1). Tedy lze ofekavat iddové N? operaci.

\
Trik spoéiva v tom, Ze misto toho budeme pocitat dva polynomy stupné nejvyse V/2
LEKCE37-FOU

S(y) — fO + ny + f4y2 + - Fourierova véta
Fourierova  transfor-
mace

L(y) = f1 + fgy + f5y2 + ... kosinova Fourierova

transformace

A% N / 2 bOdeCh sinovd  Fourierova

092 112 N—1.2 transformace
— vlastnosti  Fourierov
(wN ) ) (WN ) ) (wN ) ) transformace ’

posunuti

(je jich sice IV, ale nékteré jsou v seznamu dvakrat, TRIK!!!), protoze Zvétsent
derivace
2 2 integrace
P(':U) - S(ﬂf ) + 'I‘L(':U ) : konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
‘ inverzni komplexni
transformace

Tedy misto N? operaci na jeden problém velikosti IV s kvadratickou ndro¢nostf dosta- inverzai Laplaceova

transformace

neme zhruba polovinu, protoze zjednoduSeni vede na dva problémy polovicni velikosti, = ere a reidua
2 2 s Aplikace  Fourierovy
tedy (N/Q) + (N/Q) OperaCI‘ transformace
diskrétni Fourierova
transformace
* rychlda  Fourierova
transformace
STANDARDY
Pozndmky
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Kdyz se to spocitd pro
rekurzivni pouziti tohoto
triku, dostane se narocnost
nlogn.
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kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
posunuti
zveétSeni
derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
inverzni  Laplaceova
transformace
inverze a rezidua
Aplikace  Fourierovy
transformace
diskrétni Fourierova
transformace
rychlda  Fourierova
transformace
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Kdyz se to spocitd pro
rekurzivni pouziti tohoto
triku, dostane se narocnost
nlogn.

Rychla DFT je zakladem
pro spoustu numerickych
vypoctli a my vime proc.
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Fourierova  transfor-
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kosinova Fourierova
transformace
sinova  Fourierova
transformace
vlastnosti  Fourierovy
transformace
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derivace
integrace
konvoluce
soucin
komplexni Fourierova
transformace
inverzni komplexni
transformace
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transformace
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transformace
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Podobné se pouzije FFT pro inverzni DFT:

1N —2min h
=y B




