SINGULARITY A REZIDUA

Zatim to vypadalo, Ze jsme si definovali Sileny
komplexni integral a nakonec jsme se jej naucili
pocitat.

Ukédzeme, Ze pomoci kfivkového integralu velmi
elegantné spocitdme nékteré redlné integraly.

IZOLOVANE SINGULARITY

Kvili jednodus$imu vyjadfovani se bude v této kapitole predpoklddat, Ze mezikruzi je vzdy oteviené a ne-
prazdné, tj. ve vyjadieni 0 < |z — w| < R je vidy R > 0.

DEFINICE. Bod uzdvéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni, jestlize bud’ f neni v
tomto bodé definovand nebo v tomto bodé neni holomorfni.

Singularita v ¢estiné znamend néco jako jedinec-
nost ¢i vyjimecnost.

body, k jejichZ vysetfovani pomohou Laurentovy fady.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (stru¢néji izolovand singularita),
jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na mnoziné U \ {w}.



Takovy je napiiklad pocdtek pro funkei 1/z.

Je-li w izolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v n&jakém mezikruzi 0 < |z — w| < R a dd se
tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze singuldrni bod klasifikovat.

DEFINICE. Necht w je izolovana singularita funkce f a &O:o an(z — w)™ je Laurentova fada funkce f.
Singularita ve w se nazyva A

e odstranitelnd, jestlize a,, = 0 pro vSechna zdporna n;

e polfadu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a a,, = 0 pro vSechnan < —k;

e podstatnd, jestlize a,, # 0 pro nekone¢né mnoho zdpornych n;

Misto ,,p6l fadu 1" se fika Castéji jednoduchy pol.

Jak se pozna charakter izolované singularity bez
nutnosti pocitat hlavni ¢4st Laurentovy fady?

VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.

1. V bod€ w je odstranitelnd singularita pravé kdyz lim f(z) € C.
zZ—w

2. V bodé w je pdl prave kdyz hﬁm f(z) = .
z w

3. V bodé w je podstatnd singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
zZ—w

Dukaz.

sz

1. Mé-1i f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi hlavni ¢ast a Laurentova

s Xz

fada > ap(z — w)™ se redukuje na reguldrni Cést, takze Zh_r)rqlu f(z) = ag. Je-li Zh_r)rqlu f(z) =a€C,jef

omezend na né&jakém okoli bodu w, napf. ¢islem M. Pak pro n < 0 je |ap| < Mr~"™ pro libovolné mald
r > 0, takZe musi byt a,, = 0.

2. Ma-li f ve w pél tadu k, pak f(z) = g(z)/(z — w)¥, kde g je funkce holomorfni ve w. Odtud plyne
2, () = oo



Je-li Zlgr%U f(z) = o0, je g = 1/.f holomorfni ve w po dodefinovéni g(w) = 0. Tedy je g(z) = (z—w)*h(z),
kde k > 1 a h je holomorfni ve w a h(w) # 0. TudiZ je

kde posledni zlomek je holomorfni funkce ve w.

3. Popis podstatné singularity nyni vyplyva z predchozich dvou popist, protoze podstatna singularita nastane
v izolovaném singuldrnim bod¢ pravé kdyZ v tomto bodé€ neni ani p6l ani odstranitelnd singularita.

Y

Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je slozité. Existuji aspon dvé posloupnosti konver-
gujici k w, jejichz funkéni hodnoty konverguji k rdznym Cislim. Neni piili§ obtizné ukazat, Ze takovéto limity

Vv

funkénich hodnot pokryji C (viz Otdzky). Podstatné t€Zsi je dokdzat ndsledujici tvrzeni:

<&

Tak jsme si jednotlivé singularity oklasifikovali,

charakterizovali a potfad se to¢ime v kruhu (teda
v mezikruZzi).

VETA. (Pickard) Je-li w podstatna singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w nabyva f vSech hodnot z C
kromé nejvyse jedné.

A tohle je vrchol. U podstatné singularity nastane

totalni blazinec.

Podstatnd singularita je u exponencialy v neko-
necnu. A ta jedind hodnota, kterou tam exponen-
cidla nenabyv4 je nula. Alespon nekteré pravdy z
redlné analyzy plati i v komplexnim svété.




To je teda adrenalin. Jen si to zkuste predstavit.
Deformace roviny je opravdu divoka. A neustale

se obrazy prohanéji okolo nuly. Minou ji vzdy
jenom o fous.

Pozndmky 1 Priklady 1 Otazky 1 1

REZIDUA

+o0
Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z—w| < R}, md tam Laurenttivrozvoj . ap(z—

n=-—00
w)™ a C je jednoduchd uzaviend kiivka lezici v M a obsahujici w ve svém vnitiku, pak

féf(z) dz = io anfé(z—w)” dz = 2ria_1 .

n=—oo

Odtud je vidét, Ze koeficient s indexem —1 v Laurentové rozvoji hraje velkou roli pfi integraci a proto ma svuj
nazev.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v n&jakém mezikruzi 0 < |z—w| < R. Koeficient s indexem —1 v Laurentové
rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v bod€ w a znaci se res o, f.

A najednou je to jasné jako slunicko. Integrovani
se stava fraskou a dovede to i malé dité. Jenom
mus{ najit reziduum.

Reziduum nemusi byt nepatrné. Naptiiklad
funkce 1/z md v pocétku reziduum 1.




Ale reziduum v 1dhvi od rumu je zpravidla nevy-
pitelné.

Je zfejmé, ze pokud je f holomorfni ve w nebo tam ma odstranitelnou singularitu, je res , f = 0.

To jsem si myslel. To jednoduché se ani nebude

pocitat.

Z obecné Cauchyovy véty se z pfedchozi integrace Laurentovy fady dostdva nésledujici dilezité tvrzeni:
VETA. (Reziduovi véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' kromé kone¢né mnoha
bodi w1, ..., wy, lezicich uvnitt C'. Pak plati

k

f(z) dz = 2m7i Z res w, f -

- i=1

Kazdé reziduum odpovidd vlastné funkci 1/z, a
ta se pfi integraci proméni v logaritmus. A ten
kfivkovy integrdl znamen4, Ze se pohybujeme po
"logaritmickém schodi$ti"a vystoupdme o jedno
patro (2mi, ptipadné vyndsobeno reziduem). A to
jde opakovat s jednotlivymi pdly uvniti kfivky.

Napred jsem tomu nevéfil, tak jsem tam radsi za-
Sel. Fakt je to tak.




Pro vypoclty integralti pomoci reziduové véty je tedy potieba umét rezidua vypocitat. Z konstrukce rozvoje f v

Laurentovu fadu je zndm vzorec

reswf:i f(z) dz,

27 Cr
kde C, je vhodna kruznice okolo w. Toto je také jedna z mala moZnosti, jak vypocéitat reziduum v podstatné
singularité (dal$i moznosti je Laurentiiv rozvoj ziskany vhodnym postupem z jiné Laurentovy nebo Taylorovy
fady).

wevs

Pro pély je vhodnéjsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pdl funkce f, je funkce (z —w) f(z) holomorfni
ve w a tedy

resy f = Zligr}y(z —w)f(z).

Je-li w pél 2.Fadu, bude ve w holomorfni funkce (z —w)? f(z), ale jeji limita ve w neni reziduum, ale koeficient
a—2 jejiho Laurentova rozvoje. Pokud ale tuto funkci zderivujete a pak provedete limitu, dostane se reziduum.

Obecné dostaneme nasledujici:

VETA. (Pravidlo 1) Necht f mé v bod& w pél ¥adu k. Pak

res o f =

1 s kg (k=1)
Gy A, (=Wt @)
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) = 0, ¢’ (w) # 0, pak

f_ fw)

By T g )

VETA. (Pravidlo 3) Je-li 4 holomorfni ve w a ¢ ma jednoduchy pél ve w, pak res,,(gh) = h(w)resqyg.

Nékteré dalsi metody vypoctu rezidui v pdlech jsou uvedeny v Otdzkdch.

| Ja rezidua miluju. I

| Ja rezidua nemiluju. I



U nekonecna se formalné zavede reziduum tri-
kem.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém okoli nekonecna. Definujeme

resso [ = resg (;21 - f (i)) .

Pak je napiiklad pro funkci f(z) = 1/z soudet
vSech rezidui v komplexni roviné nula. To nako-
nec plati pro kaZzdou raciondlni funkci.

Piiklady 2 Otizky2 2

VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

Nekteré integrdly redlnych funkci redlné proménné lze pocitat pomoci reziduové véty.

Interval, po kterém se integruje, se rozsiii na jednoduchou uzavienou kiivku v roviné€ a dana redlna funkce se
vhodné rozsifi na komplexni funkci komplexni proménné.

Postup bude ukdzdn na integraci pies celé R a pies interval [0, 27].

( TYP L Integral z raciondlni funkce. )

Necht h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | joooo h(z) dx se nékdy da spocitat nasledujicim zpisobem.

Vezme se R > 0 a jednoducha uzaviena kiivka C'g, kterd leZi v jedné z polorovin = > 0 nebo x < 0 (necht’
je to napf, prvni piipad) a na ose x je totoznd s dseCkou [—R, R] (Dp bude &ast C'r leZici v oteviené horni
poloroving). MiiZze se pozadovat, aby min{|z|; 2 € Dg} s rostoucim R konvergovalo k oo (napt. se za D bere
polokruznice se sttedem v 0 a polomérem R).

Pokud h je zGZenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam ma jen kone¢né mnoho singularit
w1, .., Wn, pak pro dostate¢né velkd R je

R k
/_Rh(a:)dX:QWiEreswif—/DRf(z) dz.



Odtud vyplyva, ze
k

/+Ooh( )dx—27r12reswf— hm f(z

-0 i=1 Dr

| Mam radost. I

Neni nutné brat vSechna R > 0, sta¢i neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou je snadné spocitat
lim z) dz.
n Jpp, (2)

| To vypada zajimavé, zkusim to. I

Nejlepsim pripadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré raciondlni funkce.

VETA. (TYPL Integral z raciondlni funkce. ) Necht' P, ) jsou polynomy stupnd k, n resp., pticemzn — k > 1
a () nema redlné koreny. Potom pro raciondlni funkci f = 5 plati

00
/ ) dx = )ulzlesu f.

e =1

Diikaz. Za Dp, se vezme pilkruZnice z = Re't, ¢ € [0, 7].
Pro dikaz limp_, o || Dt (2) dz = 0 se odhadne

™ P(Relt) /7r RF|ag, + ... + ag/RF|
dz| < R 2l dt<R dt
‘ DRf(Z) Z’ = /0 Q(Relt)’ =)y Rfon — ... — bo/R"|
B 1 /7r lag, + ... + ag/R¥| gt
 Rnk=1 Jy |by —..—bo/R"|

Jsou splnény podminky pro pfechod k limité¢ R — 400 za integrdlem. Vysledkem celé limity je O. <

Predchozi postup lze pouzit i na piipad, kdy je raciondlni funkce vyndsobend omezenou funkci, napt. e'%, nebo
sice neomezenou funkci, ale takovou, Ze limita v +oco této funkce lomené linedrni funket je 0, napf. \/|x|.

U goniometrickych funkci, napf. cos z, byvé vhodné je roziitit na C nikoli na cos z, ale na slozku mocniny e'?.
Vysledkem je pak pfislusna slozka komplexniho vysledku.



| Za tim tcelem si ukdZeme jedno Sikovné lemma. I

VETA. (Jordanovo lemma. ) Necht' p > 0, [a, 5] C [0, 7] a funkce f je spojitd na {z € C : arg z € [a, ],
p} takovd, ze

>

z

lim f(z)=0.
z—00, arg z€[a, ]
Pak pro r > p, b > 0 a kiivku o, (t) = 7 €%, t € [a, f] je

lim / f(z) e dz=0.
Pr

r—r-+00

Prosté pres nafukovanou polokruZnici jdou inte-
grily z f(z) e** k nule, pokud to f jde k nule. No
a ta polokruZnice nemusi bejt cela.

Dukaz. Piejdeme k integraci pies ¢ a odhadujeme [ := | ff f(ret) eibr e’ g eit dt| <r max<y,> | f] ff e~brsint gy

Funkce sin je na [0, 7/2] konkévni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2/.
Mime ff efbr sint dt < foﬂ efbr sint dt =2 fg"/2 efbrsint dt <2 f(;"/Q efbr ct gt < 2f0+00 efbr T

bre-

Odtud 7 < 2 maxcy,> | f| — 0. o

VETA. (TYPIL Integrdl z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' () je raciondlni funkce takova, ze
nemd v R pdl a pro z — oo je Q(z) = O(z™1) (tj. stupeti jmenovatele alespoti o 1 v&t3f neZ stupeii Citatele). Pro
b > 0 oznatme f(z) = Q(z) €. Pak

.+I)C
/ Q(zx) cos(bx) dz =R | 27 - Z res f

J—00 aeCt,Q(a)=00

+o0
2(z)sin(bx) dr = | 270 -
/ Q(x)sin(bx) da 3 | 2mi Z res f

e aceCt,Q(a)=c0

Diikaz. Volime stejnou integraéni cestu ¢, jako v dikazu u typu I, integrujeme ale funkci f (nikoli funkci
Q(2) cos bz nebo Q(z) sin bz).



% | Néco se musi prosté védét. I

Podle reziduové véty je fj: f+ fw f=2mi- 3 hect Qay=oco TSa f -
Pro 7 — o0 je limita druhého integrélu rovna nule (Jordanovo lemma), limita prvniho integralu je |’ j:: Q(z)(cos bx+

isinbz) dz.

Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), dé se piejit k sudé funkci na intervalu (—oo, +00) a pouZit pred-
chozi postup.

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin x/x — viz Priklady.

( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

Rikd "nékdy", "muzeme", "lze pouzit", ...

...ale myslf néco jiného, ja vim.

Pfechodem ke kfivkovému integralu se daji spocitat i nékteré integraly goniometrickych funkci pfes omezené
intervaly. Jako priklad lze vzit
2m dx
/0 3+sina’

Stadi zvolit z = e'*, ¢imZ se z uvedeného integrdlu stane integral

/ 2 dz
|2|=1 22 4 6iz—1"

ktery se jiz spocte pomoci reziduové véty.
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| To byla ale ndhodicka, co? I

VETA. ( TYP IIL Integril z racionalni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je raciondlni funkce dvou
(komplexnich) proménnych takova, Ze pro a,b € R, a® + b = 1 v ni ned&lime nulou. Pak funkce

- Q(z +21/z? 2 2’1‘1/2)/(7:2)

jedné komplexni proménné z je raciondlni, nemd poly na jednotkové kruZznici a plati

2T
/ Q(cost,sint) dt = 2mi - Z resT'.
a
70 la|<1,T(a)=00

Diikaz. Pro ¢(t) = €, t € [0, 27] uvazujeme kiivkovy integral | o T(2) dz.
Pouziti reziduové véty ndm da pravou stranu rovnosti, zatimco integrace pres realny parametr ¢ (podle definice
krivkového integrdlu) da levou stranu. <&

Poznamky 3 Piiklady 3 3456

POZNAMKY

Pozndmky 1:
Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednoduse souvislych oblastech lze dokézat i za
slabsich podminek pro tzv. meromorfni funkce:

Necht’ G je oteviend mnoZina a P je uzaviend diskrétni podmnoZina G. Funkce holomorfni v G \ P, kterd ma v
bodech z P podly, se nazyva meromorfni v G.

Podminka na P znamend, Ze kazdy bod P ma okoli neobsahujici zZddné dal§i body P a Ze body z P nemaji
hromadny bod, kromé nekonecna. Je-li P omezena mnoZina, musi byt P konec¢na.

Zrejmé soucin a linedrni kombinace meromorfnich funkci je meromorfni funkce (vSe na ). O néco sloZit&jsi je
dokazat, Ze i jisté podily a sloZzeni meromorfnich funkci jsou meromorfni.

Zkuste ukdzat, Zze pro meromorfni funkce plati véta o jednoznacnosti a také obdoba Liouvillovy véty: Necht’ f je
meromorfni v C, kterd md konecné mnoho pdlii a lim,_, f(2) existuje. Pak f je raciondlni funkce. V dikazu
se pouziva fakt, Ze ma-li f pdl ve w a h je hlavni ¢ast Laurentova rozvoje f okolo w, ma f — h odstranitelnou
singularitu ve w. Odeétenim vSech takovych hlavnich ¢isti (i pfipadné v bod€ co) vznikne omezend holomorfni, a

tedy konstantni, funkce v C.
Konec poznamek 1.
Poznamky 3:
V uvedeném pouZiti na vypocet redlnych integrald se predpoklddalo, Ze ve zkoumané poloroviné leZelo jen ko-

necné mnoho singuldrnich bodd. Staci, aby uvniti kiivek C'g leZelo jen konecné singuldrnich bodd, i kdyz v celé
poloroving je jich nekonecné mnoho. Postup je stejny, jen se ve vysledku dostane soucet nekonecné fady rezidui.

Pomoci tohoto postupu 1ze nékdy vhodné spocitat soucet nekonecné fady, pokud zndme hodnotu integralu.

Rozsireni Gama funkce na komplexni ¢isla.
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Podle definice je T'(z) = fooo t*=Lle=t dt pro z > 0. Dejte nyni za & komplexni &islo z, pouZijte pro obecnou moc-
ninu jeji hlavni vétev a zjistite, Ze jooo t*~1le~t dt konverguje, jakmile R(z) > 0. V této poloroving je holomorfni
(derivace za integralem).

Podle vztahu I'(z) = T'(z + 1) /2 se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu kromé bodt 0, —1, —2, —3, ...

Tato rozsifend funkce je holomorfni, v bodech 0, —1,—2, —3, ... jsou jednoduché pdly a res_,I'(z) = (773!)
(ovérte).

Rovnost I'(2)I'(1 — z) = $ plati v§ude kromé z € Z.

¢ funkce.

V piedchozi kapitole v Pfikladech 1 bylo ukédzano, ze fada .~ | n~* konverguje absolutn& a lokdlng stejnomérné
pro Rz > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Rz > 1 je tedy funkce ((z) = Y -2 ; n~* holomorfni.

o /Oo oty 1 gy,
n*  T(z) Jo

1 00 gzl
= — — du.
¢z I'(z) /0 et —1 "

1, z—1 oo ,z—1
I'(z)((2) :/0 “ du—&—/1 “ du,

et —1 e —1

Pouzijte rovnosti (ovéite)

a dostanete po Upraveé vzorec

Odtud plyne rovnost

kde posledni integral je celistvou funkci.

Zbyvajici integral konverguje vSude v C kromé bodt 1,0, —1, —3, —5, ..., kde jsou jednoduché pdly (dikaz lze
provést rozloZenim funkce w7 v fadu 1 —u/2 + > °7° au?F, jejim vyndsobenim u*~2 a integrovanim).

Odtud vyplyva, Ze ( lze rozsifit na holomorfn{ funkci v§ude kromé bodu 1, kde ma jednoduchy pél s reziduem 1,
v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Ddle ma ¢ nekone¢né mnoho nulovych hodnot v pasu
0 < R(2) < 1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty vSechny leZi na ptimce R(z) = 1/2).

Existuje zajimava souvislost ¢ funkce s prvocisly:

C(z) = Ty —

kde py, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro #(z) > 1. Dikaz neni obtizny; zlomek v soucinu je soucet geometrické
fady a roznasobenim kone¢né mnoha téchto fad (tj. ¢astecny soudin) se oveéfi, Ze se ziskaji zlomky 1/n?.

Pravé jsme se za pochodu dozvédéli to, ¢im se
mnoho lid{ tripilo cely Zivot.

Konec poznamek 3.

PRIKLADY

Priklady 1:
1. Ukazte pomoci Laurentovy fady i pomocf limity, Ze sin z/z md v 0 odstranitelnou singularitu.

1/z

2. Ukazte pomoci Laurentovy fady i pomoci limity, Ze e*/* ma v 0 podstatnou singularitu.

3. Ukazte pomoci Laurentovy fady i pomocf limity, Ze 1/ 23 md v 0 pél Fadu 3.
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4. Uka’te, 7e e*/* md v libovolném mezikruzi 0 < |z — w| < R za obor hodnot C \ {0}.

5. Najdéte vSechny singularity ndsledujicich funkci a uréete jejich charakter:

6. UkaZte, Ze funkce sin(7/z) ma v 0 neizolovanou singularitu.
7. Jaké jsou singularni body funkce Log?
Konec prikladu 1.
Ptiklady 2:
1. V Prikladé 5 predchozi ¢asti jste urcili charakter singuldrnich bodi nasledujicich funkef:
1— e2z 1 z

z e
Z COS — )
4 7 2 cosz 22+ 72

z
Najdéte prislusna rezidua.
2. Najdéte rezidua funkci e(l/ z), /%) v bods 0, ktery je jejich podstatnou singularitou.

3. Pomoci reziduové véty spoctéte nasledujici integraly:

/ 3% +2 dz / _de / RVES
le—2j=2 (2 = 1)(224+9) 7 Jjzj=2 sinh(22) " J|; 1=

Konec piiklada 2.

Priklady 3:
1. Spoctéte integraly

/OO 6932 dX’/OO xSin(3I) dx,/oo S sinz dx
oo 2P+ 1 oo T4 oo e+ 4x+5

2. Prechodem k sudé funkci spoctéte
/Oo 2\/5 dx. /OO xsinx dx.
0 e+ 1 0 (£C2 +1)(£L’2 +4)

3. Spoctéte integral fooo e dx. [Ndvod: Misto polokruznice vezméte obdélnik nad intervalem [—R, R] vysky
27.]

| Kam na to ty lidi chodi ... I
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Pozor, takové véci daly moc prace vymyslit. Zde
jsou za odménu. To je prece jasné!

4. Spoctéte integral

o -
sinx
dx.
Jo T

Pouzijte kiivku C'r sloZenou z intervald [~ R, —1/R], [1/R, R] a pilkruznic z = Rel,t € [0,7)az = e /R,t €
[0, 7) — tato posledni pilkruZnice opaéné orientovana.

7\
R -I/R 1R R

U nuly se dostane minus pil rezidua. To se u jed-
noduchého p6lu smi, jinde ne!!! Zkusil jsem.

5. Dopoctéte integral f027T ?)Jr‘;ﬁ metodou uvedenou v textu a podobnym zptisobem spoctéte

/27r dx
o 1-—2asinz + a?

pro0 <a < 1.

6. Vypoctéte

00 kx
/ ¢ dx
o €T +1

pro k € (0, 1). Pouzijte stejny obdélnik jako v pfikladu 3.
Oba integraly pies dlouhé strany obdélniku dejte dohromady, zbylé dva konverguji k 0. Vysledek je —7—.

sin(7x)

tls:—l

s t 14 o)
Substituci e* = ¢ tak ziskate 0 T

Konec priklada 3.

dt zndmy z teorie Gama funkce.

OTAZKY

Otazky 1:
1. Ukazte, Ze f md ve w odstranitelnou singularitu pravé kdyz je f omezend na néjakém mezikruzi 0 < |z — w| <
R.

14



2. Ukazte, ze f mé ve w pol fadu n pravé kdyz existuje mezikruzi 0 < |z — w| < R a konstanty K, L takové, ze
pro vSechna z z uvedeného mezikruZzi je

K L

— < < —
s SV S

3. Ukatte, Ze f ma ve w pdl fadu n pravé kdyz 1/ f md ve w nulovy bod fadu (ndsobnosti) n.
4. Ukazte, Zze f mé ve w podstatnou singularitu pravé kdyz na kazdém mezikruzi 0 < |z — w| < R nabyva f

N~z s

hodnot tvorici hustou mnozinu v C. [Ndvod: kdyby funkce f nenabyvala Zadné hodnoty z néjakého okoli bodu
g € C,pak 1/(f — ¢) md v ¢ odstranitelnou singularitu.]

5. Necht’ f je holomorfni v bod€ w. Pak funkce f(z)/(z — w) md ve w jednoduchy pdl pokud f(w) # 0 a mé ve
w odstranitelnou singularitu, pokud f(w) = 0.

6. Racionalni funkce md pouze koneény pocet singuldrnich bodd, a to jen pdly (a je tedy meromorfni funkci).

7. Ukazte, Ze je-li f holomorfni v mezikruzi 0 < |z — w| < R a ve w md nulovy bod nebo pdl, pak logaritmicka
derivace f’/f ma ve w jednoduchy pél.

8. Dokazte zobecnéni véty o logaritmické derivaci:Necht’ [ je holomorfni uvniti a na jednoduché uzaviené krivce
C' aZ na konecny pocet polit py, ..., py Fddu k1, ..., ky uvniti C. Je-li f nenulovd na C a md-li f konecny pocet
nulovych bodui q1, ..., g, ndsobnosti ly, ..., Ly, potom

n

) ,
/cf(Z) d_le ij.

i=1 j=1

Konec otdzek 1.

Otdzky 2:
1. Dokazte tvrzeni o vypoctu rezidua v polech pomoct limity prislusné derivace:

VETA. (Pravidlo 1) Necht’ f md v bodé w pdl Fddu k. Pak

_ ke, (k=1)
resf = =10 ZlgT}U ((z—w)"f(2)) .
2. DokaZte ndsledujici tvrzeni pouZivand pro vypocet rezidua v jednoduchém polu:

VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bodé w a f(w) # 0. Je-li g(w) = 0, g’ (w) # 0, pak
[ fw)

res .,— = .
Y9  g(w)

VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a g md jednoduchy pél ve w, pak resy, (gh) = h(w)resyg.

voeve

3. Obdoba predchozich tvrzeni pro pdl 2.7ddu je komplikovanéjsi: Pokud f, g jsou holomorfni v bodé w a f(w) #
0,9(w) = ¢ (w) =0, ¢"(w) # 0, pak

F(w) /2 f(w)g" (w)

reswi:2
g g"w)l 3 g*(w)

4. Necht’ [ md vlasmost f(Z) = f(z) na svém definic¢nim oboru. Je-li w pdl Fadu k funkce f, pak i W je pdl Fadu
k funkce f a plati reswf = resy f.

5. UkaZte, Ze reswf—/ = +k, kde k je ndsobnost nulového bodu w (a pak plati znaménko +) nebo rdd polu w (a
pak plati znaménko -).+

6. Ukazte, Ze plati tvrzeni

15



VETA. Necht f md jednoduchy pol v zg, necht’ o, (t) = zg + rett prot € [to,to + «. Pak

r—0 J,

lim / f(z) dz=a-i-resy f.
Jor

Prosté jednoduché poly jde obchdzet libovolne
blizko a dostaneme prislusny kousek rezidua.

Dukaz. Napiseme si Laurentovu Fadu a integrujeme prvni ¢len vypoctem, zbyvajici Eleny ddvaji holomorfni funkci,
kterd je spojitd a integrdly z ni jdou k nule. <

Konec otdzek 2.

CVICENI

Cviceni 1: Priklad. Spocitejte rezidua pro ndsledujici funkci:

z

1@ = e e

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f md singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé 1 je pol Fadu I a v
bodé -1 je pol rdadu 2.

Hodnotu rezidua v bodé 1 spocitame podle vzorce

res1f = liml(z -1 f(2),

zZ—r

coZ je po dosazeni

. . z 1
vesif =l -Do—hHo ez = 1

Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitdme podle vzorce

) 1 dk*l &
res—1f = lm G R (G +12).

Tedy,
1 d z
es_1f= lim —— 02— = )=
res—1f = lHm 99 <(” ) (21)(z+1)2) 1

Konec cviceni 1.

Cviceni 2: Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui ndsledujici funkce

Reseni. Funkce f md jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovand. Jeliko? neexistuje limita
funkce f v nule, je tato singularita podstatnd.

Reziduum funkce f v O urc¢ime z Laurentovy fady.
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Rozvoj exponenciely je

o0 P
P z

e® = —.
Z n!
n=0

Odtud dostaneme rozvoj pro f :
1 1 1 1
ez =1

Hodnota rezidua je koeficient u %, coZ je -1.
Konec cviceni 2.

Cviceni 3: Priklad. Vypocitejte integrdl

/ dz
@1+z4’

kde o je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

Reseni. K vypoctu integradlu pouZijeme reziduovou vétu. Funkce

N 1 B 1
1424 (=22 — 2) (2 — 23)(2 — )

f(2)

md singularity v bodech

- 7T+‘j. ™

z1 = cos4 251114,
37T+, . 3m
Z9 = €OS— + isin —,
2 4 4
57T+, Y
z3 = €OS— + isin —,
3 4 4
77T+, LI
zZ4 = C€OS— +isin —,
4 4 4

coZ jsou poly prvniho rddu.

Zajimaji nds ale pouze body 21, z4, protoZe pouze ty lezi ve vnitrku . Rezidua v téchto polech maji hodnoty

f 1 —1—1
res = = ,
. (21 —22)(21 — 23)(21 — 24)  4V2
f 1 -1+
res = = .
4 (Z/l — 22)(24 — 23)(24 — Zl) 4\/5
Podle reziduové véty je proto integrdl roven
dz -2 T
——— = —2mi (res,, f +res, = 2M— = —.
[T = il ey f) = o = T

Vsimnéte si znaménka minus pri pouZiti rezidu-
ové véty. To je kviili zdporné orientaci kiivky .

17



| To jsem védel! I

0 dx
Jo 2641
Reseni. Misto zadaného redlného integrdlu budeme pocitat integrdl komplexni funkce komlexni proménné:
©dz
Jo 2641’

kde C je kfivka sestdvajici 7 iisecky [— R, R] na rediné ose a obvodu T horniho polokruhu {z € C : |z| <
R, I'm z > 0}, kterd je orientovdna kladné.

Konec cviceni 3.

Cviceni 4: Priklad. Spocitejte integrdl

Funkce

3mi 57 Tmi 9mi 117e

mi
md Sest jednoduchych singularit v bodech: ¢ 6 , e 6 , e 6 ,e¢6 ,e6 ,e 6

37 51

A 3T om VI
Ale pouze body z1 = e 6 , zo =¢ 6 , z3 =€ 6 leZi uvnitr krivky C.

Nyni spocitdame rezidua pro tyto poly, abychom mohli pouZit reziduovou vétu.

sz f o= Mm@y = i EE =g ©
1 1 1 —bmi

s, f = i — = lim — =—-e 2 ,
e sz lel)I;Q(Z 22) 2641 lelgz}g 62° 6€ ’
: 1 . 1 1 —25mi

S A Y~

Pri vypoctu jsme pouZili komplexni I’ Hospitalovo pravidlo.

Z reziduové véty dostdvdame hodnotu integrdlu:

/ dz o 1 —%m . 1 —gm' . 1 72{?“ 2
— =27 | —e —e —e = —T.
c8+1 6 6 6 3

/R dx +/ dz 2
- =7
_pab+1 rz8+1 3

Provedeme-li limitni prechod R — oo, bude druhy integrdl na levé strané nulovy a proto

Z toho plyne

—T.

lim 67:
o +1 3

R de 7/'00 dr 2
Raoo,,R:LﬁﬂLli

Ze sudosti funkce f mdme celkovy vysledek




Konec cviceni 4.
Cviceni 5: Priklad. Spocitejte integrdl
/ 2T cos 360 4o
Jo H5—4dcosf
Reseni. Provedeme substituci z = eie7 po niZ bude

—1 3 -3
z+z 22+ z
cosf) = ———, cos 360 =

, _ dz =iz df.
2 2

Dostaneme tak

3,,-3 ,
2T cos 30 - dz 1 [ 2841
Jo 5 —4cosb Jos -4zt iz 2i Jo 23 (22— 1)(2—2)

kde C je kladné orientovand jednotkovd kruZnice se stredem v pocdtku.

Integrand md ve vnitiku této kruznice dvé singularity: pol 3. Fadu v 0 a jednoduchy pol v 1/2.

Rezidua v téchto bodech maji hodnoty

1 d® 25+ 21

— lim — —_
resof 2020 a2 B2 —1)(z—2) 8

(z—1/2)(z5 +1) 65

¢ = 1i _
syl = s hGo2) T m

A hledany integrdl je:
1 / 2541 J L, (21 65 T
- z=—=2m|—— = | ==
2 Jo 2322 — 1)(z — 2) 21 \8 " 24) T 12

Cviceni 6: Priklad. Spocitejte integrdl

Konec cviceni 5.

/ dz
CZlO_|_1’

kde C je kladné orientovand kruznice se stredem v nule a polomérem 2.

Reseni. Integrand md deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samoziejmé leZi ve vnitiku
kruznice C'. Kdybychom chtéli integrdl pocitat jako v pFedchozich prikladech pomoci reziduové véty, museli
bychom spocitat hodnoty rezidui ve vsech téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme zndt jednotlivd rezidua, nybrZ jejich soucet, ktery je (aZ na znaménko)
roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

Pro |z| > 1 je
1 1 1 1« “1on _ N ~1,-10
S0 11 071,10 10 D (eI = R (i
n=0 n=1

TakzZe reziduum integrandu v nekonecnu je 0, a tedy i hledany integrdl md hodnotu 0.

Prosté kdyZ se u pocitani premysli, tak se nemusi
tolik pocitat!
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Konec cviceni 6.

| STANDARDY 7 kapitoly |
| SINGULARITY A REZIDUA |

I1ZOLOVANE SINGULARITY

DEFINICE. Bod uzdvéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyvd singuldrni, jestlize bud’ f neni
v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bodé neni holomorfni.

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyvd izolovany singuldrni bod (strucnéji izolovand
singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na mnoZiné U \ {w}.

+oo
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce f a > an(z —w)™ je Laurentova Fada funkce

f. Singularita ve w se nazyvd
e odstranitelnd, jestlize a,, = 0 pro vSechna zdpornd n;
e pol fadu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a ap, = 0 pro vS§echnan < —k;

e podstamnd, jestliZe ay, # 0 pro nekonecné mnoho zdpornych n;
Misto ,pol radu 1" se Fikd castéji jednoduchy pol.
VETA. Necht' w je izolovany singuldrni bod funkce f.

1. V bodé w je odstranitelnd singularita pravé kdy? lim f(z) € C.
zZ—w

2. Vbodé w je pdl pravé kdy? lim f(z) = oc.

Z—w
3. Vbodé w je podstatnd singularita prdvé kdyZ lim f(z) neexistuje.
Z—w

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w nabyvd f vsech
hodnot 7 C kromé nejvyse jedné.

REZIDUA

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, md tam Laurentiiv rozvoj

> ap(z — w)™ a C je jednoduchd uzaviend kfivka leZici v M a obsahujici w ve svém vnitiku, pak
n—=——oo

fcf(z) dz = ‘io anfc(z—w)" dz = 2mia_1 .

n=—oo

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém mezikruzi 0 < |z — w| < R. Koeficient s indexem —1 v
Laurentové rozvoji funkce [ okolo w se nazyvd reziduum funkce f v bodé w a znadi se res , f.

VETA. (Reziduovd véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C' kromé konecné
mnoha bodit w1, ..., wy, leZicich uvniti C. Pak plati

k‘

%(V f(z) dz = Qm'Z resqy, f .

i=1
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Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu Fadu je zndm vzorec

1
resf = e A f(z) dz,

kde Cy je vhodnd kruznice okolo w.

VETA. (Pravidlo 1) Necht' f md v bodé w pdl Fadu k. Pak

reswf = m 2121'71“ ((Z B U,,‘)kf(2>)(k71) .

VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bodé w a f(w) # 0. Je-li g(w) = 0, ¢'(w) # 0, pak

res y— = -
C

VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a g md jednoduchy pdl ve w, pak resy, (gh) = h(w)resqyg.

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém okoli nekonecna. Definujeme

resso f = resg <221 - f <i>> .

Pak je napriklad pro funkci f(z) = 1/z soucet
vSech rezidui v komplexni roviné nula. To nako-
nec plati pro kaZdou raciondlni funkci.

VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI

( TYP I. Integrdl 7 raciondlni funkce. )

, . L7 . 1. v . . “+o00o v . o . e . o

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integrdl [ o h(z) dx se nékdy dd spocitat ndsledujicim zpui-
sobem.
Vezme se R > 0 a jednoduchd uzaviend kiivka C'r, kterd leZi v jedné z polorovin x > 0 nebo x < 0 (necht’
Jje to nap¥, prvni pfipad) a na ose x je totoznd s tiseckou [— R, R] (D g bude cdst C' leZici v oteviené horni
poloroviné). MiiZe se poZadovat, aby min{|z|; z € DR} s rostoucim R konvergovalo k oo (nap¥. se za Dg
bere polokruznice se stredem v 0 a polomérem R).
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Pokud h je ziizenim holomorfni funkce f na horni poloroviné, kterd tam md jen konecné mnoho singularit
w1, .., Wn, pak pro dostatecné velkd R je

R k
/—Rh(x)dX:QWIZ;reswif_/DRf(Z) dz.

Odtud vyplyvd, Ze

400 k
/ h(z)dx = 2771'; res u, [ — Rlim f(z) dz.

— o0 —0JDp

Neni nutné brdt vsechna R > 0, staci neomezenou rostouct posloupnost Ry, pro kterou je snadné spocitat
lim z) dz.
wJpp, 12)

Nejlepsim pripadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napr. pro nékteré raciondlni funkce.

VETA. ( TYP I Integrdl z raciondlni funkce. ) Necht' P,Q jsou polynomy stupriit k,n resp., pricemZ
. P v . PR ., > )
n —k > 1a Q nemd redlné koreny. Potom pro raciondlni funkci f = 6 plati

k

‘+OC
/ flx)dx = 2mi Z resy, f .

e i=1

Diikaz. Za Dy se vezme piilkruznice = = Re't t € [0, 7).
Pro ditkaz impg_, o fDR f(2) dz = 0 se odhadne

™| P(Re't) ™ RFlay, + ... + ap/ R¥|
2z < R/ ‘%’dtSR/ dt
UG 0 QR o Rlby — .~ bo/ B
_ 1 /ﬂ \ak—|—...—|—a0/Rk| at
R R=1 o |bp — ... —bo/RY
Jsou splnény podminky pro prechod k limité R — 400 za integrdlem. Vysledkem celé limity je 0. <&

VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht' p > 0, [a, 3] C [0, 7] a funkce f je spojitd na {z € C : argz €
[a, 5], | 2| > p} takovd, Ze
lim f(z)=0.

z—00, arg z€[a, ]

Pak pror > p, b > 0 a kiivku o, (t) = e, t € [, B] je

lim / f(2) e dz =0.
Pr

r—+00 /..

Prosté pres nafukovanou polokruzZnici jdou inte-
grdly z f(z) e k nule, pokud to f jde k nule. No
a ta polokruZnice nemust bejt celd.
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Dikaz. Prejdeme k integraci pies t a odhadujeme I := | fo’? f(ret) eibr et it dt| <r max<y,> |f] ff ebrsint g,
Funkce sin je na [0, /2] konkdvni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2/.
Mdme ff e—brsint dt < f(;r e—brsint dt:2f(;r/2 e—brsint dt < 2[()7"/2 e—brct dt < 2f0+00 e—brct dt

2

~ bree

Odtud I < 2 max<y,> |f| = 0. o

VETA. ( TYP II. Integrdl z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' () je raciondlni funkce
takovd, Ze nemd v R pol a pro z — oo je Q(z) = O(z~1) (t.j. stuperi jmenovatele alespori o 1 vétsi nez
stuperi Citatele). Pro b > 0 oznacme f(z) = Q(z) e**. Pak

—+00
Q(x)cos(bx) dx =R | 2mi - Z res f

. aeCt,Q(a)=c0

400
/ Q(x)sin(bx) do = | 27i - Z res f

B acCt,Q(a)=c0

Dukaz. Volime stejnou integracni cestu . jako v ditkazu u typu I, integrujeme ale funkci f (nikoli funkci
Q(z) cos bz nebo Q(z) sinbz).

| Néco se musi prosté védet. I

Podle reziduové véty je fj’: f+ fw f=2mi- Zaec+,Q(a):oo resq f .
Pro r — 400 je limita druhého integrdlu rovna nule (Jordanovo lemma), limita prvniho integrdlu je
fj;o Q(x)(cosbx + isinbr) dz. <&

Integruje-li se funkce na intervalu (0,+00), dd se prejit k sudé funkci na intervalu (—oo, +00) a pouZit
predchozi postup.

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, nap¥. u funkce sin x/x: — viz Priklady.

( TYP III. Integrdl z raciondlni v sinu a kosinu. )

Prechodem ke kiivkovému integrdlu se daji spocitat i nékteré integrdly goniometrickych funkci pres ome-
zené intervaly. Jako priklad lze vzit
2m dx
/0 3+sinz’

Staci zvolit z = €%, &imZ se z uvedeného integrdlu stane integrdl

/ 2 dz
|2|=1 224+ 6iz—1"

ktery se jiZ spocte pomoci reziduové véty.
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VETA. ( TYPIII. Integrdl 7 raciondlni funkce v sinech a kosinech. Necht’ (Q(a, b) je raciondlni funkce dvou
(komplexnich) proménnych takovd, Ze pro a,b € R, a® + b% = 1 v ni nedélime nulou. Pak funkce

1) = Q5 25 ) i

Jjedné komplexni proménné z je raciondlni, nemd poly na jednotkové kruznici a plati

2T
D(cost,sint) dt = 2mi - res T .
‘/0 Q(cost,sint) d T Z res

la]<1,T(a)=0c0
Diikaz. Pro o(t) = €', t € [0,27] uvaZujeme kiivkovy integrdl | o T(z) d=.

PouZiti reziduové véty ndm dd pravou stranu rovnosti, zatimco integrace pres redlny parametr t (podle
definice krivkového integrdlu) dd levou stranu. <

POZNAMKY

VETA. Necht | md jednoduchy pdl v zg, necht’ o, (t) = zg + re' prot € [to, to + . Pak

lim z) dz = - res,
7%0/ i 20/ -

Prosté jednoduché poly jde obchdzet libovolne
blizko a dostaneme prislusny kousek rezidua.

Dukaz. Napiseme si Laurentovu fadu a integrujeme prvni ¢len vypoctem, zbyvajici ¢leny ddvaji holomorfni
funkci, kterd je spojitd a integrdly z ni jdou k nule. &

Rozsifeni Gama funkce na komplexni ¢isla.

Podle definice je T'(x) = fooo t*= et d¢ pro £E > 0. Dejte nyni za x komplexni islo z, pouZijte pro obecnou
mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, Ze fo —t dt konverguje, jakmile R(z ) > 0. V této poloroviné je
holomorfni (derivace za integrdlem).

Podle vztahuT'(z) = T'(2+1)/z se rozsiFi definice Gama Sfunkce na celou rovinu kromé bodii 0, —1, —2, =3, ....

vy

Tato rozsitend funkce je holomorfni, v bodech 0,—1,—2,—3, ... jsou jednoduché poly a res_nf(z) =

="
n!

(ovérte).

¢ funkce.

V pFedchozi kapitole v Pfikladech 1 bylo ukdzdno, Ze Fada ) " n™* konverguje absolutné a lokdlné
stejnomérné pro Rz > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Rz > 1 je tedy funkce {(z) = Y>> 1 n™* holomorfhni.

NN

C Ize rozsirit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde md jednoduchy pol s rezlduem 1, v bodech
—2,—4,—0, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Ddle md ( nekonecné mnoho nulovych hodnot v pdsu
0 < R(2) < 1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty vsechny leZi na pFimce R(z) = 1/2).

Existuje zajimavd souvislost ( funkce s prvocisly:

1

C(2) = 120:11_71)%'
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kde py, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro R(z) > 1.

PRIKLADY

0o -
ST
/ dx.
0 X

PouZijte kiivku Cr sloZenou z intervalii [~R, —1/R|,[1/R, R] a piilkruznic z = Ret t € [0,7) az =
e' /R, t € [0, ) — tato posledni piilkruznice opacné orientovand.

Priklad. Spoctéte integrdl

N\
R /R 1R R

U nuly se dostane minus piil rezidua. To se u jed-

noduchého polu smi, jinde ne!!! Zkusil jsem.

Priklad. Spoctete

2 dx
/0 1 —2asinz + a?

Priklad. Spocitejte rezidua pro ndsledujict funkci:

pro0 <a <1

z

IO+

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f md singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé 1 je pdl ¥adu 1 a v
bodé -1 je pol Fddu 2.

Hodnotu rezidua v bodé 1 spocitdme podle vzorce
res1f = lim(z — 1) f(2),
z—1

co? je po dosazeni

z 1
=1 - 1) =
ves1f =l Gz~ D)o ~ 1
Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitdme podle vzorce
1 dk—l

res _1f = zl—i>n—11 S ((z + 1)kf(z)) :

Tedy,

s = s (VP o) 1
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Priklad. Vypocitejte integrdl

/ dz
o 1424’

kde ¢ je zdaporné orientovand kruZnice {z € C : |z — 1] = 1}.

Reseni. K vypoctu integrdlu pouZijeme reziduovou vétu. Funkce

fz) = — :
zZ) = =
14+24 (2—21)(2 —22)(2 — 23)(2 — 24)
md singularity v bodech
™ Lis ™
z1 = cos— +isin—
1 4 4’
3T Lisi 3T
zg = €08 — +isin —
2 4 4
5T Lisi 5T
z3 = €08 — +isin —
3 4 4’
T s m
z4g = C€O0S— +isin —
4 4 4

coz jsou poly prvniho rddu.

Zajimaji nds ale pouze body z1, z4, protoZe pouze ty leZi ve vnitiku ¢. Rezidua v téchto polech maji hodnoty

f 1 —1—1
res - = N
1 (Zl — 22)(21 — 23)(21 — 24) 4\/5

1 -1+
res., f = = + L

(24 — 22)(24 — 23)(24 — 21) 4\/5
Podle reziduové véty je proto integrdl roven

v

2
W2 V2

dz . .
[p T A= —2mi (reszlf+resz4f) = —2mi

Vsimnéte si znaménka minus pri pouZiti rezidu-

ové véty. To je kviili zdporné orientaci kiivky .

Priklad. Spocitejte integrdl
2T cos 360
——df.
o H—4cosd
Reseni. Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude

—1 3 -3
cosé’:i COS39=Z tz

5 ) — dz =iz df.

Dostaneme tak

3,3
/27r cos 36 40 / 4z - Ef,i/ 2041 &
o b—4dcost 05743‘*‘;_1 iz 2 Jo232z-1)(2—-2)
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kde C je kladné orientovand jednotkovd kruznice se stfedem v pocdtku.
Integrand md ve vnitiku této kruZnice dvé singularity: pol 3. rddu v 0 a jednoduchy pol v 1/2.
Rezidua v téchto bodech maji hodnoty
1 a2 BES4+) 21
resof = B D—2) 8
(z—1/2)(z5 +1) 65

- % 2
res1/2f ZHH1H/2 2322 —1)(z — 2) 24

A hledany integrdl je:

l/ 1 dp— —Lom (2L _65)_ 7
% Jo B2z —1)(z—2) ~  2i\8 24) " 12

Priklad. Spocitejte integrdl
/ dz
C 210 417

kde C je kladné orientovand kruznice se stfedem v nule a polomérem 2.

Reseni. Integrand md deset singularit na obvodu jednotkové kruZnice, které samoziejmé lezi ve vnitiku
kruznice C. Kdybychom chtéli integrdl pocitat jako v pFedchozich pFikladech pomoci reziduové véty, museli
bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme zndt jednotlivd rezidua, nybrZ jejich soucet, ktery je (aZ na znaménko)
roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

Pro |z| > 1 je
oo

; - L; - L i(_l)nz—lon _ Z(_l)n—lz—mn
S04 1 T Z01 4,10~ 510 2y - :

TakZe reziduum integrandu v nekonecnu je 0, a tedy i hledany integrdl md hodnotu 0.
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