INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

Komplexni integrace je do urcité miry vrchol kla-
sické analyzy.

Jadrem komplexni integrace je Cauchyova véta,
coz je komplexni forma zdkonu zachovani, v
podstaté jde o zakladni véty analyzy.

KRIVKOVY INTEGRAL

Na konci kapitoly o derivaci je uvedena souvislost existence derivace s potencidlnim polem. Existuje dalsi cha-
rakterizace potencidlného pole, kterd nebyla v kapitole o derivaci vyuZita, a to je souvislost s kfivkovym integralem
— jeho nezavislost na cesté.

Co d4 ptevedeni této charakterizace do komplex-
nich funkci komplexniho oboru?

Na vySe poloZenou otazku existuje kratkd a
spravnd odpovéd’: PRACL.

Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviend ktivka je orientovana kladné.



Nejdrive je nutné vysvétlit, jak bude vypadat odpovidajici kiivkovy integral.

Necht’ f je funkce na oteviené mnoziné G. Pole ji odpovidajici je komplexni pole (f,1if). Potfebuje se vyjadfit
kiivkovy integral 2.druhu tohoto pole po kiivce C v G vyjddiené parametricky funkci ® = (@, ) : [a,b] — G-

/ (f de +if dy) / (F1(2) + ifa(e) dz + (if1(2.y) — fo(z,y)) dy

C C

- /fl(w,y) de — fole,y) dy+i/ fale,y) do + fi(z.y) dy
C C
b

_ / (F1 (1), (0) @ (8) — Faleo(t), (e (8)) dlt +

b
b / (Fa(o(8), 0(0)' (1) + Fa(0(t), () (1)) dt

b
/ (F1((8), (1)) +ifal (D), (1)) (£) dt +
b
+ / (F1((t), 0 (8)) + i falp(t), (1)) )ins' (1) at

b b
/ F(o(8) + () (& (1) + 1 (1)) dt = / F(®(1)@ (1) dt

DEFINICE. Integraly v pfedchozi rovnosti se znaci

/Cf(z) dz

a nazyvaji se integral funkce [ po kfivce C' nebo, pokud kiivka neni podstatna, kiivkovy integral funkce f.

/Cf(z)dz:/abf(@t ®'(¢) dt

Pripomerite si, Ze kiivkovy integral prvniho druhu funkce f po téZe kfivce je roven

/fds—/f )/ @2(t) +2(t) dt = /f N|®'(2)| dt .

Samotny vypocet kiivkového integrélu je podle vzorecku typu kucharka

b
/ f(2) dz = / @) (1) dt
C a

Klasicka zéleZitost bude nazdvislost tohoto integralu na zvolené parametrizaci dané kfivky.

Tedy

snadny.

Po Case zjistime, Ze Casto (pro uzaviené krivky na
jednoduse souvislé oblasti, kde je f holomorfni)
dostaneme vysledek 0.




| Jinymi slovy, nasli jsme jiné jméno pro O. I

| Ale to jméno je krasné. I

ProtoZe definice |, ¢ f(2) dz je vlastné zndmy kfivkovy integral 2.druhu, je snadné piepsat pro tento specidlni

pripad jeho vlastnosti:
VETA. Necht' f, g jsou funkce definované na piisluinych orientovanych kiivkich C, C1, C. Nésledujici 3 rov-
nosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrtd vlastnost plati, jakmile ma smysl leva strana.

L. Jo(of(2) + Bg(z)) dz = a [ f(2) dz + B [ g(2) dz
2. '[("1+(72 f(z) dz = /(1 f(z) dz + .[)(,2 f(2) dz;
3. L( f(z) dz = — [( f(z) dz;

| Jo f(2) dz| < [~ |f(2)] ds < L(C) max.ec | f(2)|, kde L(C) je délka kfivky C.

&

Diikaz. Posledni vlastnost Ize ukdzat nasledovn&. Necht' [ f(z) dz = re'. Potom 7 = | |, ¢ f(2) dz|asoucasné
r = fC e7'®f(z) dz. Posledni vyraz je tedy nezdporné redlné Cislo, takze integrdl z imagindrni slozky funkce

e~ f(2) je roven 0. Proto je r = Jo R(e™'*f(2)) dz a pro redlné funkce lze uplatnit odhad

r [ s < [l el as = [ 176)] s < 1) maxl (o).

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 1

PRIMITIVNI FUNKCE

Bude potieba z teorie pole prevést jesté jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.
Dostane se pojem primitivni funkce, ktery je sice dostate¢né jasny, ale je 1épe ho definovat i pro komplexni

obor.
DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize pro kazdé z € G plati

F'(z) = f(2).



VETA. Necht' na oblasti U md funkce f derivaci f’. Pak plati
[ 7e) @ = 16) - (@)

pro libovolnou kiivku ¢ jdouci z bodu « do bodu S.

Dukaz.

| To je komplexni verze zakladni véty analyzy. I

Nyni je jiz mozné uvést druhou ast charakterizace vektorového pole. ProtoZe vnitiky uzavienych kiivek leZi-
cich v G musi také patfit do G, je nutné predpokladat, Ze GG je jednoduse souvisla.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni derivace 1.fadu svych slozek
na jednoduse souvislé oblasti G:

1. f je holomorfni na G,

2. integraly z f po kiivkach lezicich v G nezdvisi na cesté (tj. zavisi jen na pocatecnim a koncovém bodé
kfivky);

3. kazdy integrdl z f po jednoduché uzaviené kiivce v G je nulovy;
4. f ména G primitivni funkci F'.
Dukaz. Ekvivalence prvnich tff podminek plyne z charakterizace holomorfnich funkci pomoci potencidlniho vek-

torového pole (f,if) a z charakterizace potencidlniho vektorového pole pomoci kiivkového integralu (vzhledem k
predchozi definici integralu funkce).

Necht’ nyni md f na G primitivn{ funkci F'. Z rovnost{

_ JOF OFy 0F» ory

=% =% "%~ "%

se derivovanim snadno zjisti, Ze f spliiuje Cauchyovy—Riemannovy podminky; protoZe ma spojité parcialni deri-
vace, je holomorfni.
Tim je dokdzana implikace 4 — 1 a zbyva dokazat opa¢nou implikaci.

Necht tedy jsou splnény prvni tfi podminky. Podle charakterizace potencidlniho pole md (f,if) gradient F, tj.
F ma spojité parcidlni derivace a plati ?T]; =f, % = fi. KdyZ se rozepisi tyto rovnosti po slozkach, dostane se

0F1 . 0F»

. ., OFy . OF :
%‘H%—fl‘*‘lf%aiy‘f'laiy— fa+ifi.
porovndnim sloZek se zjisti, e pro I jsou spInény Cauchyovy—Riemannovy podminky a ze F’(z) = f. <&



Predchozi tvrzeni obsahuje neskute¢né mnoho
uzite¢nych informaci. Napfiklad holomorfni
funkce dostala primitivni funkci a pocitani kiiv-
kového integrdlu pomoci primitivni funkce to
celé korunovalo. O.K.?

Je to tak. CoZ nejsndze zjistime tak, jak jsme to
pravé zjistili.

Ani sdm nevim, kde leZi jddro pudla, a ani co ja-

dro pudla znamena.

Ted” tomu jeste¢ ddme néjaké priléhavé jméno a
bude to. Navrhuji nazyvat to Cauchyova véta.

Pozndmky 2 Otéazky 2 2

CAUCHYOVA VETA

Predchozi vétu preformulujeme. Je to velmi duleZité tvrzeni a proto bude zformulovano znovu za obecnych
predpokladu:

VETA. (Cauchy) Necht’ f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnitiku. Potom je [( flz) dz =
0.



Kdyz jsem jesté nemél kouzelnickou htilku, pou-

N

Zival jsem misto ni ispésné tuto Cauchyovu vétu.

Poznamenejme (jak jiZ bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokazat Greenovu vétu bez predpokladu
spojitosti pouzitych parcidlnich derivaci, nebo je mozné dokdzat piimo, Ze v implikaci (1) — (3) nenf tato spojitost
potieba.

Pouzije-li se obecna Greenova véta i pro vicenasobné souvislé oblasti, dostane se nasledujici tvrzent:

VETA. (Cauchy) Necht’ C' a (', ..., C,, jsou jednoduché uzaviené kladné orientované kiivky, pricemz C', ..., Cy,
lezi uvnitt C' a vnitiky kiivek C1, ..., Cy, jsou navzdjem disjunktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené
kiivee C' a na jejim vnitiku kromé vnitikad kiivek C'1, ..., C,. Potom je

[rera=3 [ o

Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi dtileZité, a je vhodné ho zformulovat jako
disledek.

DUSLEDEK. JestliZze jednoducha uzavtenad kiivka C' obsahuje ve svém vnitiku jednoduchou uzavienou kiivku D
a obé jsou kladné orientované, pak [ f(z) dz = [}, f(2) dz pro kazdou funkci f holomorfni na obou kiivkach a
mezi nimi.

C

vvvvv

Nasledujici dilezité tvrzeni takovéto ndhrady v dikazu vyuziva.

Je to tzv. Cauchyiv vzorec, z kterého vyplyvd, Ze hodnoty holomorfni funkce uvniti kfivky jsou uréeny hod-
notami na kiivce.

VETA. (Cauchyiv vzorec) Necht C je jednoducha uzaviena kiivka a f je holomorfni uvnitf a na C. Potom pro
kazdy bod w leZici ve vnitiku C' plati
L[ f(z)

— dz = f(w).

27ri JO X — W

Diikaz. Necht' w je bod z vnitiku C. Podle pfedchozi véty lze [ f(z) dz nahradit integrdlem |, o, f(2) dz, kde
Cy je kruznice o stfedu w a poloméru r, lezici ve vnitiku kiivky C.

Integral se rozepiSe jako soucet

f(z)dz:f(w)/c ﬁ dz+/ fE) = W) dz.

Cp Z— W Z—w

Prvni integral na pravé strané se rovnd 27i (viz Otdzky).



Druhy integrdl je roven 0. Opravdu, pro libovolné £ > 0 se najde tak malé r, Ze | f(z) — f(w)| < € pro kazdé

z € C;; potom
‘ Mdz‘g/ = _,
Cr C

zZ—w . T
T

Vzorecek

1 (2)

21 Jo 2 —w

dz = f(w)

pocita hodnotu funkce ve vnitinim bod¢ integraci pies obvod mnoZiny.

Z pohledu diferencidlnich rovnic (zde Cauchyovy—Riemannovy podminky) je to v porddku. Reienf existuje a
je jednoznacné.

Pokud bude funkce na hranici nulova, tak je nu-
lova v8ude. Jsem rozeny detektiv.

Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3 3

DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

Cauchyidv vzorec ma mnoho disledkt. Nejdfive je vhodné si uvédomit, Ze lze pouzivat vétu z kapitoly o
integralech s parametrem, kterd uvadi podminky pro zaménu derivace a integralu:

LEMMA. Necht f(w,z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, kterd je je spojitd ve druhé
proménné na jednoduché uzaviené kiivce C', holomorfni v prvni proménné v oblasti G a ma v GG spojité par-
cidlni derivace podle sloZek prvni proménné. Potom funkce F'(w) = ](V f(w, z) dz je holomorfni v G a plati
Fl(w) = [, ﬂ(u/,) dz.

) Ow

| J4 jsem tam ten parametr vidél! I



| To se musi oslavit. I

Dukaz. Dikaz vyplyne z piislu$né véty o derivovéni integralu redlné funkce podle parametru.

Stadi rozepsat |, ¢ f(w, z) dz podle slozek funkce f a podle parametrického zadéni kiivky C' na redlnou slozku
a imagindrni slozku.

Poté se pouZzije pravé citované tvrzeni pro parcidlni derivace funkce F' podle sloZek w a overi se platnost
Cauchyovych-Riemannovych podminek pro tyto derivace (tyto podminky plati pro f proménné w).

Protoze vSechny pouzité funkce za integralem jsou spojité na kompaktni mnoZing, jsou omezené a tim jsou
dany potfebné integrovatelné majoranty. <&

Nynfi slibené diisledky Cauchyova vzorce.
DUSLEDEK.

1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v G derivace vSech fadd, pro které plati vzorec

(1) (1)) — L‘/ f(z) ~
S w) 21 Jo (z —w)ntl dz,

kde C je libovolna jednoduchd uzaviena kfivka lezici i s vnitikem v G' a bod w lezi ve vnitiku C'.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
F )| < 5 max{|f(2);

z—w|=r}.

3. (Liouville) Kazda omezena celistvd funkce je konstantni.

4. Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené krivky C', pak pro kazdy bod w z
vnittku C je | f(w)| < max{|f(z)|;z € C}.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

Druhé tvrzeni je disledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integralu.

Treti tvrzeni plyne z druhého pro volbu n = 1 a r jsouci k oo; vyjde f/ = 0.

Posledni tvrzeni se dokdZe ndsledujicim zpisobem. Funkce | f| dosahuje svého maxima m na kiivce C nebo v
jejim vnitiku.

Necht’ nastane druhy pfipad, takze mnozina A = {z;z € .C,|f(z)| = m} je neprazdna.

Protoze f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitf C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak |f(q)] < |f(w)| = ma
|f(2)| < m — e pro n&jaké kladné € a z nélezici n&jakému oblouku O C K délky d.

Podle Cauchyova vzorce plati

f('w)_i J(2) dz—i( (z)der/K J) dz).

27 Jg z—w 21\ Jpz—w \O Z—w

Pro absolutni hodnoty nyni plati

1 d
mSQ—W((m—s)d—i-m@wr—d)):m—;W<m,



COZ je spor. &

Dusledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace
svych slozek (v8ech fadi), Ze harmonické funkce maji derivace vSech fadu, a Ze funkce majici primitivni funkci je
holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiz difve slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu spojitosti parcidlnich deri-
vaci):

VETA. (Morera) Necht [( f(2) dz = 0 pro kazdou jednoduchou uzavienou kfivku leZici i s vnitikem v oteviené
mnoziné G. Pak je f holomorfni.

Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
VETA. KaZdy polynom P stupn& aspoii 1 mé nulovy bod, tj. existuje = tak, Ze P(z) =0.

Diikaz. Necht' P(z) # 0 pro viechna z € C. pak 1/P(2) je celistvd funkce. Podobné jako v redlném oboru
se ukdze, Ze |P(z)| méd v oo limitu oo, takze 1/P(z) je omezend funkce. Podle Liouvillovy véty je tato funkce
konstantni a tedy PP m4 stupei 0. &

Na zacatku byla jedna nula, a na konci je zdkladni
véta algebry. Neuvéfitelné krasné.

Vsimli jste si, jak na jafe pékné sviti sluni¢ko?
Mozna Ze i to je disledek Cauchyova vzorce.

V kazdém piipadé se polynomem zdeformovana
komplexni rovina nevyhne nule diky zdkladni
vété algebry, a ta plati diky Cauchyovu vzorci,
ktery plati diky zdkonu zachovani, kteryZzto je di-
sledkem zdkladni véty analyzy.




Dlouho, ptedlouho jsem se pokousel té nule vy-
hnout, ale nakonec jsem to (prozatim) vzdal.

Ja jsem se Nule nikdy nevyhybal, vzdyt je tak
dalezita . ..

Sumasumarum, kdyz si udelate zidlicku ve tvaru
|P(2)|, kde P je komplexni polynom, tak jeho
nozicky budou stit v§echny na zemi a nebude se
vam zidlicka viklat ...

...pokud si neudélate Zidlicku od polynomu,
kdery ma méné nez tii rizné koteny. To jsem vy-
zkousSel.

Poznamky 4 Piiklady 4 Otazky 4 456

POZNAMKY

Pozndmky 1:
V uvedeném popisu se jednalo o hladkou kfivku (tj, ob& funkce ¢, 1) maji spojitou derivaci na [a, b]).

Je ziejmé, Ze pokud je kiivka po ¢astech hladkd, dostane se integral pres kiivku jako soucet integrald pies jednotlivé
hladké ¢asti. Jiné kiivky nebudou pouZzivany.
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Neni tézké ukdzat (pomoci stejnomérné spojitosti), ze integral spojité funkce na kiivce C' Ize libovolné piesné
aproximovat integralem stejné funkce po lomené ¢ére zacinajici a koncici ve stejnych bodech jako C'. Lze navic
pozadovat, aby body, ve kterych se lomend ¢ara lomi, lezely na C'.

Uvédomte si rozdil v popisu integralt 1. a 2.druhu pomoci parametru ®.

Konec poznamek 1.

Pozndmky 2:
Uvédomte si, Ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integrélu jsou potieba.

I kdyby se predpokladalo, Ze je znamo, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace svych slozek, pod-
minky (2)—(3) neimplikuji existenci téchto derivaci. Podminka (4) ji implikuje, ale az na zdkladé Cauchyovy véty
dokazované pozdéji.

Uvedena véta se dd rozdélit na nékolik ¢asti. Podminky (2) a (3) jsou ekvivalentni pro spojité funkce f.

Podminku (3) 1ze napsat obecnéji za slabSiho predpokladu jen otevienosti G: kazdy integrdl z [ po jednoduché
uzavrené krivce lezici i s vnitikem v G je nulovy.

Podminka (3) vyplyvd z (1) pomoci Greenovy véty, kde ovSem byl pfedpoklad spojitosti parcidlnich derivaci
1.fadu (je ovsem mozné dokazat Greenovu vétu bez tohoto predpokladu, jen s existenci parcidlnich derivaci 1.fadu,
dokonce jesté trochu méné¢).

Potom (1) implikuje (3) bez jakéhokoli dal§tho predpokladu na f, coz je tzv. Cauchyova véta.

Podobné je to s opacnou implikaci (3) — (1). TakZe neni nutné pfedpoklddat spojitost parcidlnich derivaci. Tato
implikace se pak nazyva Morerova véta.

Co se tykd posledni podminky, existence primitivni funkce, implikace (4) — (1) plyne bez pfedpoklady existence
parcidlnich derivaci, pokud je jiz zndmo, Ze holomorfn{ funkce ma derivace vSech rada.

Staci predpokladat, Ze G je oteviend. Pro opa¢nou implikaci je vSak nutné predpokladat, Ze G je jednoduse souvisla
(obecnéji: komponenty G jsou jednoduse souvislé) — viz Otdzky.

Uvédomte si, Ze primitivni funkce je holomorfni. ProtoZe se pozdé&ji ukdZe, Ze holomorfni funkce md derivace
vSech fadd, funkce majici primitivni funkci musi byt holomorfni.

Konec poznamek 2.

Poznamky 3:
Dikaz Cauchyovy véty bez pouziti spojitosti parcidlnich derivaci sestrojil Goursat v 2.poloviné 19.stoleti (proto se
Cauchyova véta nékdy nazyva Cauchyova-Goursatova véta).

Uvédomil si, Ze vnitiek kiivky C' 1ze pokryt kone¢né mnoha nepiekryvajicimi se kompaktnimi hezkymi oblastmi
s hranicemi C; (napf. &tverci a ,kfivymi" &tverci), na kterych je |(f(2) — f(w;))/(z — w;) — f'(w;)| < & pro dané
kladné ¢ a jisté w; z téchto malych oblasti.

Pak integrél f ptes C je roven souctu integrald pres C; a tam je roven integrdlu z (z — w;)g;, kde g; je predchozi
vyraz v absolutni hodnoté.

Tyto posledni integrily nejsou v absolutni hodnoté vétsi nez e K A;, kde K je konstanta nezdvisld na i a A; je
plocha malé oblasti. Odtud jiz vyplyne dokazovany vysledek.

Diikaz obecné Cauchyovy véty je stejny jako u dikazu obecné Greenovy véty; v dikazu se nepouZiva spojitosti
parcidlnich derivaci.

Morerova véta se dokaze az pomoci disledku Cauchyovy véty (dokdzané bez té€chto spojitosti) o existenci vSech
derivaci holomorfni funkce (odkud vyplyva, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace svych slozek).

Pokud jsou integrdly f ptes uzaviené kiivky v okoli bodu z nulové, ma v tomto okoli f primitivni funkci, ta je
holomorfni a ma proto i dals{ derivace, a tedy je i f holomorfni.

K tradi¢nimu vykladu Cauchyovy véty patii dikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:

VETA. Necht je funkce f holomorfni na oteviené mnoZin& U a kfivka ¢ popisuje obvod trojihelnika T C U.

Pak .
/ f(z) dz=0.
-
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Dukaz. Necht’
=K >0.

/(Pf(z) dz

Odvodime spor. Ozna¢me L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojihelnik 7" stfednimi pfickami na Ctyfi trojihel-
niky. Alespori pfes obvod jednoho je analogicky integral roven alespori K /4.

Integraci pfes obvod trojihelniku nahradime integraci pres obvody mensich trojihelniki. Useky, které jdeme sem
i tam se rusi.

Tak postupujeme indukei a sestavime zmen3ujici se posloupnost trojihelniki. Jeji prinik je jeden bod, oznacime
Jej 20-

V bodé zg pouzijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru
f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + (2 — 20)e(2) -
Prvni dva séitanci na pravé strané jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se integrace z funkce f(z) pres
uzavienou kfivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(z).
V n-tém kroku prfi integraci pies obvod ¢, trojihelniku 7}, vybraného v n-tém kroku odhadujeme

K
4—”§ /pnf(z)dz

L2
< —7 sup [e(2)] -
4n z€Tn

<

/pn (z — 20)e(z) dz

Po nasobeni 4" plyne diky derivaci v bodé zg z

K <L?sup |e(z)] = 0, n— o0
2€Th

Spor. <

Pokud oslabime pfedpoklady tak, Ze je funkce f spojitd v U a holomorfni v U \ {wq}, plati tvrzeni véty stejné.

Okolo bodu wq udélame malinky trojihelnicek T, s nepatrnym integralem a zbytek rozdélime opét na trojihelniky
s nulovym integralem . ...

Konec poznamek 3.

Pozndmky 4:
Uvedené lemma o derivaci integrdlu podle parametru musi mit v predpokladech podminku o spojitych parcidlnich
derivacich, protoZe tato spojitost vyplyne az z aplikace tohoto lemmatu.
PouZije se na parcidlni derivace zlomku f(z)/(z — w) podle sloZek bodd w, které opravdu spojité jsou (o f staci
predpokladat spojitost).
Pouziti lemmatu na integrdl g(w) = [ f(2)/(z — w) dz ddvd obecn&jsi vysledek, neZ je uveden: Je-li f spojitd
na jednoduché uzaviené krivce C, je g holomorfni uvnitr C.
Ctvrtd vlastnost holomorfnich funkci o nabyvéani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce se nazyvé princip
maxima modulu; slovo ,modul" se ¢asto pouziva pro absolutni hodnotu.

Jak je ukdzdno v Otdzce 4, plati tento princip i pro redlné harmonické funkce. D4 se ukdzat, Ze plati i pto tzv.
subharmonické funkce (Laplacetv operator na téchto funkcich ma nezdpornou hodnotu). Absolutni hodnota holo-
morfni funkce je subharmonicka funkce.

Existuje jeden pékny trikovy diikaz principu maxima modulu:
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Diikaz. PouZijeme integralni vyjadfeni holomorfni funkce f™ (zde se jednd o n-tou mocninu funkce f) a odhad-

neme
7= | [ 2 ] <
2mi J, w— 2z R—z
tedy
Fe) < MY P M o,
R—=z
kde M je odhad | f| na jednotkové kruznici. &

Pf] \Y% y’p()Ctu lntegI a/lll
/ z
dZ
»

pro kiivku ¢ neprochdzejici poc¢atkem mizeme kiivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢astmi jednotkové kruznice diky
predchozi vété.

Celkem muzeme pretvofit kiivku ¢ na cestu prochdzejici pouze jednotkovou kruznici. Takto integraci pfevedeme
na znamy integral pres jednotkovou kruZnici, ktery je roven 2.

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krat 2mi, kde n udava pocet ,,obéhii“ kiivky ¢ okolo pocatku (proti sméru
hodinovych rucicek).

Obecné pocitame tento pocet ob&ht kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu z( jako integral

1 1
211

dz
SOZ*ZO

a tomuto ¢islu fikdme index bodu zq ke kiivee ¢, zna¢ime ind(zg, ).

Index je spojitd, celociselnd a uZite¢nd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud preskocime pres kiivku ,,zprava

doleva“.
=)

PRIKLADY

Konec poznamek 4.

Priklady 1:
1. Spoctéte [,z dz, kde C je bud’ tsecka z poCatku do bodu (1, 1) nebo oblouk kruznice se stiedem (0, 1) spojujici
pocitek s bodem (1,1) v 1.kvadrantu. [1,1 +1/2(7 — 2)]

2. Bez jeho spocitani odhadnéte integral fC 274 dz, kde C je tisetka spojujici i s bodem 1. [4+/2]
3. Spoctéte fC 7e™ dz, kde C je hranice &tverce (kladné orientovand) s vrcholy 0, 1,1 + i, i. [4(e™ — 1)]
4. Odhadnéte integral fc(ez — %) dz, kde C je obvod trojuhelnika s vrcholy 0, —4, 3i [60]

5. Spoctéte fc(z —w)" dz pron € Z, kde C je kruZnice se stiedem v bodé w. [Popis kruZnice je w + relt t €
[0, 27], vysledek je O pron # —1,27i pron = —1.]

Konec prikladu 1.

Priklady 3:
1. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
c 2(22 +16)’

kde C' se sklddd ze dvou kruZnic: |z| = 1 orientované kladng a |z| = 3 orientované zaporné. [0]
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2. Pomoci Otdzky I se dajf snadno spotitat nékteré integraly, napf. |, 0(22 — 1)_1 dz pres kruznici C' o stiedu 0 a
poloméru 2.

Zlomek (22 — 1)1 se rozlozi:

1 1 ( 1 1 )
22-1 2\z-1 =z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nyni staéi spoCitat integraly zlomkt 1/(z—1) a1/(z+1) pfes kruznice [z —1] = 1
a
lz+1] =1

(vyjde 27i) a odecist je.

3. Spoctéte zptisobem z piedchoziho piikladu

/ dz
c22+22+427
[7]
4. Podobné spocitejte
/ dez
C 22417
kde C je kruznice 22 + y? + 4y = 0.
Konec piiklada 3.
Ptiklady 4:

1. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integraly (C' jsou jednoduché uzaviené kiivky obsahujici 0 ve

svém vnitiku):
2

cosh z COoS 2 e
/ T dz. / 3 dz, / — dz.
c 7 c z c <

2. Necht' C' je jednoducha uzaviend kiivka. Ukazte, Ze

23+ 22 Qs — 6miw, pro w uvniti C;
clz—w3 " 10 pro w vné C.

3. Najdéte maxima a minima absolutni hodnoty funkce (z 4 1)? na trojihelniku s vrcholy 0, 2, i.

Konec piikladi 4.

OTAZKY

Otazky 1:
1. Dokazte uvedené prvni 3 vlastnosti kiivkového integralu.

2. Ukaite, Ze kiivkovy integral 1.druhu funkce f pies kiivku C' lze psit jako [, f(2)| dz|.
Konec otdzek 1.
Otazky 2:
1. Funkce 1/ je holomorfni na C \ {0}. Ukazte, Ze nemd na svém defini¢nim oboru primitivni funkci. Pro¢?

2. Funkce 1/2? je holomorfni na C\ {0}. UkaZte, e ma na svém defini¢nim oboru primitivni funkci. Jaky je rozdil
oproti predchozimu piipadu?

3. Plati, ze derivace funkce f v oblasti G je nulova pravé kdyz je f konstantni. DokaZte to jednak vyjadienim
derivace pomoci parcidlnich derivaci a jednak pomoci vztahu existence primitivni funkce a integralu po uzaviené
kfivce.

4. Ukazte, ze dvé primitivni funkce k f na oblasti G se lii o konstantu.

5. Dokazte, 7e f je polynom nejvyse n-tého Fadu na oblasti G pravé kdyz f(") = 0. PouZijte indukci a Piiklad 3.
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Konec otazek 2.

Otédzky 3:
1. Ukazte, Ze je-li C' libovolnd jednoduchd uzavfena kiivka (kladné orientovand) a w lezi uvnitf C, pak

d
/ : = 2mi.
CrR—w

2. Ukazte, 7e neplati obdoba Cauchyovy véty, kde se misto vnitiku kfivky bere jeji vnéjSek (tj. f holomorfni na C'
a na jejim vnéjiku, pak [~ f = 0).

3. Pomoci transformace w = 1/z preved’te pfipad predchozi otdzky na situaci v Cauchyové vété a najdéte doda-
tecny predpoklad, aby obdoba Cauchyovy véty pro vnéjsek platila.

4. Necht’ w lezi uvnitf 1. kvadrantu, kiivka C' spojuje w s bodem 1 a neprochazi pocatkem. Pak

dz .
— = Log z + 2kmi,
C <
kde ¢islo k uvadi pocet obtoceni C' okolo pocatku (pocitano kladné pii obtoceni proti sméru hodinovych rucicek a
zaporné pii opaéném obtoceni). Piesny dikaz je obtizny, ale zkuste vzorec ukazat pro nékteré specidlni piipady.
Konec otdzek 3.
Otazky 4:
1. Proved’te podrobnosti v naznaceném ditkazu derivace integralu podle parametru.

2. Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je mozné pouZit i na nabyvani
minima — staéi vzit 1/ f.

Dokazte, ze je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvniti jednoduché uzaviené krivky C' a nenabyvd tam
nikde hodnoty 0, pak pro kazdy bod w z vnitiku C je | f(w)| > min{|f(z)|;z € C}.

Najdéte priklad, Ze tvrzeni neplati, pokud f nabyva hodnoty 0.

Ve

3. Ukazte, ze dikaz uvedené ¢tvrté vlastnosti plati pro trochu obecnéjsi situaci, a to pro funkci f holomorfn{ uvniti
kiivky C' a spojité na C.

4. Dokazte, Ze kazda nekonstantni harmonicka funkce na omezené oblasti GG, ktera je spojitd na hranici G, nabyva
maxima a minima pouze na hranici GG. [Navod: harmonicka funkce g je redlnou slozkou holomorfni funkce f;
funkce ef je holomorfni a plati pro ni princip maxima modulu, ale |ef | = €9 aredlnd exponencidlni funkce je ryze
monoténni. ]

5. Necht’ g, h jsou dvé harmonické funkce v oblasti G spojité a totozné na hranici G. Ukazte, Ze pak g = hna G.

6. Je-li nekonstantni f holomorfni v bodé w, pak existuje ¢ tak, Ze | f(w)| < |f(q)|. Pokud je f(w) # 0, existuje
bod p tak, Ze | f(w)| > [f(p)]-

7. Je-li f celistvd funkce, pak g(r) = max{|f(z)|; |z| = r} je rostouci funkce.

Konec otazek 4.

CVICENI

Cviceni 1:
Piiklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/ —dz,
0 2
kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu

{zeC: |z < 1}.

Reseni. Budeme integrovat po kfivce ¢(t) = e pro t € [0, 27].
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1 2m 1 . 2w
/7dz:/ itie”dt:/ idt = 2mi .
Jp % 0o ¢ JO

Piiklad. Spocitejte kiivkovy integral
/ 2|2 dz,
Jo

kde ¢ je zaporné orientovany obvod horniho jednotkového polokruhu
{z€eC:|z| <1, Imz>0}.

vy

Reseni. Pro jednodussi pocitani budeme integrovat po kiivce ¢ = —¢, tedy zménili jsme orientaci kiivky,
coz v zavéru napravime tim, Ze u vysledku oto¢ime znaménko.

Prosté pijdeme po kiivce pozpatku, protoze je to
jednodussi.

Chodit pozpétku je jednodussi? To chci vidét.

Kfivka v je slozena ze dvou &asti: tseCky 11 (t) = t, |[t| < 1 a z polokruznice 1o(t) = ', 0 < t < T,
orientovanych ve sméru vzristu parametru ¢.

Integral pak bude

3 3 3 1 T ) ) )
/ |z]zdz = / \z|2dz+/ \z|§dz:/ \t\fdt—f—/ le|te e dt
P P o -1 0

"1
= / tzsigntdter:Oer.

J—1
/ |z|z dz = im.
o

Integral podél ¢ je

16



| I pi. To je docela dobra myslenka. I

| Nebo tam je jesté to minus??? I

/ ze” dz,
P

podél kiivky v (t) = t +it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzriistu parametru t.

Konec cviceni 1.

Cviceni 2: Pfiklad. Vypocitejte integral

Reseni. Mizeme sice postupovat jako diive, tj. dosazenim parametrizace do integrandu, ale jednodusi bude
pouzit vétu o integraci primitivni funkce.

Funkce ze? je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic snadno spocitime per-
partes.

Tedy

a hledany integral je roven

/w ve*dz = F((1)) — F((0) = F(1+i) — F(0)

= —1+4+ie"t! = —esinl — 1 +iecos1.

| Je to prosté tak. I
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| To si prosté promyslete jesté jednou. I

v={zeC: |z| =2}

Konec cviceni 2.

Cviceni 3: Pfiklad. Spocitejte integral

kde ¢ je kladné orientovand kruznice

Reseni. Ozna¢me integrand f. Mame tedy integrovat funkci f po uzaviené jednoduché kiivce. Ale f neni
holomorfni v bodech 1 a 7, cozZ jsou body vnitiku .

Budeme se snazit nahradit integral podél v integralem po jiné kiivce, jak nam to umoznuje disledek Cau-
chyovy véty.

Ktery dasledek? Cauchyova véta jich ma

spousty! A Cauchyovych vét je spousta. To tedy
mame ...

Oznacme 17 kruZnici se stfedem ¢ a polomérem 1/10 a 1o kruZnici se sttedem 1 a polomérem 1/10. Uva-
Zujme oblast
G =int v \ (int ¢ Uint ip2).

Funkce f je holomorfni na GG, a proto

L=l

Y 2z2—1—1 ' 1 1

/ - - dz/( -+ >dz
Jy (2 —=1)(z —1) Jp\z—i z-1

1 1 1 1

:/( - + >dz+/( -+ )dz
Py \Z— 1 z—1 Yy \Z 1 z—1
d d
:/ Z,+/ * — 4ni.
W 21 E,szl

Tedy

18



Narovinu, myslite si, Ze to vySlo hodné nebo
malo?

Konec cviceni 3.

Cviceni 4: Ptiklad. Spocitejte integral

kdeC ={z€C: |7]

g 2z
e
4
./o G+
|z| = 3}.
Reseni. Oznaéme f(2) =

2%, pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

1) = n! f(2)

LG N L R
omi Jo (2 + 1)L

Pron =3je
f///(z) _ 8€2Z, fw(—l) _ 88—2

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

» 2z
8672 - 3' &

S
omi Jo (z+ )3

Odtud jiZ snadno zjistime, Ze zadany integrdl ma hodnotu

g 2z
/ Y 4= 7f§7r(72.
C (Z+1>4 3

Stiizlivy k tomu nemohu mit Zddny smysluplny
komentar.

Konec cviceni 4.

Cviceni 5: Pfiklad. Spocitejte integral
2

" sinwz? 4 cosmz
Z'/
C

(z—=1)(z—2)
kdeC ={z€C: |z| =3}
2

Reseni. Budeme postupovat podobné jako minule. Oznaéme f(z) = sin 722 + cos w22

Rozkladem na parcidlni zlomky prevedeme integral na soucet dvou integrdld, a ty spocitime pomoci Cau-

chyova integralniho vzorce.
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V cestiné plati komutativni zdkon, podle vzoru
"také Cernd krava bilé mlého dava". Zkuste si ko-

mutativitu u vyse uvedeného textu.

i BTW, v§imli jste si, Ze jste ztratili smysl pro rea-
litu?

Ano i ne. To i byla komplexnf{ jednotka.

sin 22 + cos 722 sin 22 + cos 22 d sin 722 + cos w22
_ L
c (z—=1(z-2) c z—2 c z—1

Vzorec

ooy 1 f(2)
fla) = 37 /( Goaot dz.

pouZzijeme pro a = 1 a pro a = 2, ¢imZ dostaneme

/' sin 22 + cos w22

2 dz = 2mi (sin 72% + cos 722) = 271,
y —

/' sin 22 + cos w22

1 dz = 2mi <sin7r12 + cos 7712) = —2mi,
y—

A tedy
2

n . 2
SIN7wZ° + coSTZ . . .
/ dz = 271 — (—2mi) = 4mi.
JC

G—1(-2)

Konec cviceni 5.
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Cviceni 6: Pfiklad. Spocitejte integral

/ <2¢y — :1:2> dr + (;L‘ + y2> dy,
JC

kde C je uzaviena pozitivné orientovana kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi
y=a?,  z=y’
Reseni. Zabyvejme se nejdifve prvnim piipadem, tj. y = x2. Integral parametrizujeme:
1 ) 1 A - 7
/ ((21)(12) - .172) dx + (;17 + (;172)2> d(z?) = / (2;173 + 22 + 23?") dz = 6
Jo 0 )

Podobné& tomu bude pro z = y? :

0 -0
{ . ; , L 17
/1 <2(y2)(y) - (yz)z) d(y®) + (yz + ’yz) dy = /l (4314 -2+ le) dy=—17.

Celkovy vysledek tedy bude

‘ ‘ 7171
2x —:32> dx ( 2) dy= - - — = —.
/(< o) Ty ) =515 = 5

| Taky jste ¢ekali, Ze vyjde nula? I

| Ona skoro vysla. U mné v poradku. I
| STANDARDY z kapitoly |

INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

Konec cviceni 6.

KRIVKOVY INTEGRAL

DEFINICE. Zipisem
b
[ s as= [ s@mee .
C a
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N

. H( f(z) dz

definujeme integral funkce f po kiivce C' parametrizované ¢ nebo, pokud kiivka neni podstatna, nazyvame
jej krivkovy integrdl funkce f.

VETA. Necht f, ¢ g jsou funkce definované na p11slusny(,h orientovanych kiivkach C, C'1, Cs. 2. Nasledujici
3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrta vlastnost plati, jakmile ma smysl lcva strana.

- Jolaf(2) + Bg(2) dz = a [ f(2) dz+ B [, g(z) dz;

]ClJrC z) dz = '['Cl f(z) dz + -/Cz f(z) dz;

] (z) dz = — ]( f(z) dz;

2)| ds < L(C)max,co | f(2)]s (C) je délka kiivky C.

Dikaz. Posledni vlastnost 1ze ukdzat ndsledovné. Necht fC )dz = rel®. Potom r = | fC z) dz| a

soudasng r = fC’ e"lof (z) dz. Posledni vyraz je tedy nezaporne realne Cislo, takZe integral z imaginarn{
slozky funkce e~ f () je roven 0. Proto je r = [, R C —io £(2)) dz a pro redlné funkce lze uplatnit odhad

r [me e rE)as< [l as= [ 1760 < L) max )]

PRIMITIVNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce F se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize pro kazdé z € G
plati F/(z) = f(z).

VETA. Necht' na oblasti U md funkce f derivaci f’. Pak plati

F(2) dz= £(8) — f(o)

Jo
pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu « do bodu /.

Dukaz.

b b
/ F() dz = / o) () dt = / 9ot dt = Flod) — Flo(a) -
© a a

| To je komplexni verze zdkladni véty analyzy. I

VETA. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni derivace 1.fadu svych
slozek na jednoduse souvislé oblasti G:

1. f je holomorfni na G;
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2. integraly z f po kiivkach lezicich v G nezdvisi na cesté (tj. zavisi jen na pocateCnim a koncovém bodé
ktivky);

3. kazdy integral z f po jednoduché uzaviené kiivce v G je nulovy;

4. f méana G primitivni funkei F.

CAUCHYOVA VETA

VETA. (Cauchy) Necht’ f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnitiku. Potom je
Jo f(z) dz=0.

VETA. (Cauchy) Necht C' a C1,...,C), jsou jednoduché uzaviené kladné orientované kiivky, pficemz
Cq, ..., Cp lezi uvniti C' a vnittky kiivek C1, ..., Cy, jsou navzdjem disjunktni. Necht' f je holomorfni na
jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnitiku kromé vnitrka kiivek C1, ..., Cy,. Potom je

e dzl/( e

DUSLEDEK. Jestlize jednoducha uzavrend ktivka C' obsahuje ve svém vnitiku jednoduchou uzavienou

kiivku D a obé& jsou kladné orientované, pak [ f(z) dz = [, f(z) dz pro kazdou funkci f holomorfni
na obou kfivkach a mezi nimi.

c

VETA. (Cauchyiv vzorec) Necht' C je jednoduché uzaviens k¥ivka a f je holomorfni uvniti a na C. Potom
pro kazdy bod w lezici ve vnitrku C' plati

L l M dz = f(w).

21 Jo z —w

Diikaz. Necht' w je bod z vnittku C'. Podle pfedchozi véty lze [ f(z) dz nahradit integrdlem |, o, f(z) dz,
kde C, je kruZnice o stiedu w a poloméru r, leZici ve vnitrku kiivky C.

Integral se rozepiSe jako soucet

LZ)dz:f(w)/c ﬁdz—l— . Mdz.

CprZ— W Z—w

Prvni integral na pravé strané se rovnd 27i.

Druhy integrél je roven 0. Opravdu, pro libovolné e > 0 se najde tak malé r, Ze |f(z) — f(w)| < € pro

kazdé z € C,; potom
Cy Z—w T
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VzoreCek

R i (R

21 Jo 2 —w

pocita hodnotu funkce ve vnitfnim bod€ integraci pres obvod mnoZiny.

Pokud bude funkce na hranici nulovi, tak je nu-
lova vSude.

DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

LEMMA. Necht' f(w, z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, kterd je je spojitd ve druhé
proménné na jednoduché uzaviené kiivce C', holomorfni v prvni proménné v oblasti G a ma v G spojité
parcidlni derivace podle slozek prvni proménné. Potom funkce F'(w) = f( f(w, z) dz je holomorfni v G

aplati F'(w) = [ 3—7{(11 z) dz.
Diusledky Cauchyova vzorce:

DUSLEDEK.

. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech radu, pro které plati vzorec

n! [ (2
f(ﬂ)(,w) o f(2)

= — ———dz,
27 Jo (2 — w)7l+l az,

kde C je libovolnd jednoducha uzaviend kiivka lezici i s vnittkem v G a bod w leZi ve vnitiku C.

Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

ol
F (w)] < % max{|f(z);

z—w|=r}.

. (Liouville) Kazda omezend celistva funkce je konstantni.

Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzavtené kiivky C', pak pro kazdy bod w z
vnititku C je | f(w)| < max{|f(z)];z € C'}.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

Druhé tvrzeni je disledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integralu.

Treti tvrzeni plyne z druhého pro volbu n = 1 a r jsouci k co; vyjde f/ = 0.

Posledni tvrzeni se dokédZe ndsledujicim zpisobem. Funkce | f| dosahuje svého maxima m na kfivce C' nebo
v jejim vnitiku.

Necht’ nastane druhy pfipad, takze mnozina A = {z; z € .C, |f(z)| = m} je neprazdna.

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitf C' anani bod ¢ ¢ A. Pak |f(q)] < |f(w)|=ma
|f(2)] < m — e pro n&jaké kladné ¢ a z ndlezici n&jakému oblouku O C K délky d.
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Podle Cauchyova vzorce plati

f(w)_L J(2) dz—i< (Z)dz—k/K J) dz).

C2mi gz —w S 2miN\ Jo 2z —w \O Z— W

Pro absolutni hodnoty nyni plati
1
m< —((m—e)d+m2rr—d)=m—- — <m,
27r
COZ je spor. <&

Diusledkem predchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spojité parcialni derivace
svych slozek (vSech fadia), Ze harmonické funkce maji derivace vSech fadd, a Ze funkce majici primitivni
funkci je holomorfni.

Tato posledni vlastnost dava jiz diive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu spojitosti parcidlnich
derivaci):

VETA. (Morera) Necht /( f(2) dz = 0 pro kazdou jednoduchou uzavienou kfivku lezici i s vnitikem v
oteviené mnoziné G. Pak je f holomorfni.

Liouvillova véta m4 jako jednoduchy dusledek zakladni vétu algebry:
VETA. Kazdy polynom P stupn& aspoii 1 md nulovy bod, tj. existuje z tak, 7e P(z) = 0.

Diikaz. Necht' P(z) # 0 pro vSechna z € C. pak 1/P(z) je celistvd funkce. Podobné jako v redlném oboru
se ukdze, ze |P(z)| md v oo limitu oo, takZe 1/P(z) je omezend funkce. Podle Liouvillovy véty je tato
funkce konstantn{ a tedy P m4 stupeii 0. <&

POZNAMKY

K tradiénimu vykladu Cauchyovy véty patii dikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:

VETA. Necht je funkce f holomorfni na oteviené mnozin¢ U a kiivka ¢ popisuje obvod trojihelnika

T C U.Pak .
/ f(z) dz=0.
Jo

Lf(z) dz

Odvodime spor. Ozna¢me L obvod trojihelniku 7'. Rozdélime trojihelnik 7" stfednimi pfickami na Ctyfi
trojihelniky. Alespori pies obvod jednoho je analogicky integrél roven alespon K /4.

Dukaz. Necht’
=K>0.

AN/

Integraci pies obvod trojithelniku nahradime integraci pres obvody mensich trojihelnikii. Useky, které
jdeme sem i tam se rusi.

Tak postupujeme indukci a sestavime zmensujici se posloupnost trojihelniki. Jeji prinik je jeden bod,
oznacime jej zg.

V bodé zg pouzijeme existenci derivace a vyjadifme funkci f ve tvaru

f(2) = f(20) + (2 = 20)f'(20) + (2 — 20)e(2) -
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Prvni dva s¢itanci na pravé strané jsou funkce majici primitivn{ funkci, tedy se integrace z funkce f(z) pres
uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(2).

V n-tém kroku pfi integraci pies obvod (), trojihelniku 73, vybraného v n-tém kroku odhadujeme

K

— < <
an = =

f(z)dz
Yn

L2
[ o= 0ee) de| < 7 sup [e(a)]
©“n 4 z€Th

Po nésobeni 4™ plyne diky derivaci v bod€ zq z

K < L% sup |e(2)] = 0, n— o0
2€Th

Spor. <

Existuje jeden pékny trikovy diikaz principu maxima modulu:

Diikaz. PouZijeme integrélni vyjadfeni holomorfni funkce f™ (zde se jednd o n-tou mocninu funkce f) a

odhadneme ) ) I
n w n
£ @) QWisz w‘ - R—=z’
tedy
If(2)] < MY/ i — M, n— o0
— R — ) )
kde M je odhad |f| na jednotkové kruZnici. <&

Pii vypoctu integralu

1
/fdz
o 2

pro kiivku ¢ neprochdzejici pocatkem mizeme kiivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢dstmi jednotkové kruznice
diky pfedchozi véte.

Celkem muzeme pretvofit kfivku ¢ na cestu prochdzejici pouze jednotkovou kruznici. Takto integraci pre-
vedeme na zndmy integral ptes jednotkovou kruZnici, ktery je roven 2mi.

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krat 274, kde n uddva pocet ,,obéhti ktivky ¢ okolo pocatku (proti
sméru hodinovych rucicek).

Obecné pocitame tento pocet obéht kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zq jako integral

1 1

211

dz

0 %~ 20

a tomuto ¢islu fikdme index bodu zq ke kiivce ¢, znaéime ind(zg, ¢).

Index je spojitd, celociselnd a uZite¢nd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pfeskocime pres kiivku

»zprava doleva®.

Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je mozné pouzit i na
nabyvani minima — sta¢i vzit 1/ f.

Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvniti jednoduché uzaviené krivky C' a nenabyvd tam nikde
hodnoty 0, pak pro kazdy bod w z vnitiku C je | f(w)| > min{|f(2)|;z € C}.

PRIKLADY

Priklad. Spoctéte fc(z —w)"™ dz pron € Z, kde C je kruznice se stiedem v bodé¢ w.
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Reseni. Popis kruznice je w + relt, ¢ € [0, 2x], vysledek je O pro n # —1, 27i pro n = —1.

Priklad. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
o 2(22+16)’

kde C' se sklddd ze dvou kruzZnic: |z| = 1 orientované kladné a |z| = 3 orientované zdporné.
Pfiklad. Pomoci Cauchyovy véty spoltéte |, C(z2 — 1)~ ! dz pres kruznici C o stiedu 0 a poloméru 2.

Reseni. Zlomek (22 — 1)7! se rozlozi:

1 ( 1 1 )
22—-1 2\z—1 z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nynf stadi spoCitat integraly zlomkd 1/(z — 1) a 1/(z + 1) pfes kruZnice
|z—1]=1a
lz4+1]=1

(vyjde 27i) a odecist je.

Priklad. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integraly (C' jsou jednoduché uzaviené kiivky obsa-
hujici 0 ve svém vnitrku):

2
cosh z COoS 2 e

/ T dz., / 7 dz, / — dz.
c =z c = c =

Priklad. Funkce 1/ je holomorfni na C\ {0}. UkaZte, Ze nemd na svém defini¢nim oboru primitivni funkei.

Priklad. Ukazte, ze dvé primitivni funkce k f na oblasti G se lis{ o konstantu.

1
/fdz,
o Z

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu

Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

{zeC:|z| < 1}.

Reseni. Budeme integrovat po kiivee ¢(t) = ' pro ¢ € [0, 27].

1 2 1 it 27 ) )
—dz = —le dt = i dt = 271 .
o ? o € 0

Piiklad. Vypocitejte integral
/ ze® dz,
P

podél kiivky ¢ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzriistu parametru t.

Reseni. Miizeme sice postupovat jako dfive, tj. dosazenim parametrizace do integrandu, ale jednodussi bude
pouzit vétu o integraci primitivni funkce.

Funkce ze? je holomorfni na C, takZe k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic snadno spocitdme per-
partes.

Tedy

a hledany integrdl je roven

/w 2 de = F@(1) — F((0) = F(1+1) — F(0)

—1 —i—iei"’l = —esinl — 1+ 2ecos 1.
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Ptiklad. Spocitejte integral
€2Z
——dz,
/C (z+1)4
kdeC ={zeC: |z| = 3}.

Reseni. Oznaéme f(z) = e2? pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

Ty (T

T 2mi z4 1)+l

Pron =3 je
f///(Z) _ 862,27 f///(_l) — 86_2

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

86_2 - 3' €2Z

=— [ ———dz.
271 Jo (z+1)4 -

Odtud jiZ snadno zjistime, Ze zadany integrdl ma hodnotu

2z
€ 8 )
7(:1 = 71— .
/C (z+1)4 = Tigne

Ptiklad. Spocitejte integral

/C (Qxy — x2) dz + (a: + y2) dy,

kde C je uzaviena pozitivné orientovana kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

Reseni. Zabyvejme se nejdiive prvnim piipadem, tj. y = 2. Integral parametrizujeme:
1 1
/ (@) ~o?) do+ (2 +(@2)?) d?) :/ (269 407 4 20°) da =
0 0

Podobng& tomu bude pro z = y? :

0 0

/1 (26A ) - »?) dw?) + (v +v?) dy = /1 (49" — 207 +20%) ay =

Celkovy vysledek tedy bude

/C(2ccy—a;2) dx+(m+y2) dy:g—%:?lo.
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