ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE
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ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE

\/

VSechny zédkladni redlné funkce redlné promeénné, s kterymi jste se seznamili na za-
catku tohoto kurzu, 1ze rozsitit 1 na komplexni funkce komplexni proménné.
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VSechny zédkladni redlné funkce redlné promeénné, s kterymi jste se seznamili na za-
catku tohoto kurzu, 1ze rozsitit 1 na komplexni funkce komplexni proménné.

\

U nékterych je rozsiteni jednoduché, u nékterych je slozit€jsi, napt. u obecné mocniny

ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE

nebo u logaritmu.
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ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE

\/

VSechny zédkladni redlné funkce redlné promeénné, s kterymi jste se seznamili na za-
catku tohoto kurzu, 1ze rozsitit 1 na komplexni funkce komplexni proménné.

\

U nékterych je rozsiteni jednoduché, u nékterych je slozit€jsi, napt. u obecné mocniny
nebo u logaritmu.

\

Slovo ,rozsifeni" znamena, Ze takova funkce f(z) musi byt pro komplexni z defino-
vana tak, aby pro redlna Cisla z souhlasila s prislusSnou funkci redlné promeénné.
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE




SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE
'

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE
'

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:

\

e $i(2) a (z) pfifazuje Cislu 2 jeho redlnou, resp. imagindrni, sloZku. Tyto spojité
redlné funkce jsou definovany na C a nejsou holomorfni v Zddném bodé¢. Oborem
hodnot je R.
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE

\

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:

\

e $i(2) a (z) pfifazuje Cislu 2 jeho redlnou, resp. imagindrni, sloZku. Tyto spojité

redlné funkce jsou definovany na C a nejsou holomorfni v Zddném bodé¢. Oborem
hodnot je R.

e 7 prirazuje Cislu z jeho komplexné sdruzené Cislo. Tato funkce je spojitd, prosta,
definovand na C a neni holomorfni v Zddném bod¢. Oborem hodnot je C, je sama k
sobé€ inverzni.
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE

\

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:

\

e $i(2) a (z) pfifazuje Cislu 2 jeho redlnou, resp. imagindrni, sloZku. Tyto spojité

redlné funkce jsou definovany na C a nejsou holomorfni v Zddném bodé¢. Oborem
hodnot je R.

e 7 prirazuje Cislu z jeho komplexné sdruzené Cislo. Tato funkce je spojitd, prosta,
definovand na C a neni holomorfni v Zddném bod¢. Oborem hodnot je C, je sama k
sobé€ inverzni.

e Absolutni hodnota |z| je redlna funkce na C, kterd neni holomorfni v Zdidném bodg.
Oborem hodnot je interval [0, o).
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE

\

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:

\

e $i(2) a (z) pfifazuje Cislu 2 jeho redlnou, resp. imagindrni, sloZku. Tyto spojité

redlné funkce jsou definovany na C a nejsou holomorfni v Zddném bodé¢. Oborem
hodnot je R.

e 7 prirazuje Cislu z jeho komplexné sdruzené Cislo. Tato funkce je spojitd, prosta,
definovand na C a neni holomorfni v Zddném bod¢. Oborem hodnot je C, je sama k
sobé¢ inverzni.

e Absolutni hodnota |z| je redlna funkce na C, kterd neni holomorfni v Zdidném bodg.
Oborem hodnot je interval [0, o).

e Argument arg z ¢isla z je redlnd mnohoznacna funkce s definicnim oborem C \ {0}
a s oborem hodnot R.
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Funkce argument lze znazornit jako nekonecné schodisté.

\




Funkce argument lze znazornit jako nekonecné schodiste.
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (pfesnéji inter-
val typu (a, a+27] nebo |a, a+27)), dostane se jednoznacnd realna funkce definovana
na vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé
a je spojita vSude kromé poloprimky arg z = a.
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (pfesnéji inter-
val typu (a, a+27] nebo |a, a+27)), dostane se jednoznacnd realna funkce definovana
na vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé
a je spojita vSude kromé poloprimky arg z = a.

\

JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—, 7|, znadi se tato funkce Arg z a nazyva
se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojitd vSude kromé zaporné osy x a neni
holomorfni v Zddném bodé.
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (pfesnéji inter-
val typu (a, a+27] nebo |a, a+27)), dostane se jednoznacnd realna funkce definovana
na vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé
a je spojita vSude kromé poloprimky arg z = a.

\

JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—, 7|, znadi se tato funkce Arg z a nazyva
se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojitd vSude kromé zaporné osy x a neni
holomorfni v Zddném bodé.
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e Polynom je funkce tvaru ¢, 2" +c,_12" ' +...+c12+cp, kde ¢; € C; raciondlni funkce
je podil dvou polynomii. Kazdy polynom je celistva funkce. Raciondlni funkce je
holomorfni funkce na celém svém defini¢cnim oboru, tj. vSude na C kromé kone¢né
mnoha bodi (korent jmenovatele funkce).
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EXPONENCIALNI FUNKCE




EXPONENCIALNI FUNKCE
'

Exponencidlni funkce e* se definuje rovnosti e? = e®(*)(cos F(2) + isin I(2)) .

\




EXPONENCIALNI FUNKCE
'

Exponencidlni funkce ¢ se definuje rovnosti e* = %?)(cos 3(z) + isin I(2)).

\

Pro redlné Cislo z je definice v souladu s redlnou funkci e”.
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Vlastnosti exponencialni funkce:
1. Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C \ {0}.
2. Funkce je celistva, (e*) = e”.
3. Funkce je periodické s periodou 2i.

4. Plati vztahy
R(e*) = ™ cos(I(2)), 3(e*) = e sin(I(2)),

6] = &%) arg(e®) = S(z) + 2km,e&* = €2

5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:

ez+w - ezew ez—w .

: :

6. Funkce ¢* je prostd na kazdém pasu $itky 27 rovnobézném s osou x: bud” (z) €
(a,a + 2] nebo (2) € [a,a + 2m).

\




Vlastnosti exponencialni funkce:
1. Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C \ {0}.
2. Funkce je celistva, (e*)" = e”.
3. Funkce je periodické s periodou 2i.

4. Plati vztahy
R(e*) = ™ cos(I(2)), 3(e*) = e sin(I(2)),

6] = &%) arg(e®) = S(z) + 2km,e&* = €2
5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripade¢:

ez+w - ezew 7ez—w N

6. Funkce ¢* je prostd na kazdém pasu $itky 27 rovnobézném s osou x: bud” (z) €
(a,a + 2] nebo (2) € [a,a + 2m).

\

Diikazy predchozich vlastnosti jsou jednoduché a jsou prenechany ctenaiim v Otdz-
kdch.
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Grafy redlné a imaginarni
casti exponencialy jsou si
navzijem podobné jako
vejce vejci. Nasleduji oba
dva. Poznate, ktery je ktery?
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Primky rovnobézné s re-
alnou osou exponencidla
zobrazi jako polopiimky vy-
chazejici z poCatku. Primky
rovnobézné s imagindrni
osou exponencidla zobrazi
jako kruZnice se stfedem v
pocatku.
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Primky rovnobézné s re-
alnou osou exponencidla
zobrazi jako polopiimky vy-
chazejici z poCatku. Primky
rovnobézné s imagindrni
osou exponencidla zobrazi
jako kruZnice se stfedem v
pocatku.
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Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 Cviceni 1




TRIGONOMETRICKE FUNKCE




TRIGONOMETRICKE FUNKCE
'

Kdyz vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e™)/(2i),cosy = ('Y +e7)/2. "

\
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE
'

Kdyz vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e™)/(2i),cosy = ('Y +e7)/2. "

\

Nésledujici definice je tedy rozSifenim téchto vztahli na komplexni Cisla:

' el _ gz el? L g1z
sing = ——, €08z =——
21 2
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE
'

Kdyz vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e™)/(2i),cosy = ('Y +e7)/2. "

\

Nésledujici definice je tedy rozSifenim téchto vztahli na komplexni Cisla:

' el _ gz el? L g1z
sing = ——, €08z =——
21 2
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Zobrazime pomoci funkce
sinus obdélnik |0, 37/2] X
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.

o] LEKCE33-KEL

] exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
3] logaritmicka funkce
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Vidime, ze vysledny obra-
zec sleduje chovani redlné
funkce sinus od 0 do 37 /2.
To znamena napred jde od
0 k 1 a pak k -1. Obrazec
Obtaci redlny interval [—1, 1]
"zprava", a nedoto¢i celou
otacku, proc?
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Vidime, ze vysledny obra-
zec sleduje chovani redlné
funkce sinus od 0 do 37 /2.
To znamena napred jde od
0 k 1 a pak k -1. Obrazec
Obtaci redlny interval [—1, 1]
"zprava", a nedoto¢i celou
otacku, proc?

Protoze jsme mu to nedovo-
lili.
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A co nas mily sinus jesté
umi?




A co naS mily sinus jeste
umi?

SKS.
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Podivame se na jeho redlné
vylomeniny.




Podivame se na jeho redlné
vylomeniny.
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Podivame se na jeho imagi-
narni vylomeniny. To kdyz
simuloval.




Podivame se na jeho imagi-
narni vylomeniny. To kdyz
simuloval.
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Zobrazime pomoci funkce
kosinus obdélnik [0, 37 /2] x
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.




Zobrazime pomoci funkce
kosinus obdélnik [0, 37 /2] x
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.
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Vidime, ze vysledny obra-
zec sleduje chovani redlné

funkce kosinus od O do
37 /2. To znamena napied

jde od 1 k -1 a pak k 0. Ob-
razec obtaci redlny interval
[—1, 1] "zprava", a nedotoCi
celou otacku, proc¢?

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Protoze jsme mu to zase ne-
dovolili.




A co naSe milé funkce kosi-
nus jest€¢ umi?




A co naSe mila funkce kosi-
nus jeste umi?

Vsecko uz umi.
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Podivame se na jeji redlné
vylomeniny.




Podivame se na jeji redlné
vylomeniny.
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Podivame se na jeji imagi-
narni vylomeniny.




Podivame se na jeji imagi-
narni vylomeniny.
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Vidite u sinu i kosinu tu re-
alnou osu. To je parada, co?




Vidite u sinu i kosinu tu re-
alnou osu. To je parada, co?

BTW, poznate na prvni po-
hled realnou Cast od imagi-
narni?
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Pokud budeme rozepisovat
do slozek, dostaneme pfi
trosSe snahy toto:




Pokud budeme rozepisovat
do slozek, dostaneme pri
trosSe snahy toto:

sin(x 4 4y) = sinz cosh y + cos z sinh y

cos(x + 1y) = cosx coshy — sin z sinh y
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme y = v, pevn€, zkoumdme chovani na primce
rovnobézné s redlnou osou.

sin(x 4 iy) = sin x cosh yo + cos x sinh g

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme y = v, pevn€, zkoumdme chovani na primce
rovnobézné s redlnou osou.

sin(x 4 iy) = sin x cosh yo + cos x sinh g

'

Cili je vidét, Ze redlnd slozka & a imaginarni slozka n vyhovuje rovnici elipsy

2 2
§ L[ _
cosh yg sinh /g
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = zy pevn€, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = zy pevn€, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y

'

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
(5m) - (&5)
SN g COS
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = z, pevn€, zkoumame chovani na primce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y

'

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
(5m) - (&5)
SN g COS

To jsem necekal, ale jsem
tomu opravdu rad.
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Ddle 1ze definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinz €% —e cosz e +e”

gz = — — : cotg z = — = — =
cosz e 4 e ? sinz e¥ —e?




Dadle Ize definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinz e¥ —e* cosz e¥+e

gz = = — . cotg z = — = — — .
COS 2 e + eI Sin 2 e — e I®

\

V nasledujicich vlastnostech jsou pro jednodussi vyjadreni pouzity redlné hyperbo-

lické funkce

_ el —et el et
simlhez =——, coshzr=—"—
2 2
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Vlastnosti:

Sl

Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C.

Funkce sin, cos jsou celistvé, sin’ = cos, cos’ = — sin.

Funkce sin, cos jsou periodické s periodou 27, sin je funkce lichd, cos je funkce suda.
Plati vztahy

R(sin z) = sin(R(z)) cosh(I(z)) , R(cos z) = cos(R(2)) cosh(T(z)),
S(sin z) = Cos(%(z)) smh(%( ), (Cos z) = Sin(%(z)) sinh($3(2)) ,

| sin 2| = sin®(R(2)) + sinh2(%(z)) , | cos Z\Q = cos*(R(2)) + sinh*((z2)) .

. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném

pripadé:

Sin(z-+w) = sin 2z cos w-+cos z Sin w , cos(z-+w) = cos z cos w—sIn 2z Sin w sin’ z+cos2
) )

. Funkce sin z je prostd na pasech R(z) € ((2k — 1)7/2, (2k + 1)w/2] nebo R(z) €

2k — )7 /2, (2k 4+ 1)7/2).

. Funkce cos 2 je prostd na pasech R(z) € (kw, (k + 1)7] nebo R(2) € [km, (k + 1)7).

=)
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LOGARITMICKA FUNKCE




LOGARITMICKA FUNKCE
'

Logaritmus v redlném oboru se definuje jako inverzni funkce exponencidlni funkce.

\




LOGARITMICKA FUNKCE
'

Logaritmus v redlném oboru se definuje jako inverzni funkce exponencidlni funkce.

\

Ta je prostd, coz vSak neplati v komplexnim oboru.

\
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LOGARITMICKA FUNKCE
'

Logaritmus v redlném oboru se definuje jako inverzni funkce exponencidlni funkce.

\

Ta je prostd, coz vSak neplati v komplexnim oboru.

\

Kdyz se zizi defini¢ni obor funkce e* na pas S(z) € (—m, 7, bude funkce prostd a ma
tam inverzni funkci:
Funkce Log je inverzni funkei k e* pro &(z) € (—m, 7).

\/
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LOGARITMICKA FUNKCE
'

Logaritmus v redlném oboru se definuje jako inverzni funkce exponencidlni funkce.

\

Ta je prostd, coz vSak neplati v komplexnim oboru.

\

Kdyz se zizi defini¢ni obor funkce e* na pas S(z) € (—m, 7, bude funkce prostd a ma
tam inverzni funkci:
Funkce Log je inverzni funkei k e* pro &(z) € (—m, 7).

\/
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BTW, jde to i jinak.




To znamend, Ze je-li 3(z) € (—m, 7] a Log(w) = z, pak plati

elos) — oy Log(e®) = z.




To znamena, Ze je-li I(2) € (—, 7] a Log(w) = z, pak plati

elosl®) — oy Log(e®) = z.

\

Jestlize Log(w) = = + iy, w = u + iv, plynou z prvni rovnosti vztahy u = e* cosy, v =
e”siny atedy © = log |w|, y = Argw. Tim se dostava popis hodnot funkce Log, ktery se
da také vzit za definici Log

Log(w) = log |w| +1Arg(w) .
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To znamend, Ze je-li (z) € (—m, 7| a Log(w) = z, pak plati

elosl®) — oy Log(e®) = z.

\

Jestlize Log(w) = = + iy, w = u + iv, plynou z prvni rovnosti vztahy u = e* cosy, v =
e”siny atedy © = log |w|, y = Argw. Tim se dostava popis hodnot funkce Log, ktery se
da také vzit za definici Log

Log(w) = log |w| +1Arg(w) .

Je to dileZitéjsi naz vas PIN.
Pamatujte si to.
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Vlastnosti logaritmu:
1. Defini¢ni obor je C \ {0} a obor hodnot je pas I(z) € (—m, 7).
2. Funkce je holomorfni na C \ (—o0, 0], Log'(z) = 1/z.
3. Plati vztahy

R(Log(z)) = log ||, S(Log(z)) = Arg(z), Log(z) = Log(z) .

4. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:
Log(zw) = Log(z) + Log(w) , Log(z/w) = Log(z) — Log(w) .

5. Funkce Log je prostd na C \ {0}.




Ja jsem v podstat¢ také
prosta.




Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\
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Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\

MnozZina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu.

\
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Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\

MnozZina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu.

\
Z. této definice log vyplyva i jeji popis

log(w) = log |w| + iarg(w) ,

z kterého se snadno odvodi dalsi vlastnosti (viz Otdzky).
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Logaritmus prevadi polo-
pfimky vychazejici z po-
catku ...

\
komplexni rovnina

@

\AAA/ VYVV}

komplexni rovnina

v
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Uz tomu asi rozumi, tak ji
to nebavi. Nastésti jesté né-
cemu nerozumi.
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Imaginérni ¢ast logaritmu je
spiralovité schodisté, pro-
toze exponenciala je 271 pe-
riodicka.
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Imaginarni Cast logaritmu je
spiralovit¢ schodisté, pro-
toze exponenciala je 271 pe-
riodicka.
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Reéln4 Cast je trychtyf.




Reéln4 Cast je trychtyf.
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OBECNA MOCNINA




OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — ewlogz .
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — ewlogz .

\

Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.

\
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — oW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

ProtozZe logaritmus komplexniho ¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — QW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

ProtozZe logaritmus komplexniho ¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\

Pokud je potreba mit jen jednu hodnotu, je tieba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napf. na Log. Nicméné, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napf. pti feSeni rovnic (jinak se miiZze néjaké feSenf ,,ztratit").

\/
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — QW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

Protoze logaritmus komplexniho c¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\

Pokud je potieba mit jen jednu hodnotu, je tieba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napf. na Log. Nicméné, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napf. pti feSeni rovnic (jinak se miiZze néjaké feSenf ,,ztratit").

\/

Jednotlivé hodnoty log 2 se 1181 o 2k, coz je perioda exponencidlni funkce. Pokud je
tedy Cislo w = n celé redlné, ma 2" jedinou hodnotu, kterd odpovida soucinu n Cisel z
nebo 1/z, nebo se rovna 1 pro n = 0.

—
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Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\




Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\

To znamen4, ze v tomto pripad€ ma mocnina 2

\

I/n ptesné n hodnot.
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Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\

To znamen4, ze v tomto pripad€ ma mocnina 2

\

Tato n-znacnd funkce se nazyva n-td odmocnina a znaci se jako obvykle /z. Hlavni
veétev odmocniny se ziskd volbou £ = 0.

I/n ptesné n hodnot.

-
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Predchozi uvahy lze prenést na pripad, kdy w je racionalni Cislo a mocmna 2" ma pak
konecné mnoho hodnot. Jakmile je w iraciondlni, ma jiZ mocnina z* spocetné¢ mnoho
hodnot. Pro w imaginérni je pocCet hodnot vzdy nekonecny.

-
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YWV /

Nejjednodussi je druha od-
mocnina.




Nejjednodussi je druha od-
mocnina.
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VVVVV

mocnina.




Komplikovanéjsi je tieti od-
mocnina.
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Realné 1 imaginarni slozky
odmocnin  vypadaji po-
dobné. Jsou to takové
propletené listy.
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Realné 1 imaginarni slozky
odmocnin  vypadaji po-
dobné. Jsou to takové
propletené listy.

Ja tomu fikam dvojploSnik
Ci trojplosnik.
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Z vlastnosti exponencialni funkce a logaritmu lze snadno odvodit néasledujici vztahy
mocniny s algebraickymi operacemi (rovnost tu znamena rovnost mezi mnozinami hod-
not):

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napf. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdfive vlastnosti funkce z* proménné z
s danym exponentem w:
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Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napf. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdfive vlastnosti funkce z* proménné z
s danym exponentem w:

\

Nyni vlastnosti funkce w* s proménnou z a danym ¢islem w # 0, op€t napft. pro hlavni
vétev mocniny:
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Kdyz délam mocninnou
pizzu, udélam kruhové
tésto, profiznu podél jed-
noho poloméru a roztahuju

to tak, aZ mam nad sebou
ne€kolik vrstev tésta.

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdyz délam mocninnou
pizzu, udélam kruhové
tésto, profiznu podél jed-
noho poloméru a roztahuju

to tak, aZ mam nad sebou
ne€kolik vrstev tésta.

BTW, nerada dé€la iracio-
ndlni mocniny, je na to uz

moc pohodlna.
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Rovnosti ukazujici vlastnosti funkci vzhledem k algebraickym operacim lze vétSinou
dokazat snadno z definic funkci.

\




Poznamky 1 :

Rovnosti ukazujici vlastnosti funkci vzhledem k algebraickym operacim lze vétSinou
dokazat snadno z definic funkci.

\

Nicméné, pozdé€ji bude ukazino, ze pro vSechny funkce definované v této kapitole
vyplyvaji uvedené rovnosti z rovnosti v redlném pripadé, aniz by se musely znovu do-
kazovat — viz kapitola o fadéach.

—p




Linearné lomena funkce. Mezi vyznamné funkce patfi tzv. linedrné lomena funkce,
coz je raciondlni funkce tvaru (az + b)/(cz + d), koeficienty a, b, ¢, d jsou komplexn{
Cisla. Pokud je ¢ # 0, je definovana vSude aZ na jeden bod, ktery se zobrazuje do oo, je
holomorfni, a prostd nebo konstantni.

\




Linearné lomena funkce. Mezi vyznamné funkce patfi tzv. linedrné lomena funkce,
coz je raciondlni funkce tvaru (az + b)/(cz + d), koeficienty a, b, ¢, d jsou komplexn{
Cisla. Pokud je ¢ # 0, je definovana vSude aZ na jeden bod, ktery se zobrazuje do oo, je
holomorfni, a prostd nebo konstantni.

\

Specidlnim piipadem je linearni funkce az + b, kterd zachovava primky, kruznice a
dalsi zakladni geometrické objekty (linearni funkce se da napsat jako slozeni podobnosti,
otoCeni a posunuti).

\




Linearné lomena funkce. Mezi vyznamné funkce patfi tzv. linedrné lomena funkce,
coz je raciondlni funkce tvaru (az + b)/(cz + d), koeficienty a, b, ¢, d jsou komplexn{
Cisla. Pokud je ¢ # 0, je definovana vSude aZ na jeden bod, ktery se zobrazuje do oo, je
holomorfni, a prostd nebo konstantni.

\

Specidlnim piipadem je linearni funkce az + b, kterd zachovava primky, kruznice a
dalsi zakladni geometrické objekty (linearni funkce se da napsat jako slozeni podobnosti,
otoCeni a posunuti).

\

Obecna linedrné lomena funkce prevadi primky na prfimky nebo kruznice a kruznice
na kruznice nebo primky. Kazdé takovéto zobrazeni lze rozlozit jako slozeni posunuti,
inverzi (1/2) a linedrni zobrazeni.

—p




Exponencialni funkce. Tato funkce zobrazuje primky rovnobézné s osou = na polo-
primky vychézejici z pocatku, pfimky rovnobézné s osou y na kruznice se stfedem v
pocatku.

\




Exponencialni funkce. Tato funkce zobrazuje primky rovnobézné s osou = na polo-
primky vychézejici z pocatku, pfimky rovnobézné s osou y na kruznice se stfedem v
pocatku.

\

Je dobré si pamatovat, ze pro redlnd z je |¢*| = 1 a tato &isla vyplni jednotkovou

kruZnici, takze kazdé komplexni Cislo z 1ze psat ve tvaru re', kde w je argument Cisla 2z
ar=|z|.

\




Exponencialni funkce. Tato funkce zobrazuje primky rovnobézné s osou = na polo-
primky vychézejici z pocatku, pfimky rovnobézné s osou y na kruznice se stfedem v
pocatku.

\

Je dobré si pamatovat, ze pro redlnd z je |¢*| = 1 a tato &isla vyplni jednotkovou

kruZnici, takze kazdé komplexni Cislo z 1ze psat ve tvaru re', kde w je argument Cisla 2z
ar=|z|.

\

Pro dané r € (0, +oo) a redlnou proménnou ¢ je vztah z = 2y + re' rovnici kruZnice
se stredem 2 a polomérem 7.

Konec poznamek 1.




Poznamky 2 :

Uvédomte si velky rozdil oproti redlnému oboru, kde sin a cos jsou omezené funkce.
V komplexnim oboru nabyvaji vSech hodnot.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si velky rozdil oproti redlnému oboru, kde sin a cos jsou omezené funkce.
V komplexnim oboru nabyvaji vSech hodnot.

\

Funkce sin zobrazuje imagindrni osu na sebe. V pasu Sitky 7 rovnobézném s osou y
se useCky rovnobézné s osou x zobrazuji na poloviny elips, pfimky rovnobézné s osou y
se zobrazuji na vétve hyperbol.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si velky rozdil oproti redlnému oboru, kde sin a cos jsou omezené funkce.
V komplexnim oboru nabyvaji vSech hodnot.

\

Funkce sin zobrazuje imagindrni osu na sebe. V pasu Sitky 7 rovnobézném s osou y

se useCky rovnobézné s osou x zobrazuji na poloviny elips, pfimky rovnobézné s osou y
se zobrazuji na vétve hyperbol.

\

Uvedené definice hyperbolickych funkci 1ze automaticky prenést do komplexniho
oboru.

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

Protoze Log je inverzni k exponencidlni funkci, zobrazuje polopfimky vychazejici z
pocatku na primky rovnobé€zné s osou x a kruznice se stfedem v pocatku na useCky
rovnobézné s osou y.

\




Poznamky 3 :

Protoze Log je inverzni k exponencidlni funkci, zobrazuje polopfimky vychazejici z
pocatku na primky rovnobé€zné s osou x a kruznice se stfedem v pocatku na useCky
rovnobézné s osou y.

\

Uvédomte si, Ze nyni je definovan i logaritmus zapornych reédlnych Cisel, je to vSak
komplexni Cislo (imaginarni).

\




Poznamky 3 :

Protoze Log je inverzni k exponencidlni funkci, zobrazuje polopfimky vychazejici z
pocatku na primky rovnobé€zné s osou x a kruznice se stfedem v pocatku na useCky
rovnobézné s osou y.

\

Uvédomte si, Ze nyni je definovan i logaritmus zapornych reédlnych Cisel, je to vSak
komplexni Cislo (imaginarni).

\

Navic, hlavni vétev logaritmu neni v zapornych Cislech spojita. Lze vzit jinou polo-
pfimku vychdzejici z poCatku a vétev logaritmu, kterd bude spojitd vSude kromé oné
poloprimky.

\




Poznamky 3 :

Protoze Log je inverzni k exponencidlni funkci, zobrazuje polopfimky vychazejici z
pocatku na primky rovnobé€zné s osou x a kruznice se stfedem v pocatku na useCky
rovnobézné s osou y.

\

Uvédomte si, Ze nyni je definovan i logaritmus zapornych reédlnych Cisel, je to vSak
komplexni Cislo (imaginarni).

\

Navic, hlavni vétev logaritmu neni v zapornych Cislech spojita. Lze vzit jinou polo-
pfimku vychdzejici z poCatku a vétev logaritmu, kterd bude spojitd vSude kromé oné
poloprimky.

\

Velkd vyhoda hlavni vétve logaritmu je ta, Ze souhlasi s realnym pfirozenym logarit-
mem kladnych Cisel. Vezme-li se spojita vétev argumentu neobsahujici hodnotu 0, nema
prislusnd vétev logaritmu nikdy realné hodnoty.

Konec poznamek 3.




PRIKLADY




Priklady 1 :

1. Najdéte vSechna feSeni rovnic

e =1+iv2, =i, ¥ l=—i.




2. Je funkce e¢* holomorfni?




3. Najdéte vSechna z, pro kterd je e* redlné, resp. ryze imagindrni Cislo.




4. Najdéte viechna z, pro kterd je [e™>*| < 1.

Konec priklada 1.




Priklady 2 :

1. Najdéte vSechna feSeni rovnice sin z = 1.




2. Kde je holomorfni funkce cosz?




3. Najdéte vSechna feSeni rovnice tg z = —1.

Konec priklada 2.




Priklady 3 :

1. Najdéte vSechny hodnoty log i.




2. Najdéte vSechna feSeni rovnice log z = —i.




3. Ukate, Ze funkce Log(z* + y?) je harmonickd v kazdé oblasti neobsahujici 0.

=




4. Vyreste obecné rovnici sinw = z. [Navod: misto sin napiSte prislusné vyjadreni
pomoci e a polozte e'* = ¢; feSeni ziskané kvadratické rovnice nyni staci zlogaritmovat.
Ve vysledku w = —ilog(iz ++v/1 — z?) se vyskytuji dvé mnohozna¢né funkce. Vezmete-

y g

li u obou z nich hlavni vétve, ziskate hlavni vétev arcsin v komplexnim oboru; jaky ma
definini obor?

\




4. VyftesSte obecné rovnici sinw = z. [Navod: misto sin napiSte prislusné vyjadieni
pomoci e a polozte e = ¢; feSeni ziskané kvadratické rovnice nyni staci zlogaritmovat.
Ve vysledku w = —ilog(iz ++v/1 — z?) se vyskytuji dvé mnohozna¢né funkce. Vezmete-

1i u obou z nich hlavni vétve, ziskate hlavni vétev arcsin v komplexnim oboru; jaky ma
definicni obor?

\

U nasledujicich obrazkt
udrZujte vizualni kontakt se
zemi, aby se vam nezatocila
hlava. Jde o arkus-sinus.
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Nejprve byla redlna Cast a
pak imaginarni arkus-sinu.
Pokud ptijdete opacnym
smérem, bude to opacné.
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5. Ukazte, Ze pro hlavni vétev funkce arcsin plati arcsin’ z = 1/4/1 — 22,




6. Stejnym postupem jako v predchozim pripadé najdéte vzorec pro arccos z (arccos z =
—ilog(iz + v/ 22 — 1)). Vypoctéte derivaci arccos.

—p




7. Obdobné najdéte vyraz pro arctg z (ilog \/(i + 2)/(i — z)). UkaZte, Ze derivace je
rovna 1/(2? + 1).

\




7. Obdobné najdéte vyraz pro arctg z (ilog \/(i + 2)/(i — z)). UkaZte, Ze derivace je
rovna 1/(z% + 1).

\

Konec piikladu 3.




Priklady 4 :

1. Najdéte vSechny hodnoty mocnin

ii ) (1 o i>4i ) 1\/5 1_i ) (_1>1/7T :

Y Y




2. Spoctéte limity pro z = x + iy:

lim (1 + E)
n—oo T

=e, lim arg(l—l—i) =.
n

n—oo

Konec prikladu 4.




OTAZKY




Otazky 1 :

1. Dokazte, Ze pro kazdé w # 0 existuje z tak, ze ¢ = w.




2. Spocitejte derivaci exponencidlni funkce pomoci Cauchyovych-Riemannovych pod-
minek.

-




3. Dokazte, ze e * = 1/¢* pro kazdé z.




4. Pomoci souctovych vzorct pro redlné funkce sin a cos dokazte, ze e* ™" = e®e®.

—p




5. Dokazte, ze e* = 1 pravé pro z = 2kmi, k € Z a z tohoto feSeni najdéte prislusné
pasy, kde je exponencidlni funkce prosta.

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

1. Ukazte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose x a na ptimkach R(z) = 7 /2+ k.

—p




2. Ukazte, Ze obor hodnot funkci sin a cos je celé C.




3. Vypoctéte derivace funkcei sin a cos.




4. Dokazte vlastnosti uvedené v bod¢ 4.




5. Dokazte souctové vzorce z bodu 5.




6. Ukazte, Ze sin je prostd na pasu R(z) € (—n/2,7/2] a cos na pasu R(z) € [0, 7).

=)




7. Dokazte, Ze |sin z| > |sin(R(z))| a podobné pro cos.




8. Uved’te zakladni vlastnosti funkci tg, cotg.

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

1. Ukaite, Ze pro z # 0 plati ¢'°5(*) = 2. Plati vZdy rovnost log(e?) = 2?




2. Spoctéte derivaci funkce Log. [Navod: Lze pouZzit Cauchyovy-Riemannovy pod-

minky, nebo vzorec pro derivaci inverzni funkce, nebo zderivovat rovnost e*%(*) = 2
vite-li, Ze Log ma derivaci.]

=




3. Dokazte rovnost Log(Z) = Log(z).




4. Pomoci prislusnych rovnosti pro exponencidlni funkci dokazte rovnosti Log(zw) =
Log(2) + Log(w), Log(1/2) = — Log(2).

=)




5. Dokazte, Ze Log je prosta funkce na C \ {0}.




6. UkaZte, ze plati rovnost mnozin

log(zw) = log(z) + log(w), log(1/z) = —log(z).

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

1. Ukazte, ze pro redlné Cislo r je |27 = |z|'.




2. Najdéte vSechny pripady, kdy 2" je realné Cislo.




3. Ukazte, Ze lezi-li z na jednotkové kruZnici a w je iraciondlni, tvofi hodnoty z"
hustou mnozinu na jednotkové kruznici.

—p




4. Jak rozlozenou mnoZinu na jednotkové kruznici tvoii hodnoty {/z pro |z| = 1?

—p




5. Napiste Moivretv vzorec pro libovolné realné Cislo r a (cosz +isinz)".




6. Dokazte rovnosti

©
A R (| = S (120 = 2




7. Najdéte obory hodnot funkci 2" a w* proménné z.




8. Vypoctéte derivace funkei 2 a w* proménné z.

Konec otazek 4.




CVICENI




CvicCeni 1 :

Ptiklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni ¢isla 21, zo plati vztah

172 = eFle?2,




CvicCeni 1 :

Ptiklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni ¢isla 21, zo plati vztah

172 = eFle?2,

'

Reseni. JelikoZ vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit ulohu
prevést na tento pripad.

\




CvicCeni 1 :

Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z;, 2z plati vztah

172 = eFle?2,

'

Reseni. JelikoZ vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit ulohu
prevést na tento pripad.

\

Oznacme jesSté pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, 2o takto

21 = X1 +1Y1, 22 = X+ 1Yz, x1,22,Y1, Y2 € R.




CvicCeni 1 :

Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z;, 2z plati vztah

172 = eFle?2,

'

Reseni. JelikoZ vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit ulohu
prevést na tento pripad.

\

Oznacme jesSté pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, 2o takto

21 = X1 +1Y1, 22 = X+ 1Yz, x1,22,Y1, Y2 € R.

\

Potom podle definice

21tz .731—{-%2(

e cos(y1 + y2) + isin(yr + y2)),

&




CvicCeni 1 :

Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z;, 2z plati vztah

e172 = e”le™,

'

Reseni. JelikoZ vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit ulohu
prevést na tento pripad.

\

OznaCme jeste pro jednoduchost realné a imaginarni C4sti Cisel 21, 2o takto

21 = X1 +1Y1, 22 = X+ 1Yz, x1,22,Y1, Y2 € R.

\

Potom podle definice

21tz

e e"172(cos(y; + yo) + isin(y; + v2)),

6Z1 622

e"(cosyy + isinyp)e?(cosys + i sin yo)
= "2 [cos Yy cos yo — sinyy sin Yo + 4(Sin Yy cos yo + cos Yy sin yo)]

= "2 [cos(y1 + yo) + i sin(y; + yo)]







Taky se na to muze jit od
lesa. Exponencidla se napisSe
jako fada a na tadu prijde
soucin ciselnych (€1 moc-
ninnych) rad.
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Taky se na to muze jit od
lesa. Exponencidla se napisSe
jako fada a na tadu prijde
soucin ciselnych (€1 moc-
ninnych) rad.

BTW, vyjde IMHO to samé.
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Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :

Pfiklad. DokaZte, Ze funkce f proménné z = x + iy definovand vztahem
f(z) =¢e" =e"(cosy + isiny)

je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.

\




Cviceni 2 :

Pfiklad. DokaZte, Ze funkce f proménné z = x + iy definovand vztahem
f(z) =¢e" =e"(cosy + isiny)
je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.
\
Reseni. Ozna¢me nejdfive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po radé

u(z,y) = e’ cosy

u(z,y) = e’ siny.




Cviceni 2 :

Pfiklad. DokaZte, Ze funkce f proménné z = x + iy definovand vztahem
f(z) =¢e" =e"(cosy + isiny)
je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.
\
Reseni. Ozna¢me nejdfive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po radé

u(z,y) = e’ cosy

u(z,y) = e’ siny.

\

Obé¢ tyto funkce maji spojité parcidlni derivace vSech fadi podle proménnych x, y, a
maji tedy totdlni diferencidl. Postaci tedy dokazat, Ze jsou splnény Cachy-Riemannovy
podminky.

\




Cviceni 2 :

Pfiklad. DokaZte, Ze funkce f proménné z = x + iy definovand vztahem
f(z) =¢e" =e"(cosy + isiny)
je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.
\
Reseni. Ozna¢me nejdfive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po radé

u(z,y) = e’ cosy

u(z,y) = e’ siny.

\

Obé¢ tyto funkce maji spojité parcidlni derivace vSech fadi podle proménnych x, y, a
maji tedy totdlni diferencidl. Postaci tedy dokazat, Ze jsou splnény Cachy-Riemannovy
podminky.

\




To je ale snadné:




To je ale snadné:

@ = e’ cosy = @
Ox o oy’
ou ov




To je ale snadné:

\
du e’ cosy = @
Ox o oy’
ou v ov
— = —¢ = ——.
oy £ ox
\
Podle zndmé véty dostavame
5 .
[z +iy) = f(xa; ) = e’(cosy + isiny).




To je ale snadné:

\
du e’ cosy = @
Ox o oy’
ou v ov
— = —¢ = ——.
oy £ ox
\
Podle zndmé véty dostavame
5 .
[z +iy) = f(xa; ) = e’(cosy + isiny).




Jedna ma znama . ..




Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :

Pfiklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiz redlné Cést je
r? — y* + e"(xcosy — ysiny),
kde z = = + 1y.
\




CviCeni 3 :

Pfiklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiz redlné Cést je
r? — y* + e"(xcosy — ysiny),
kde z = = + 1y.
\

Reseni. Polozime u(z,y) = 2> — y* + e*(x cosy — ysiny). Derivovanim se snadno
presvédCime, Ze u je harmonickd, a tedy nase diloha ma smysl. Dédle je C jednoduse
souvisla oblast, a tedy tloha ma feSeni.

\




Cviceni 3 :

Piiklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiz redlna Cést je

r* —y* + e (xcosy — ysiny),
kde z = x + 1y.

\

Reeni. Polozime u(z,y) = x° — y* + e*(x cosy — ysiny). Derivovdnim se snadno
presvéd¢ime, Ze v je harmonickd, a tedy nase uiloha ma smysl. Dédle je C jednoduse

souvisla oblast, a tedy tloha ma feSeni.

\

Jak ale najit funkci v sdruze-
nou k u?
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Pomoci Cauchy-Riemannovych podminek najdeme soustavu dvou parcidlnich dife-
rencialnich rovnic, které musi funkce v splnovat:

Ou_ v 2z + e*(x cosy — ysiny + cosy)

or Oy 7

_% = @ = Qy-l—e""(:z:siny —siny-l—ycosy).
Jdy Oz




Pomoci Cauchy-Riemannovych podminek najdeme soustavu dvou parcidlnich dife-
rencialnich rovnic, které musi funkce v splnovat:

Ou_ v 2z + e*(x cosy — ysiny + cosy)

or Oy 7

ou = o =2y + e"(zsiny — siny + y cosy).
Jdy Oz

\

Prvni rovnici integrujeme podle y, druhou podle z (integracni konstanta miize v obou
pripadech zaviset na zbyvajici proménné!):

u = 2xy + e’ (xsiny — ycosy) + o(x),

v =2xy + e‘”(xsiny — ycosy) + ¢(y),
takze p(z) = ¥(y) =k € R.




Mij ty smutku. Nevim ne-
vim, zda se uloha zjednodu-
Sila. Zvolil bych opacny po-
stup.
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Mij ty smutku. Nevim ne-
vim, zda se uloha zjednodu-
Sila. Zvolil bych opacny po-
stup.

Ja jsem taky pro naopak.

Nakonec je tedy

f(2)

U/<[E, y) + i?)([l?, y)
o+ i2xy — y* + e*[x(cosy + isiny) + iy(cosy + isiny)] + ik
(z +iy)* + (z + iy)e*(cosy + isiny) + ik = 2° + ze® + ik.
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Mij ty smutku. Nevim ne-
vim, zda se uloha zjednodu-
Sila. Zvolil bych opacny po-
stup.

Ja jsem taky pro naopak.

Nakonec je tedy

f(2)

U/<[E, y) + i?)([l?, y)
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(z +iy)* + (z + iy)e*(cosy + isiny) + ik = 2° + ze® + ik.
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Tak jsme se s tim nepékné
nadreli.




Tak jsme se s tim nepékné
nadreli.

BTW, tu konstantu jsem tam
tusil.
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Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :

Priklad. Pro x € R an € N seCtéte

l4+cosx+--- 4 cosnx.




Cviceni 4 :

Priklad. Pro x € R an € N seCtéte

l4+cosx+--- 4 cosnx.

'

Reseni. Vime, Ze pro kazdé k € N, plati

coskr = R e**




Cviceni 4 :

Priklad. Pro x € R an € N seCtéte

l4+cosx+--- 4 cosnx.

\
Reseni. Vime, Ze pro kazdé k € N, plati

ikx
)

coskr = Re

\

takZe misto zadané fady miiZzeme vySetfovat fadu
1 —I_ ell‘ —l_ ... _|_ elnl"
coz je geometrickd rada, jejiz souCet zname:

i B <6i(n+1)x o 1)(6” - 1)
Z o (e~ — 1)(e~iz — 1)

k=0
(n+1)z

_e(n—l-l)x + elne _ p—ix +1 <in . (
— — x
3

2(1 — cos x) si

nx

COS — —+ 2Sln —

2

nx
2

).




Cviceni 4 :

Priklad. Pro x € R an € N seCtéte

l4+cosx+--- 4 cosnx.

\
Reseni. Vime, Ze pro kazdé k € N, plati

ikx
)

coskr = Re

\

takZe misto zadané fady miiZzeme vySetfovat fadu
1 —I_ ell‘ —l_ ... _|_ elnl"
coz je geometrickd rada, jejiz souCet zname:

i B <6i(n+1)x o 1)(6” - 1)
Z o (e~ — 1)(e~iz — 1)

k=0
(n+1)z

_e(n—l-l)x + elne _ p—ix +1 <in . (
— — x
3

2(1 — cos x) si

nx

COS — —+ 2Sln —

2

nx
2

).




A jaka je realna Cast tohoto
vyrazu?




A jaka je realna Cast tohoto
vyrazu?




A jaki je redlna cast tohoto
vyrazu?

To, ze se ty osklivé siny
a kosiny daji schovat do
pckné exponencialy, je su-
per.
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Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :

Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\




CviCeni 5 :

Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

To vypadd jako pékna
hloupost.




CviCeni 5 :

Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

To vypadd jako pékna
hloupost.

{

Reseni. Podle definice funkce kosinus mame

622 +6—ZZ
COSz = ——— = 2,
2




CviCeni 5 :

Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

To vypadd jako pékna
hloupost.

{

Reseni. Podle definice funkce kosinus mame
eiz T e—z'z

cosz = —— = 2.
2

\

Odtud dostaneme rovnici _ ,
A e )

\




CviCeni 5 :

Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

To vypadd jako pékna
hloupost.

{

Reseni. Podle definice funkce kosinus mame
eiz T e—z'z

cosz = —— = 2.
2

\

Odtud dostaneme rovnici _ ,
A e )

\

Oznaéme w = ¢, pak hleddme feseni kvadratické rovnice
w? — 4w +1=0,







\
coZ jsou Cisla
w1=2+\/§, w2:2—\/§.




coZ jsou Cisla

w1=2+\/§, w2:2—\/§.
\

Vrétime-li se zpét k proménné 2 :

el =24+ +/3 €2 =2 — /3.




\
coZ jsou Cisla

w1=2+\/§, w2:2—\/§.
\

Vrétime-li se zpét k proménné 2 :

el =24+ +/3 €2 =2 — /3.
¥

Logaritmovanim

21 € —iLog(2 + Vv/3), 2 € —iLog(2 — V/3).




\
coZ jsou Cisla

w; =2+ \/§7
\

Vrétime-li se zpét k proménné 2 :
eizl -2 \/g’
\
Logaritmovanim
21 € —iLog(2 + Vv/3),
\
Tyto vyrazy jeSt€ upravime.

\

w2:2—\/§.

2 — 9 _ /3.

2 € —iLog(2 — V/3).




\
coZ jsou Cisla

w; =2+ \/§7
\

Vrétime-li se zpét k proménné 2 :
e =2 4+ +/3,
\
Logaritmovanim
21 € —iLog(2 + Vv/3),
\
Tyto vyrazy jeSt€ upravime.

\

w2:2—\/§.

€2 =2 — /3.

% € —iLog(2 — V/3).

Proc?







Aby se vSechny libily.




Aby se vSechny libily.

My se libime vzdycky.
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Log

Log

TN/~
DO
|
S
~——

24+ /3)

o

Aby se vSechny libily.

My se libime vzdycky.

= log(2 + V/3) + i Arg(2 + V/3) = log(2 + V/3) + 2k,
= log(2 — V/3) + i Arg(2 — V/3) = log(2 — V/3) + 2k,

keZ
ke Z.
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Log

Log

TN/~
DO
|
S
~——

24+ /3)

o

Aby se vSechny libily.

My se libime vzdycky.

= log(2 + V/3) + i Arg(2 + V/3) = log(2 + V/3) + 2k,
= log(2 — V/3) + i Arg(2 — V/3) = log(2 — V/3) + 2k,

keZ
ke Z.
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A vysledek je
z = —ilog(2 £ V3) +i2kn, keZ.




A vysledek je
z = —ilog(2 £ V3) +i2kn, keZ.

Ja jsem vsadil na to, Ze to fe-
Seni neexistuje.




A vysledek je
z = —ilog(2 £V3) + i2kn, keZ.

Ja jsem vsadil na to, Ze to fe-
Seni neexistuje.
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Konec cviceni 5.




CviCeni 6 :

Piiklad. Urcete hodnotu logg(v/3 + 4), kde
loggw ={z € Logw: 0 —m < Imz < 7w+ 06}




CviCeni 6 :

Piiklad. Urcete hodnotu logg(v/3 + 4), kde
loggw ={z € Logw: 0 —m < Imz < 7w+ 06}

4

Reseni. Podle definice je
log 6(V/3 + i) = log |[V3 + i| + i arg (V3 + 4),
kde argg(+/3 + i) je takovy argument, Ze

6 —m < args(V3+1i) <6+




CviCeni 6 :

Piiklad. Urcete hodnotu logg(v/3 + 4), kde
loggw ={z € Logw: 0 —m < Imz < 7w+ 06}

4

Reseni. Podle definice je
log 6(V/3 + i) = log |[V3 + i| + i arg (V3 + 4),
kde argg(+/3 + i) je takovy argument, Ze

6 —m < args(V3+1i) <6+

\
Je tedy argg(v/3 + i) = 27 a celkovy vysledek

13
log6(V3 + 1) = log2 + iETF.




Konec cviceni 6.







‘ STANDARDY z kapitoly \

ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE
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‘ STANDARDY z kapitoly \

ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE
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ARGUMENT

Argument arg z ¢isla z je redlnd mnohoznacna funkce s defini¢nim oborem C \ {0} a
s oborem hodnot R.

=




Funkce argument 1ze znazornit jako nekonecné schodisté.

\




Funkce argument 1ze znézornit jako nekonecné schodiste.

\
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (presn€ji interval
typu (a, a + 27| nebo [a, a + 27)), dostane se jednoznacna redlnd funkce definovand na
vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé¢ a je
spojita vSude kromé polopiimky arg z = a.

\
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (presn€ji interval
typu (a, a + 27| nebo [a, a + 27)), dostane se jednoznacna redlnd funkce definovand na
vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé¢ a je
spojita vSude kromé polopiimky arg z = a.

\

JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—, 7], znaci se tato funkce Arg z a nazyva
se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojitd vSude kromé zdporné osy x a neni
holomorfni v Zzadném bodé.

\
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (presn€ji interval
typu (a, a + 27| nebo [a, a + 27)), dostane se jednoznacna redlnd funkce definovand na
vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v Zzadném bodé¢ a je
spojita vSude kromé polopiimky arg z = a.

\

JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—, 7], znaci se tato funkce Arg z a nazyva
se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojitd vSude kromé zdporné osy x a neni
holomorfni v Zzddném bodé€.

\
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EXPONENCIALNI FUNKCE




EXPONENCIALNI FUNKCE
'

Exponencidlni funkce e* se definuje rovnosti e? = e®(*)(cos F(2) + isin I(2)) .

\




EXPONENCIALNI FUNKCE
'

Exponencidlni funkce e* se definuje rovnosti e? = e®(*)(cos F(2) + isin I(2)) .
\
Vlastnosti exponencialni funkce:

1. Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C \ {0}.

2. Funkce je celistva, (e*) = e”.

3. Funkce je periodické s periodou 2i.

4. Plati vztahy
R(e*) = ™ cos(I(2)), (e*) = e sin(I(2)),

6] = ™) arg(e®) = S(z) + 2km,* = &2
5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:

ez+w — %W ,ez—w E—
ew

6. Funkce e? je prostd na kazdém pésu $ifky 27 rovnobéZzném s osou z: bud’ (z) €
(a,a + 2] nebo (z) € [a,a + 2m).

_—




Grafy redlné a imaginarni
casti exponencialy jsou si
navzijem podobné jako
vejce vejci. Nasleduji oba
dva. Poznate, ktery je ktery?
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Primky rovnobézné s re-
alnou osou exponencidla
zobrazi jako polopiimky vy-
chazejici z poCatku. Primky
rovnobézné s imagindrni
osou exponencidla zobrazi
jako kruZnice se stfedem v
pocatku.
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Primky rovnobézné s re-
alnou osou exponencidla
zobrazi jako polopiimky vy-
chazejici z poCatku. Primky
rovnobézné s imagindrni
osou exponencidla zobrazi
jako kruZnice se stfedem v
pocatku.

m A

v
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE




TRIGONOMETRICKE FUNKCE
'

Kdyz vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e™)/(2i),cosy = ('Y +e7)/2. "

\
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE
'

Kdyz vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e™)/(2i),cosy = ('Y +e7)/2. "

\

Nésledujici definice je tedy rozSifenim téchto vztahli na komplexni Cisla:

' el _ gz el? L g1z
sing = ——, €08z =——
21 2
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Zobrazime pomoci funkce
sinus obdélnik |0, 37/2] X
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.

o] LEKCE33-KEL

] exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
3] logaritmicka funkce

] obecnd mocnina
STANDARDY
Poznd
123456789
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123456789
Otéazky
123456789

map  Cvicent
123456789
Ucent
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Vidime, ze vysledny obra-
zec sleduje chovani redlné
funkce sinus od 0 do 37 /2.
To znamena napred jde od
0 k 1 a pak k -1. Obrazec
Obtaci redlny interval [—1, 1]
"zprava", a nedoto¢i celou
otacku, proc?
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Zobrazime pomoci funkce
kosinus obdélnik [0, 37 /2] x
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.




Zobrazime pomoci funkce
kosinus obdélnik [0, 37 /2] x
[1/10,1] v roviné a dosta-
neme.
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Vidime, ze vysledny obra-
zec sleduje chovani redlné

funkce kosinus od O do
37 /2. To znamena napied

jde od 1 k -1 a pak k 0. Ob-
razec obtaci redlny interval
[—1, 1] "zprava", a nedotoCi
celou otacku, proc¢?
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Pokud budeme rozepisovat
do slozek, dostaneme pfi
trosSe snahy toto:




Pokud budeme rozepisovat
do slozek, dostaneme pri
trosSe snahy toto:

sin(x 4 4y) = sinz cosh y + cos z sinh y

cos(x + 1y) = cosx coshy — sin z sinh y
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme y = v, pevn€, zkoumdme chovani na primce
rovnobézné s redlnou osou.

sin(x 4 iy) = sin x cosh yo + cos x sinh g
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme y = v, pevn€, zkoumdme chovani na primce
rovnobézné s redlnou osou.

sin(x 4 iy) = sin x cosh yo + cos x sinh g

'

Cili je vidét, Ze redlnd slozka & a imaginarni slozka n vyhovuje rovnici elipsy

2 2
§ L[ _
cosh yg sinh /g
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = zy pevn€, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = zy pevn€, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y

'

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
(5m) - (&5)
SN g COS
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Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme x = zy pevn€, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(zg + 1y) = sin x cosh y + cos xysinh y

'

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
(5m) - (&5)
SN g COS
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Ddle 1ze definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinz €% —e cosz e +e”

gz = — — : cotg z = — = — =
cosz e 4 e ? sinz e¥ —e?




Dadle Ize definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinz e¥ —e* cosz e¥+e

gz = = — . cotg z = — = — — .
COS 2 e + eI Sin 2 e — e I®

\

V nasledujicich vlastnostech jsou pro jednodussi vyjadreni pouzity redlné hyperbo-

lické funkce

_ el —et el et
simlhez =——, coshzr=—"—
2 2
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Vlastnosti:

Sl

Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C.

Funkce sin, cos jsou celistvé, sin’ = cos, cos’ = — sin.

Funkce sin, cos jsou periodické s periodou 27, sin je funkce lichd, cos je funkce suda.
Plati vztahy

R(sin z) = sin(R(z)) cosh(I(z)) , R(cos z) = cos(R(2)) cosh(T(z)),
S(sin z) = Cos(%(z)) smh(%( ), (Cos z) = Sin(%(z)) sinh($3(2)) ,

| sin 2| = sin®(R(2)) + sinh2(%(z)) , | cos Z\Q = cos*(R(2)) + sinh*((z2)) .

. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném

pripadé:

Sin(z-+w) = sin 2z cos w-+cos z Sin w , cos(z-+w) = cos z cos w—sIn 2z Sin w sin’ z+cos2
) )

. Funkce sin z je prostd na pasech R(z) € ((2k — 1)7/2, (2k + 1)w/2] nebo R(z) €

2k — )7 /2, (2k 4+ 1)7/2).

. Funkce cos 2 je prostd na pasech R(z) € (kw, (k + 1)7] nebo R(2) € [km, (k + 1)7).

=)




LOGARITMICKA FUNKCE

Funkce Log je inverzni funkci k e* pro &(2) € (—, 7.

\




LOGARITMICKA FUNKCE

Funkce Log je inverzni funkei k e* pro &(z) € (—m, 7).

\/

To znamen4, Ze je-li 3(z) € (—m, 7| a Log(w) = z, pak plati

elos™@) — 1y, Log(e®) = 2.
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LOGARITMICKA FUNKCE

Funkce Log je inverzni funkei k e* pro &(z) € (—m, 7).

\/

To znamen4, Ze je-li 3(z) € (—m, 7| a Log(w) = z, pak plati

elos™@) — 1y, Log(e®) = 2.

\

Jestlize Log(w) = x + iy, w = u+ iv, plynou z prvni rovnosti vztahy u = e* cosy, v =
e’siny a tedy = = log |w|, y = Argw. Tim se dostava popis hodnot funkce Log, ktery se
da také vzit za definici Log

Log(w) = log |w| + 1 Arg(w) .
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Vlastnosti logaritmu:
1. Defini¢ni obor je C \ {0} a obor hodnot je pas I(z) € (—m, 7).
2. Funkce je holomorfni na C \ (—o0, 0], Log'(z) = 1/z.
3. Plati vztahy

R(Log(z)) = log ||, S(Log(z)) = Arg(z), Log(z) = Log(z) .

4. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:
Log(zw) = Log(z) + Log(w) , Log(z/w) = Log(z) — Log(w) .

5. Funkce Log je prostd na C \ {0}.







Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\
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Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\

MnozZina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu.

\

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Pokud se nezuzi definicni obor, funkce e* neni prostd a feSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

\

MnozZina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu.

\
Z. této definice log vyplyva i jeji popis

log(w) = log |w| + iarg(w) .
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Logaritmus prevadi polo-
pfimky vychazejici z po-
catku ...

\
komplexni rovnina

@

\AAA/ VYVV}

komplexni rovnina

v

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Imaginérni ¢ast logaritmu je
spiralovité schodisté, pro-
toze exponenciala je 271 pe-
riodicka.
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Imaginarni Cast logaritmu je
spiralovit¢ schodisté, pro-
toze exponenciala je 271 pe-
riodicka.
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Reéln4 Cast je trychtyf.




Reéln4 Cast je trychtyf.







OBECNA MOCNINA




OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — ewlogz .
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — ewlogz .

\

Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.

\

LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
1234
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

6789

()]



OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — oW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

ProtozZe logaritmus komplexniho ¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — QW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

ProtozZe logaritmus komplexniho ¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\

Pokud je potreba mit jen jednu hodnotu, je tieba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napf. na Log. Nicméné, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napf. pti feSeni rovnic (jinak se miiZze néjaké feSenf ,,ztratit").

\/
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OBECNA MOCNINA
'

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni ¢islo:

LW — QW log z .
\
Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.
\

Protoze logaritmus komplexniho c¢isla je mnohoznacnd funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

\

Pokud je potieba mit jen jednu hodnotu, je tieba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napf. na Log. Nicméné, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napf. pti feSeni rovnic (jinak se miiZze néjaké feSenf ,,ztratit").

\/

Jednotlivé hodnoty log 2 se 1181 o 2k, coz je perioda exponencidlni funkce. Pokud je
tedy Cislo w = n celé redlné, ma 2" jedinou hodnotu, kterd odpovida soucinu n Cisel z
nebo 1/z, nebo se rovna 1 pro n = 0.

—
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Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\




Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\

To znamen4, ze v tomto pripad€ ma mocnina 2

\

I/n ptesné n hodnot.
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Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

\

To znamen4, ze v tomto pripad€ ma mocnina 2

\

Tato n-znacnd funkce se nazyva n-td odmocnina a znaci se jako obvykle /z. Hlavni
veétev odmocniny se ziskd volbou £ = 0.

I/n ptesné n hodnot.

-
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Predchozi uvahy lze prenést na pripad, kdy w je racionalni Cislo a mocmna 2" ma pak
konecné mnoho hodnot. Jakmile je w iraciondlni, ma jiZ mocnina z* spocetné¢ mnoho
hodnot. Pro w imaginérni je pocCet hodnot vzdy nekonecny.

-
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YWV /

Nejjednodussi je druha od-
mocnina.




Nejjednodussi je druha od-
mocnina.
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mocnina.




Komplikovanéjsi je tieti od-
mocnina.
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Z vlastnosti exponencialni funkce a logaritmu lze snadno odvodit néasledujici vztahy
mocniny s algebraickymi operacemi (rovnost tu znamena rovnost mezi mnozinami hod-
not):
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Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napf. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdfive vlastnosti funkce z* proménné z
s danym exponentem w:
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Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napf. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdfive vlastnosti funkce z* proménné z
s danym exponentem w:

\

Nyni vlastnosti funkce w* s proménnou z a danym ¢islem w # 0, op€t napft. pro hlavni
vétev mocniny:
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PRIKLADY




PRIKLADY
}

Priklad. Najdéte vSechna feSeni rovnice sin z = 1.

\




PRIKLADY
}

Priklad. Najdéte vSechna feSeni rovnice sin z = 1.

\

Vyfreste obecné rovnici sinw = z. [Navod: misto sin napiste prislusné vyjad-
feni pomoci e'* a poloZte e'* = ¢; reSeni ziskané kvadratické rovnice nyni staCi zlogarit-
movat. Ve vysledku w = —ilog(iz + v/1 — z?) se vyskytuji dvé mnohoznacné funkce.

Vezmete-li u obou z nich hlavni vétve, ziskéte hlavni vétev arcsin v komplexnim oboru;
jaky ma defini¢ni obor?

=)
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Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log 1.
\




Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log 1.
\

Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin
i s (1 - i>4i ) 1\/5 1 ) (_1)1/7T :

)




Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log i.
\

Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin
TN O S R L

\/

Priklad. UkaZte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose = a na piimkach R(z) =
/2 + k.

\
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Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log i.
\

Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin
iia 7(1 _i>4i7 1\/5 1_i7 (_1>1/7T

?

\/

Priklad. UkaZte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose = a na piimkach R(z) =
/2 + k.

\

Priklad. UkaZte, Ze obor hodnot funkci sin a cos je celé C.

\/
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Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log i.
\

Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin
TN O S R L

\/

Priklad. UkaZte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose = a na piimkach R(z) =
/2 + k.

\

Priklad. UkaZte, Ze obor hodnot funkci sin a cos je celé C.

\/

Priklad. UkaZte, Ze pro z # 0 plati () = 2. Plati vzdy rovnost log(e*) = 2?
\/
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Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log i.
\

Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin
i, (1= iv2, 17, (—nYr.

\

Priklad. UkaZte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose = a na piimkach R(z) =
/2 + k.

\

Priklad. UkaZte, Ze obor hodnot funkci sin a cos je celé C.

\/

Priklad. UkaZte, Ze pro z # 0 plati () = 2. Plati vzdy rovnost log(e*) = 2?

\

Priklad. SpocCtéte derivaci funkce Log. [Navod: Lze pouzit Cauchyovy-Riemannovy

podminky, nebo vzorec pro derivaci inverzni funkce, nebo zderivovat rovnost elos(?) =
vite-li, Ze Log ma derivaci. ]

=)
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Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni ¢isla 21, z, plati vztah

ez1+22 — 6z16z2.




Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z1, 2o plati vztah

1?2 = ¥le?2,

\

Jelikoz vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit tlohu
prevést na tento pripad.

\
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Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z1, 2o plati vztah

1?2 = ¥le?2,

\

Jelikoz vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit tlohu
prevést na tento pripad.

\

Oznacme jesté pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, z, takto

21 = X1+ 1Y, 22 = X+ 1Yz, T1,22,Y1,Y2 € R.
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Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z1, 2o plati vztah

1?2 = ¥le?2,

\

Jelikoz vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit tlohu
prevést na tento pripad.

\

Oznacme jesté pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, z, takto

21 = X1+ 1Y, 22 = X+ 1Yz, T1,22,Y1,Y2 € R.

\

Potom podle definice

21+29 — 6:(]1+:L’2(

e cos(y1 + o) + isin(yr + y2)),
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Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z1, 2o plati vztah

1?2 = ¥le?2,

\

Jelikoz vime, Ze uvedena rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit tlohu
prevést na tento pripad.

\

Oznacme jesté pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, z, takto

21 = X1+ 1Y, 22 = X+ 1Yz, T1,22,Y1,Y2 € R.

\

Potom podle definice

21+29 — 6:(]1+:L’2(

e cos(y1 + o) + isin(yr + y2)),

ele? = e*l(cosy; + isinyp)e?(cosys + i sin o)
Y1772 (008 1 €O8 Yy — SIN Yy Sin Yo + 4(Sin Yy cos Yo + cos Yy sin ys )]
cos(y1 + ya) + @ sin(y; + yo)]

= €

6331—|—$2 [
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Priklad. DokaZte, Ze funkce f proménné z = x + iy definovand vztahem
f(z) =€ =e€"(cosy +isiny)

je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.

\




Priklad. Dokazte, Ze funkce f proménné z = = + iy definovand vztahem
f(z) =€ =e€"(cosy +isiny)
je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.
\
Oznaéme nejdiive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po fadé

u(zx,y) = e’ cosy

u(z,y) = e’siny.
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Priklad. Dokazte, Ze funkce f proménné z = = + iy definovand vztahem
f(z) =¢e* =e€"(cosy + isiny)

je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.

Oznaéme nejdiive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po fadé
u(zx,y) = e’ cosy
a .
u(z,y) = e’siny.

Obe¢ tyto funkce maji spojité parcidlni derivace vSech radi podle proménnych x, v, a
maji tedy totdlni diferencidl. Postaci tedy dokazat, Ze jsou splnény Cachy-Riemannovy
podminky.

\
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maji tedy totdlni diferencidl. Postaci tedy dokazat, Ze jsou splnény Cachy-Riemannovy
podminky.
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Priklad. Dokazte, Ze funkce f proménné z = = + iy definovand vztahem
f(z) =¢e* =e€"(cosy + isiny)

je holomorfni v C a spocitejte jeji derivaci.

Oznaéme nejdiive redlnou a imaginarni ¢ast funkce f po fadé
u(zx,y) = e’ cosy
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u(z,y) = e’siny.
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Podle zndmé véty dostdvame

f(x+1iy) = af(:g;— i) = e"(cosy +isiny).




Priklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiz redlna Cast je
r? — y? + e"(xcosy — ysiny),
kde z = z + 1y.
\




Priklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiZ redlnd Cast je
r? — y? + e"(xcosy — ysiny),

kde z = x + 1y.
¥

Polozime u(z,y) = x> — y* + e*(x cosy — ysiny). Derivovanim se snadno
presvédéime, Ze u je harmonickd, a tedy nase dloha ma smysl. Ddle je C jednoduse
souvisla oblast, a tedy uloha ma reSeni.

\
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Priklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiZ redlnd Cast je
r? — y? + e"(xcosy — ysiny),
kde z =z + 1.
¥

Polozime u(z,y) = x> — y* + e*(x cosy — ysiny). Derivovanim se snadno
presvédéime, Ze u je harmonickd, a tedy nase dloha ma smysl. Ddle je C jednoduse
souvisla oblast, a tedy uloha ma reSeni.

\

Pomoci Cauchy-Riemannovych podminek najdeme soustavu dvou parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic, které musi funkce v spliovat:

G _ o _ 2¢ + e*(x cosy — ysiny + cosy)

or 0Oy 7

_@ = @ = 29—|—ex(xsiny —siny—i—ycosy).
Jdy Ox
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Priklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiZ redlnd Cast je
r? — y? + e"(xcosy — ysiny),
kde z =z + 1.
¥

Polozime u(z,y) = x> — y* + e*(x cosy — ysiny). Derivovanim se snadno
presvédéime, Ze u je harmonickd, a tedy nase dloha ma smysl. Ddle je C jednoduse
souvisla oblast, a tedy uloha ma reSeni.

\

Pomoci Cauchy-Riemannovych podminek najdeme soustavu dvou parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic, které musi funkce v spliovat:

G _ o _ 2¢ + e*(x cosy — ysiny + cosy)

or 0Oy 7

_@ = @ = Qy—i—ex(xsiny —siny—i—ycosy).
Jdy Ox
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\
Nakonec je tedy

f(z) = u(z,y)+ iv(z,y)
r® + i2xy — y* + e”[z(cosy + isiny) + iy(cosy + isiny)] + ik
= (2 +1iy)* + (z +iy)e“(cosy + isiny) + ik = 2* + ze* + ik.




Priklad. Pro x € R an € N seCtéte

l+4+cosx+--- 4 cosnx.




Priklad. Pro x € R an € N secCtéte

l+4+cosx+--- 4 cosnx.

\
Refeni. Vime, Ze pro kazdé k € N, plati

ikx
)

coskr =Re




Priklad. Pro x € R an € N sectéte

l4+cosx+ -4+ cosnx.

Vime, Ze pro kazdé k € Ny plati
coskx = R e'?
\
takZe misto zadané fady miiZeme vySetfovat fadu
1+€1x++eznx

coZ je geometricka fada, jejiz soucet zname:

n 6i(n+1)x — (e — 1
5~ e = 1)

= eIy

(n+1) + eln el 41 sin (n+1)z
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Priklad. Pro x € R an € N sectéte

l4+cosx+ -4+ cosnx.

Vime, Ze pro kazdé k € Ny plati
coskx = R e'?
\
takZe misto zadané fady miiZeme vySetfovat fadu
1+€1x++eznx

coZ je geometricka fada, jejiz soucet zname:

n 3 (ei(n+1)x _ 1)(6” _ 1)
kZ B R

_' - (n+1)x
= = — COS— +sSin— | . LEKCE33-KEL
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Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\




Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

'

Reseni. Podle definice funkce kosinus mame

e’lZ _|_6—ZZ
COSz = ——— = 2,
2




Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

Podle definice funkce kosinus mame

6Z2_|_6—22
COSz = ——— = 2,
?

\/

Odtud dostaneme rovnici . ,
e? —4e” +1=0.
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Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

Podle definice funkce kosinus mame

6Z2_|_6—22
COSz = ——— = 2,
?

\/

Odtud dostaneme rovnici . ,
e? —4e” +1=0.

\/

Oznacme w = e'*, pak hledame reSeni kvadratické rovnice

w? —4dw+1=0,
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Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

Podle definice funkce kosinus mame
eiz 4 e—iz

cosz = —— = 2.
2

\/

Odtud dostaneme rovnici . .
e? —4e” +1=0.

\

OznaCme w = €'*, pak hleddme feSeni kvadratické rovnice
w? —4dw+1=0,

\

coZ jsou Cisla

w1:2—|—\/§, w2:2—\/§.
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Priklad. Najdéte vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.

\

Podle definice funkce kosinus mame
eiz 4 e—iz

cosz = —— = 2.
2

\/

Odtud dostaneme rovnici . .
e? —4e” +1=0.

\

OznaCme w = €'*, pak hleddme feSeni kvadratické rovnice
w? —4dw+1=0,

\

coZ jsou Cisla

w1:2—|—\/§, w2:2—\/§.
\

Vrétime-li se zpét k proménné = :

el =2+ +/3, el =92 — /3.
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w? —4dw+1=0,

\
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Logaritmovanim

21 € —iLog(2 + V/3), 2 € —iLog(2 — V/3).




Logaritmovanim

21 € —iLog(2 + V/3), 2 € —iLog(2 — V/3).

Log(2 +V3) = log(2+ V3) +1iArg(2 + V3) =log(2 + V3) + i2kw, k€ Z
Log(2 — V3) = log(2 — V/3) +iArg(2 — V3) = log(2 — V3) + i2kn, k€ Z.

/N




Logaritmovanim

21 € —iLog(2 + V/3), 2 € —iLog(2 — V/3).

\/

Log(2 4+ v3) = log(2 + V/3) + i Arg(2 + V3) = log(2 + V3) + i2kw, keZ
Log(2 — v3) = log(2 — V/3) 4+ i Arg(2 — V/3) = log(2 — V3) + i2knr, k€ Z.

\
A vysledek je

z = —ilog(2 + \/§) +2kw, k€ Z.
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