KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

V predchozich ¢astech byl dliraz kladen na redlna Cisla a na redlné funkce.

Pokud se komplexni Cisla vyskytovala, bylo to z hlediska kartézského souCinu dvou
realnych pfimek, napt. pfi zkoumani funkci dvou proménnych. Nebyly pfi tom brany v
uvahu vSechny algebraické vlastnosti komplexnich Cisel.

Je zndmo, Ze nekteré tlohy zadané redlnymi funkcemi nemaji feSeni v redlném oboru,
ale maji feSeni v komplexnim oboru.

Takovym jednoduchym pripadem jsou kvadratické rovnice.

Slozitéjsi situace bude probrana v kapitole o Fourierové transformaci: inverzni ob-
razy Laplaceovy transformace redlné funkce se vypocitaji pomoci integralu komplex-
nich funkci.

I kdyz mnoho vlastnosti komplexnich Cisel 1ze ziskat z vlastnosti redlnych Cisel, nelze
tak ziskat Véechny potrebné vlastnosti.

Navic, uZ prii zkouméni funkci dvou promennych byly vidét podstatné rozdily ve slo-
Zitosti pstych mnoZzin na primce a v rovine.

V této kapitole proto budou zopakovany né€které vlastnosti roviny a funkci dvou pro-
ménnych (a zdklady komplexnich Cisel ze stiedni Skoly).
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MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich &isel je mnoZzina R? vSech dvojic (z, y) redlnych
¢isel s euklidovskou vzdalenosti dvou bodu (x1, y1) a (x2, y2) rovnou

V(@ = 22)? + (y1 — 12)?
a algebraickymi operacemi sCitani a nasobent:

(5517 yl) + (1'2; 92) = (1'1 + T2, Y1 + 92) LEKCE31-KOM
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S uvedenym nédsobenim a s¢itdnim tvori C téleso, s uvedenou vzdélenosti tvori met-
ricky prostor.

Pokud se ztotozni redlnd ¢isla » € R s komplexnimi Cisly (7, 0), je R podtéleso C (a
jeho metricky podprostor).

Vzdalenost bodu z = (z,y) od pocatku se podobné jako v redlnych Cislech znaci

absolutni hodnotou |z| = |(z,y)| = \/2? + y?. Vzdalenost dvou ¢isel 21, 25 je potom
|21 — 23|. Pro absolutni hodnotu plati stejnd pravidla jako v R (viz Otdzky).

Pocatek, tj. bod (0, 0), bude ¢asto znacen jako 0.

Z-Z
yzz

A |z| z

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 1
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Alternativni popis komplexnich cisel

Jestlize se oznali i = (0, 1) (tzv. imaginarni jednotka), 1ze psat komplexni Cisla ve
tvaru (z,y) = x + iy.

.x—l-ly
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Cislo r je pro komplexni ¢islo z = (x, y) uréeno jednoznacné:
ol = A2 g2
r=|z| =vx*+y?,

Uhel ¢ je, kromé bodu (0, 0), uréen jednoznaéné aZ na periodu 27:

Rz

COS( = —

|2

Popis ¢ pomoci funkce arctg je uveden v Otdzkdch. MnoZina Ghli ¢ pro dané z se

Q7

sing):g.

znadi arg(z), takze z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

Popis pomoci polarnich soufadnic je vhodny pfi nasobeni komplexnich Cisel. Plati

totiZ zobecnéné Moivreovy vzorce pro z1, 2o s prisluSnymi argumenty 1, o:

Z1

z1.29 = | 21| 22| (cos(1 + @2) +isin(p; + p9)), — =

Z9

| 1]

|22

—(cos(p1 — p2) +isin(p1 — p2))
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RozSirena komplexni rovina C*

Stejné jako v R je vhodné rozsitit rovinu o nevlastni body.

Na rozdil od R se vSak C rozsifuje jen o jedno nevlastni ¢islo, které bude znaceno oo
a roz§itend rovina C U {oo} bude oznacena jako C*.
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nemaji smysl (neurcité vyrazy).
Je vhodné zavést |oo| = 00, 0 = 0.

Poznamky 3  Piiklady 3 Otazky 3 3




Topologie roviny

V kapitole o funkcich vice proménnych byla pomoci vzdalenosti popsana konver-
gence v R? a jeji vlastnosti, ddle pak jisté vlastnosti podmnoZin roviny, jako otevienost,
uzavienost, omezenost, kompaktnost, okoli bodii, hromadné body.

U(z)

Pro uplnost:

e okoli bodu z je libovolnd mnozina obsahujici néjaky kruh o stfedu z;
e podmnoZzina C je otevrend, jestlize je okolim kaZzdého svého bodu;

e podmnoZina C je uzavrend, jestlize jeji doplnék je otevieny;

e podmnozina C je kompaktni, jestlize je uzaviend a omezen4;

e posloupnost z, konverguje k z € C, jestlize libovolné okoli bodu 2z obsahuje skoro
vSechna z,,.

V Pozndmkdch, Prikladech a Otdzkdch je probrano rozsiteni uvedenych pojmii na C*.

Kromé tvrzeni obsahujicich pojmy z usporadani, plati stejné véty pro konvergenci jako
v R:
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1. {2,} ma nejvyse jednu limitu,

2. je-li posloupnost { z, } konstantni, z, = u, pak lim z,, = u,

3. jestlize lim z,, = wu, pak lim z;, = u pro kazdou podposloupnost {z;, } posloupnosti
{/211}7

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {z,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k u,
pak {z,} konverguje k w.

5. jestlize {z,} konverguje v C, pak {z,} je omezend posloupnost.

6. posloupnost {z,} konverguje v C pravé kdyZ je cauchyovska (tj. Ve > 0 dny €
N (n,k > ng = |z, — 21| <ée)),

7. plati tvrzeni o limit€ souCtu, soucinu a podilu.

Beze zmény zlistivd definice hromadnych bodl posloupnosti nebo mnozin v C a
vSechna tvrzeni o nich, kterd maji smysl v C (tj. musi se vynechat tvrzeni pouZiva-
jici usporadani, napr. nemd smysl hovorit o nejvétsim a nejmensim hromadném bodé
posloupnosti). V Cantorové vété se misto omezeného uzavieného intervalu bere kom-
paktni mnozina (viz Otdzky).

Bude potteba dalsi dilezity pojem, a to souvislost mnoZiny.
MnozZina A se nazyva souvisld, jestliZze kazda funkce spojitd na A majici jen konecné
mnoho hodnot je konstantni.
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Pro ucCely této kapitoly bude stacit siln€jsSi pojem nez souvislost. MnoZzina je kiivkoveé
souvisla, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit kiivkou lezici v oné mnoziné.

Zieymé je kazda kiivkové souvisla mnozina je souvisla.

Kazda kfivkové souvisla mnoZina souvisld, diikaz je snadny. Opak obecné neplati,
plati pro oteviené mnoZiny, kde se navic da kiivka v definici nahradit lomenou Carou.

Oteviené souvislé mnoziny se nazyvaji oblastmi.

Oblast spolu se svou hranici se nazyva uzaviend oblast.

Pro podrobn¢jsi pohled na souvislost viz Pozndmky, Priklady a Otdzky.
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Souvisld mnozina se nazyva jednoduse souvisla, jestlize jeji doplnék je souvisld mno-
Zina.
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FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje néjakou podmnozinu C do C. M-
Zeme se na ni tedy divat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na

podmnoZin€ roviny, neboli f(z) = f(z,y) = (fl(:zj Y), fo(z,y)) = filz,y) +ifo(z,y)
(f1 = Rf je redlna slozka a f5 = S f je imaginarni slozka funkce f).

Abychom mohli uspésné pracovat s komplexnimi funkcemi komplexni proménné,
byva mimo vyse uvedeny model typu "rozvalené tésto"uziteCné zkoumat oddélené real-
nou a imaginarni slozku zvl1ast’.

Napriklad pro funkci z — 2 je redlna slozka zobrazeni (z, y) — = a imaginarni slozka
zobrazeni (z,y) — y. Jde tedy vlastné o dvé plochy nad rovinou (x, y).
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realna cast

imaginarni cast

nulova rovina

Je zieymé, jak se definuje soucet, soucin a podil komplexnich funkci (vSe bodové),
jejich slozeni, inverzni funkce, jejich bodova limita.

Nema smysl hovotit o monotonnich funkcich, o extrémech, o konvexnich funkcich.

Ale ma smysl pojem omezena funkce, suda, licha nebo periodicka funkce.

Uvédomte si rozdil oproti kapitole o funkcich vice proménnych, kde se soucin a podil
funkci uvazoval pouze pro funkce s hodnotami v R.

Umluva: Pokud nebude feceno jinak, bude v této i nasledujicich kapitoldch termin
funkce znamenat komplexni funkce komplexni proménné.

Budou se vyskytovat prifazeni, kterda jednomu bodu pfifadi vice hodnot (jako napr.
arg z). Takovéto prifazeni se nazyva mnohoznacné zobrazeni a v pripadé, Ze je defi-
novano na komplexnich Cislech a hodnoty jsou opét komplexni Cisla, bude se nazyvat
mnohoznacna funkce.
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Spojitost

Protoze C je metricky prostor, je spojitost funkce f definovana jako
(v bodé nebo na mnoziné).

Je v§ak mozné vzit za definici spojitosti funkce f jednu z ndsledujicich ekvivalentnich
vlastnosti plynouci ze spojitosti redlnych funkci a z rozkladu f na redlnou a imaginarni
slozku:

Stejnomérna spojitost je definovana tfeti podminkou, jestliZze volba ¢ nezavisi na volbé
z (tj., kvantifikdtor ,,pro kazdé z" se pfesouva za kvantifikator ,.existuje 0").

Z kapitoly o funkcich vice proménnych nyni vyplyvaji nékteré zakladni vlastnosti Spo-
jitych funket, napt. o zachovani souvislosti sloZzenim a zachovani kompaktnosti spojitym
obrazem. Platf o néco vice (pouZiji se prislusna tvrzeni o spojitosti pro funkce z roviny
do pfimky).
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4. Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZzina.
5. Spojita funkce na kompaktni mnozin€ je stejnomérné spojita.
6. Prosta spojita funkce na kompaktni mnoziné ma spojitou inverzni funkci.

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5 5




Limita funkce

Lze opét pouZit definice a tvrzeni z kapitoly o funkcich vice proménnych, takZe pro
funkci f je lim f(z) = lim R(f)(2) + i lim S(f)(2).
Z—U Z—U Z—U
Vsechny zakladni vlastnosti limity redlné funkce plati 1 pro funkce v komplexnim
oboru, samoziejmé kromé téch pouzivajicich usporadéani. Ale i pro funkce v komplex-
nim oboru 1ze dokazat neékterd tvrzeni u kterych se v realnych funkcich pouziva uspora-
dani, napr.

lim f(z) = 0, g je omezena v okoli u = lim f(2)g(z) =0.
Z—U Z—U

Je to proto, Ze i pro komplexni funkce plati lim f(z) = 0 < lim | f(2)| = 0.

Nasledujici tvrzeni 1ze vyhodné pouzit v nékterych situacich, protoze prevadi limitu z
komplexniho oboru na realny obor jinak nez je rozklad na slozky.
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Za kiivku spojujici body z, 1ze vzit lomenou caru. Neni tézke ukazat, Ze lze vzit i

hladkou kfivku (navic majici vSechny derivace).

6

‘ STANDARDY z kapitoly \

KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

LEKCE31-KOM
komplexni Cisla
komplexné sdruzené
Cislo
absolutni hodnota
imagindrni jednotka
pruvodic
argument
Moivreovy vzorce
nevlastni bod
topologie roviny
konvergence
souvisld mnoZina
oblast
kfivkova souvislost
jednoduchd souvis-
lost
funkce
mnohoznacnd
funkce
spojitost
limita funkce
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich &isel je mnoZzina R? vSech dvojic (z, y) redlnych
¢isel s euklidovskou vzdalenosti dvou bodu (x1, y1) a (x2, y2) rovnou

V(@ = 22)? + (y1 — 12)?
a algebraickymi operacemi sCitani a nasobent:

(z1,91) + (12,92) = (21 + T2, Y1 + ¥2)
(371, y1) ‘ ($2; yz) - (551372 — Y1Y2, T1Y2 + xzyl) :

Cislo x se nazyva redlna slozka komplexniho &isla z = (z, y) (znaleni R(z)) a y jeho
imaginarni slozka (znaCeni (2)).

Cislo (x, —y) se nazyvé komplexné sdruzené k &islu (z, y) (znadeni (z, y)).

Vzdalenost bodu z = (x,y) od pocatku se podobné jako v redlnych Cislech znaci
absolutni hodnotou |z| = |(z,y)| = +/2? + y?. Vzdalenost dvou Cisel 21, 2o je potom
|21 — 29]-

Pocatek, tj. bod (0, 0), bude ¢asto znacen jako 0.
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Alternativni popis komplexnich cisel

Jestlize se oznali i = (0, 1) (tzv. imaginarni jednotka), 1ze psat komplexni Cisla ve
tvaru (z,y) = x + iy.

.x—l-ly
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RozSirena komplexni rovina C*

Na rozdil od R se vSak C rozsifuje jen o jedno nevlastni ¢islo, které bude znaceno oo
a rozsitfend rovina C U {oo} bude oznacena jako C*.
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Topologie roviny

U(z)

Pro uplnost:

e okoli bodu z je libovolnd mnozina obsahujici néjaky kruh o stfedu z;
e podmnoZzina C je otevrend, jestlize je okolim kaZzdého svého bodu;

e podmnoZina C je uzavrend, jestliZe jeji doplnék je otevieny;

e podmnoZzina C je kompaktni, jestlize je uzaviend a omezen4;

e posloupnost z, konverguje k z € C, jestlize libovolné okoli bodu 2z obsahuje skoro
vSechna z,,.

Mnozina A se nazyva souvisla, jestliZze kazda funkce spojita na A majici jen konecné
mnoho hodnot je konstantni.
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Mnozina je kiivkové souvisla, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit kiivkou lezici v LEKCESLKOM
one mnozine. komplexni &isla
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Kazda kiivkové souvisld mnoZina souvisld, dikaz je snadny. Opak obecné neplati, funkce
plati pro oteviené mnoziny, kde se navic d4 kiivka v definici nahradit lomenou Carou. Tpojitot
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Oblast G je jednoduSe souvisld, jestlize s kazdou Jordanovou kiivkou v G lezi v GG i
jeji vnitrek.

® ¢




FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje néjakou podmnozinu C do C. M-
Zeme se na ni tedy divat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na

podmnozing roviny, neboli f(z) = f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) = fi(z,y) +if2(z,y)
(f1 = Rf je redlna slozka a f5 = S f je imaginarni slozka funkce f).

Budou se vyskytovat prifazeni, kterd jednomu bodu priradi vice hodnot (jako napf.
arg z). Takovéto prifazeni se nazyvd mnohoznacné zobrazeni a v pripade, ze je defi-
novano na komplexnich Cislech a hodnoty jsou opé€t komplexni Cisla, bude se nazyvat
mnohoznac¢né funkce.

-
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Spojitost
Za definici spojitosti funkce f Ize vzit jednu z nésledujicich ekvivalentnich vlastnosti
plynouci ze spojitosti redlnych funkci a z rozkladu f na redlnou a imaginarni slozku:
1. slozky R f a & f spojité;

2. pro kazdé z € D(f) a kazdé okoli U bodu f(z) existuje okoli V' bodu z takové, zZe
fVnD(f)) cU.

3. pro kazdé z € D(f) a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze |f(z) — f(w)| < €
jakmile |z — w| < da z € D(f).

4. jestlize z, — z v D(f), pak f(z,) — f(2).

Stejnomérna spojitost je definovana tfeti podminkou, jestliZe volba ¢ nezavisi na volbé
z (tj., kvantifikdtor ,,pro kazdé z" se pfesouva za kvantifikator ,existuje 0").

VETA.
. Soucet, souCin a podil spojitych k funkci je spojita funkce.
. Slozeni spojitych funkci je spojita funkce.
. Spojity obraz kiivkove souvislé mnoziny je kiivkove souvisla mnozina.

1

2

3

4. Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZzina.

5. Spojita funkce na kompaktni mnozin€ je stejnomeérne spojita.
6

. Prosta spojita funkce na kompaktni mnozin€ ma spojitou inverzni funkci.
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Limita funkce

Definujeme pro funkci f

lim f(2) = im R(f)(2) +1lim S(f)(2) .

Z—U Z—rU Z—U

V poldrnim zépisu Cisla z se r nazyva privodic¢ a  argument Cisla z. Zobrazeni arg,
které prirazuje komplexnimu ¢islu jeho argument, neni jednoznacné.

Lze se omezit jen na nékteré hodnoty argumentu, napt. interval |0, 27) a potom je arg
jednoznacnou funkci (kromé 0).
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Necht' S je sféra {(z,y,2) € R* 2>+ y* + 22 = 1} a P jeji ,,severni pél" (0,0,1).
Rovina C se ztotoZni s rovinou os x, 9, tj. mnozinou {(z,y,0) € R?; (z,y) € R?}.
Tzv. stereograficka projekce je prosté zobrazeni S \ { P} na C: vezme se piimka pro-

chazejici bodem P, kterd neni rovnobéZzna s C — ta protinad sféru S presné v jednom
dal$im bodé a rovinu C taky pfesné v jednom bodé, jeho stereografickém obraze.

sféra

/(2

rovina

Sféra S tedy slouZi jako model rozsifené komplexni roviny C*, pfi¢emZ P odpovida
nevlastnimu bodu oco.
Uvedeny model C* ve tvaru sféry bude nazyvan Riemannova sféra.

Je-1i f mnohoznacné zobrazeni na G, pro kazdé z € G vyberte jen jednu hodnotu
z mnoziny f(z) (oznacte ji F'(z)), dostane se funkce F' na G, kterd se nazyva (jedno-
znacnd) vétev funkce f.

Grafem mnohoznacné funkce imaginarni ¢ast logaritmu je schodiSté.
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Pokud je tfeba vyjadrit podil dvou komplexnich Cisel jako dvojice redlnych Cisel,
rozsifi se zlomek komplexné sdruZenym jmenovatelem. Napiiklad pro podil z/w, kde

z=(z,y),w = (u,v):

2 ZW (xu — Yv U+ yu)
u? + v’ wr+ 02/
Dokazte, ze plati
<1

arg(212) = arg(z1) + arg(z),  arg (Z) — arg(z1) — arg(z)

2" = |z]"(cos(ny) + isin(ngp)) .
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Jestlize pro n € N znaci {/z ta komplexni ¢isla w, pro kterd je w" = z, pak
Vz = {/]2|(cos(p/n) + isin(p/n)).

Najdéte realnou a imaginarni ¢ast komplexniho Cisla

14+4\°

1 —1

v s . . 20
Spocitejte (1 + Z) - LEKCE31-KOM
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