METRICKE PROSTORY

V praxi se nelze obejit bez aproximaci, zv1asté v
pripadech, kdy se fesenf tlohy hledd numericky.

Pak je dilezité mit k dispozici pojem konver-

gence.

Konvergence ¢ehosi k cemusi. Zacind se to zas-
nodrchdvat ...

V redlnych Cislech byla konvergence definovana bud’ pomoci vzdilenosti dvou bodl nebo pomoci uspora-

dani. Druhy pfistup uz vSak nejde pouzit v euklidovskych prostorech vyssi dimenze, a proto konvergence pomoci
vzdalenosti je vhodnéjsi.

Prohlédnéte si definici konvergence posloup-
nosti. Pracuje se tam s absolutni hodnotou roz-
dilu dvou ¢isel, tedy s jejich vzdalenosti na realné
ose.




A tak budeme definovat riizné prostory objekti a

mezi témi objekty vzdalenost.

Tak budeme mit moZnost vyslovit a dokdzat
jedno tvrzeni (napfiklad vétu o spojitosti slozZe-
ného zobrazeni) pro v§echny moZzné situace (me-
trické prostory) a nemusime ji dokazovat pro kaz-
dou situaci zvIast'.

Tak mne napadd, Ze jsem to uz tam né&jak citil v

kostech u funkci vice proménnych. D”.

METRICKY PROSTOR

Z chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zdkladni vlastnosti, které se stanou axiomy pro
abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

Tvrzeni dokdzand pro tento obecny pojem lze pak pouZit pro vSechny struktury s konkrétni vzdalenosti.

DuleZitou aplikaci budou metriky v prostorech funkci.

Ted’ je posledni okamzik, kdy si miZete na ge-
nidln{ definici metrického prostory pfijit sami. Je
to neopakovatelna piileZitost! Zaviete (poptipadé
oteviete) oci, metricky prostor pfichdzi.




Jestli jste vymyslili axiomy pro vzddlenost a
mate jich tak akordt (t.j. 3), tak pokracujte ve
Cteni, jinak pokracujte v premysleni.

DEFINICE. Necht X je mnoZina a d funkce pfifazujici kazdé dvojici (z,y) z X nezdporné redlné &islo d(z, y)
majici vlastnosti:

I. prox,y € X jed(x,y) = 0 pravé kdyZ x = y;
2. (symetrie) d(z,y) = d(y, x) pro kazdé z,y € X,
3. (trojuihelnikovd nerovnost) d(x,y) < d(z, z) + d(z,y) pro kazdé z,y,z € X.
Funkce d se pak nazyvd metrika na X a dvojice (X, d) se nazyva metricky prostor.
Ztejmym zptisobem se definuje vzdélenost bodu a a mnoZiny A od mnoziny B a primér mnoZiny A:
d(a, B) = inf{d(a,b);b € B}, d(A,B)=inf{d(a,b);a € A,b € B},

diam A = sup{d(a,b);a,b € A}.

| Sqélé. Tuhle definici mam moc rad. I

Pfizndvdm bez muceni: nepfiSel jsem na Zadny

axiom.




Pomoci vzdélenosti se pfirozenym zptisobem de-
finuje konvergence posloupnosti:

DEFINICE. V metrickém prostoru (X, d) posloupnost {z,} konverguje k bodu z € X (nebo m4 za limitu bod
x € X), jestlize d(xp, xz) — 0.

Znaceni: x,, — x nebo lim x,, = x.

Analogicky situaci v euklidovskych prostorech
1ze definovat okoli bodti:

DEFINICE. Okoli bodu z v metrickém prostoru (X, d) je kazdd mnoZina obsahujici otevienou kouli By, =
{y;d(z,y) < r} pro néjaké r > 0.

To mi néco pfipomind. Ted’ bych si troufnul i na

definici uzaviené koule.

Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat v§echny podstatné pojmy, které byly pouzivany v euklidovskych
prostorech:

DEFINICE. PodmnoZina A metrického prostoru (X, d) se nazyva oteviend, jestlize kazdy bod A ma okoli celé
lezici v A (tj. Zadnd posloupnost z X \ A nekonverguje k bodu z A).

Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyvé uzaviend, jestlize jeji doplnék X \ A je otevieny (4.
limity konvergentnich posloupnosti z A lezi v A).

DEFINICE. Uzévér mnoZiny A v metrickém prostoru (X, d) je mnoZina viech limitnich bodd posloupnosti z A
(a znaCi se A).



Dukazy ndsledujicich tif tvrzen{ jsou jednoduché
a méli byste je umét dokazat.

VETA. Soubor vSech otevienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) mé nésledujici vlastnosti:
1. § a X jsou oteviené mnoZiny;
2. sjednoceni libovolného poctu otevienych mnoZzin je oteviend mnozina;

3. prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviend mnoZina.

Pokud se pri takovych dikazech neskutecné nu-
dite, tak je to v poradku.

Pomoci de Morganovych vzorci o dopliicich
mnozin se snadno dokaze nasledujici dasledek:

DUSLEDEK. Soubor v§ech uzavienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma nésledujici vlastnosti:
1. ) a X jsou uzaviené mnoZiny;
2. prunik libovolného poctu uzavienych mnozin je uzaviena mnoZzina;

3. sjednoceni kone¢ného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.

VETA. Uzévér v metrickém prostoru (X, d) ma ndsledujici vlastnosti:
1. 0 =0;
2. AC Aprokazdé A C X;



3. AUB=AUBprokazdé A,B C X,

4. A =Aprokazdé A C X.
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MiiZe se stdt, Ze dvé rizné metriky urCuji totoZné konvergence (napt. na R obvykld metrika |z — y| a metrika
2|z —y|.

T.j. ta ¢areCka nad pismenkem neni ani svatozar,

ani zip. Je to prosté takovy metricky uzdvér. Ani
na ldhev se nehodi.

voew s

Pokud je pro dalsi potfebu hlavni konvergence a nikoli vzdalenost, je mozné pouZit vhodnéjsi metriku, kterd

ma stejnou konvergenci.

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni, jestlize metrické prostory
(X,d) a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

Pozor! To je jiz zcela regulérni Carovani. Chapete
to? Napiiklad koule {z : d(z,z¢) < 1} nemusi

byt kulatd.

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné oteviené mnoZiny, stejné
uzaviené mnoziny, stejné uzavéry mnoZzin.

Ctéte pomalu. Ta véc neni jednoducha.




Ale je izasna.

Pojmy, které se nezméni zdménou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické.

Kromé jiz uvedenych tam naleZi i nasledujici vlastnosti:

¥

DEFINICE. Podmnozina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzavér je cely prostor X.

Ted’ to bude husty:
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PodmnoZzina metrického prostoru X se nazyva ridkd, jestlize doplnék jejtho uzavér je husty.
Podmnozina metrického prostoru X se nazyva 1.kategorie, jestlize je sjednocenim spocetné mnoha fidkych
mnozin.

Metricky prostor se nazyva separabilni, jestliZe ma spocetnou hustou Cast.

Bramboracka je hustd, Cesnecka je fidkd a ma-
minka déla polivky prvni kategorie.

A poliv¢icka s jemné nastrouhanou mrkvic¢kou je
napotvoru separabilni.




Pozndmky 1:
Metrika nemusi mit v aplikacich vzdy vyznam vzddlenosti, ale napf. Cas.

Pri méfeni Casu probéhnutych jevii miiZe nastat situace, Ze prislusnd funkce neni symetrickd (na kole ujedete
stejnou vzddlenost rychleji z kopce nez do kopce), v nékterych ptipadech nemusi platit trojihelnikova nerovnost.

Existuji samoziejmé modifikace vlastnosti metriky, které zachycuji podobné situace, ale vzdy se jedna o zjist’ ovani,
jak se vlastnosti metrik zméni. Zakladem je teorie metrickych prostort.

Jedna modifikace axiomi metrik se vSak vyskytuje Castéji. Je to slabsi prvni axiom:

I’.prox € X jed(z,z) = 0.

To znamena, Ze dva rizné body mohou mit nulovou vzdalenost. Takova zobecnénd metrika se nazyva pseudomet-
rika; viz Otdzky pro souvislost s metrikou.

V pseudometrickém prostoru lze stejnou definici zavést vSechny uvedené topologické pojmy.
Stejnym zptsobem jako u redlnych Cislech lze definovat hromadné body posloupnosti a mnoZiny.

Neni-li d v metrickém prostoru (X, d) podstatnd, nebo je jasné, o jakou metriku se jednd, bude asto v dal$im textu
vynechdvat, tj. bude se mluvit o metrickém prostoru X (nebo Y, Z, apod.).

Konec poznamek 1.

Priklady 1:
1. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s obvyklou metrikou

da,y) = /(@1 — 22) + . + (@ — ya)?

tvofi metricky prostor.

2. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dp(z,y) = ¥/x1 — 1 |P + oo + |20 — yn P

,kde p > 1, tvoii metricky prostor, ktery se Casto znaci I, (n).
Trojihelnikovd nerovnost se nedokazuje snadno. Lze pouzit extrémy funkci vice proménnych.
Ukatzte, Ze vSechny metriky d,, jsou ekvivalentni. Nakreslete si, jak se méni jednotkova koule pfi rostoucim p.

Pro 0 < p < 1 uvedend funkce d;, nespliiuje trojihelnikovou nerovnost.

3. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

d00($7 y) = max{|x1 - y1|7 sy |37n - yn|}
tvori metricky prostor, ktery se ¢asto znali lo(n).
UkafZte, Ze i tato metrika je ekvivalentni pfedchozim metrikdm d,,.

Vite jak vypada jednotkova koule? Je hranata.

Dokatzte, Ze doo = limy ¢ dp.



4. Metriky d), lze pouZit i pro nekone¢né dimenziondlni prostor posloupnosti redlnych ¢isel. Misto kone¢nych
souctl se pouZiji nekonecné soudty:

o

dp({an}t {yn}) = ¥ Z [Zn — ynlP.

n=1

Pro p = oo se dostane vzorec
doo({Tn}, {yn}) = sup [zn — yn|.
neN

Je zifejmé, Ze ne pro vSechny posloupnosti uvedené soucty nebo supremum jsou vlastni. Pro riiznd p je nutné se
omezit na rizné posloupnosti. Pro 1 < p < oo je dp, metrikou na mnoZziné

lp = {{zn}; Z |z |P} < oo}, leo = {{Zn}; {zn} je omezend }.

n=1

Trojtihelnikové nerovnost pro dj, 1 < p < oo, se nazyva Minkowského nerovnost.
Uvédomte si, Ze prostor F, (X, Y) (mnoZina omezenych zobrazeni z X do Y se ,supremovou" metrikou je zobec-
néni [ (jaké jsou u [ prostory X, Y?).

5. Funkce d na X x X rovnd 0 na diagondle a 1 jinde, je metrika, Casto nazyvana diskrétni metrika.

Odevsad se kamkoliv dojede za kacku. Tak by to
mélo byt v metru.

Jaka je konvergence v diskrétni metrice? Jak vypadaji koule v této metrice? Je vZdy uzavér oteviené koule uzaviena
koule se stejnym polomérem?

Nekteré otazky jsou aZ dojemné snadné. Ale i tak
jsou hezké.

6. Opacnym extrémem diskrétni metriky je tzv. indiskréini pseudometrika, coz je nulova funkce.

Jaka je konvergence v indiskrétni metrice? Jak vypadaji koule v této metrice?

7. Necht' X je spocetny disjunktni souet intervald [0, 1], ve kterém se ztotoZn{ viechny body 0. MnoZina X se dd
chépat jako soucin N x [0, 1], kde v§echny body (n,0),n € N, jsou totozné.




Nasledujici funkce je metrikou na X.

pron = m;

o |x—y|,
d((n,x),(m,y)) = { |z| + |y|, pron #m.

Tento metricky prostor se ¢asto nazyva jeZek nebo véjir.

| Nékdy jsem taky ostithany na jezka. I

8. Necht' p je prvogislo. Pro raciondlni &isla 2 # y se definuje d(z,y) = p %, kde z — y = pk%, a,beZap
nedéli ani a ani b.

Uvedend metrika d na raciondlnich ¢islech se nazyva p-adickd metrika.
K jakému &islu konverguje posloupnost {p™},,? A k ¢emu konverguje posloupnost {g~ "}, pro prvoéislo ¢ rizné
od p?

Neporadim. I

9. Na mnoziné X posloupnosti 1ze zavést metriku i ndsledovné. Pro rizné posloupnosti {xy, }, {yn} se definuje
d({xn},{yn}) = 1/k, kde k je prvni takovy index, Ze x}, # yy.
Nebylo feceno, v jaké mnoziné P se posloupnosti berou. V pripadé, Ze se jednd o posloupnosti prirozenych Cisel
(. P = N), nazyva se tento metricky prostor Bairetv prostor.
Obecné je tedy X = PN kartézsky soucin spocetné mnoha mnoZzin P, tj. spocetnd mocnina mnozin P. Bairetiv
prostor je dvojice (NN, d).
Jakd je konvergence v prostoru (X, d)?

Konec piiklada 1.

Otazky 1:
1. Ukazte, Ze vztah x ~ y = d(x,y) = 0 v pseudometrickém prostoru (X, d) je ekvivalence.

Pro tiidy [z], [y] této ekvivalence definujte p([z], [y]) = d(z,y). UkaZte, Ze definice nezdvisi na volbé prvki z
piislusnych tfid a Ze d je metrika na X/ ~.

2. Ukazte, Ze konvergence v metrickém prostoru spliiuje obvyklé vlastnosti konvergence:
1. {x,} mad nejvyse jednu limitu;
2. je-li posloupnost {xy, } konstantni, x,, = a, pak lim x,, = a;

3. jestliZe lim x;, = a, pak lim xy,, = a pro kazdou podposloupnost {z,, } posloupnosti {z, };
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4. jestlize z kazdé podposloupnosti {xy, } Ize vybrat podposloupnost konvergujici k a, pak {z,,} konverguje k
a.
Uvédomte si, Ze v pseudometrickém prostoru neplati prvni vlastnost, ostatni plati.
3. Dokazte, ze mnozina A v metrickém prostoru je uzaviena pravé kdyz se rovna svému uzaveéru.
Uzavér mnoziny A je tedy nejmensi uzaviend mnoZzina obsahujici A.
4. Lze definovat vnitiek mnoZiny A jako nejvétsi otevienou mnoZinu obsaZenou v A. Casto se zna¢f int A.

Ukazte, ze vnitfek mnoZiny vzdy existuje a Ze je popséan jako X \ X \ 4, nebo jako mnozina bodd, které lezi v
oteviené kouli celé obsazené v A.

Lze definovat i hranici mnoZiny A jako AN X \ A. UkaZte, Ze hranice je mnoZina téch bodd =, 7e kazda oteviend
koule se stfedem v x protind jak A tak X \ A. Uzdvér mnoziny je sjednoceni této mnoZziny a jeji hranice.

5. Dokazte uvedené vlastnosti otevienych a uzavienych mnoZin a uzavéru.

6. MiiZe byt podmnozina neprazdného metrického prostoru soucasné husta i ridka?

To je teda fakt husty.

7. Dokazte, Ze metrické prostory I, (n) jsou separabilni pro 1 < p < oo.

8. Dokazte, Ze metrické prostory I, jsou separabilni pro 1 < p < oo. Prostor [, neni separabilni.
9. Mohutnost separabilniho prostoru je nejvyse rovna mohutnosti redlnych ¢isel (tj. 2¢).

10. Je kazdy spocetny metricky prostor 1.kategorie?

12. Ukazte, Ze bodova konvergence funkei na intervalu [0, 1] nen{ vytvofena Zadnou metrikou.

13. Ukazte, zZe stejné jako v redlnych Cislech 1ze definovat i v metrickych prostorech hromadny bod posloupnosti a
hromadny bod mnoZiny.

Dokazte, Ze pro tyto pojmy plati stejnd tvrzeni jako v redlnych cislech: charakterizace hromadného bodu posloup-
nosti a jeji dasledky, vlastnosti hromadného bodu mnoZziny a charakterizace hromadného bodu mnoZiny.

14. Jestlize obsahuje (X, d) nespocetnou mnoZinu A takovou, Ze pro néjaké kladné &islo r je d(ay,az) > r pro
libovolné dva rizné body a1, a2 € A, neni (X, d) separabilni.

Date matematikovi a definici a ma druhé Vanoce.
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To je teda nadéleni. Teda vlastné matematicka

nadilka.

Konec otazek 1.

Uceni 1:

Je-li na vektorovém prostoru definovdna metrika,
tak asi existuje vZdy norma, kterd tuto metriku
indukuje?

Diskrétné ti sdélim, Ze diskrétni metrika jde defi-
novat v§ude a nerozumi si skoro s nikym.

Je trividlni, Ze zGZeni dy metriky d z mnoZiny X na mnoZinu Y je opét metrika (pfesnéji by se mélo fici
ziZeniz X x X naY xY).

Konec uceni 1.

Konstrukce

DEFINICE. Je-li (X,d) metricky prostor a Y podmnoZina X, nazyva se dvojice (Y, dy ) metricky pod-

prostor prostoru (X, d).
Podporucik taky muze poroucet. To je svatd vo-
jenskd pravda.
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DEFINICE. Jsou-li (X,d) a (Y,e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je metricky prostor
(X x Y, p), kde p((z1,91), (v2,y2)) = d(z1,72) + e(y1,Y2)-

Tato definice se snadno zobecni na souciny ko-
neéné mnoha metrickych prostori. Nekonecné
souciny lze definovat jen pro spocetné mnoho
prostora:

DEFINICE. Jsou-li (Xy,d,) pro n € N metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je metricky

[o.¢]
dn nsgn
prostor (I132 Xy ). kde pl{rn}. {3n}) = 3= bl sy
n=

Nasledujici tvrzeni plati samozfejmé i pro ko-
necné souciny:

POZOROVANI. Posloupnost {z,} v (II7%_; Xy, p) konverguje k bodu x pravé kdyz, pro kazdé k € N,
projekce této posloupnosti do X, konverguje k projekci bodu x do X..

s

To je pekny predvidatelny "poslozkizmus".

Na nespocetnych soucinech aspori dvoubodovych prostoridl nelze definovat metriku tak, aby platila pred-
chozi véta.

Nicméné, pro specidlni podmnoZinu i nespocetnych mocnin Ize definovat velmi dilezitou metriku, ktera
dava stejnomérnou konvergenci:

DEFINICE. Symbolem F,,(X,Y) se znali mnoZina omezenych funkci z mnoZiny X do metrického pro-
storu (Y, d) opatfend metrikou p(f, g) = sup{d(f(z),g(z));z € X}.
Pismeno Y se v oznaCeni Fy,(X,Y’) vynechdvd, je-li Y = R.
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Matematika je prosté takovd. Jako princezna se
zavojem. Pro nds je ale zdvoj pruhledny a je to
parada.

POZOROVANI. Posloupnost {f,} v F,(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyZ konverguje stejno-
mérné, tj. pro kazdé ¢ > 0 existuje k tak, Ze pro vSechnan > k a vSechna © € X je d(fy(z), f(z)) < e.

Pokud se vam spletou prvky, funkce, mnoZiny,
body a konvergence, je to normalni.

| Jsem normalné spleteny. I
Pozndmky 2:

Metrika p definovand na kartézském sou¢inu X x Y odpovidd metrice prostoru /1 (2).

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru l;,(2), popf. I, (n) pro soucin n prostorti:

pp((x1,91), (22,2)) = {/d(z1,22)P + e(y1, y2)P ,

poo((21,91), (x2,y2)) = maxd(xy,x2), e(y1,y2) -

Vsechny tyto metriky na X x Y jsou ekvivalentni.

Podobné i na spocetném kartézském soucinu lze vzit jinak definované metriky, které jsou ekvivalentni
metrice definované v textu.

Napf. 1ze misto {1/2"} vzit jinou posloupnost kladnych ¢isel majici konvergentni fadu.

Stejné tak lze vzit misto zlomka d, /(dy,, + 1) ekvivalentni metriky min(dy,, 1). Existuje fada dal§ich moZz-
nosti.

Je-li X nejvyse spoetnd mnozina, pak kartézsky soudin YX a Fu(X,Y) jsou mnozinové stejné, pokud
bud’ X je konec¢nd nebo Y je omezeny prostor.
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Konvergence vSak mohou mit rizné (vizOtdzky). Samoziejmé tyto prostory splyvaji pokud je Y nejvyse
jednobodovd mnoZina.

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. R je metricky podprostor roviny.
2. N je diskrétni podprostor R.

3. Na R* nelze zadat metriku tak, aby R byl jeho podprostorem. Ale na R* existuje metrika d takova, Ze
jeji zizeni na R je ekvivalentni s pivodni metrikou na R (napf. d(x,y) = | arctg x — arctg y|, kde se pro
nevlastni x, y berou limity arctg v téchto bodech.

4. Euklidovské prostory jsou mocniny prostoru R s metrikou pg z Pozndmek.
5. Bairetv prostor NV je ekvivalentni kartézskému soucinu NV,

Konec piikladu 2.

Otazky 2:

1. Ukazte, Ze pro kazdou metriku d je min(d, 1) metrika ekvivalentni s d. Kazda metrika je tedy ekvivalentn{
s omezenou metrikou.

2. Dokazte tvrzeni z Pozndmek o ekvivalenci metrik py,.
3. Dokazte tvrzeni z Pozndmek o ekvivalenci uvedenych metrik na spocetnych soucinech.

4. Necht' (X, d) je diskrétni metricky prostor. UkaZte, Ze kartézsky soudin (X, d)Y je ekvivalentni prostoru
z Prikladu 1.8.

5.Je-li A C B C (X,d) a A je hustd v podprostoru B a B je hustd v X, pak A je hustd v X.

6. Je-li Y podprostor metrického prostoru X a A C Y, pak uzdvér mnoziny A v Y je prinik s Y uzdvéru
mnoziny A v X, tj. A =ynAt.

7. UkaZte, Ze podprostory separabilniho prostoru jsou separabilni.

8. Ukazte, Ze soucin (i spocetny) separabilnich prostord je separabilni.

9. Necht' X je dvoubodovy metricky podprostor {0, 1} redlnych &isel a M je nespoletnd mnoZzina. UkaZte,
Ze na mocnin& XM (tj. mnoziné soubord {am }mens, kde an, je bud’ 0 nebo 1) neexistuje metrika takova,
Ze jeji konvergence je konvergence po soufadnicich.

10. Necht’ Y je aspori dvoubodova mnozina. Prostor F,, (X, Y') splyvé (jako metricky prostor) s kartézskym
sou¢inem Y, pravé kdyZ je X konefnd mnoZina. Jaké je konvergence v Fu(X,Y), je-li Y diskrétn{
prostor?

11. Prostor F,,(X) je separabilni pravé kdyz je X kone¢nd mnoZzina.

Konec otazek 2.

SPOJITA ZOBRAZENI

ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodu, 1ze definovat spojitost stejné jako
v euklidovskych prostorech.

Vzhledem ke srovndni s dal§imi definicemi je lépe volit € — ¢ definici.

Pristé radéji ptjdu k volbam. I
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| Ono je to takhle opravdu nejjednodussi. I

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva spojité, jestlize pro kazdé
x € X akazdé e > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze je-li d(z,y) < 0,je e(f(x), f(y)) < e.

V fadé pfipadu je vhodnéjsi pouZit jiné charakte-
rizace spojitosti:

POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro f : (X, d) — (Y, e):

. f je spojité.

. Pro kazdé x € X akazdé okoli V bodu f(z) v (Y, e) existuje okoli U bodu x v (X, d), ze f(U) C V.
. Vzor f~1(@) kazdé oteviené mnoziny z (Y, e) je oteviend mnoZina v (X, d).

. Vzor f~1(@) kazdé uzaviené mnoziny z (Y, €) je uzaviend mnozina v (X, d).

. f zachovavé konvergenci, tj. f(xn) — f(x) v prostoru (Y, e) pokud posloupnost {x,, } konverguje k = v
prostoru (X, d).

. Pro kazdou mnozinu A C X je f(A) C f(A).

Vyberte si, kterou chcete, pokud ji rozumite. I
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Ja Zenskym z principu nerozumim.

Mné si nikdo jesté nevybral, jenom maminka.

Nasledujici termin pro soucasnou spojitost zob-
razeni i jeho inverzniho zobrazeni je neuvéritelné
vyhodny v mnoha situacich.

DEFINICE. Ma-li spojité zobrazeni inverzni spojité zobrazeni, nazyva se homeomorfismus.

MnozZina a jeji homeomorfni obraz maji stejné
vSechny dilezité vlastnosti. MiZou byt rizné ve-
liké, rtizné tvarované, ale v podstaté jsou si désné
podobné.
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Ze vsech navzdjem homeomorfnich jablicek si
vybirdm nejhranatéjsi.

A kostka curku je taky v ohroZeni, neni-liz
pravda?

Specidlnim piipadem homeomorfismu je ekviva-
lence metrik:

POZOROVANI. Metriky d, e na mnoZin& X jsou ekvivalentni pravé kdy? obé identickd zobrazeni (X,d) —
(X,e)a(X,e) — (X,d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni (X, d) — (X, e) je homeomorfismus).

Zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité pravé kdyZ je spojité mezi prostory, které jsou jim ekviva-
lentni.

To se hodi, pokud to dovedeme pouZit. Ja napfi-
klad nemam rad kulatou metriku a nahrazuji ji
ekvivalentn{ hranatou metrikou.

Existuje znacné silnéjsi pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci mezi metrickymi
prostory.
Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozlisit metodami teorie metrickych prostora:
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DEFINICE. Dva metrické prostory (X, d) a (Y] e) se nazyvaji isometrické, jestlize existuje zobrazeni f z
X naY takové, ze e(f(x), f(y)) = d(x,y) pro vSechna x,y € X. Zobrazeni f se pak nazyva isometrie.

Isometrické prostory jsou vlastné totozné. Tedy
je to v podstaté Cistej genetickej klon. A ty se ne-
daji rozlisit metodami metrickych prostorti.

Prostory spojitych omezenych funkei se stejno-
mérnou konvergenci jsou velmi dulezité a maji
proto vlastni oznaceni:

DEFINICE. Jsou-li X,Y metrické prostory, znaci C,(X,Y) podprostor F,,(X,Y’) vSech omezenych
spojitych zobrazeni z X do Y.

Ty krouceny pismenka jsou in.

POZOROVANI. C,(X,Y) je uzavieny v Fy(X,Y).

Pozndmky 3:
1. Spojitost byl vlastné€ hlavni divod, pro¢ byly metrické prostory definovany. Hledaly se obecnéjsi struk-
tury, kde by se dala spojitost vhodné definovat.
Pozdéji se ukazalo, Zze metrické prostory jsou zbytecné ,silné" pro spojitost (rizné ekvivalentni metriky
ddvaji stejnou spojitost).
Z charakterizace spojitosti je vidét, Ze sta¢i mit na mnoZinach definovanu konvergenci splilujici jisté pfi-
rozené axiomy, nebo soustavy otevienych mnoZin spliiujici jisté pfirozené axiomy, nebo uzavéry spliujici
jisté prirozené axiomy.
Vsechny tyto moZnosti vedou k obecnéj$im strukturam (konvergencnim, topologickym, uzavérovym), které
jsou obecné rizné a kazda ma sva vyhodna pouziti.
Nejvice se pouzivaji topologické prostory definované pomoci soustav otevienych mnozin spliujici vlast-
nosti uvedené v textu (jsou uzaviené na libovolna sjednoceni a kone¢né priniky).
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Topologické prostory jsou jako metrické, ale ne-
maji metriku. Jasné?

Maji jenom systém otevienych mnozin. Celkové
jsou jako z gumy, na velikosti nezaleZzi.

2. Metrické prostory a jejich zdkladni vlastnosti zavedl M.Fréchet v r. 1906 (jejich ndzev vSak pochdzi od
F.Hausdorffa). Topologické prostory byly poprvé systematicky vylozeny F.Hausdorffem v r. 1914.

3. Pozorovéni o uzavienosti C,,(X,Y") v F, (X, Y) vlastné fikd, Ze stejnomérnd limita spojitych zobrazeni
je spojité zobrazeni. Dikaz je prakticky stejny jako pro obdobnou vétu o stejnomérné konvergenci spojitych
funkei v R.

4. Charakterizace ekvivalence metrik pomoci spojitosti identickych zobrazeni davd moZnost definovat jiné
ekvivalence pomoci jinych druhti zobrazeni. V dalsi ¢asti bude tato moZnost pouZita.

5. Tak jako isometrické prostory maji tplné stejné metrické vlastnosti, maji homeomorfni prostory dplné
stejné topologické vlastnosti.

6. Velice Casto se isometrické prostory ztotoziiuji. Je-li napt. f isometrické zobrazeni (X, d) na podprostor
(Y, e) metrického prostoru Z, 1ze ztotoznit X s Y a Ize fikat, Ze (X, d) je podprostorem Z.

Napi. X lze chdpat jako podprostor X x Y, pokud Y # () (co se stane,kdyz Y = ()?). Staci X ztotoZnit s
X x {y} pro n&jaké y € Y (pro libovolnou metriku p;).

Na spocetném soucinu I1X,, 1ze definovat ekvivalentni metriku tak, aby kone¢né mnoho prostortt X, bylo

podprostorem soucinu, ale pro vSech spocetné mnoho prostorti X, to jit nemusi (najdéte priklad). Ptjde to,
pokud > diam X, < +o0.

7. Neni vibec snadné ukdzat, Ze euklidovské prostory rizné dimenze nejsou homeomorfni. Je tu jedina
vyjimka, a to, je-li jeden z prostorG dimenze nejvyse 1 (zkuste to pro tento piipad dokdzat).

Dimenze je tedy topologicka vlastnost. I
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BTW, ani samotnym topologtim jedna definice
dimenze nestaci.

Konec pozndmek 3.

Priklady 3:
1. Kazdé zobrazeni z diskrétniho prostoru do libovolného metrického prostoru je spojité.
2. Kazdé zobrazeni z libovolného metrického prostoru do pseudometrického prostoru (X, d), kde d = 0, je
spojité.
3. Je-li X spocetnd mnoZina, je identické zobrazeni ¢ : Fy (X, Y) — Y X spojité (4. o(f) = {f(2)}eex)-
Jinymi slovy, stejnomérnd konvergence omezenych funkci implikuje bodovou konvergenci.

4. Je-li f spojita prosta funkce na néjakém intervalu J v R, je obvykld metrika na .J ekvivalentni metrice
d(xz,y) = |f(z) = f(y)l-
Zobecnéte toto tvrzeni z J na metricky prostor X.

5.Je-li f spojita funkce na metrickém prostoru (X, d), je e(z,y) = | f(z)— f(y)| pseudometrika na mnoziné
X aidentické zobrazeni (X,d) — (X, e) je spojité. Kdy je e metrika?

Ty metriky jsou neuvéfitelné vynalézavé. Az to

clovéka pseudookouzli.

| Kouzelny metr mi nékdo nevrétil. I

Konec priklada 3.

Otazky 3:
1. Dokazte, Ze sloZeni spojitych zobrazeni je spojité.

2. Ukazte, Ze isometrie je homeomorfismus a Ze opak neplati.
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3. Ukazte, Ze je-li f : (X,d) — (Y, e) spojité a A je hustd v X, je f(A) hustd v f(X).

Odvod’te odtud, Ze je-li X separabilni, je i Y separabilni, pokud je f zobrazeni na celé Y (nebo na jeho
hustou Cast).

Je spojity obraz fidké mnoZiny fidkd mnozina?

4. Vezmete-li v tvahu, Ze fetézové zlomky ddvaji bijekci mezi iraciondlnimi ¢isly a mnoZinou vSech po-
sloupnosti ptirozenych ¢&isel, zkuste dokdzat, Ze metricky prostor iraciondlnich ¢isel (brany jako podprostor

R) je homeomorfni s Baireovym prostorem NN a tedy se spocetnym soucinem spocetnych diskrétnich pro-
stord.

To bez kouzel nedovedu ani vyslovit. A pochy-
buji, Ze to bez nich jde precist.

| Zkusil jsem to a docela to nechapu. I

5. UkaZte, Ze spojitd zobrazeni zachovavaji hromadné body. Je-li f : (X,d) — (Y, e) spojité a x je hro-
madnym bodem posloupnosti {x, } v X, pak f(z) je hromadnym bodem posloupnosti { f(xn)} vY.

Takovéto tvrzeni neplati pro hromadné body mnoZin. Pro¢?

Konec otazek 3.

Cviceni 3: Priklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou do libovolného
metrického prostoru Y je spojité.

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovéfit, Ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y je oteviend mnoZina
v X.

JelikoZ v diskrétni metrice jsou vS§echny mnoziny oteviené (s kazdym bodem lezi v mnoziné koule o polo-
méru 1/2), jei f _1(A) oteviend, coz jsme méli dokazat.

Mtizeme postupovat i jinak. Podle Heineho véty staci ovéfit, Ze pro kazdou posloupnost (zy,) C X konver-
gujici k néjakému x € X plati f(z,) — f(x).

Protoze vsak v diskrétni metrice konverguji pouze konstantni posloupnosti (umite to vysvétlit?), plati tedy
zfejmé pro takovou posloupnost i f(xn) — f(z).
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Nemadm, co bych dodal. V diskrétnim prostoru u
bankomatu je to stejné.

Konec cviceni 3.

STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejné jako na R 1ze definovat stejnomérnou spojitost i v metrickych prostorech.

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se 1isi od definice spojitosti jen v posunuti kvantifikitoru pro kazdé x.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y,e) mezi metrickymi prostory se nazyva stejnomérné spojité,
jestlize pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, ze je-liz,y € X ad(z,y) < d,jee(f(x), f(y)) <e.

Ziejmé je kazdé stejnomérné spojité zobrazeni spojité.

Stejnomérna spojitost ma méné hezkych charakterizaci nez spojitost.

Nelze pouzit konvergenci posloupnosti, ale 1ze pouZit konvergence dvojice posloupnosti k diagondle, jak je
uvedeno ve druhé poloZce. Treti polozka je velmi zajimava a to, Ze implikuje stejnomérnou spojitost neni
zcela snadné (dikaz tu nebude uveden. nicméné nevyZaduje zadnych dalSich znalosti a mizZete se pokusit
ho provést, navod je v Pozndmkdch).

POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro zobrazeni f : (X, d) — (Y, e):
1. f je stejnomérné spojité.
2. Jestlize d(xp, yn) — 0, pak e(f(xn), f(yn)) — 0, pro libovolné posloupnosti {zn }, {yn} v X.
3. Je-lli A, B C X ad(A,B)=0,pake(f(A), f(B)) =0.

Pro definici stejnomérné ekvivalence metrik se hodf pouZit analogie charakterizace topologické ekvivalence
pomoci identickych zobrazeni:

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji stejnomérné ekvivalentni, jestlize identickd zob-
razeni (X,d) — (X,e) a (X, e) — (X, d) jsou stejnomérné spojita.

Vice neZ stejnomérnd ekvivalence metrik se pouZziva tzv. lipschitzovskd ekvivalence odvozend z lipschit-
zovskych zobrazeni.

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva lipshitzovské, jestlize
existuje nezdporné ¢islo k tak, Ze e(f(x), f(y)) < kd(x,y) pro libovolnd z,y € X.

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoZiné X se nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni, jestlize identicka
zobrazeni (X,d) — (X,e) a (X,e) — (X, d) jsou lipshitzovské, tj. existuji kladné konstanty k, [ tak, Ze
kd(z,y) < e(x,y) < ld(z,y).

POZOROVANI. Kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité a tedy lipschitzovsky ekvivalentni
metriky jsou stejnomérné ekvivalentni.
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Aneb, je vhodné byt ekvivalentnéjsi nez ekviva-
lentni. Teda, pokud chceme.

Poznamky 4:
1. Stejnomérné ekvivalentni metriky jsou zfejmé ekvivalentni, opak obecné neplati.

Ekvivalentni metriky maji stejné topologické vlastnosti, stejnomérné ekvivalentni metriky maji stejné tzv.
uniformni vlastnosti. Zatim zZadna specificky uniformni vlastnost uvedena nebyla (déle bude uvedena tpl-
nost a totalni omezenost).

Stejnomérné ekvivalentni metriky maji stejnd stejnomérné spojitd zobrazeni, tj. jsou-li d,d’ (nebo e, ¢’)
stejnomérné ekvivalentni metriky na X (resp. na ), pak f : (X, d) — (Y, ¢e) je stejnomérné spojité pravé
kdyZ je stejnomérné spojité zobrazeni f : (X,d') — (Y, ¢’) (ukaZte to).

2. Lipschitzovské zobrazeni Ize zobecnit na tzv. holderovskd zobrazeni. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) je
holderovské stupné o > 0 s konstantou & > 0, jestlize pro libovolna z,y € X plati

d(f(x), f(y)) < ke®(z,y).

Lipschitzovskd zobrazeni jsou tedy specidlnim piipadem pro o = 1. Vice o téchto zobrazenich v Otdzkdch
a Prikladech.

Neékdy se pouzivd i pripad o = 0, kdy se dostanou omezend zobrazeni.

3. Tteti vlastnost charakterizujici stejnomérnou spojitost mluvi o zachovavani blizkosti mnoZin.

Jak je naznaCeno v textu, dikaz toho, Ze zobrazeni zachovévajici blizkost mnozin je stejnomérné spojité,
neni Gplné jednoduchy.

Zhruba feCeno, ze dvou posloupnosti {xy, }, {yn }, pro které je d(zp, yn) > r pro n&jaké r > 0 a kazdé n,
je nutné vybrat podposloupnosti {x, }, {yg, } v X tak, Ze d(xg,,, y,,) > s pro n&jaké s > 0 a vSechna
kn, km. Jednd se o kombinatorickou zélezitost, zkuste to dokazat.

4. Lze definovat Uy, (X, Y") jako podprostor Cy, (X, Y) vSech omezenych stejnomérné spojitych zobrazeni z
X doY.

Snadno se ukdze, ze U, (X,Y") je uzavieny v F,,(X,Y), tj., Ze stejnomérnd limita stejnomérné spojitych
zobrazen{ je stejnomérné spojité.

Konec pozndmek 4.
Ptiklady 4:

1. funkce na metrickém prostoru (X, d), kterd bodu x pfifazuje vzdélenost od pevné dané podmnoZiny A,
je lipschitzovskd s konstantou 1.

2. Metrika, jako funkce na soucinu X x X, je stejnomérné spojité zobrazeni. Je lipschitzovské?

3. Funkce f(z) = 1/logx pro 0 < z < 0.5 a f(0) = 0 je stejnomérné spojitd na [0,0.5], ale neni
holderovské.

4. Funkce z® pro « € (0, 1] je holderovské stupné «v na [0, 00).
5. Funkce 2 pro « € (0, 1] neni holderovské stupné 3 na [0, 1] pro zadné § € (o, 1].

6. Funkce x le lipschitzovskd na libovolné mnoziné A C R, ale nen{ holderovskd stupné mensiho nez 1 na
7adné neomezené mnoziné A C R.

Konec prikladu 4.
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Otazky 4:
1. SloZenf stejnomérné spojitych zobrazeni je stejnomérné spojité.

2. Najdéte metriku ekvivalentni obvyklé metrice na R takovou, Ze existuje stejnomérné spojitd funkce na
R, kterd neni stejnomérné spojitd v nové metrice.

Znamena to, Ze obe€ metriky nejsou stejnomérné ekvivalentni?

3. Kdy je metrika na intervalu J C R definovand pomoci zobrazeni f, jako v prikladu 3.4, stejnomérné
ekvivalentni obvyklé metrice?

4. Ukazte, 7Ze kazdé holderovské zobrazenf je stejnomérné spojité.

5. Ukazte, ze ma-li spojita funkce f na intervalu J C R derivaci, pak f je lipschitzovskd na J pravé kdyz
je jeji derivace omezend funkce.

6. Kazda holderovskd funkce na intervalu J C R stupné vétsiho nez 1 je konstantni.

7. Slozeni dvou holderovskych zobrazeni stupid «, resp. 3, je holderovské zobrazeni stupné «.(3. To zna-
mena, Ze sloZeni dvou lipschitzovskych zobrazeni je opét lipschitzovské zobrazeni.

8. Najdéte priklad stejnomérné ekvivalentnich metrik, které nejsou lipschitzovsky ekvivalentni.

Konec otazek 4.

Uceni 4:

Funkce 1/x je spojitd a stejnomérné klesd na

(0, 00). Je tam tedy stejnomérné spojita?

Stejnomérnost se musi dokazat a ne Sidit.

Mné uz mockrat osidili. A byli to sami chlapi . ..

Konec uceni 4.
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UPLNOST

Z redlnych Ccisel si pamatujete Bolzanovu—
Cauchyovu podminku, kterd tikd, Ze kazda cau-
chyovska posloupnost v R je konvergentni.

Je to velmi dilezité tvrzeni a je vhodné prosto-
rim s podobnou vlastnosti dat nizev. Definice
cauchyovskych posloupnosti je stejnd jak v R:

DEFINICE. Posloupnost {zy} v metrickém prostoru (X, d) se nazyvd cauchyovska, jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(xn,xm) < €.

DEFINICE. Metricky prostor (X, d) se nazyva dplny, jestlize kazdd jeho cauchyovskéd posloupnost je
konvergentni.

Prostory R" jsou tplné pro vSechna pfirozena n.

POZOROVANI.

. Stejnomérné spojité zobrazeni [ : (X,d) — (Y, e) zobrazuje cauchyovské posloupnosti v X do cauchyov-
skych posloupnosti v Y.

. Uzavieny podprostor tplného prostoru je uplny.
. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.

. Soucin dplnych prostori je dplny.

Uplnd ldhev je uzaviend a uzaviend ldhev je
Uplna.
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Nasledujici ptiklad je velmi dudlezity. Prestoze
dikaz neni slozity, bude proveden, protoZe je
navodem pro dikaz uplnosti i jinych prostord
funkci.

VETA. Prostor F,(X,Y) (a tedy i prostory Cy(X,Y) aldy,(X,Y)) je tplny, pokud je prostor Y tplny.

Diukaz. Necht' {f,} je cauchyovské posloupnost v F, (X, Y"). KdyZ napiSete, co to znamend podle definice
cauchyovské posloupnosti a podle definice metriky v 7, (X,Y"), dostanete ihned, Ze pro kazdé « € X je
posloupnost { fy, (x)} cauchyovskd v Y a ma tedy limitu, kterd se oznaéi f(z). Tim je definovdno zobrazeni
f: X—-Y.

Zbyvé dokazat, ze [ € F,(X,Y) a Ze {fn} konverguje k f stejnomérné. Pro dané € > 0 je od ur¢itého
indexu d(fy,(x), fm(z)) < € pro viechna z € X jestliZe na tuto nerovnost provedete limitu pro m —
00, dostanete d(fn(x), f(x)) < e pro viechna z € X od n&jakého indexu n pocinaje. To znamend, Ze
zobrazeni fy, konverguji k f stejnomérné. Diikaz omezenosti zobrazeni f plyne snadno z této stejnomérné
konvergence.

| BTW, jinak to ani neSlo, neni-1iZ pravda? I

Nasledujici tvrzeni patii mezi velmi dulezité véty
o rozSifovani zobrazeni.

VETA. Necht f je stejnomérné spojité zobrazeni podmnoziny A metrického prostoru (X, d) do dplného
metrického prostoru (Y, e). Pak existuje stejnomérné spojité zobrazeni F' : A — (Y, e), které se na A
shoduje s f.
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Rozsifoval jsem kouzla uZ jako mlady kouzelni-
cek.

Diikaz. Necht = € A a {z,,} je né&jakd posloupnost v A konvergujici k z.

ProtoZe {xy} je cauchyovskd v A, je jeji stejnomérné spojity obraz { f(zy)} cauchyovskd posloupnost v
Y, kterd tedy konverguje k néjakému bodu, oznacime ho F'(z).

Zbyva dokdzat, Ze hodnota F'(x) nezavisi na volbé& posloupnosti {x,,} a Ze vzniklé zobrazeni F' ma poza-
dované vlastnosti:

Je-li {yn} jind posloupnost v A konvergujici k x, konverguje k = i posloupnost {z,} s lichymi &leny
Z9k—1 = T} a sudymi Cleny 29y, = yj. Posloupnost {f(zy)} tedy v Y konverguje a jedind moZnost je
F(z). TakzZe i posloupnost { f (yn)} konverguje k F'(x). Je-li nyni = € A, lze vzit konstantni posloupnost
zpn = z, coz implikuje F'(z) = f(z).

To, ze F je stejnomérné spojité, plyne z nasledujicich nerovnosti:

|F(z) = F(y)l < [F(z) = f(@n)| + |f(zn) = flyn)| + | F(yn) = F(y)]

a z dvahy, Ze jsou-li body x, y bliZe neZ 0, budou i skoro vSechny dvojice f(xy), f(yrn) bliZze neZ ¢, kde &
je z definice stejnomérné spojitosti f.

Zobrazeni na mnoZiné B, které se shoduje na mnoZiné A C B se zobrazenim f se nazyva rozsifenim
zobrazeni f (z mnoZiny A) na mnoZinu B.

Kazdé stejnomérné spojité zobrazeni do iplného
prostoru se tedy da stejnomérné spojité rozsifit
na uzdvér svého defini¢niho oboru. Aha.

Redlna Cisla byla konstruovéana jako jisté tplné rozsiteni raciondlnich Cisel.
Tento postup Ize pouZit i obecnéji v metrickych prostorech.

VETA. Kazdy metricky prostor je (hustym) podprostorem néjakého tplného prostoru.

A co myslite, je to mozné vice zptisoby? Nepo-
radim.
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Diikaz. Necht' (X, d) je neprdzdny metricky prostor a a je zvoleny bod X.

Pro 2 € X se definuje zobrazeni f : X — Rrovnosti f(y) = d(a,y) — d(y, ).

ProtoZze f(y) < d(a,x) prokazdéy € X, je f, omezend (dokonce spojitd) funkce na X.
Zobrazeni ¢ : (X, d) — Fy,(X), které pfifazuje bodu x funkei f; je isometrické (dokazte).

Uzavér o(X) v Fyu(X) je (po pfipadném ztotoznéni bodi X a jeho obrazu (X)) hledany tplny prostor.

Predchozi véta o rozsiteni stejnomérné spojitého
zobrazeni implikuje jednoznacnost tGplnych roz-
Sitent:

VETA. Je-li metricky prostor (X, d) hustym podprostorem dvou uplnych prostord 71, Z2, pak existuje
isometrické zobrazeni /1 na Zs, které je identické na X.

Diikaz. Oznalise f; : X — Z;,i = 1,2, vloZzeni X do Z, {j. f;(z) = .

Podle véty o rozsifeni lze tato stejnomerné€ spojitd zobrazeni rozsifit na stejnomérné€ spojitd zobrazeni F :
Zo — Z1akFy: 21— Zo.

Snadno se nyni ukdze, Ze obé zobrazeni F, F» jsou vzdjemné inverzni isometrickd zobrazeni.

DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor, se nazyva ziplnéni
prostoru X.

Kazdy metricky prostor tedy ma ziplnéni, které
je, aZ na isometrii, uréeno jednoznacné.

BTW, nebylo to stitn{ tajemstvi. J4 bych klidné
predtim poradil.

Na zdvér této ¢4sti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platna v tplnych prostorech.

Prvni dvé tvrzeni byla dokazovédna v ¢asti o redlnych Cislech.
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VETA. (Cantor) Metricky prostor (X, d) je dplny, pravé kdyz kazdd monoténni posloupnost neprazdnych
uzavienych mnozin, jejichZ priméry konverguji k 0, ma neprazdny prinik.

Diikaz. Necht' {A,} je klesajici posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin s diam 4,, — 0. Zvolte v
kazdém A, bod ay,. Posloupnost {ay, } je cauchyovska a konverguje k bodu z priniku mnoZzin Ay,.

Obriécené, je-li {xy,} cauchyovskd posloupnost v X, vezméte mnoziny a,, = {am,; m > n}. Prinik téchto
mnoZin je limita posloupnosti {xy, }.

VETA. (Baire) Prinik spocetné mnoha hustych otevienych mnoZin v iplném metrickém prostoru je husty.

Jen si to predstavte! To je jako Zivelna pohroma,
kterou premuzete!

Diikaz. Necht' Gy, n € N, jsou husté oteviené mnoZiny a G je neprazdné oteviend mnoZina, vie v iplném
prostoru X .

M4 se dokdzat, ze G N (| Gy, # 0.
ProtoZe G je hustd, obsahuje G N G otevienou kouli By (i s jejim uzdvérem) o poloméru nejvyse 271
ProtoZe G je husté, obsahuje By N G otevienou kouli By (i s jejim uzévérem) o poloméru nejvyse 27 2.

Timto postupem se dostane klesajici posloupnost otevienych kouli B;, o poloméru 27", které jsou i s
uzavérem obsaZzeny v G a ve vSech G, k < n.

Podle Cantorovy véty maji uzdvéry téchto kouli neprdzdny prinik a ten lezi v G N (| Gy, # 0.

Bylo to o fous, ale vlastné v pohodé.

Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi neZ 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném tplném metrickém prostoru X . Pak existuje zg € X
tak, Ze f(xo) = xo.

Diikaz. Zvolte libovolny bod 1 € X a definujte rekurentné x,,+1 = f(zy). UkaZte, Ze tato posloupnost
je cauchyovska a jeji limita je hledany bod xq.

Bod xq s vlastnosti z predchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f.

30



To je véta, ktera je stdle in. Mam ji rada.

Z_r Y

Touto vétou se nachdzi feseni jako limita postup-
nych aproximaci. A to se bez této véty skoro ni-
kdy nepodafi. TakZe: kdo se sméje s kontraket,
ten se sméje nejlépe.

Pozndmky 5:
1. Konstrukci ztplnéni prostoru X lze provést i klasickym (ale pracnéjsim) zptisobem, Ze se k X ptidaji
vSechny nekonvergentni cauchyovské posloupnosti (kazda takovato posloupnost jako jeden novy bod) a
vzddlenost {xy, }, {yn } bude limita vzdélenosti bodd zy,, yp.
Tim se dostane pseudometricky prostor a musi se ztotoznit nové body majici nulovou vzdélenost.
Pak se dokdzem ze vznikly metricky prostor je tplny.
Lze sestrojit i novy prostor sestavajici se ze vSech cauchyovskych posloupnosti v X a body = v ptivodnim
prostoru X se dostanou jako ekvivalentni tfidy posloupnosti konvergujicich k x.
V pripadé konstrukce v textu bylo nutné védét, ze R je tplny metricky prostor. V pravé uvedené konstrukci
je dplnost R pouzita v existenci limity vzdalenosti bodd zy,, yr,.
To je nutné obejit v piipadé, Ze se konstruuje ziplnéni Q a neni nic znamo o R. Pak je posloupnost vzdale-
nosti bodll z,, y,, opét cauchyovska posloupnost a tedy prvek nového prostoru.

Redlnd c¢isla tedy lze zkonstruovat jako ziplnéni metrického prostoru raciondlnich Cisel. Teorie dava jed-

noznacnost takového ziplnéni, je vSak tieba jisté prace pro rozsifeni algebraickych operaci z Q na R. Toto
rozsiteni vyplyva ze stejnomérné spojitosti operaci (vhodné ziZenych).

2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji pomoci je mozné dokazat
existenci feSeni riznych typt rovnic (napf. integralnich). Pouziva se i v dikazech riznych tvrzeni (napf. ve
vété o implicitnich funkcich).

Uvedeny zdkladni typ tvrzeni je moZné vSelijak modifikovat.

V Banachové vété je dilezité, Ze se mize zacit s libovolnym bodem 1 jako prvnim v rekurentni posloup-
nosti. Je vSak zfejmé, Ze ne pro kazdou volbu konverguje vznikld posloupnost dost rychle.

Odhad rychlosti konvergence vsak také vyplyva z postupu dikazu.

Zkuste ukazat, Ze (ve znaceni ditkazu Banachovy véty) je d(wp, x9) < k" 2d(z1 — f(z1)), kde k < 1 je
lipschitzovska konstanta zobrazeni f.

3. Vsimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorové vété se vyslovné pouzivd
metrika (pro priméry mnoZin), v Bairové vété nikoli.

Pokud tedy zménite danou metriku na ekvivalenti, pficemz nova metrika je opét tiplnd, Cantorova véta pro
tuto novou metriku platit nemusi, kdeZto Bairova véta zistava v platnosti.
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Baireova véta tedy plati i v prostorech, které nejsou tplné, ale maji ekvivalentni metriku, kterd je tplna.
Tyto prostory se nazyvaji topologicky uplné. Napt. prostor iraciondlnich ¢isel neni v obvyklé metrice tplny,
ale je homeomorfni Baireovu prostoru NN, ktery je (jako soucin dplnych prostor) tplny.

Baireova véta tedy plati i v prostoru iraciondlnich ¢isel (Cantorova nikoli).

4. Z prostori uvedenych v Pfikladech 1 jsou tplné prostory l,,(n), I, pro 1 < p < oo, diskrétni i indiskrétni
prostor, Bairetv prostor, jeZek.

Prostor raciondlnich ¢isel s p-adickou metrikou nenf iplny a jeho ziplnéni jsou tzv. p-adicka ¢isla. MnozZina
p-adickych ¢isel tvoff mnozinu v mnoha smérech analogickou mnoziné realnych ¢isel, ale zcela riznou.

| Bojim bojim. I

Konec poznamek 5.

Priklady 5:
1. Oznadte £(X,Y’) mnoZinu vSech lipschitzovskych zobrazeni z X do Y.

Na této mnoziné lze definovat tzv. pseudonormu || f|| jako nejmensi konstantu & ve vyjadfeni lipschitzov-
skosti e(f(x), f(y)) < kd(z,y). Ekvivalentnim vyjddfenim je

e(f(x), f(y))
d(z,y)

Pak Ize na £L(X,Y") definovat pseudometriku p(f,g) = || f — gl| (ovéfte, Ze se dostane pseudometrika).

11 = sup { oAy}

2. Ve specidlnim pripadé X = [0,1],Y = R se prostor £(X,Y") bude znadit jen jako L. Které funkce maji
navzdjem vzdalenost 0?

Ukazte, zZe podprostor Ly C L téch funkci, které se anuluji v 0, je uZ metricky prostor.

Prostor Lg je dplny (dikaz je skoro stejny jako je diikaz dplnosti prostoru F,).

Prostor £ neni separabilni (zjistéte vzdédlenost funkei, které se rovnaji 0 na [0, 7] a potom se rovnaji  — r,
pro riznd r € [0, 1)).

3. To, co bylo v predchozich bodech provadéno pro lipschitzovské funkce, je mozné skoro stejné provést
pro holderovské funkce.

Zména je v definici || f||, kde je misto d(x, y) vyraz d*(z, y). Ziskand metrika se bude znacit pq,.

Oznalte H,, prostor vech holderovskych funkei stupné « na intervalu [0, 1], které se anuluji v 0, p,, je
prislusnd metrika.

Pak H,, jsou tplné prostory (pro o = 0 se dostane prostor F,([0, 1])). Tyto prostory nejsou separabilni
(oproti pfedchozimu bodu vezméte misto x — r funkce (x — r)%).

Je-li 0 < 8 < a < 1, je Ho podmnoZina H g (ukaZte to) a toto vloZeni mnoZin je spojité (ukaZte to).
Uvedené vlozeni mnozin jednak neni na a jednak jeho inverzni zobrazeni neni spojité. Lze totiZ dokdzat,
Ze podmnozina Hq, v metrickém prostoru H g je 1.kategorie a podle Baireovy véty tedy (jako podprostor)
neni Uplnd, kdeZto s metrikou p,, je Uplna.

4. Lze uvést priklady uplnych prostort funkei, ve kterych je metrika definovdna pomoci integralu.

Je v8ak nutné pouZit L-integral nebo K-integral. Pak lze definovat napf. prostory Ly (.J) jako mnoZinu vSech
funkei na intervalu J, pro které existuje [ | f(x)[P dx a kde je vzdalenost dvou funkei f, g definovéna jako

(/fJ |f(2) — g(z)|P dx. Cislo p je opét v intervalu [1, 0c).
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Vhodné lze definovat tyto prostory i pro p = oo. Uvedeni vzdalenost je pseudometrika, pro ziskdni metriky
se musi ztotoZnit funkce, které se rovnaji az na mnoZzinu miry 0.

Konec prikladu 5.
Otazky 5:
1. Ukazte, 7e ekvivalentni formulace Bairovy véty je: Uplny metricky prostor neni 1.kategorie.

Je-li tedy tplny prostor vyjadien jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin A,,, musi mit alesponi jedna
z téchto mnoZzin neprazdny vnitfek.

2. Cantorova véta v R méla obecnéjsi formulaci: Klesajici posloupnost uzavienych omezenych intervalii
md neprdzdny prinik. (misto uzavienych omezenych intervalt lze vzit uzaviené omezené podmnoziny R).
Zkuste ukazat, Ze takovato formulace neplati v obecnych uplnych metrickych prostorech.

3. Ukazte, Ze kazda isometrie dvou hustych ¢asti iplného prostoru lze rozsifit na isometrii celého prostoru.

4. Najdéte priklad spojité funkce na husté casti R, kterd nelze spojité rozsifit na R.

5. Ukazte, Ze je-li spojita funkce stejnoméerné spojitd na husté podmnoziné svého definicniho oboru, je
stejnomérné spojitd na celém defini¢énim oboru.

Konec otazek 5.

Cviceni 5: Pfiklad. Dokazme, Ze duisledkem Bairovy véty neni Zadny dplny metricky prostor X 1. kategorie.

Citite tu nespravedlnost? Pfece ldhev rumu prvni

kategorie musi byt Gplna.

Reseni. Necht' (Yy,) je posloupnost fidkych mnozin.

Pak (o] (o] oo
X\Uvox\UYu=)X\Ya).
n=1 n=1 n=1

JelikoZ mnoZiny X \ Y, jsou husté a oteviené, je podle Bairovy véty jejich priinik husty a tudiZ neprazdny.
Tedy

X\ Y #0
n=1

Tim je dtkaz hotov.

A to jesté ten rum musi byt husty.
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Konec cviceni 5.

KOMPAKTNOST

V tUplnych prostorech méd kazda cauchyovska posloupnost hromadny bod.

woevs

JestliZe se tato vlastnost zesili na libovolné posloupnosti, dostane se znacné silnéjsi vlastnost, ktera do jisté
miry nahrazuje kone¢nost v nekonecnych prostorech.

DEFINICE. Metricky prostor se nazyva kompaktni, jestlize kazda jeho posloupnost obsahuje konvergentni
podposloupnost.

Definujeme kompaktnost pies podposloupnosti.
Jde to i jinak.

Nékteré nasledujici vlastnosti jsou podobné vlastnostem tplnosti.
POZOROVANI.

1. Uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni.

2. Kompaktni podprostor metrického prostoru je uzavieny.

3. Soucin kompaktnich prostort je kompaktni.

4. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni.

5. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktni pravé kdyZ je uzavieny a omezeny.

Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potfeba nékolika definic.
Soustava S (otevienych) podmnoZzin X se nazyvé (oteviené) pokryti X, jestlize | JS = X.

Podmnozina A metrického prostoru X se (pro » > 0) nazyva r-sit’, jestlize vzdélenosti riznych bodi
mnoZiny A jsou alespoti r. Podle Zornova lemmatu existuje v X maximdlni r-sit’, tj. takova r—sit’, Ze
kazdy bod X je od néjakého bodu této sité vzdalen o méné nez r.

VETA.

1. Kompaktni prostor je separabilni.

2 v,

Pro kaZzdé oteviené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné ¢islo r (tzv. Lebesgueovo &islo) takové,
Ze libovolnd podmnozina X o priméru nejvys r je obsazena v néjaké mnoziné z daného pokryti.

\S]

Diikaz. Necht X je kompaktni prostor.

Bud’ K, maximdlni 1/n-sit PodmnoZiny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy byt kone¢né (Zadna
prosté posloupnost z K, nemtiZe mit limitu).
Jejich sjednocent je spocetnd hustd mnozina v X.

Necht’ pro oteviené pokryti G Zadné takové ¢islo r neexistuje.

To znamend, Ze 1ze v X sestrojit posloupnosti {zp} a {yn} tak, Ze vzddlenost x,, od yy, je nejvyse 1/n a
dvojice bodt {xp,, yn } nelezi v zddné mnoziné z G.
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Lze najit konvergentni podposloupnosti {x,, } a {yg,, }; vzhledem k prvni vlastnosti ¢isel z, a y, maji obé
podposloupnosti stejnou limitu, kterd lezi v néjakém G € G.

MnozZina G je okolim limity a tedy v ni musi leZet i skoro v§echny prvky obou podposloupnosti, coZ je spor
s druhou vlastnosti ¢isel z,, a yp,.

| Dokazala jsem to bez nadechnuti. Co vy? I

Nésledujici charakterizace kompaktnosti je pod-
statna.

VETA. Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyZ z kazdého otevieného pokryti X Ize vybrat konecné
pokryti X.

| Pro dva nékdy staci jedna deka. Znam. I

Diikaz. Necht' X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo &islo tohoto pokryti.
Podle predchoziho dikazu existuje kone¢nd maximdlni r/2-sit” A.

Mnozina otevienych kouli {By; a € A} o poloméru r/2 a stfedech v a € A je kone¢nd a pokryvd X.
Kazdé koule By, je ¢asti nékteré mnoziny G, € G. Tedy kone¢nd soustava {Gq;a € A} pokryva X.
Necht” X neni kompaktni.

Existuje tedy posloupnost {x, } v X, kterd nema Zddnou konvergentni podposloupnost.

Mnozina A téchto bodi zy, je tedy uzaviend a kazdy bod x,, ma kladnou vzdélenost r;, ke zbylym bodim
mnoZziny A.

Oteviené pokryti sklddajici se z mnoziny X \ A a otevienych kouli o stfedu xy, a poloméru r, neobsahuje
kone¢né pokryti.
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AN B W

| To bylo jako akéni film. I

KdyzZ se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi poloméry, dostane se vétsi tiida
prostort, kterd je také dilezita:

DEFINICE. Metricky prostor X se nazyva totdlné omezeny, jestlize, pro kazdé » > 0, z libovolného
pokryti X otevienymi koulemi s praimérem alesponi r 1ze vybrat kone¢né pokryti X .

POZOROVANI.

. Metricky prostor je totdlné omezeny prave kdyz, pro kazdé r > 0, libovolna r-sit’ v X je konecnd.
. Podprostor totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

. Uzavér totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

. Soucin totdln€ omezenych prostort je totdlné omezeny.

. Stejnomérné spojity obraz totdlné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

. Podmnozina euklidovského prostoru je totdlné omezend pravé kdyz je omezend.

Predchozi pojmy jsou v nésledujicim vztahu (di-
kazy jsou jednoduché)

VETA. Metricky prostor je kompaktni pravé kdyZ je Gplny a totdlné omezeny.

DUSLEDEK. Zuplnéni totdlné omezeného prostoru je kompaktni.

DODATKY

V téchto zdvéreCnych pozndmkach budou uve-
deny dvé velmi dilezité véty majici mnoho riz-
nych pouziti.
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Kdo s ¢im zachazi, s tim také schazi.

|

VETA. (Tietze) Kazdé spojité zobrazeni z uzaviené podmnoZiny metrického prostoru X do R lze spojité
roz$ifit na celé X.

A nékdy to jde vice zptsoby. Ano.

|

VETA. (Stone, Weierstrass) Necht' X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh C,,(X) obsahujici
konstantni zobrazeni a oddélujici body X . Pak A je husty v C,,(X).

To jsi pfectu, az to budu potiebovat.

BTW, nebylo to uz nékdy potieba?

|

Pozndmky 6:
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1. Zadny z prostort v Piikladech 1 neni kompaktni a v nékterych piipadech neni ani jednoduché charakte-
rizovat jejich kompaktni podmnoZiny.
V euklidovskych prostorech jsou kompaktni pravé omezené a uzaviené podmnoZiny.

Jezek je omezeny, ale neni kompaktni (zkuste najit vSechny jeho kompaktni podmnoziny, i ty, co protinaji
nekonecné mnoho jeho ,bodlin").

Neni ani jednoduché popsat kompaktni podmnoZziny raciondlnich cisel. Jsou tu souvislosti s podmnoZinami
vSech spocetnych ordindlnich Cisel.

2. Kazdy metricky prostor je podprostorem uplného prostoru.

Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vloZzeni do kompaktnich prostora?

Uvédomte si, ze kompaktni prostor je separabilni a kazdy jeho podprostor téz.

Otazka tedy ma smysl jen pro separabilni prostory.

To je zatim pohled jen topologicky. Pokud vlozenim myslime isometrické vlozZeni, jako v pfipadé uplnosti,
musi byt vkladany prostor i totdlné omezeny (proc¢?). Tim se zuZila otdzka jen na totdlné€ omezené prostory
a pro ty je odpovéd’ kladnd, protoZe jejich zuplnéni je kompaktni.

Neni-li prostor totdlné omezeny, nejde ho isometricky vloZit do kompaktniho prostoru. Lze ho vloZit ho-
meomorfné do kompaktniho prostoru? O této otdzce jiz vite, Ze ma smysl jen pro separabilni prostory.

V tomto piipadé je odpovéd’ kladnd. Vezméte spocetnou hustou mnozinu M a ekvivalentni metriku ome-
zenou 1. Pak zobrazeni f,, které prifazuje bodu x jeho vzdalenost od daného m € M, je spojité zobrazeni
X do [0, 1]. Zobrazeni f(z) = {fm(2)}mens je homeomorfni zobrazeni X do [0, 1], coZ je kompaktni
prostor. Uzavér mnoziny f(X) v [0, 1]V je hledany kompaktni prostor.

3. Postup v predchozim bodé dava dulezity vysledek, ze kaZdy separabilni prostor je homeomorfni néja-
kému podprostoru mocniny [0, 1]N.

TO JE PECKA!!! I

Jingmi slovy se fikd, e kazdy separabilni prostor Ize topologicky vloZit do [0, 1]V, Protoze [0, 1]Y je sdm
separabilni prostor, je to tzv. univerzalni prostor pro vSechny separabilni prostory (z topologického hle-
diska).

Existuje i tzv. Urysohntv universalni prostor, ktery je separabilni a obsahuje jako podprostory (isometricky)
vSechny separabilni prostory.

Navic je z jistého hlediska (tzv. homogenita) jednoznacné urceny. Jeho konstrukce je ale obtiZn4.

| Tady se nestyd’te fici, Ze ni¢emu nerozumite. I
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| Ja ti rozumim. I

Konec poznamek 6.

Priklady 6:
1. Ukazte, ze diskrétni prostor je kompaktni pravé kdyz je kone¢ny. Jak je to s dplnosti diskrétnich prostora?
2. Indiskrétni prostor je kompaktni.
3. Cantorova mnoZina je homeomorfni mocniné {0, 1} dvoubodového prostoru.
4. Kazdy kompaktni prostor je spojitym obrazem Cantorovy mnoZziny.

Konec piikladu 6.

Otazky 6:
1. Ukazte, Ze kazd4 spojita funkce na kompaktnim prostoru nabyva své maximalni a minimalni hodnoty.
2. Kazda spojitd funkce na kompaktnim prostoru je stejnomérn€ spojita.

3. Ukazte, ze kazdy metricky separabilni prostor ma ekvivalentni totalné¢ omezenou metriku. MiZe to platit
i pro neseparabilni prostory?

4. Najdéte ekvivalentni totdlné¢ omezenou metriku pro jezka.
5. Na kompaktnim prostoru jsou ekvivalentni metriky stejnomérné ekvivalentni.
6. Uved'te priklad, Ze stejnomérné spojity obraz tiplného prostoru nemusi byt tplny.
Konec otazek 6.
CviCeni 6: Pfiklad. Dokazme, Ze kazdy centrovany systém kompakti v Hausdorffové prostoru ma neprazdny
prunik. Pfipomefime, Ze systém mnozin se zove centrovany, ma-li kazdy konecny podsystém neprdzdny
prinik.

Reseni. Jinak feeno, dokaZeme, 7e pokud pro systém (libovolné kardinality) kompakti K, plati
ﬂ Ka = (2)7
e}

pak existuje kone¢ny podsystém, ktery ma také prazdny prinik.
Polozme V,, = K¢, a zvolme prvek K ze systému K.
Protoze zadny prvek z K1 nepadne do vSech K, je systém V,, otevienym pokrytim mnozZiny K.

Diky kompaktnosti lze vybrat kone¢né podpokryti, takze

K1 C Vay UVay U---UVg,,.

Potom ale
KiNKq, N---NKy =0,

coz jsme méli dokdzat.
Konec cviceni 6.
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