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METRICKE PROSTORY

V praxi se nelze obejit bez
aproximaci, zvlasté v pripa-
dech, kdy se feSeni ulohy
hled4 numericky.
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METRICKE PROSTORY

V praxi se nelze obejit bez
aproximaci, zvlasté v pripa-
dech, kdy se feSeni ulohy
hled4 numericky.

Pak je dilezité mit k dispo-
zici pojem konvergence.
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Konvergence Cehosi k Ce-

mu/si. Z.acina se to zasnodr-
chavat ...
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\

V redlnych cislech byla konvergence definovana bud’ pomoci vzdalenosti dvou bodt
nebo pomoci usporadani. Druhy pristup uz vSak nejde pouzit v euklidovskych prostorech
vyS$si dimenze, a proto konvergence pomoci vzdalenosti je vhodné;si.

\

Konvergence Cehosi k Ce-

mqsi. Z.acina se to zasnodr-
chavat ...

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

V redlnych cislech byla konvergence definovana bud’ pomoci vzdalenosti dvou bodt
nebo pomoci usporadani. Druhy pristup uz vSak nejde pouzit v euklidovskych prostorech
vyS$si dimenze, a proto konvergence pomoci vzdalenosti je vhodné;si.
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Konvergence Cehosi k Ce-

mqsi. Z.acina se to zasnodr-
chavat ...

Prohlédnéte si definici kon-
vergence posloupnosti. Pra-
cuje se tam s absolutni hod-
notou rozdilu dvou Ccisel,
tedy s jejich vzdalenosti na
realné ose.
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A tak budeme definovat
ruzné prostory objektu a
mezi témi objekty vzdile-
nost.
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A tak budeme definovat
ruzné prostory objektu a
mezi témi objekty vzdile-
nost.

Tak budeme mit moznost
vyslovit a dokazat jedno tvr-

zeni (napriklad vétu o spo-
jitosti slozeného zobrazeni)
pro vSechny mozné situace
(metrick€ prostory) a nemu-
sime ji dokazovat pro kaz-
dou situaci zv1ast’.
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Tak mne napadd, ze jsem to
uz tam néjak citil v kostech

u funkci vice proménnych.
D"
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METRICKY PROSTOR




METRICKY PROSTOR
'

Z. chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zakladni vlastnosti,
které se stanou axiomy pro abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

\
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METRICKY PROSTOR
'

Z. chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zakladni vlastnosti,
které se stanou axiomy pro abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

\

Tvrzeni dokdzana pro tento obecny pojem lze pak pouzit pro vSechny struktury s kon-
krétni vzdalenosti.

\
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METRICKY PROSTOR
'

Z. chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zakladni vlastnosti,
které se stanou axiomy pro abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

\

Tvrzeni dokdzana pro tento obecny pojem lze pak pouZzit pro vSechny struktury s kon-
krétni vzdalenosti.

\

DilezZitou aplikaci budou metriky v prostorech funkci.
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Z. chovani vzdalenosti v euklidovskych prostorech se vyberou zakladni vlastnosti,
které se stanou axiomy pro abstraktni pojem vzdalenosti, nazvany metrika.

\

Tvrzeni dokdzana pro tento obecny pojem lze pak pouzit pro vSechny struktury s kon-

krétni vzdalenosti.

\

METRICKY PROSTOR

DilezZitou aplikaci budou metriky v prostorech funkci.

\

Ted” je posledni okamzik,
kdy si mulzete na geni-
alni definici metrického pro-
story prijit sami. Je to neo-
pakovatelnd prilezitost! Za-
viete (popripad€ otevrete)
oCl, metricky prostor pri-
chazi.
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Jestli jste vymyslili axiomy
pro vzddlenost a mate jich
tak akorat (t.j. 3), tak pokra-
Cujte ve Cteni, jinak pokra-
Cujte v premysleni.
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DEFINICE. Necht X je mnoZina a d funkce pritazujici kazdé dvojici (x,y) z X pLekcro-mrr

nezaporné redlné ¢islo d(z, y) majici vlastnosti:
1. pro x,y € X je d(z,y) = 0 pravé kdyz x = y;
2. (symetrie) d(x,y) = d(y, x) pro kazdé =,y € X;
3. (trojuhelnikova nerovnost) d(z,y) < d(x, z) + d(z,y) pro kazdé x,y, z € X.

Funkce d se pak nazyva metrika na X a dvojice (X, d) se nazyva metricky prostor.

\/
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DEFINICE. Necht X je mnoZina a d funkce pritazujici kazdé dvojici (z,y) z X
nezaporné redlné ¢islo d(x, y) majici vlastnosti:

l.prox,y € X jed(z,y) = 0 pravé kdyz x = y;
2. (symetrie) d(x,y) = d(y, x) pro kazdé =,y € X;
3. (trojuhelnikova nerovnost) d(z,y) < d(x, z) + d(z,y) pro kazdé x,y, z € X.

Funkce d se pak nazyva metrika na X a dvojice (X, d) se nazyva metricky prostor.

\/

Ziejmym zplisobem se definuje vzdélenost bodu a a mnoziny A od mnoziny B a
primér mnoziny A:

d(a, B) = inf{d(a,b);b € B}, d(A,B)=inf{d(a,b);a € A,b€ B},
diam A = sup{d(a,b);a,b € A}.
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Sqélé. Tuhle definici mam
moc rad.
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Sqélé. Tuhle definici mam
moc rad.

Priznavam bez muceni: ne-
priSel jsem na Zadny axiom.
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Pomoci vzdalenosti se pri-
rozenym zplisobem definuje
konvergence posloupnosti:
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\

DEFINICE. V metrickém prostoru (X, d) posloupnost {x, } konverguje k bodu z € X

Pomoci vzdalenosti se pri-
rozenym zplisobem definuje
konvergence posloupnosti:

(nebo ma za limitu bod = € X)), jestlize d(z,,x) — 0.

\
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Pomoci vzdalenosti se pri-
rozenym zplisobem definuje
konvergence posloupnosti:

\

DEFINICE. V metrickém prostoru (X, d) posloupnost {x, } konverguje k bodu z € X
(nebo ma za limitu bod = € X)), jestlize d(z,,x) — 0.

\

Znaceni: x,, — x nebo lim z,, = .
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Analogicky situaci v eukli-
dovskych prostorech lze de-
finovat okoli bodt:
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\

DEFINICE. Okoli bodu z v metrickém prostoru (X, d) je kazda mnoZina obsahujici

Analogicky situaci v eukli-
dovskych prostorech lze de-
finovat okoli bodt:

otevienou kouli B, , = {y;d(z,y) < r} pro né€jaké r > 0.

\/
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\

DEFINICE. Okoli bodu z v metrickém prostoru (X, d) je kazda mnoZina obsahujici

Analogicky situaci v eukli-
dovskych prostorech lze de-
finovat okoli bodt:

otevienou kouli B, , = {y;d(z,y) < r} pro né€jaké r > 0.

\/

To mi néco pripomind. Ted’
bych si troufnul 1 na definici
uzavrené koule.
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Pomoci konvergence nebo okoli 1ze definovat vSechny podstatné pojmy, které byly |rxcrzo.mrr
pouzivany v euklidovskych prostorech: metrika
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Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat vSechny podstatné pojmy, které byly
pouzivany v euklidovskych prostorech:

\

DEFINICE. Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva oteviend, jestlize

kazdy bod A ma okoli celé lezici v A (tj. Zadna posloupnost z X \ A nekonverguje k
bodu z A).

\/
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Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat vSechny podstatné pojmy, které byly
pouzivany v euklidovskych prostorech:

\

DEFINICE. Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva oteviend, jestlize

kazdy bod A ma okoli celé lezici v A (tj. Zadna posloupnost z X \ A nekonverguje k
bodu z A).

\/

Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva uzaviena, jestlize jeji doplnék
X \ A je otevieny (tj. limity konvergentnich posloupnosti z A lezi v A).

\/
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Pomoci konvergence nebo okoli Ize definovat vSechny podstatné pojmy, které byly
pouzivany v euklidovskych prostorech:

\

DEFINICE. Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva oteviend, jestlize

kazdy bod A ma okoli celé lezici v A (tj. Zadna posloupnost z X \ A nekonverguje k
bodu z A).

\/

Podmnozina A metrického prostoru (X, d) se nazyva uzaviena, jestlize jeji doplnék
X \ A je otevieny (tj. limity konvergentnich posloupnosti z A lezi v A).

\/

DEFINICE. Uzdvér mnoZiny A v metrickém prostoru (X, d) je mnoZina vSech limit-
nich bodl posloupnosti z A (a znaci se A).

-—p
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Diikazy nésledujicich tif tvr-
zeni jsou jednoduché a méli
byste je umét dokazat.
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Diikazy nasledujicich t tvr-
zeni jsou jednoduché a méli
byste je umét dokazat.

\

VETA. Soubor viech otevienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma nasledujici

vlastnosti:
1. ) a X jsou oteviené mnoZiny;

2. sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina;

3. prlinik kone¢ného poctu otevienych mnoZin je oteviend mnozina.

\/
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\

VETA. Soubor viech otevienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma nasledujici

vlastnosti:

Diikazy nasledujicich t tvr-
zeni jsou jednoduché a méli
byste je umét dokazat.

1. ) a X jsou oteviené mnoZiny;

2. sjednoceni libovolného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina;

3. prlinik kone¢ného poctu otevienych mnoZin je oteviend mnozina.

\/

Pokud se pfi takovych dika-

zech neskuteCné nudite, tak
je to v poradku.
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Pomoci de Morganovych
vzorcll o dopliicich mnozin

se snadno dokdze nasledu-
jici dlsledek:

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pomoci de Morganovych| ¥
vzorcll o dopliicich mnozin

se snadno dokdze nasledu-
jici dlsledek:

DUSLEDEK. Soubor viech uzavienych mnozin v metrickém prostoru (X, d) ma na-
sledujici vlastnosti:

1. § a X jsou uzaviené mnoZiny;
2. prunik libovolného poctu uzavienych mnoZzin je uzaviend mnozina;

3. sjednoceni koneCného poctu uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
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VETA. Uzavér v metrickém prostoru (X, d) ma nésledujici vlastnosti:
1.0 =0;
2. A C Aprokazdé A C X;
3.AUB=AUBprokazdé A,B C X;

Aprokazdé A C X.

IN
h>||
I




VETA. Uzavér v metrickém prostoru (X, d) ma néasledujici vlastnosti: LEKCE29-MTR
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= pramér
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okoli
~ 14 oteviené a uzaviené
2. AC Aprokazdé A C X; mnoziny
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_ ~AA . ekvivalentni metriky
3.AUB=AUBprokazdé A, B C X, ol
R - vlastnost
> 14 hustd mnoZzina
4, A= Aprokazdé A C X. e
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MiizZe se stat, ze dvé rizné metriky urcuji totozné konvergence (napi. na R obvykld prkcgze-mTr

metrika |z — y| a metrika 2|z — y|.

\
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Miize se stat, Ze dvé rtizné metriky urcuji totoZzné konvergence (napt. na R obvykla
metrika |z — y| a metrika 2|z — y|.

\

Pokud je pro dalsi potiebu hlavni konvergence a nikoli vzdéalenost, je moZné pouZit
vhodnéjs$i metriku, kterd ma stejnou konvergenci.

\
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MiizZe se stat, ze dvé rizné metriky urcuji totozné konvergence (napi. na R obvykld prkcgze-mTr

metrika |z — y| a metrika 2|z — y|. metrika
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DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni, |pxcrze.mTr
jestlize metrické prostory (X, d) a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti. metrika
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DEFINICE.

\/

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné

Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni,
jestlize metrické prostory (X, d)

a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

oteviené mnozmy, steJne uzaviené mnozmy, stejne uzavery mnozin.

\

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE.

\/

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné

Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni,
jestlize metrické prostory (X, d)

a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

oteviené mnozmy, stejne uzaviené mnozmy, stejne uzavery mnozin.

\

Ctéte pomalu. Ta v&c neni
jednoducha.
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DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji (topologicky) ekvivalentni,
a (X, e) maji totozné konvergentni posloupnosti.

jestlize metrické prostory (X, d)

\/

Ekvivalentni metriky (jinak feceno: ekvivalentni metrické prostory) maji tedy stejné
oteviené mnoZziny, stejné uzaviené mnoZziny, stejné uzavéry mnozin.

\

Ctéte pomalu. Ta véc neni

jednoducha.

Ale je uzasna.
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Pojmy, které se nezméni zdmeénou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické.
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Pojmy, které se nezméni zdmeénou metrik za ekvivalentni, se nazyvaji topologické. T T
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DEFINICE. PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzaveér ppxcmzo.mTr

je cely prostor X.

\
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DEFINICE. PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzaveér ppxcmzo.mTr

je cely prostor X.

\

Podmnozina metrick€ého prostoru X se nazyva ridka, jestlize dopln€k jejiho uzavér je
husty.

\
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DEFINICE. PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzavér
je cely prostor X.

\

Podmnozina metrick€ého prostoru X se nazyva ridka, jestlize dopln€k jejiho uzavér je
husty.

\

Podmnozina metrického prostoru X se nazyva I.kategorie, jestlize je sjednocenim
spocetné mnoha fidkych mnozin.

\
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DEFINICE. PodmnoZina metrického prostoru X se nazyva husta, jestlize jeji uzavér
je cely prostor X.

\

Podmnozina metrick€ého prostoru X se nazyva ridka, jestlize dopln€k jejiho uzavér je
husty.

\

Podmnozina metrického prostoru X se nazyva I.kategorie, jestlize je sjednocenim
spocetné mnoha fidkych mnozin.

\

Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize ma spoCetnou hustou Cast.
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Bramboracka je  husta,
CesneCka je fidkd a ma-
minka déla polivky prvni
kategorie.
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Bramboracka je  husta,
CesneCka je fidkd a ma-
minka déla polivky prvni
kategorie.

A polivCicka s jemné na-
strouhanou mrkvickou je
napotvoru separabilni.

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 1 :

Metrika nemusi mit v aplikacich vzdy vyznam vzdalenosti, ale napf. Cas.
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Poznamky 1 :

Metrika nemusi mit v aplikacich vzdy vyznam vzdalenosti, ale napf. Cas.

\

Pfi méfeni Casu probéhnutych jevli miliZe nastat situace, Ze prislusna funkce neni sy-
metricka (na kole ujedete stejnou vzdalenost rychleji z kopce nez do kopce), v nékterych
pripadech nemusi platit trojuahelnikova nerovnost.

\




Poznamky 1 :

Metrika nemusi mit v aplikacich vzdy vyznam vzdalenosti, ale napf. Cas.

\

Pii méfeni Casu probéhnutych jevli miiZe nastat situace, Ze prislusna funkce neni sy-
metricka (na kole ujedete stejnou vzdalenost rychleji z kopce nez do kopce), v nékterych
pripadech nemusi platit trojuhelnikova nerovnost.

\

Existuji samozrejmé modifikace vlastnosti metriky, které zachycuji podobné situace,
ale vzdy se jednd o zjiSt'ovani, jak se vlastnosti metrik zméni. Zikladem je teorie met-
rickych prostorti.

-—p
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Jedna modifikace axiomu metrik se vSak vyskytuje Castéji. Je to slabsi prvni axiom:
I’.prox € X jed(z,x) = 0.

\




Jedna modifikace axiomu metrik se vSak vyskytuje Castéji. Je to slabsi prvni axiom:
I’.prox € X jed(z,x) = 0.

\

To znamena, Ze dva rizné body mohou mit nulovou vzdalenost. Takova zobecnéna
metrika se nazyva pseudometrika; viz Otdzky pro souvislost s metrikou.

\




Jedna modifikace axiomu metrik se vSak vyskytuje Castéji. Je to slabsi prvni axiom:
I’.prox € X jed(z,x) = 0.

\

To znamena, Ze dva rizné body mohou mit nulovou vzdalenost. Takova zobecnéna
metrika se nazyva pseudometrika; viz Otdzky pro souvislost s metrikou.

\

V pseudometrickém prostoru Ize stejnou definici zavést vSechny uvedené topologicke
pojmy.

=)




Stejnym zpisobem jako u redlnych Cislech Ize definovat hromadné body posloupnosti
a mnoZziny.

-




Neni-li d v metrickém prostoru (X, d) podstatna, nebo je jasné, o jakou metriku se

jednd, bude Casto v dalSim textu vynechavat, tj. bude se mluvit o metrickém prostoru X
(nebo Y, Z, apod.).

Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :

1. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s obvyklou metrikou

d(z,y) = V(@1 — 222 + ... + (@0 — Yn)?
tvori metricky prostor.
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Priklady 1 :

1. Euklidovsky n-dimenzionélni prostor s obvyklou metrikou

d(z,y) = V(1 — 22)2 + ... + (20 — )2
tvori metricky prostor.

\

2. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dpy(z,y) = |z — Y|P + oo + |T0 — Ynl?

, kde p > 1, tvori metricky prostor, ktery se casto znaci [,(n).

\
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Priklady 1 :

1. Euklidovsky n-dimenzionélni prostor s obvyklou metrikou

d(z,y) = V(1 — 22)2 + ... + (20 — )2
tvori metricky prostor.

\

2. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dyp(z,y) = /|1 — 1P + ... + |20 — yn?
, kde p > 1, tvori metricky prostor, ktery se casto znaci [,(n).

\

Trojuhelnikova nerovnost se nedokazuje snadno. Lze pouZzit extrémy funkci vice pro-
ménnych.

\
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Priklady 1 :

1. Euklidovsky n-dimenzionélni prostor s obvyklou metrikou

d(z,y) = /(21 — 22)2 + .. + (T — Yn)?

tvori metricky prostor.

\

2. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dyp(z,y) = /|1 — 1P + ... + |20 — yn?
, kde p > 1, tvori metricky prostor, ktery se casto znaci [,(n).

\

Trojuhelnikova nerovnost se nedokazuje snadno. Lze pouZzit extrémy funkci vice pro-
ménnych.

\

Ukazte, Ze vSechny metriky d, jsou ekvivalentni. Nakreslete si, jak se méni jednotkova
koule pfi rostoucim p.

\
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Priklady 1 :

1. Euklidovsky n-dimenzionélni prostor s obvyklou metrikou

d(z,y) = /(21 — 22)2 + .. + (T — Yn)?

tvori metricky prostor.

\

2. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dyp(z,y) = /|1 — 1P + ... + |20 — yn?
, kde p > 1, tvori metricky prostor, ktery se casto znaci [,(n).

\

Trojuhelnikova nerovnost se nedokazuje snadno. Lze pouZzit extrémy funkci vice pro-
ménnych.

\

Ukazte, Ze vSechny metriky d, jsou ekvivalentni. Nakreslete si, jak se méni jednotkova
koule pfi rostoucim p.

\

Pro 0 < p < 1 uvedena funkce d, nespliiuje trojuhelnikovou nerovnost.
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3. Euklidovsky n-dimenzionélni prostor s metrikou

dOO(xa y) - HlELX{|£Ul - yl') 9507 |£17n - yn|}
tvoii metricky prostor, ktery se ¢asto znaci [, (n).

\




3. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

dOO(xa y) - max{|a:1 - yl’: 9507 |£Ifn _ yn‘}
tvoii metricky prostor, ktery se casto znaci [ (n).

\

Ukazte, Ze 1 tato metrika je ekvivalentni pfedchozim metrikam d,,.

\/
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3. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

doo(x,y) = max{|z1 — 1], ..., |Tn — ynl|}

tvoii metricky prostor, ktery se casto znaci [ (n).

\

Ukazte, Ze 1 tato metrika je ekvivalentni pfedchozim metrikam d,,.

\/

Vite jak vypada jednotkova
koule? Je hranata.
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3. Euklidovsky n-dimenziondlni prostor s metrikou

doo(x,y) = max{|z1 — 1], ..., |Tn — ynl|}

tvoii metricky prostor, ktery se casto znaci [ (n).

\

Ukazte, Ze 1 tato metrika je ekvivalentni pfedchozim metrikam d,,.

\/

\

Dokazte, Ze d = lim,_.o d).

Vite jak vypada jednotkova
koule? Je hranata.
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4. Metriky d,, 1ze pouZit i pro nekonecné dimenziondlni prostor posloupnosti redlnych gxegzo.mrr
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Pro p = oo se dostane vzorec
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4. Metriky d,, 1ze pouZit 1 pro nekonecné dimenziondlni prostor posloupnosti redlnych
Cisel. Misto konecnych souctl se pouziji nekonecné soucty:

dp({zn}, {yn}) = { Z |7 — ynlP .
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Pro p = oo se dostane vzorec

dOO({xn}v {yn}) = Sup ’In - yn‘ :

neN

\

Je ztejmé, Ze ne pro vSechny posloupnosti uvedené soucty nebo supremum jsou vlastni.
Pro riiznd p je nutné se omezit na riizné posloupnosti. Pro 1 < p < oo je d, metrikou na
mnoZziné

b= {{z};) _|zal’} <00}, oo = {{2n}; {wn} je omezend } .
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Pro riiznd p je nutné se omezit na riizné posloupnosti. Pro 1 < p < oo je d, metrikou na
mnoZziné

b= {{z};) _|zal’} <00}, oo = {{2n}; {wn} je omezend } .

\

Trojahelnikova nerovnost pro d,, 1 < p < oo, se nazyva Minkowského nerovnost.

\
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4. Metriky d,, 1ze pouZit 1 pro nekonecné dimenziondlni prostor posloupnosti redlnych
Cisel. Misto konecnych souctl se pouziji nekonecné soucty:

dp({zn}, {yn}) = { Z |7 — ynlP .
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Pro p = oo se dostane vzorec

dOO({xn}v {yn}) = Sup ’In - yn‘ :

neN

\

Je ztejmé, Ze ne pro vSechny posloupnosti uvedené soucty nebo supremum jsou vlastni.
Pro riiznd p je nutné se omezit na riizné posloupnosti. Pro 1 < p < oo je d, metrikou na
mnoZziné

b= {{z};) _|zal’} <00}, oo = {{2n}; {wn} je omezend } .

\

Trojahelnikova nerovnost pro d,, 1 < p < oo, se nazyva Minkowského nerovnost.

\

Uvédomte si, Zze prostor F,(X,Y’) (mnoZina omezenych zobrazeni z X do Y se ,
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,supremovou" metrikou je zobecnéni [, (jaké jsou u [, prostory X, Y ?).




5. Funkce d na X x X rovna O na diagondle a 1 jinde, je metrika, ¢asto nazyvana
diskrétni metrika.

\
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5. Funkce d na X x X rovna O na diagondle a 1 jinde, je metrika, ¢asto nazyvand pgrxcrze-mtR

diskrétni metrika.

\

\

Jaka je konvergence v diskrétni metrice? Jak vypadaji koule v této metrice? Je vzdy
uzavér oteviené koule uzaviena koule se stejnym polomérem?

\

Odevsad se kamkoliv dojede

za kacCku. Tak by to mélo byt
vV metru.

Neékteré otazky jsou az do-

jemn¢ snadné. Ale 1 tak jsou
hezké.
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6. OpaCnym extrémem diskrétni metriky je tzv. indiskrétni pseudometrika, coz je nu-
lova funkce.

\
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7.Necht' X je spoCetny disjunktni soucet intervali [0, 1], ve kterém se ztotozni vSechny ygkcr29-mTR

body 0. Mnozina X se déd chapat jako soucin N X [0, 1], kde v§echny body (n,0),n € N,

jsou totoZné.

\
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\/

Nasledujici funkce je metrikou na X.

) |lz—y|, pron=m;
d((nrx)a(m?y)) T £U| + ’y‘) pron 7& m.

Tento metricky prostor se Casto nazyva jeZek nebo véjir.
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Nékdy jsem taky ostiithany
na jezka.

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



8. Necht’ p je prvocislo. Pro raciondlni &isla x # y se definuje d(z,y) = p ¥, kde
x—y=p"% abeZapneddlani a ani b.

\




8. Necht' p je prvocislo. Pro raciondlni &isla x # y se definuje d(z,y) = p ¥, kde LEkcEzs-mTR

x—y:pk%,a,beZapnedélianiaanib.

\

Uvedena metrika d na raciondlnich Cislech se nazyva p-adickd metrika.
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8. Necht' p je prvocislo. Pro raciondlni &isla x # vy se definuje d(z,y) = p ¥, kde
x—y :pk%,a,b € Z a p ned¢li ani a ani b.

\

Uvedena metrika d na raciondlnich Cislech se nazyva p-adickd metrika.

\

K jakému ¢islu konverguje posloupnost {p"},? A k ¢emu konverguje posloupnost
{q~ "}, pro prvocislo ¢ rizné od p?

\
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8. Necht' p je prvocislo. Pro raciondlni &isla x # y se definuje d(z,y) = p ¥, kde LEkcEzs-mTR
x—y :pk%,a,b € Z a p nedéli ani a ani b.

\

Uvedena metrika d na raciondlnich Cislech se nazyva p-adickd metrika.
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K jakému ¢islu konverguje posloupnost {p"},? A k ¢emu konverguje posloupnost

{q~ "}, pro prvocislo ¢ rizné od p?

\

Neporadim.
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9. Na mnoZziné X posloupnosti Ize zavést metriku i ndsledovné. Pro rizné posloupnosti
{z,},{y,} se definuje d({x,},{y.}) = 1/k, kde k je prvni takovy index, Ze =} # yx.

\




9. Na mnoZiné X posloupnosti Ize zavést metriku i ndsledovné. Pro rtizné posloupnosti
{z,},{yn} se definuje d({z,}, {y.}) = 1/k, kde k je prvni takovy index, Ze x; # yy.

\

Nebylo feceno, v jaké mnoziné P se posloupnosti berou. V pripadé, Ze se jedna o
posloupnosti prirozenych Cisel (tj. P = N), nazyva se tento metricky prostor Bairetiv
prostor.

\/
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9. Na mnoZiné X posloupnosti Ize zavést metriku i ndsledovné. Pro rtizné posloupnosti
{z,},{yn} se definuje d({z,}, {y.}) = 1/k, kde k je prvni takovy index, Ze x; # yy.

\

Nebylo feceno, v jaké mnoziné P se posloupnosti berou. V pripadé, Ze se jedna o
posloupnosti prirozenych Cisel (tj. P = N), nazyva se tento metricky prostor Bairetiv
prostor.

\/

Obecné je tedy X = PN kartézsky soudin spocetné mnoha mnoZin P, tj. spocetnd
mocnina mnoZin P. Bairedv prostor je dvojice (NV, d).

\
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9. Na mnoZiné X posloupnosti Ize zavést metriku i ndsledovné. Pro rtizné posloupnosti
{z,},{yn} se definuje d({z,}, {y.}) = 1/k, kde k je prvni takovy index, Ze x; # yy.

\

Nebylo feceno, v jaké mnoziné P se posloupnosti berou. V pripadé, Ze se jedna o
posloupnosti prirozenych Cisel (tj. P = N), nazyva se tento metricky prostor Bairetiv
prostor.

\/

Obecné je tedy X = PN kartézsky soudin spocetné mnoha mnoZin P, tj. spocetnd
mocnina mnoZin P. Bairedv prostor je dvojice (NV, d).

\

Jaka je konvergence v prostoru (X, d)?

Konec priklada 1.
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Otazky 1 :

1. Ukazte, ze vztah x ~ y = d(x,y) = 0 v pseudometrickém prostoru (X, d) je
ekvivalence.

\




Otazky 1 :

1. Ukazte, ze vztah x ~ y = d(x,y) = 0 v pseudometrickém prostoru (X, d) je
ekvivalence.

\

Pro tfidy [z], [y] této ekvivalence definujte p([z], [y]) = d(z,y). UkaZte, Ze definice
nezavisi na volbé prvka z piislusnych tfid a Ze d je metrika na X/ ~.

—p




2. UkaZte, ze konvergence v metrickém prostoru spliiuje obvyklé vlastnosti konver-
gence:

1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;

2. je-li posloupnost {x,} konstantni, x,, =a, pak lim x,, =a;

3. jestlize lim x,, = a, pak lim x;,, = a pro kazdou podposloupnost {xy, } posloupnosti
{zn};

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {x,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k a,
pak {z,} konverguje k a.

\




2. UkaZte, ze konvergence v metrickém prostoru spliiuje obvyklé vlastnosti konver-
gence:

1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;
2. je-li posloupnost {x,} konstantni, x,, =a, pak lim x,, =a;

3. jestlize lim x,, = a, pak lim x;,, = a pro kazdou podposloupnost {xy, } posloupnosti
{zn}s

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {x,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k a,
pak {z,} konverguje k a.

\

Uvédomte si, Ze v pseudometrickém prostoru neplati prvni vlastnost, ostatni plati.

=)




3. Dokazte, Ze mnozZina A v metrickém prostoru je uzaviend pravé kdyz se rovna
svému uzaveru.

\




3. Dokazte, Ze mnozZina A v metrickém prostoru je uzaviend pravé kdyz se rovna
svému uzaveru.

\

Uzavér mnoziny A je tedy nejmensi uzaviena mnozina obsahujici A.




4. Lze definovat vnitfek mnoziny A jako nejvétsi otevienou mnozinu obsazenou v A.
Casto se znaci int A.

\




4. Lze definovat vnitfek mnoziny A jako nejvétsi otevienou mnozinu obsazenou v A.
Casto se znaci int A.

\

Ukazte, Ze vnitfek mnoziny vzdy existuje a Ze je popsan jako X \ X \ A, nebo jako
mnozina bodu, které lezi v oteviené kouli celé obsazené v A.

\




4. Lze definovat vnitfek mnoziny A jako nejvétsi otevienou mnozinu obsazenou v A.
Casto se znaci int A.

\

Ukazte, Ze vnitfek mnoziny vzdy existuje a Ze je popsan jako X \ X \ A, nebo jako
mnozina bodu, které lezi v oteviené kouli celé obsazené v A.

\
Lze definovat i hranici mnoZziny A jako A N X \ A. UkaZte, Ze hranice je mnoZina

té€ch bodu x, Ze kazda oteviend koule se stfedem v x protind jak A tak X \ A. Uzavér
mnoZziny je sjednoceni této mnoziny a jeji hranice.

—p




5. Dokazte uvedené vlastnosti otevienych a uzavienych mnozZin a uzaveru.




6. MiiZe byt podmnoZzina neprazdného metrického prostoru soucasné husta i fidka?

\




O v / Ve / / . / A\ A\ 7/ * v/ 7/
6. MuZe byt podmnoZina neprazdného metrick€ho prostoru soucasné husta i fidka? LEKCE29-MTR
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7. Dokazte, Ze metrické prostory /,(n) jsou separabilni pro 1 < p < oo.




8. Dokazte, ze metrické prostory [, jsou separabilni pro 1 < p < oo. Prostor [, neni
separabilni.

=)




9. Mohutnost separabilniho prostoru je nejvySe rovna mohutnosti redlnych Cisel (tj.
2“).

=




10. Je kazdy spocetny metricky prostor 1.kategorie?




12. Ukazte, ze bodova konvergence funkci na intervalu [0, 1] neni vytvofena Zadnou
metrikou.

=




13. Ukazte, Ze stejné jako v redlnych Cislech lze definovat 1 v metrickych prostorech
hromadny bod posloupnosti a hromadny bod mnoziny.

\




13. Ukazte, Ze stejné jako v redlnych Cislech lze definovat 1 v metrickych prostorech
hromadny bod posloupnosti a hromadny bod mnoziny.

\

Dokaizte, Ze pro tyto pojmy plati stejna tvrzeni jako v redlnych Cislech: charakterizace
hromadného bodu posloupnosti a jeji dusledky, vlastnosti hromadného bodu mnoziny a
charakterizace hromadného bodu mnoziny.

-




14. Jestlize obsahuje (X, d) nespoCetnou mnozinu A takovou, Ze pro néjaké kladné
¢islo r je d(aq, as) > r pro libovolné dva rizné body ay, as € A, neni (X, d) separabilni.

—p




Déte matematikovi a defi-
nici a ma druhé Vanoce.
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Konec otazek 1.

Déte matematikovi a defi-
nici a ma druhé Vanoce.

To je teda nad€leni. Teda

vlastné matematickad na-
dilka.
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Uceni 1 :

Je-li na vektorovém pro-

storu definovana metrika,
tak asi existuje vZdy norma,

kterd tuto metriku indukuje?
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Uceni 1 :

Je-li na vektorovém pro-

storu definovana metrika,
tak asi existuje vZdy norma,

kterd tuto metriku indukuje?

Diskrétn€ ti sd€lim, Ze dis-
krétni metrika jde definovat

vSude a nerozumi si skoro s
nikym.
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Konec uceni 1.




Konstrukce




Konstrukce

\

Je trividlni, Ze ziZeni dy metriky d z mnoZiny X na mnoZinu Y je op€t metrika (pfes-
néji by se mélo fici ziizeni z X x X nayY x Y).

\




Konstrukce

\

Je trividlni, Ze zuZeni dy metriky d z mnoziny X na mnoZinu Y je opét metrika (pres-
néji by se mélo fici ziiZeni z X X X nay xY).

\

DEFINICE. Je-li (X, d) metricky prostor a Y podmnozina X, nazyva se dvojice (Y, dy)
metricky podprostor prostoru (X, d).

\
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\

Je trividlni, Ze zuZeni dy metriky d z mnoziny X na mnoZinu Y je opét metrika (pres-

Konstrukce

néji by se mélo fici ziiZeni z X X X nay xY).

\

DEFINICE. Je-li (X, d) metricky prostor a Y podmnozina X, nazyva se dvojice (Y, dy)

metricky podprostor prostoru (X, d).

\

Podporucik taky miZe po-
roucet. To je svatd vojenska
pravda.
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DEFINICE. Jsou-li (X,d) a (Y, e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je pgkcrzomrr

metricky prostor (X X Y, p), kde p((x1,y1), (X2, y2)) = d(z1, 22) + e(y1, y2).

\
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DEFINICE. Jsou-li (X,d) a (Y, e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je pgkcrzomrr

metricky prostor (X X Y, p), kde p((x1,y1), (X2, y2)) = d(z1, 22) + e(y1, y2).

\

Tato definice se snadno zo-
becni na souciny konecné

mnoha metrickych prostord.
Nekonecné souciny lze de-
finovat jen pro spocetné
mnoho prostort:

metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Jsou-li (X,d) a (Y, e) metrické prostory, pak jejich (kartézsky) soucin je pexcro-mrr
metricky prostor (X x Y, p), kde p((21,y1), (22, 92)) = d(z1, 2) + e(y1, y2)- e

primér

konvergence

okoli

oteviené a uzaviené
‘ mnoziny

uzaveér mnoziny

ekvivalentni metriky
Tato definice se snadno zo e
- viastnos
becni na souCiny konecCné NG IITOTE)
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N k Py X 1 d podprostor
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Nasledujici tvrzeni plati sa-
mozfejmé 1 pro konecné
souciny:
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\

POZOROVANI. Posloupnost {z,} v (1122, X,,, p) konverguje k bodu x pravé kdyz, pro
kazdé k € N, projekce této posloupnosti do X 1 konverguje k projekci bodu z do Xj.

\

Nasledujici tvrzeni plati sa-
mozfejmé 1 pro konecné
souciny:
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\

POZOROVANI. Posloupnost {z,} v (1122, X,,, p) konverguje k bodu x pravé kdyz, pro
kazdé k € N, projekce této posloupnosti do X 1 konverguje k projekci bodu z do Xj.

\

Nasledujici tvrzeni plati sa-
mozfejmé 1 pro konecné
souciny:

To je pékny predvidatelny
"poslozkizmus".
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Na nespocetnych soucinech aspon dvoubodovych prostori nelze definovat metriku pgrcgzo-mTr
tak, aby platila predchozi véta. metrika
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Na nespocetnych soucinech aspon dvoubodovych prostori nelze definovat metriku pgrcgzo-mTr
tak, aby platila predchozi véta. metrika

pramér
konvergence

‘ okoli

oteviené a uzaviené
. / 4 e / Ve . 4 / . . o X3
Nicméné, pro specidlni podmnozinu 1 nespocetnych mocnin 1ze definovat velmi dule- v iy
zitou metriku, kterd dava stejnomérnou konvergenci: ekvivalentni metriky
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Na nespocetnych soucinech aspon dvoubodovych prostori nelze definovat metriku pgrcgzo-mTr
tak, aby platila predchozi véta. metrika

prumeér
konvergence

‘ okoli

oteviené a uzaviené

Nicméné, pro specidlni podmnoZinu i nespocetnych mocnin lze definovat velmi dule- oz =
zitou metriku, kterd dava stejnomérnou konvergenci: ckvivalentni metriky
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‘ hustd mnoZzina

fidkd mnoZina
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DEFINICE. Symbolem F,(X,Y) se zna¢i mnoZina omezenych funkcei z mnoZiny X podprosior -
do metrického prostoru (Y, d) opatfend metrikou p(f, g) = sup{d(f(x),g(z)),x € X }. prostor funkcs
Pismeno Y se v oznaceni F,, (X, Y) vynechavd, je-li Y = R. homeomorfismus
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Na nespocetnych soucinech aspon dvoubodovych prostort nelze definovat metriku

tak, aby platila predchozi véta.

\

Nicméné, pro specidlni podmnoZinu i nespocetnych mocnin Ize definovat velmi diile-

zitou metriku, kterd dava stejnomérnou konvergenci:

\

DEFINICE. Symbolem F,(X,Y) se zna¢i mnoZina omezenych funkci z mnoZiny X
do metrického prostoru (Y, d) opatfend metrikou p(f, g) = sup{d(f(x),g(z)),x € X }.
Pismeno Y se v oznaceni F,(X,Y) vynechava, je-li Y = R.

\/

Matematika je prosté ta-
kova. Jako princezna se za-
vojem. Pro nas je ale zavoj
prihledny a je to parada.
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POZOROVANI. Posloupnost {f,} v F,(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyz kon-
verguje stejnomérné, tj. pro kazdé £ > 0 existuje k tak, zZe pro vSechna n > k a vSechna
z € X jed(fu(z), f(z)) <e.

\/
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POZOROVANI. Posloupnost {f,} v F,(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyz kon- LEKCE20-MIR

verguje stejnomérné, tj. pro kazdé £ > 0 existuje k tak, zZe pro vSechna n > k a vSechna

r e Xjed(fulz), f(x)) <e.

\/

Pokud se vam spletou prvky,
funkce, mnoZiny, body a
konvergence, je to normalni.
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POZOROVANI. Posloupnost {f,} v F,(X,Y) konverguje k funkci f pravé kdyz kon- LEKCE20-MIR

verguje stejnomérné, tj. pro kazdé £ > 0 existuje k tak, zZe pro vSechna n > k a vSechna

r e Xjed(fulz), f(x)) <e.

\/

Pokud se vam spletou prvky,
funkce, mnoZiny, body a
konvergence, je to normalni.

Jsem normalné spleteny.
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Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovidd metrice prostoru /1(2).

\




Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovidd metrice prostoru /1(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru /,(2), popf. [,(n) pro soucin n
prostort:

pp((z1, 1), (@2, 92)) = /d(w1, 22)P + e(y1, y2)? |
Poo((T1,41), (T2, 42)) = max d(z1, 22), e(y1, y2) -




Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovidd metrice prostoru /1(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru /,(2), popf. [,(n) pro soucin n
prostort:

pp((z1, 1), (@2, 92)) = /d(w1, 22)P + e(y1, y2)? |
Poo((T1,41), (T2, 42)) = max d(z1, 22), e(y1, y2) -

\

Vsechny tyto metriky na X X Y jsou ekvivalentni.

\




Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovidd metrice prostoru /1(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru /,(2), popf. [,(n) pro soucin n
prostort:

pp((1, 1), (T2, 2)) = Y/ d(w1, )P + e(y1, y2)? ,
Poo((T1, Y1), (T2, Y2)) = maxd(x1, T2), €(y1, y2) -

\

Vsechny tyto metriky na X X Y jsou ekvivalentni.

\

Podobné i na spocetném kartézském souCinu lze vzit jinak definované metriky, které
jsou ekvivalentni metrice definované v textu.

\




Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovida metrice prostoru [;(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru [,(2), popt. [,(n) pro soucin n
prostoru:

pp((1, 1), (T2, 2)) = Y/ d(w1, )P + e(y1, y2)? ,
Poo((T1, Y1), (2, y2)) = max d(z1, T2), €(y1, Y2) -

\

Vsechny tyto metriky na X X Y jsou ekvivalentni.

\

Podobné 1 na spoCetném kart€zském soucCinu lze vzit jinak definované metriky, které
jsou ekvivalentni metrice definované v textu.

\

Napf. 1ze misto {1/2"} vzit jinou posloupnost kladnych Cisel majici konvergentni
fadu.

\
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Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovida metrice prostoru [;(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru [,(2), popt. [,(n) pro soucin n
prostoru:

pp((1, 1), (T2, 2)) = Y/ d(w1, )P + e(y1, y2)? ,
Poo((T1, Y1), (2, y2)) = max d(z1, T2), €(y1, Y2) -

\

Vsechny tyto metriky na X X Y jsou ekvivalentni.

\

Podobné 1 na spoCetném kart€zském soucCinu lze vzit jinak definované metriky, které
jsou ekvivalentni metrice definované v textu.

\

Napf. 1ze misto {1/2"} vzit jinou posloupnost kladnych Cisel majici konvergentni
fadu.

\

Stejné tak 1ze vzit misto zlomkd d,,/(d,, + 1) ekvivalentni metriky min(d,,, 1). Existuje
fada dalSich moznosti.

\

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozsiteni zobr.
zuplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 2 :

Metrika p definovana na kartézském soucinu X x Y odpovida metrice prostoru [;(2).

\

Lze definovat metriky na X x Y odpovidajici prostoru [,(2), popt. [,(n) pro soucin n
prostoru:

pp((1, 1), (T2, 2)) = Y/ d(w1, )P + e(y1, y2)? ,
Poo((T1, Y1), (2, y2)) = max d(z1, T2), €(y1, Y2) -

\

Vsechny tyto metriky na X X Y jsou ekvivalentni.

\

Podobné 1 na spoCetném kart€zském soucCinu lze vzit jinak definované metriky, které
jsou ekvivalentni metrice definované v textu.

\

Napf. 1ze misto {1/2"} vzit jinou posloupnost kladnych Cisel majici konvergentni
fadu.

\

Stejné tak 1ze vzit misto zlomkd d,,/(d,, + 1) ekvivalentni metriky min(d,,, 1). Existuje
fada dalSich moznosti.

\

Je-li X nejvyse spodetnd mnozina, pak kartézsky soucin Y a F,(X,Y) jsou mnoZi-
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nove stejné, pokud bud’ X je konecna nebo Y je omezeny prostor.

\




nove stejné, pokud bud’ X je konecna nebo Y je omezeny prostor.

\

Konvergence v§ak mohou mit riizné (vizOtdzky). Samoziejmé tyto prostory splyvaji
pokud je Y nejvyse jednobodova mnoZina.

Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. R je metricky podprostor roviny.




2. N je diskrétni podprostor R.




3. Na R* nelze zadat metriku tak, aby R byl jeho podprostorem. Ale na R* existuje

metrika d takova, Ze jeji ziZeni na R je ekvivalentni s pivodni metrikou na R (napf.

d(x,y) = |arctg x—arctgy

, kde se pro nevlastni x, y berou limity arctg v t€chto bodech.

-—p
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4. Euklidovské prostory jsou mocniny prostoru R s metrikou py z Pozndmek.




5. Bairedv prostor N je ekvivalentni kartézskému soucinu NV,

Konec prikladu 2.




Otazky 2 :

1. Ukazte, Ze pro kazdou metriku d je min(d, 1) metrika ekvivalentni s d. Kazda met-
rika je tedy ekvivalentni s omezenou metrikou.

—p




2. Dokazte tvrzeni z Pozndmek o ekvivalenci metrik p,,.




3. Dokazte tvrzeni z Pozndmek o ekvivalenci uvedenych metrik na spocetnych souci-
nech.

-




4. Necht' (X, d) je diskrétni metricky prostor. UkaZte, Ze kartézsky soucin (X, d)N je
ekvivalentni prostoru z Prikladu 1.8.

=)




S5.Je-li A C B C (X,d) a A je hustd v podprostoru B a B je hustd v X, pak A je
husta v X.

=)




6. Je-li Y podprostor metrického prostoru X a A C Y, pak uzavér mnoziny A vY je
prénik s Y uzdvéru mnoziny Av X, 4. A =Y NA".

=)




7. UkaZzte, ze podprostory separabilniho prostoru jsou separabilni.




8. Ukazte, Ze soucin (i spocCetny) separabilnich prostoru je separabilni.




9. Necht' X je dvoubodovy metricky podprostor {0, 1} redlnych Cisel a M je nespo-

¢etnd mnozina. UkaZte, Ze na mocniné X (tj. mnoZin& soubort {am }menr, kde a,, je
bud’ 0 nebo 1) neexistuje metrika takova, Ze jeji konvergence je konvergence po sourad-
nicich.

=)




10. Necht’ Y je asponi dvoubodovd mnoZina. Prostor F, (X, Y') splyva (jako metricky

prostor) s kartézskym soucinem Y, pravé kdyz je X kone¢nd mnoZina. Jak4 je konver-
gence v F,(X,Y), je-li Y diskrétni prostor?

=




11. Prostor F,,(X) je separabilni pravé kdyz je X kone¢na mnoZina.

Konec otazek 2.




SPOJITA ZOBRAZENI




SPOJITA ZOBRAZENI
'

ProtoZe je na metrickych prostorech definovdna konvergence i okoli bodi, 1ze defino-
vat spojitost stejné jako v euklidovskych prostorech.

\




SPOJITA ZOBRAZENI
}

ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodt, 1ze defino-
vat spojitost stejné jako v euklidovskych prostorech.

\

Vzhledem ke srovnani s dal$Simi definicemi je 1épe volit € — ¢ definici.

\
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\

ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodt, 1ze defino-

SPOJITA ZOBRAZENI

vat spojitost stejné jako v euklidovskych prostorech.

\

Vzhledem ke srovnani s dal$Simi definicemi je 1épe volit € — ¢ definici.

\

Pristé radéji pajdu k vol-
bam.
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ProtoZe je na metrickych prostorech definovana konvergence i okoli bodt, 1ze defino-

SPOJITA ZOBRAZENI

vat spojitost stejné jako v euklidovskych prostorech.

\

Vzhledem ke srovnani s dal$Simi definicemi je 1épe volit € — ¢ definici.

\

Pristé radéji pajdu k vol-
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Ono je to takhle opravdu
nejjednodussi.
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva spo-
jité, jestlize pro kazdé r € X a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze je-li d(x,y) < 9, je

e(f(z), fly)) <e.
\
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva spo-
jité, jestlize pro kazdé r € X a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze je-li d(x,y) < 9, je

e(f(z), fly)) <e.
\

V ftadé pripadi je vhod-
n¢jsi pouZzit jiné charakteri-
zace spojitosti:
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva spo-
jité, jestlize pro kazdé r € X a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze je-li d(x,y) < 9, je

e(f(z), fly)) <e.
\

V ftadé pripadi je vhod-
n¢jsi pouZzit jiné charakteri-
zace spojitosti:

\

POZOROVANI. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro f : (X, d) — (Y, e):
1. f je spojité.

2. Pro kazdé + € X a kazdé okoli V bodu f(x) v (Y, e) existuje okoli U bodu z v
(X,d),ze f(U) C V.

3. Vzor f~1(G) kazdé oteviené mnoziny z (Y, e) je oteviend mnozina v (X, d).
4. Vzor f~1(G) kazdé uzaviené mnoziny z (Y, e) je uzaviena mnoZina v (X, d).

5. f zachovava konvergenci, tj. f(x,) — f(z) v prostoru (Y, e) pokud posloupnost
{x,} konverguje k = v prostoru (X, d).
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6. Pro kazdou mnozinu A C X je f(A) C f(A).




Vyberte si, kterou chcete,
pokud ji rozumite.

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vyberte si, kterou chcete,
pokud ji rozumite.

Ja Zenskym z principu nero-
zumim.
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Vyberte si, kterou chcete,
pokud ji rozumite.

Ja Zenskym z principu nero-
zumim.

Mné si nikdo jesSté nevybral,
jenom maminka.
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Nasledujici termin pro sou-
casnou spojitost zobrazeni
1 jeho inverzniho zobrazeni
je neuveritelné vyhodny v
mnoha situacich.
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\

Nasledujici termin pro sou-
casnou spojitost zobrazeni
1 jeho inverzniho zobrazeni
je neuveritelné vyhodny v
mnoha situacich.

DEFINICE. Ma-li spojité zobrazeni inverzni spojité zobrazeni, nazyva se homeomor-

fismus.

=
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Mnozina a jeji homeomorfni
obraz maji stejné vSechny
dalezité vlastnosti. MiiZou
byt rizné veliké, rizné tva-
rované, ale v podstaté jsou si
désné podobné.
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Mnozina a jeji homeomorfni
obraz maji stejné vSechny
dalezité vlastnosti. MiiZou
byt rizné veliké, razné tva-
rované, ale v podstaté jsou si
désné podobné.

Ze vSech navzijem home-
omorfnich jablicek si vybi-
ram nejhranaté;si.
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Mnozina a jeji homeomorfni
obraz maji stejné vSechny
dalezité vlastnosti. MiiZou
byt rizné veliké, razné tva-
rované, ale v podstaté jsou si
désné podobné.

Ze vSech navzijem home-
omorfnich jablicek si vybi-
ram nejhranaté;si.

A kostka curku je taky v
ohroZeni, neni-liz pravda?
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Specidlnim pripadem home-
omorfismu je ekvivalence
metrik:
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\

POZOROVANI. Metriky d, e na mnoziné X jsou ekvivalentni pravé kdyZ ob& iden-
a (X,e) — (X, d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni

tickd zobrazeni (X,d) — (X, e)

Specidlnim pfipadem home-
omorfismu je ekvivalence
metrik:

(X, d) — (X, e) je homeomorfismus).

\
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\

POZOROVANI. Metriky d, e na mnoziné X jsou ekvivalentni pravé kdyZ ob& iden-
tickd zobrazeni (X,d) — (X, e) a (X, e) — (X, d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni

Specidlnim pripadem home-
omorfismu je ekvivalence
metrik:

(X,d) — (X, e) je homeomorfismus).

\

Zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité prave kdyz je spojit€ mezi prostory,

které jsou jim ekvivalentni.

\
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\

Specidlnim pfipadem home-
omorfismu je ekvivalence
metrik:

POZOROVANI. Metriky d, e na mnoziné X jsou ekvivalentni pravé kdyZ ob& iden-

tickd zobrazeni (X,d) — (X, e)

a (X,e) — (X, d) jsou spojita (tj., identické zobrazeni

(X, d) — (X, e) je homeomorfismus).

\

Zobrazeni mezi metrickymi prostory je spojité prave kdyz je spojit€ mezi prostory,

které jsou jim ekvivalentni.

\

se hodi, pokud to do-
vedeme pouzit. Ja napriklad

nemam rad kulatou metriku
a nahrazuji j1 ekvivalentni

hranatou metrikou.
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Existuje znacné siln€jSi pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci
mezi metrickymi prostory.

\




Existuje znacné siln€jSi pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci
mezi metrickymi prostory.

\

Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozliSit metodami teorie metrickych prostort:

\




Existuje znacn€ silnéjsi pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci
mez1 metrickymi prostory.

\

Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozliSit metodami teorie metrickych prostoru:

\/

DEFINICE. Dva metrické prostory (X,d) a (Y, e) se nazyvaji isometrické, jestlize

existuje zobrazeni f z X na Y takové, Ze e(f(x), f(y)) = d(x,y) pro vSechna z,y € X.
Zobrazeni f se pak nazyva isometrie.

\
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Existuje zngéné siln€jSi pojem nez ekvivalentni metriky, ktery dava jistou ekvivalenci LEKCE29-MTR
mezi metrickymi prostory. metrika

pramér
konvergence

‘ okoli

oteviené a uzaviené
Takto ekvivalentni prostory se nedaji rozliSit metodami teorie metrickych prostoru: mnoziny

uzaver mnoziny

ekvivalentni metriky
‘ topologicka

vlastnost
hustd mnoZina
fidkd mnoZina

DEFINICE. Dva metrické prostory (X,d) a (Y, e) se nazyvaji isometrické, jestliZze = |jaesorc
existuje zobrazeni f z X na Y takové, Ze e(f(x), f(y)) = d(x,y) pro vSechna z,y € X. podprostor

> . . kartézsky soucin
Zobrazeni f se pak nazyva isometrie. Tt
Spojitost
homeomorfismus
isometrie
‘ stejnomérna spojitost
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Isometrick€é prostory jsou s S,
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Ty krouceny pismenka jsou
in.
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Prostory spojitych omeze-
nych funkci se stejnomér-
nou konvergenci jsou velmi
dalezité a maji proto vlastni
oznacenti:

\

DEFINICE. Jsou-li X, Y metrické prostory, zna¢i C, (X, Y") podprostor F, (X, Y') vSech
omezenych spojitych zobrazeni z X do Y.

\

Ty krouceny pismenka jsou
in.

\
POZOROVANI. C,(X,Y) je uzavieny v F,(X,Y).
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Poznamky 3 :

1. Spojitost byl vlastné hlavni divod, pro¢ byly metrické prostory definovany. Hledaly
se obecnéjsi struktury, kde by se dala spojitost vhodné definovat.

\
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Topologické prostory jsou
jako metrické, ale nemaji
metriku. Jasné?
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Topologické prostory jsou
jako metrické, ale nemaji
metriku. Jasné?

Maji jenom systém otevre-
nych mnozin. Celkové jsou
jako z gumy, na velikosti ne-
zalezi.
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2. Metrické prostory a jejich zdkladni vlastnosti zavedl M.Fréchet v r. 1906 (jejich
nazev vSak pochdzi od F.Hausdorffa). Topologické prostory byly poprvé systematicky
vylozeny F.Hausdorffem v r. 1914.

=




3. Pozorovani o uzavienosti C,(X,Y) v F,(X,Y) vlastné fika, Ze stejnomérnd limita
spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni. Dikaz je prakticky stejny jako pro obdobnou
vétu o stejnomérné konvergenci spojitych funkci v R.

—p




4. Charakterizace ekvivalence metrik pomoci spojitosti identickych zobrazeni dava
moznost definovat jiné ekvivalence pomoci jinych druht zobrazeni. V dalsi ¢asti bude
tato moznost pouZzita.

=)




5. Tak jako isometrické prostory maji uplné stejné metrické vlastnosti, maji homeo-
morfni prostory uplné stejné topologické vlastnosti.

—p




6. Velice Casto se isometrické prostory ztotoZnuji. Je-li napr. f isometrické zobrazeni
(X, d) na podprostor (Y, e) metrického prostoru Z, 1ze ztotoznit X s Y a lze fikat, Ze
X, d) je podprostorem Z.

Y




6. Velice Casto se isometrické prostory ztotoZnuji. Je-li napr. f isometrické zobrazeni
(X, d) na podprostor (Y, e) metrického prostoru Z, 1ze ztotoznit X s Y a lze fikat, Ze
X, d) je podprostorem Z.

Y

Napi. X lze chépat jako podprostor X x Y, pokud Y # () (co se stane,kdyz Y = ()?).
Staci X ztotoznits X x {y} pronéjaké y € Y (pro libovolnou metriku p,).

\




6. Velice Casto se isometrické prostory ztotoZnuji. Je-1i napt. f isometrické zobrazeni
(X, d) na podprostor (Y, e) metrického prostoru Z, 1ze ztotoznit X s Y a lze fikat, Ze
(X, d) je podprostorem Z.

\
Napi. X lze chépat jako podprostor X x Y, pokud Y # () (co se stane,kdyz Y = ()?).
Staci X ztotoznits X x {y} pronéjaké y € Y (pro libovolnou metriku p,).

\

Na spocetném soucinu I1.X, 1ze definovat ekvivalentni metriku tak, aby kone¢né mnoho
prostorti X, bylo podprostorem soucinu, ale pro vSech spocetné mnoho prostora X,, to
jit nemusi (najdéte piiklad). Ptjde to, pokud > diam X,, < +oc.

)

=)
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7. Neni viibec snadné ukazat, zZe euklidovské prostory rizné dimenze nejsou homeo-
morfni. Je tu jedind vyjimka, a to, je-li jeden z prostorli dimenze nejvyse 1 (zkuste to
pro tento pripad dokéazat).

\
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Priklady 3 :

1. Kazdé zobrazeni z diskrétniho prostoru do libovolného metrického prostoru je spo-
jité.

-




2. Kazdé zobrazeni z libovolného metrického prostoru do pseudometrického prostoru
(X, d), kde d = 0, je spojité.

=)




3. Je-li X spocetnd mnozZina, je identické zobrazeni ¢ : F,(X,Y) — Y= spojité (4.

o(f) = {f (@) }oex).
\




3. Je-li X spocetnid mnoZina, je identické zobrazeni ¢ : F,(X,Y) — Y= spojité (tj. LEKCE29-MTR

o(f) = {f(2)}eex)-
\

Jinymi slovy, stejnomérnd konvergence omezenych funkci implikuje bodovou konver-

genci.
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4. Je-li f spojitad prostd funkce na néjakém intervalu J v R, je obvykl4d metrika na J
ekvivalentni metrice d(x,y) = | f(x) — f(y)|.

\
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5. Je-li f spojitd funkce na metrickém prostoru (X, d), je e(z,y) = |f(z) — f(y)|
pseudometrika na mnozin¢ X a identické zobrazeni (X, d) — (X, e) je spojité. Kdy je e
metrika?

\




5. Je-li f spojitd funkce na metrickém prostoru (X, d), je
pseudometrika na mnoziné X a identické zobrazeni (X, d) —

metrika?

\

— (X, e) je spopte KdyJe e

Ty metriky jsou neuveri-
teln¢ vynalézavé. Az to Clo-
veéka pseudookouzli.
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5. Je-li f spojitd funkce na metrickém prostoru (X, d), je
pseudometrika na mnoziné X a identické zobrazeni (X, d) —

metrika?

\/

Konec priklada 3.

— (X, e) je sp0]1te KdyJe e

Ty metriky jsou neuveri-
teln¢ vynalézavé. Az to Clo-
veéka pseudookouzli.

Kouzelny metr mi nékdo ne-
vratil.
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Otazky 3 :

1. Dokazte, Ze sloZeni spojitych zobrazeni je spojité.




2. Ukazte, zZe isometrie je homeomorfismus a Ze opak neplati.




3. Ukazte, ze je-li f : (X, d) — (Y, e) spojité a A je husta v X, je f(A) husta v f(X).
\




3. Ukazte, ze je-li f : (X, d) — (Y, e) spojité a A je husta v X, je f(A) husta v f(X).
\

Odvod’te odtud, Ze je-1i X separabilni, je 1 Y separabilni, pokud je f zobrazeni na celé
Y (nebo na jeho hustou Cast).

\




3. Ukazte, ze je-li f : (X, d) — (Y, e) spojité a A je husta v X, je f(A) husta v f(X).
\

Odvod’te odtud, Ze je-1i X separabilni, je 1 Y separabilni, pokud je f zobrazeni na celé
Y (nebo na jeho hustou Cast).

\

Je spojity obraz fidké mnoZziny fidka mnozina?




4. Vezmete-li v uvahu, Ze retézové zlomky davaji bijekci mezi iraciondlnimi Cisly
a mnozinou vSech posloupnost1 prirozenych Cisel, zkuste dokazat, Ze metricky prostor
iraciondlnich Cisel (brany Jako podprostor R) je homeomorfni s Baireovym prostorem

NN a tedy se spocetnym soucinem spoc&etnych diskrétnich prostort.

\




4. Vezmete-li v uvahu, Ze fetézové zlomky davaji bijekci mezi iraciondlnimi Cisly |jgxerzo.mar
a mnoZinou vsech posloupnostl prirozenych Cisel, zkuste dokazat, Ze metricky prostor |metrika

pramér
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okoli
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4. Vezmete-li v uvahu, Ze fetézové zlomky davaji bijekci mezi iraciondlnimi Cisly |jgxerzo.mar
a mnozinou vsech posloupnostl prirozenych Cisel, zkuste dokazat, ze metricky prostor | metrika

pramér
iraciondlnich cisel (brany ]ako podprostor R) je homeomorfn{ s Baireovym prostorem | konvergence
okoli
NN a tedy se spocetnym soucinem spoc&etnych diskrétnich prostort. oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
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5. Ukazte, Ze spojitd zobrazeni zachovavaji hromadné body. Je-li f : (X, d) — (Y, e)
spojité a = je hromadnym bodem posloupnosti {x,, } v X, pak f(x) je hromadnym bodem
posloupnosti { f(z,)} vY.

\




5. Ukazte, Ze spojitd zobrazeni zachovavaji hromadné body. Je-li f : (X, d) — (Y, e)
spojité a = je hromadnym bodem posloupnosti {x,, } v X, pak f(x) je hromadnym bodem
posloupnosti { f(z,)} vY.

\

Takovéto tvrzeni neplati pro hromadné body mnoZin. Proc¢?

Konec otazek 3.




CviCeni 3 :

Pfiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

\




CviCeni 3 :

Pfiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

{

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovéfit, Ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y
je oteviend mnozina v X.

\




CviCeni 3 :

Pfiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

{

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovéfit, Ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y
je oteviend mnozZina v X.

\

Jelikoz v diskrétni metrice jsou vSechny mnoziny oteviené (s kazdym bodem lezi v
mnoziné koule o poloméru 1/2), je i f~*(A) oteviend, coz jsme méli dokdzat.

\




CviCeni 3 :

Pfiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

{

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovérit, Ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y
je oteviend mnozZina v X.

\

Jelikoz v diskrétni metrice jsou vSechny mnoziny oteviené (s kazdym bodem lezi v
mnoziné koule o poloméru 1/2), je i f~*(A) oteviend, coz jsme méli dokdzat.

\

MiiZeme postupovat i jinak. Podle Heineho véty staci ovérit, ze pro kazdou posloup-
nost (x,,) C X konvergujici k néjakému = € X plati f(z,) — f(x).

\




CviCeni 3 :

Piiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

{

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovéfit, ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y
je oteviend mnozina v X.

\

Jelikoz v diskrétni metrice jsou vSechny mnoziny oteviené (s kazdym bodem lezi v
mnoziné koule o poloméru 1/2), je i f~*(A) oteviend, coz jsme méli dokdzat.

\

Miizeme postupovat i jinak. Podle Heineho véty staci ovéfit, Ze pro kazdou posloup-
nost (z,) C X konvergujici k néjakému x € X plati f(z,) — f(x).

\

Protoze vSak v diskrétni metrice konverguji pouze konstantni posloupnosti (umite to
vysvétlit?), plati tedy zfejmé pro takovou posloupnost i f(x,) — f(x).

\
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CviCeni 3 :

Piiklad. Dokazme, Ze kazdé zobrazeni f z metrického prostoru X s diskrétni metrikou
do libovolného metrického prostoru Y je spojité.

{

Reseni. Podle definice spojitosti mame ovéfit, ze vzor kazdé oteviené mnoziny A C Y
je oteviend mnozina v X.

\

Jelikoz v diskrétni metrice jsou vSechny mnoziny oteviené (s kazdym bodem lezi v
mnoziné koule o poloméru 1/2), je i f~*(A) oteviend, coz jsme méli dokdzat.

\

Miizeme postupovat i jinak. Podle Heineho véty staci ovéfit, Ze pro kazdou posloup-
nost (z,) C X konvergujici k néjakému x € X plati f(z,) — f(x).

\

Protoze vSak v diskrétni metrice konverguji pouze konstantni posloupnosti (umite to
vysvétlit?), plati tedy zfejmé pro takovou posloupnost i f(x,) — f(x).

\
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Nemam, co bych dodal. V
diskrétnim prostoru u ban-
komatu je to stejné.
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Konec cvicCeni 3.




STEJNOMERNA SPOJITOST




STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejn€ jako na R 1ze definovat stejnoméernou spojitost i v metrickych prostorech.

\
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STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejn€ jako na R 1ze definovat stejnoméernou spojitost i v metrickych prostorech.

\

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se 1iSi od definice spojitosti jen v posunuti kvan-
tifikatoru pro kazdé .

\/
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STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejn€ jako na R 1ze definovat stejnoméernou spojitost i v metrickych prostorech.

\/

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se 1iSi od definice spojitosti jen v posunuti kvan-
tifikatoru pro kazdé .

\/

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva stejno-
mérné spojité, jestlize pro kazdé € > 0 existuje & > 0 tak, zeje-lix,y € X ad(z,y) <9,

jee(f(x), fly)) <e.
\/
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STEJNOMERNA SPOJITOST

Stejn€ jako na R 1ze definovat stejnoméernou spojitost i v metrickych prostorech.

\

Uvédomte si, Ze nasledujici definice se 1iSi od definice spojitosti jen v posunuti kvan-
tifikatoru pro kazdé .

\/

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory se nazyva stejno-
mérné spojité, jestlize pro kazdé € > 0 existuje & > 0 tak, zeje-lix,y € X ad(z,y) <9,

jee(f(x), fly)) <e.
\/

Zirejmé je kazdé steyjnomérné spojité€ zobrazeni spojité.
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Stejnoméerna spojitost ma méne hezkych charakterizaci nez spojitost.

\




Stejnoméerna spojitost ma méne hezkych charakterizaci nez spojitost.

\

Nelze pouzit konvergenci posloupnosti, ale 1ze pouZit konvergence dvojice posloup—
nosti k diagonale, jak je uvedeno ve druhé polozce Treti poloZzka je velmi zajimava
a to, ze implikuje stejnomérnou spojitost neni zcela snadné (dlikaz tu nebude uveden.
nicméné nevyZzaduje Zadnych dalSich znalosti a mizete se pokusit ho provést, ndvod je
v Pozndmkdch).

\




Stejnomérna spojitost md méne hezkych charakterizaci nez spojitost.

\

Nelze pouzit konvergenci posloupnosti, ale 1ze pouzit konvergence dvojice posloup-
nosti k diagonale, jak je uvedeno ve druhé polozce Treti polozka je velmi zajimava
a to, Ze implikuje stejnomérnou spojitost neni zcela snadné (dikaz tu nebude uveden.
nicméné nevyzaduje zadnych dalSich znalosti a miZete se pokusit ho provést, ndvod je

LEKCE29-MTR
metrika

pramér

konvergence

okoli

oteviené a uzaviené
mnoziny

uzaveér mnoziny

ekvivalentni metriky

topologicka
vlastnost

hustd mnoZzina

v POZI/lClmkaCh). fidkd mnozina
1.kategorie
‘ podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.

POZOROVANI. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro zobrazeni f
(Y, e):

1. f je stejnomérné spojité.
uplnost

2. Jestlize d(x,,, y,) — 0, pak e(f(x,), f(yn)) — 0, pro libovolné posloupnosti {x,, }, {1, }  roziient zobr

v X zuplnéni

Cantorova véta
3.Je-li A,BC X ad(A,B)=0,pake(f(A), f(B)) =0.

(X, d) —
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Pro definici stejnomérné ekvivalence metrik se hodi pouzit analogie charakterizace
topologické ekvivalence pomoci identickych zobrazeni:

\




Pro definici stejnomérné ekvivalence metrik se hodi pouzit analogie charakterizace
topologické ekvivalence pomoci identickych zobrazeni:

\

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoziné X se nazyvaji stejnomérne ekvivalentni,
jestlize identicka zobrazeni (X, d) — (X, e) a (X, e) — (X, d) jsou stejnomérné spojita.

—

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
husta mnoZina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
zuplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vice nez stejnomérnd ekvivalence metrik se pouziva tzv. lipschitzovska ekvivalence
odvozena z lipschitzovskych zobrazeni.

\
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odvozena z lipschitzovskych zobrazeni.
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, ) mezi metrickymi prostory se nazyva lipshit-
zovské, jestliZe existuje nezaporné Cislo k tak, Ze e(f(x), f(y)) < kd(x,y) pro libovolna
x,y € X.
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Vice nez stejnomérnd ekvivalence metrik se pouziva tzv. lipschitzovska ekvivalence
odvozena z lipschitzovskych zobrazeni.
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, ) mezi metrickymi prostory se nazyva lipshit-
zovské, jestliZe existuje nezaporné Cislo k tak, Ze e(f(x), f(y)) < kd(x,y) pro libovolna
x,y € X.
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DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoZiné X se nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni,
jestlize identicka zobrazeni (X,d) — (X,e) a (X,e) — (X, d) jsou lipshitzovské, tj.
existuji kladné konstanty k, [ tak, ze kd(x,y) < e(z,y) < ld(x,y).
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Vice nez stejnomérnd ekvivalence metrik se pouziva tzv. lipschitzovska ekvivalence

odvozena z lipschitzovskych zobrazeni.

\

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,d) — (Y, ) mezi metrickymi prostory se nazyva lipshit-
zovské, jestliZe existuje nezaporné Cislo k tak, Ze e(f(x), f(y)) < kd(x,y) pro libovolna

x,y € X.

\

DEFINICE. Dvé metriky d, e na mnoZiné X se nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni,
jestlize identicka zobrazeni (X,d) — (X,e) a (X,e) — (X, d) jsou lipshitzovské, tj.

existuji kladné konstanty k, [ tak, ze kd(x,y) < e(z,y) < ld(x,y).

\

POZOROVANI. Kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomeérne spojité a tedy lipschi-

tzovsky ekvivalentni metriky jsou stejnomérné ekvivalentni.

-
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Aneb, je vhodné byt ekvi-
valentnéjsi nez ekvivalentni.
Teda, pokud chceme.
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Poznédmky 4 :

1. Stejnomérné ekvivalentni metriky jsou zfejmé ekvivalentni, opak obecné neplati.

\




Poznamky 4 :

1. Stejnomérné ekvivalentni metriky jsou zfejmé ekvivalentni, opak obecné neplati.

\

Ekvivalentni metriky maji stejné topologické vlastnosti, stejnomérne ekvivalentni me-
triky maji stejné tzv. uniformni vlastnosti. Zatim zadna specificky uniformni vlastnost
uvedena nebyla (ddle bude uvedena tplnost a totdlni omezenost).

\




Poznamky 4 :

1. Stejnomérné ekvivalentni metriky jsou zfejmé ekvivalentni, opak obecné neplati.

\

Ekvivalentni metriky maji stejné topologické vlastnosti, stejnomeérne ekvivalentni me-
triky maji stejné tzv. uniformni vlastnosti. Zatim zadna specificky uniformni vlastnost
uvedena nebyla (ddle bude uvedena tplnost a totdlni omezenost).

\

Stejnomérne ekvivalentni metriky maji stejna stejnomeérne spojitd zobrazeni, tj. jsou-li
d,d' (nebo e, ¢) stejnomérné ekvivalentni metriky na X (resp. na Y), pak f : (X, d) —
(Y, e) je stejnomérné spojité pravé kdyz je stejnomérné spojité zobrazeni f : (X, d') —
(Y, €e') (ukazte to).

-=p
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2. Lipschitzovskd zobrazeni 1ze zobecnit na tzv. holderovska zobrazeni. Zobrazeni
f o (X,d) — (Y,e) je holderovské stupné o > 0 s konstantou & > 0, jestlize pro

libovolnd z, y € X plati
d(f(x), f(y)) < ke®(z,y).




2. Lipschitzovskd zobrazeni 1ze zobecnit na tzv. holderovska zobrazeni. Zobrazeni
f o (X,d) — (Y,e) je holderovské stupné o > 0 s konstantou & > 0, jestlize pro

libovolnd z, y € X plati
d(f(x), f(y)) < ke®(z,y).

\

Lipschitzovska zobrazeni jsou tedy specidlnim pripadem pro o = 1. Vice o téchto
zobrazenich v Otdzkdch a Prikladech.

\




2. Lipschitzovskd zobrazeni 1ze zobecnit na tzv. holderovska zobrazeni. Zobrazeni
f - (X,d) — (Y,e) je holderovské stupné o > 0 s konstantou k& > 0, jestlize pro

libovolnd z, y € X plati
d(f(x), f(y)) < ke®(z,y).

\

Lipschitzovska zobrazeni jsou tedy specidlnim pripadem pro o = 1. Vice o téchto
zobrazenich v Otdzkdch a Prikladech.

\

Nékdy se pouziva 1 pripad a = 0, kdy se dostanou omezend zobrazeni.




3. Tteti vlastnost charakterizujici stejnomérnou spojitost mluvi o zachovavani bliz-
kosti mnoZin.

\




3. Tteti vlastnost charakterizujici stejnomérnou spojitost mluvi o zachovavani bliz-
kosti mnoZin.

\

Jak je naznaceno v textu, diikaz toho, Ze zobrazeni zachovévajici blizkost mnoZin je
stejnoméerné spojité, neni uplne jednoduchy.

\




3. Tteti vlastnost charakterizujici stejnomérnou spojitost mluvi o zachovavani bliz-
kosti mnozin.

\

Jak je naznaceno v textu, diikaz toho, Ze zobrazeni zachovavajici blizkost mnoZin je
stejnomerne spojité, neni uplné jednoduchy.

\

Zhruba feceno, ze dvou posloupnosti {z,,}, {y, }, pro které je d(x,, y,) > r pro néjaké
r > ( a kazdé n, je nutné vybrat podposloupnosti {zy, }, {yx, } v X tak, Ze d(zy, , yx,,) >
s pro néjaké s > 0 a vSechna k,, k,,,. Jednad se o kombinatorickou zéleZitost, zkuste to
dokézat.

=)
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4. Lze definovat U, (X,Y") jako podprostor C,(X,Y) vSech omezenych stejnomérné
spojitych zobrazeni z X do Y.

4




4. Lze definovat U, (X,Y") jako podprostor C,(X,Y) vSech omezenych stejnomérné
spojitych zobrazeni z X do Y.

\

Snadno se ukaze, ze U, (X,Y) je uzavieny v F,(X,Y), tj., Ze stejnomérna limita stej-
nomérné€ spojitych zobrazeni je stejnomérné spojité.

Konec poznamek 4.




Priklady 4 :

1. funkce na metrickém prostoru (X, d), kterd bodu z pfifazuje vzdalenost od pevné
dané podmnoZziny A, je lipschitzovska s konstantou 1.

=)




2. Metrika, jako funkce na soucinu X x X, je stejnoméerné spojité zobrazeni. Je lipschi-
tzovské?

-




3. Funkce f(z) = 1/logx pro 0 < = < 0.5 a f(0) = 0 je stejnomérné spojita na
0, 0.5], ale neni holderovské.

=)




4. Funkce xz“ pro a € (0, 1] je holderovské stupné « na [0, co).




5. Funkce x“ pro « € (0, 1] nenf holderovské stupné (3 na [0, 1] pro zadné 3 € (o, 1].

=




6. Funkce x le lipschitzovska na libovolné mnoziné A C R, ale neni holderovska
stupné mensiho nezZ 1 na Zadné neomezené mnozine A C R.

Konec prikladu 4.




Otazky 4 :

1. SloZeni stejnomérné spojitych zobrazeni je stejnomérné spojité.




2. Najdéte metriku ekvivalentni obvyklé metrice na R takovou, Ze existuje stejnoméerné
spojita funkce na R, kterd neni stejnomérné spojitd v noveé metrice.

\




2. Najdéte metriku ekvivalentni obvyklé metrice na R takovou, Ze existuje stejnoméerné
spojita funkce na R, kterd neni stejnomérné spojitd v noveé metrice.

\

Znamena to, Ze obé metriky nejsou stejnoméerné ekvivalentni?




3. Kdy je metrika na intervalu J C R definovand pomoci zobrazeni f, jako v prikladu
3.4, stejnomérné ekvivalentni obvyklé metrice?

=)




4. UkaZzte, ze kazdé holderovské zobrazeni je stejnomérné spojité.




5. Ukazte, ze ma-li spojita funkce f na intervalu J C R derivaci, pak f je lipschitzov-
skd na J prave kdyz je jeji derivace omezend funkce.

=




6. Kazda holderovskd funkce na intervalu J C R stupné vétSiho nez 1 je konstantni.

=P




7. Slozeni dvou holderovskych zobrazeni stupnit «, resp. 3, je holderovské zobrazeni
stupné a.3. To znamend, Ze sloZeni dvou lipschitzovskych zobrazeni je opét lipschitzov-
ské zobrazeni.

—p




8. Najdéte priklad stejnomérné ekvivalentnich metrik, které nejsou lipschitzovsky
ekvivalentni.

Konec otazek 4.




Uceni 4 :

Funkce 1/z je spojita a stej-
nomérné klesa na (0, o). Je
tam tedy stejnomérné spo-
jita?
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Uceni 4 :

Funkce 1/z je spojita a stej-
nomérné klesa na (0, o). Je
tam tedy stejnomérné spo-
jita?

Stejnomérnost se musi do-
kazat a ne Sidit.
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Mné uz mockrat oSidili. A
byli to sami chlapi ...
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Konec uceni 4.




UPLNOST




UPLNOST

Z redlnych Cisel si pamatu-
jete Bolzanovu—Cauchyovu
podminku, ktera  rika,
ze kazda  cauchyovska
posloupnost v R je konver-
gentni.
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UPLNOST

Z redlnych Cisel si pamatu-
jete Bolzanovu—Cauchyovu
podminku, ktera  rika,
ze kazda  cauchyovska
posloupnost v R je konver-
gentni.

Je to velmi dulezit€ tvrzeni
a je vhodné prostorum s po-

dobnou vlastnosti dat nazev.
Definice cauchyovskych po-

sloupnosti je stejna jak v R:
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DEFINICE. Posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, d) se nazyvad cauchyovskd, pgkcrzomrr

jestlize pro kazdé £ > (0 existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(x,, x,,) <
.

\
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DEFINICE. Posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, d) se nazyva cauchyovska,

jestlize pro kazdé £ > (0 existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(x,, x,,) <
.

\

DEFINICE. Metricky prostor (X, d) se nazyva uplny, jestlize kazda jeho cauchyovska
posloupnost je konvergentni.

\
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DEFINICE. Posloupnost {x,} v metrickém prostoru (X, d) se nazyva cauchyovska,

jestlize pro kazdé £ > (0 existuje index k € N tak, Ze pro kazdé m.n > k je d(x,, x,,) <
.

\

DEFINICE. Metricky prostor (X, d) se nazyva uplny, jestlize kazda jeho cauchyovska
posloupnost je konvergentni.

\

Prostory R" jsou uplné pro vSechna prirozena n.
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POZOROVANI.

1. Stejnomérné spojité zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) zobrazuje cauchyovské posloup-
nosti v X do cauchyovskych posloupnosti v Y.

2. Uzavieny podprostor tplné€ho prostoru je uplny.

3. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.
4. Soucin tplnych prostort je tplny.

\/
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POZOROVANI.

1. Stejnomérné spojité zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) zobrazuje cauchyovské posloup-
nosti v X do cauchyovskych posloupnosti v Y.

2. Uzavieny podprostor tplné€ho prostoru je uplny.

3. Uplny podprostor metrického prostoru je uzavieny.
4. Soucin tplnych prostort je tplny.

\/

Uplna lahev je uzaviena a
uzaviena lahev je Uplna.
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Nasledujici priklad je velmi
dalezity. Prestoze dikaz
neni slozity, bude proveden,
protoZze je navodem pro
dikaz dplnosti i jinych
prostort funkeci.
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VETA. Prostor F,(X,Y) (a tedy i prostory C,(X,Y) a U,(X,Y)) je tplny, pokud je

prostor Y uplny.

Nasledujici priklad je velmi
dalezity. Prestoze dtkaz
neni slozity, bude proveden,
protoZze je navodem pro
dikaz dplnosti i jinych
prostort funkeci.

=
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Dukaz. Necht’ {f,,} je cauchyovska posloupnost v 7, (X, Y'). Kdyz napiSete, co to zna-
mend podle definice cauchyovské posloupnosti a podle definice metriky v F,(X,Y),
dostanete ihned, Ze pro kazdé x € X je posloupnost { f,,(x)} cauchyovskd v Y a ma
tedy limitu, ktera se ozna¢i f(z). Tim je definovano zobrazeni f : X — Y.

\/
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Dukaz. Necht’ {f,,} je cauchyovska posloupnost v 7, (X, Y'). Kdyz napiSete, co to zna-
mend podle definice cauchyovské posloupnosti a podle definice metriky v F,(X,Y),
dostanete ihned, Ze pro kazdé x € X je posloupnost { f,,(x)} cauchyovskd v Y a ma
tedy limitu, ktera se ozna¢i f(z). Tim je definovano zobrazeni f : X — Y.

\

Zbyva dokazat, ze f € F,(X,Y) a ze {f,} konverguje k f stejnomérné. Pro dané
e > 0 je od urcCitého indexu d(f,(z), f(z)) < € pro vSechna z € X jestliZe na tuto
nerovnost provedete limitu pro m — oo, dostanete d(f,(x), f(z)) < e pro vSechna
x € X od néjakého indexu n pocinaje. To znamend, Ze zobrazeni f,, konverguji k f stej-
nomérne. Dlikaz omezenosti zobrazeni f plyne snadno z této stejnomérné konvergence.

=)
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BTW, jinak to ani neSlo,
neni-liz pravda?
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Nésledujici  tvrzeni patii
mezi velmi dualezité véty o
rozSifovani zobrazeni.
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\

VETA. Necht f je stejnomérné spojité zobrazeni podmnoZziny A metrického prostoru
(X, d) do uplného metrického prostoru (Y, e). Pak existuje stejnomérné spojité zobrazeni

Nésledujici

tvrzeni

patri

mezi velmi dilezité véty o

rozsirovani zobrazeni.

F: A — (Y,e), které se na A shoduje s f.

\
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\

VETA. Necht' f je stejnomérné spojité zobrazeni podmnoZziny A metrického prostoru
(X, d) do uplného metrického prostoru (Y, e). Pak existuje stejnomérné spojité zobrazeni

Nésledujici  tvrzeni patii
mezi velmi dualezité véty o
rozSifovani zobrazeni.

F: A — (Y,e), které se na A shoduje s f.

\

RozSifoval jsem kouzla uz
jako mlady kouzelnicek.
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o . Ve pd */ e
Dukaz. Necht’ © € A a {x,} je néjaka posloupnost v A konvergujici k z. LEKCE29-MTR
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Diikaz. Necht' © € A a {x,} je néjaka posloupnost v A konvergujici k .

\/

ProtoZe {x,} je cauchyovska v A, je jeji stejnomérné spojity obraz { f(z,)} cauchy-
ovska posloupnost v Y, kterd tedy konverguje k néjakému bodu, oznac¢ime ho F(x).

\/
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Diikaz. Necht' © € A a {x,} je néjaka posloupnost v A konvergujici k .

\/

ProtoZe {x,} je cauchyovska v A, je jeji stejnomérné spojity obraz { f(z,)} cauchy-
ovska posloupnost v Y, kterd tedy konverguje k néjakému bodu, oznac¢ime ho F(x).

\/

Zbyva dokazat, Ze hodnota F(x) nezavisi na volbé posloupnosti {z,} a Ze vzniklé
zobrazeni F' ma pozadované vlastnosti:

\/

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okol{
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Diikaz. Necht' © € A a {x,} je néjaka posloupnost v A konvergujici k .

\/

ProtoZe {x,} je cauchyovska v A, je jeji stejnomérné spojity obraz { f(z,)} cauchy-
ovska posloupnost v Y, kterd tedy konverguje k néjakému bodu, oznac¢ime ho F(x).

\/

Zbyva dokazat, Ze hodnota F(x) nezavisi na volbé posloupnosti {z,} a Ze vzniklé
zobrazeni F' ma pozadované vlastnosti:

\

Je-li {y, } jina posloupnost v A konvergujici k x, konverguje k x i posloupnost {z, }
s lichymi Cleny 29,1 = x a sudymi ¢leny zop = yi. Posloupnost {f(z,)} tedy v Y
konverguje a jedind moznost je F'(x). TakZe i posloupnost { f(y,)} konverguje k F'(z).
Je-li nyni x € A, lze vzit konstantni posloupnost x,, = x, coz implikuje F'(x) = f(x).

\
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Diikaz. Necht' © € A a {x,} je néjaka posloupnost v A konvergujici k .

\

ProtoZe {x,} je cauchyovska v A, je jeji stejnomérné spojity obraz { f(z,)} cauchy-
ovska posloupnost v Y, kterd tedy konverguje k néjakému bodu, oznac¢ime ho F(x).

\/

Zbyva dokazat, Ze hodnota F(x) nezavisi na volbé posloupnosti {z,} a Ze vzniklé
zobrazeni F' ma pozadované vlastnosti:

\

Je-li {y, } jina posloupnost v A konvergujici k x, konverguje k x i posloupnost {z, }
s lichymi Cleny 29,1 = x a sudymi ¢leny zop = yi. Posloupnost {f(z,)} tedy v Y
konverguje a jedind moznost je F'(x). Takze i posloupnost { f(y,)} konverguje k F'(x).
Je-li nyni x € A, lze vzit konstantni posloupnost x,, = x, coz implikuje F'(x) = f(x).

\

To, Ze F' je stejnomérné spojité, plyne z nasledujicich nerovnosti:

[F(z) = Fy)| < [F(x) = flza)| + 1f (@) = flya)l + 1 (ya) = F(y)l

a z uvahy, Ze jsou-li body x, y blize nez §, budou i skoro vSechny dvojice f(z,), f(y,)
blize nez ¢, kde ¢ je z definice stejnomérné spojitosti f.
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Zobrazeni na mnoziné B, které se shoduje na mnoziné A C B se zobrazenim f s€ |gkcr29-mTR
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Zobrazeni na mnoziné B, které se shoduje na mnoziné A C B se zobrazenim f s€ |gkcr29-mTR
nazyva rozsifenim zobrazeni f (z mnoziny A) na mnozinu B. metrika

prumeér
konvergence

‘ okoli

oteviené a uzaviené

mnoziny
uzaveér mnoziny
< 2 o N 00, 2 ekvivalentni metriky
Kazdé Ste]nomerne SpO_]ltC topologicka
zobrazeni do uplného pro- El}fslﬁ‘;ﬁl‘;‘;’ﬂ?ma
storu se tedy di stejno- fidkd mnoZina
N ee v v v 1.kategorie
merne SpOJlte rozsirit na podprostor
L& A -4 kartézsky soucin
uzavér svého defini¢niho prbstor funkel
oboru. Aha. spojitost
homeomorfismus
isometrie

stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
* lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
roz§ifeni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Reélna Cisla byla konstruovana jako jisté uplné rozSifeni raciondlnich Cisel. R STEASTR
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Reélna Cisla byla konstruovana jako jisté uplné rozSifeni raciondlnich Cisel.

\

Tento postup lze pouZit 1 obecnéji v metrickych prostorech.

\

VETA. Kazdy metricky prostor je (hustym) podprostorem néjakého uplného prostoru.

\
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Dukaz. Necht’ (X, d) je neprazdny metricky prostor a a je zvoleny bod X. LEKCE29-MTR
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Dukaz. Necht’ (X, d) je neprazdny metricky prostor a a je zvoleny bod X .

\
Pro xz € X se definuje zobrazeni f, : X — R rovnosti f,(y) = d(a,y) — d(y, z).

\
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Dukaz. Necht’ (X, d) je neprazdny metricky prostor a a je zvoleny bod X .

\
Pro xz € X se definuje zobrazeni f, : X — R rovnosti f,(y) = d(a,y) — d(y, z).

\

Protoze f,(y) < d(a,z) pro kazdé y € X, je f, omezena (dokonce spojitd) funkce na
X.

\/
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Dukaz. Necht’ (X, d) je neprazdny metricky prostor a a je zvoleny bod X .

\
Pro xz € X se definuje zobrazeni f, : X — R rovnosti f,(y) = d(a,y) — d(y, z).

\

Protoze f,(y) < d(a,z) pro kazdé y € X, je f, omezena (dokonce spojitd) funkce na
X.

\
Zobrazeni ¢ : (X,d) — F,(X), které pritazuje bodu x funkci f, je isometrické
(dokazte).

\
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Dukaz. Necht’ (X, d) je neprazdny metricky prostor a a je zvoleny bod X .

\
Pro xz € X se definuje zobrazeni f, : X — R rovnosti f,(y) = d(a,y) — d(y, z).

\

Protoze f,(y) < d(a,z) pro kazdé y € X, je f, omezena (dokonce spojitd) funkce na
X.

\
Zobrazeni ¢ : (X,d) — F,(X), které pritazuje bodu x funkci f, je isometrické
(dokazte).

\
Uzavér p(X) v F,(X) je (po pripadném ztotoznéni bodd X a jeho obrazu ¢(X))
hledany uplny prostor.
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Predchozi véta o rozSifeni
stejnomérné spojitého zob-
razeni implikuje jednoznac-
nost uplnych rozsitent:
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\

VETA. Je-li metricky prostor (X, d) hustym podprostorem dvou tplnych prostort 27, Zs,
pak existuje isometrické zobrazeni Z; na 75, které je identické na X.

\

Predchozi véta o rozsSireni

stejnomerne spojitého zob-
razeni implikuje jednoznac-
nost uplnych rozsiteni:
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\

VETA. Je-li metricky prostor (X, d) hustym podprostorem dvou tplnych prostort 27, Zs,
pak existuje isometrické zobrazeni Z; na 75, které je identické na X.

4

Dukaz. Oznadi se f; : X — Z;,i = 1,2, vloZzeni X do Z,, tj. fi(x)

\
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stejnomérné spojitého zob-
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DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor, LEKCE29-MTR

se nazyva zuplnéni prostoru X.
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DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor, LEKCE29-MTR

se nazyva zuplnéni prostoru X.

\

Kazdy metricky prostor tedy
ma zuplnéni, které je, az
na isometrii, ureno jedno-
znacné.
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DEFINICE. Uplny prostor, ktery obsahuje metricky prostor X jako husty podprostor, LEKCE29-MTR

se nazyva zuplnéni prostoru X.

\

Kazdy metricky prostor tedy
ma zuplnéni, které je, az
na isometrii, ureno jedno-
znacné.

BTW, nebylo to stitni
tajemstvi. J& bych klidné
predtim poradil.
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1\}1121 zaver této Casti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platnd v uplnych prosto- | gxcrzo.mrr
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Na zavér této Casti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platnd v uplnych prosto-
rech.

\

Prvni dvé tvrzeni byla dokazovéna v Casti o realnych Cislech.

VETA. (Cantor) Metricky prostor (X, d) je uplny, pravé kdyz kazda monoténni po-
sloupnost neprazdnych uzavienych mnozin, jejichz primeéry konverguji k 0, ma ne-
prazdny prunik.

\
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Na zavér této Casti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platnd v uplnych prosto-
rech.

\

Prvni dvé tvrzeni byla dokazovéna v Casti o realnych Cislech.

VETA. (Cantor) Metricky prostor (X, d) je uplny, pravé kdyz kazda monoténni po-
sloupnost neprazdnych uzavienych mnozin, jejichZ priméry konverguji k 0, ma ne-
prazdny prinik.

4

Dukaz. Necht’ { A,,} je klesajici posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin s diam A,, —

0. Zvolte v kazdém A,, bod a,,. Posloupnost {a, } je cauchyovska a konverguje k bodu z
priniku mnoZin A,,.
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Na zavér této Casti o uplnosti budou uvedena néktera tvrzeni platnd v uplnych prosto-
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Prvni dvé tvrzeni byla dokazovéna v Casti o realnych Cislech.
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Dukaz. Necht’ { A,,} je klesajici posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin s diam A,
0. Zvolte v kazdém A,, bod a,,. Posloupnost {a, } je cauchyovska a konverguje k bodu z
priniku mnoZin A,,.

\/

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okol{
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkci
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomernd spojitost
stejn.ekvivalence

— lipschitzovské zobr.

cauchyovska posl.
uplnost
rozsifeni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost

Obracené, je-li {z,, } cauchyovska posloupnost v X, vezméte mnoziny a,, = {x,,;m > n

Priinik téchto mnoZin je limita posloupnosti {z,, }.

=

pokryti
°sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



VETA. (Baire) Prinik spocetné mnoha hustych otevienych mnozin v dplném metric-
kém prostoru je husty.
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VETA. (Baire) Prinik spo¢etné mnoha hustych otevienych mnoZin v dplném metric- |[IEKeE9-MTR

kém prostoru je husty.
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Jen si to predstavte! To je
jako zivelna pohroma, kte-
rou premuzete!
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Diukaz. Necht G,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviend gkcrzo-mTr

mnoZzina, vSe v uplném prostoru X.
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Dikaz. Necht’ GG,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviend prxcrzo-MTR

mnoZzina, vSe v uplném prostoru X.
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Ma se dokdzat, 7e G N (G, # 0.

\/

metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dikaz. Necht’ GG,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviend prxcrzo-MTR

mnoZzina, vSe v uplném prostoru X.

\
Ma se dokdzat, 7e G N (G, # 0.
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ProtoZe (G je hustd, obsahuje G N G, otevienou kouli B; (i s jejim uzdvérem) o
polomé&ru nejvyse 27 1.
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Dikaz. Necht’ GG,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviend prxcrzo-MTR
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ProtoZe (G je hustd, obsahuje G N G, otevienou kouli B; (i s jejim uzdvérem) o
polomé&ru nejvyse 27 1.
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ProtoZze G5 je hustd, obsahuje B; N G5 otevienou kouli By (1 s jejim uzdvérem) o
poloméru nejvyse 272,
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Diukaz. Necht’ GG,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviena
mnoZzina, vSe v uplném prostoru X.

\
Ma se dokdzat, 7e G N (G, # 0.
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ProtoZe (G je hustd, obsahuje G N G, otevienou kouli B; (i s jejim uzdvérem) o
polomé&ru nejvyse 27 1.

\

ProtoZze G5 je hustd, obsahuje B; N G5 otevienou kouli By (1 s jejim uzdvérem) o
poloméru nejvyse 272,

\

Timto postupem se dostane klesajici posloupnost otevienych kouli B,, o poloméru
27", které jsou i s uzdvérem obsazeny v GG a ve vSech Gy, k < n.

\

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okol{
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkci
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomernd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozsifeni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Diukaz. Necht’ GG,,,n € N, jsou husté oteviené mnoziny a G je neprazdna oteviena
mnoZzina, vSe v uplném prostoru X.
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ProtoZze G5 je hustd, obsahuje B; N G5 otevienou kouli By (1 s jejim uzdvérem) o
poloméru nejvyse 272,

\

Timto postupem se dostane klesajici posloupnost otevienych kouli B,, o poloméru
27", které jsou i s uzdvérem obsazeny v GG a ve vSech Gy, k < n.

\

Podle Cantorovy véty maji uzavéry téchto kouli neprdzdny prinik a ten lezi v G N

NG # 0.
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Bylo to o fous, ale vlastn€ v
pohodé.
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Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.
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Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X.
Pak existuje zo € X tak, ze f(xg) = xo.
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Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X.
Pak existuje z( € X tak, Ze f(xy) = xy.

4

Dukaz. Zvolte libovolny bod x; € X a definujte rekurentné x,, .1 = f(z,). Ukazte, Ze
tato posloupnost je cauchyovska a jeji limita je hledany bod x.

\/
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Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce.

VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X.

Pak existuje x( € X tak, Ze f(xg) = xy.

4

Dukaz. Zvolte libovolny bod x; € X a definujte rekurentné x,, .1 = f(z,). Ukazte, Ze
tato posloupnost je cauchyovska a jeji limita je hledany bod x.

\/

Bod z s vlastnosti z pfedchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f.

\

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce. TR

metrika
‘ prumeér
konvergence
okoli
v . - . . . . . . otevfelvlé a uzaviené
VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X. mnoZiny
. . > > uzaveér mnoziny
Pak existuje xo € X tak, ze f(zg) = xy. ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
J fidkd mnoZina
o . . . 9y o o 1.kategorie
Dukaz. Zvolte libovolny bod x; € X a definujte rekurentné x,, .1 = f(z,). Ukazte, Ze podprosior e
tato posloupnost je cauchyovskd a jeji limita je hledany bod xy. prostor funkei
Spojitost
homeomorfismus
‘ isometrie
. o P L, . . stejnomérnd spojitost
Bod z s vlastnosti z predchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f. )
ipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
‘ uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost

To je véta, kterd je stéle in. Tietzova véta

4 08 A Stoneova—
Mam Jl rada' Weierstrassova

véta
Pozndmky
123456789
‘ Priklady

123456789

Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Lipschitzovské zobrazeni s konstantou mensi nez 1 se nazyva kontrakce. TR

metrika
‘ prumeér
konvergence
okoli
v . - . . . . . . otevfelvlé a uzaviené
VETA. (Banach) Necht' f je kontrakce v neprazdném uplném metrickém prostoru X. mnoZiny
. . > > uzaveér mnoziny
Pak existuje xo € X tak, ze f(zg) = xy. ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
J fidkd mnoZina
o . . . 9y o o 1.kategorie
Dukaz. Zvolte libovolny bod x; € X a definujte rekurentné x,, .1 = f(z,). Ukazte, Ze podprosior e
tato posloupnost je cauchyovskd a jeji limita je hledany bod xy. prostor funkei
Spojitost
homeomorfismus
‘ isometrie
. o P L, . . stejnomérnd spojitost
Bod z s vlastnosti z predchozi véty se nazyva pevny bod zobrazeni f. )
ipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
‘ uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost

To je véta, kterd je stéle in. Tietzova véta

4 08 A Stoneova—
Mam Jl rada' Weierstrassova

véta
Pozndmky
123456789
‘ Priklady

123456789

Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Touto vétou se nachazi re-
Seni jako limita postupnych
aproximaci. A to se bez této
véty skoro nikdy nepodafi.
Takze: kdo se sméje s kon-
trakci, ten se smeje nejlépe.

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 5 :

1. Konstrukci ziplnéni prostoru X Ize provést i klasickym (ale pracnéjsim) zptisobem,
ze se k X pridaji vSechny nekonvergentni cauchyovské posloupnosti (kazda takovato
posloupnost jako jeden novy bod) a vzdélenost {x, }, {y,} bude limita vzdalenosti bodu
x’fl) y’I’L'

\




Poznamky 5 :

1. Konstrukci ziplnéni prostoru X Ize provést i klasickym (ale pracnéjsim) zptisobem,
ze se k X pridaji vSechny nekonvergentni cauchyovské posloupnosti (kazda takovato
posloupnost jako jeden novy bod) a vzdélenost {x, }, {y,} bude limita vzdalenosti bodu
xnn y’I’L'

\

Tim se dostane pseudometricky prostor a musi se ztotoznit nové body majici nulovou
vzdalenost.

\




Poznamky 5 :

1. Konstrukci ziplnéni prostoru X 1ze provést i klasickym (ale pracnéjSim) zptisobem,
ze se k X pridaji vSechny nekonvergentni cauchyovské posloupnosti (kazda takovato

posloupnost jako jeden novy bod) a vzdélenost {x, }, {y,} bude limita vzdalenosti bodu
ITL? yn'

\

Tim se dostane pseudometricky prostor a musi se ztotoznit nové body majici nulovou
vzdalenost.

\

Pak se dokdzem ze vznikly metricky prostor je uplny.
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Lze sestrojit 1 novy prostor sestavajici se ze vSech cauchyovskych posloupnosti v X
a body x v pivodnim prostoru X se dostanou jako ekvivalentni tfidy posloupnosti kon-
vergujicich k z.
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Lze sestrojit 1 novy prostor sestavajici se ze vSech cauchyovskych posloupnosti v X
a body x v pivodnim prostoru X se dostanou jako ekvivalentni tfidy posloupnosti kon-
vergujicich k z.

\

V pripadé konstrukce v textu bylo nutné védet, ze R je aplny metricky prostor. V pravé
uvedené konstrukci je Gplnost R pouzita v existenci limity vzdalenosti boda x,,, v,.

\




Lze sestrojit 1 novy prostor sestavajici se ze vSech cauchyovskych posloupnosti v X
a body x v pivodnim prostoru X se dostanou jako ekvivalentni tfidy posloupnosti kon-
vergujicich k .

\

V pripadé konstrukce v textu bylo nutné védét, ze R je uplny metricky prostor. V prave
uvedené konstrukci je iplnost R pouzita v existenci limity vzdalenosti bodd x,,, v,,.

\

To je nutné obejit v pripad¢, Ze se konstruuje ziplnéni QQ a neni nic zndmo o R. Pak je
posloupnost vzdalenosti bodl z,,, y,, opét cauchyovska posloupnost a tedy prvek nového
prostoru.

—p
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Redlna Cisla tedy 1ze zkonstruovat jako zuplnéni metrick€ho prostoru raciondlnich ¢i-
sel. Teorie dava jednoznacnost takového zuplnéni, je vSak treba jisté prace pro rozsiteni

algebraickych operaci z Q na R. Toto rozsifeni vyplyva ze stejnomérné spojitosti operaci
(vhodné zuzenych).

=)




2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji po-
moci je mozné dokazat existenci feSeni riznych typt rovnic (napft. integralnich). PouZziva
se 1 v dikazech rGznych tvrzeni (napf. ve vété o implicitnich funkcich).

\




2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji po-
moci je mozné dokazat existenci feSeni riznych typt rovnic (napft. integralnich). PouZziva
se 1 v dikazech rGznych tvrzeni (napf. ve vété o implicitnich funkcich).

\

Uvedeny zakladni typ tvrzeni je mozné vSelijak modifikovat.

\




2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji po-
moci je mozné dokazat existenci feSeni riznych typt rovnic (napft. integralnich). PouZziva
se 1 v ditkkazech raznych tvrzeni (napf. ve vété o implicitnich funkcich).

\

Uvedeny zdkladni typ tvrzeni je mozné vSelijak modifikovat.

\

V Banachové vété je dilezité, Ze se miiZe zacit s libovolnym bodem z; jako prvnim
v rekurentni posloupnosti. Je vSak ziejmé, ze ne pro kazdou volbu konverguje vznikla
posloupnost dost rychle.

\
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2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji po-
moci je mozné dokazat existenci feSeni riznych typt rovnic (napft. integralnich). PouZziva
se 1 v ditkkazech raznych tvrzeni (napf. ve vété o implicitnich funkcich).

\

Uvedeny zdkladni typ tvrzeni je mozné vSelijak modifikovat.

\

V Banachové vété je dilezité, Ze se miiZe zacit s libovolnym bodem z; jako prvnim
v rekurentni posloupnosti. Je vSak ziejmé, ze ne pro kazdou volbu konverguje vznikla
posloupnost dost rychle.

\

Odhad rychlosti konvergence vsak také vyplyva z postupu ditkazu.

\
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2. Banachova véta o pevném bodé je jedno z nejvice pouzivanych tvrzeni. S jeji po-
moci je mozné dokazat existenci feSeni riznych typt rovnic (napft. integralnich). PouZziva
se 1 v ditkkazech raznych tvrzeni (napf. ve vété o implicitnich funkcich).

\

Uvedeny zdkladni typ tvrzeni je mozné vSelijak modifikovat.

\

V Banachové vété je dilezité, Ze se miiZe zacit s libovolnym bodem z; jako prvnim
v rekurentni posloupnosti. Je vSak ziejmé, ze ne pro kazdou volbu konverguje vznikla
posloupnost dost rychle.

\

Odhad rychlosti konvergence vsak také vyplyva z postupu ditkazu.

\

Zkuste ukdzat, Ze (ve znaCeni dikazu Banachovy véty) je d(x,,zq) < k" ?d(xz; —
f(x1)), kde k < 1 je lipschitzovska konstanta zobrazeni f.

=
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3. VSimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorovée véte
se vyslovné pouziva metrika (pro priméry mnozin), v Bairové vété nikoli.

\




3. VSimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorovée véte
se vyslovné pouziva metrika (pro priméry mnozin), v Bairové vété nikoli.

\

Pokud tedy zménite danou metriku na ekvivalenti, pricemZ nova metrika je opét uplna,
Cantorova véta pro tuto novou metriku platit nemusi, kdezto Bairova véta zistava v
platnosti.

\




3. Vsimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorovée véte
se vyslovné pouziva metrika (pro priméry mnozin), v Bairové vété nikoli.

\

Pokud tedy zménite danou metriku na ekvivalenti, pficemz nova metrika je opét upln4,
Cantorova véta pro tuto novou metriku platit nemusi, kdeZto Bairova véta ziistava v
platnosti.

\

Baireova véta tedy plati 1 v prostorech, které nejsou uplné, ale ma;ji ekvivalentni met-
riku, ktera je uplna.

\
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3. Vsimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorovée véte
se vyslovné pouziva metrika (pro priméry mnozin), v Bairové vété nikoli.

\

Pokud tedy zménite danou metriku na ekvivalenti, pficemz nova metrika je opét upln4,

Cantorova véta pro tuto novou metriku platit nemusi, kdeZto Bairova véta ziistava v
platnosti.

\

Baireova véta tedy plati 1 v prostorech, které nejsou uplné, ale ma;ji ekvivalentni met-
riku, ktera je uplna.

\

Tyto prostory se nazyvaji topologicky uplné. Napf. prostor iraciondlnich Cisel neni v
obvyklé metrice dplny, ale je homeomorfni Baireovu prostoru NV, ktery je (jako soudin
uplnych prostorti) tplny.

\
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3. Vsimnéte si jednoho rozdilu mezi Cantorovou a Baireovou vétou. V Cantorovée véte
se vyslovné pouziva metrika (pro priméry mnozin), v Bairové vété nikoli.

\

Pokud tedy zménite danou metriku na ekvivalenti, pficemz nova metrika je opét upln4,
Cantorova véta pro tuto novou metriku platit nemusi, kdeZto Bairova véta ziistava v
platnosti.

\

Baireova véta tedy plati 1 v prostorech, které nejsou uplné, ale ma;ji ekvivalentni met-
riku, ktera je uplna.

\

Tyto prostory se nazyvaji topologicky uplné. Napf. prostor iraciondlnich Cisel neni v
obvyklé metrice dplny, ale je homeomorfni Baireovu prostoru NV, ktery je (jako soudin
uplnych prostorti) tplny.

\

Baireova véta tedy plati 1 v prostoru iracionalnich Cisel (Cantorova nikoli).
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4. Z prostort uvedenych v Prikladech 1 jsou tplné prostory ,(n), [, pro 1 < p < oo,
diskrétni i indiskrétni prostor, Bairetiv prostor, jeZek.

\




4. Z prostort uvedenych v Prikladech 1 jsou tplné prostory ,(n), [, pro 1 < p < oo,
diskrétni i indiskrétni prostor, Bairetiv prostor, jeZek.

\

Prostor raciondlnich Cisel s p-adickou metrikou neni uplny a jeho zuplnéni jsou tzv.
p-adicka Cisla. MnozZina p-adickych Cisel tvoifi mnoZzinu v mnoha smérech analogickou
mnoziné redlnych Cisel, ale zcela rliznou.

\




4. Z prostort uvedenych v Prikladech 1 jsou tplné prostory /,(n),l, pro 1 < p < 00, |LEKCE29-MTR

diskrétni i1 indiskrétni prostor, Baireiv prostor, jeZek.

\

Prostor racionélnich Cisel s p-adickou metrikou neni uplny a jeho zuplnéni jsou tzv.
p-adicka Cisla. MnozZina p-adickych Cisel tvoifi mnoZzinu v mnoha smérech analogickou

mnozin¢ redlnych Cisel, ale zcela rtiznou.

\

Konec poznamek 5.

Bojim bojim.
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Priklady 5 :

1. Oznacte £(X,Y’) mnoZinu vSech lipschitzovskych zobrazeni z X do Y.

\




Priklady 5 :

1. Oznacte £(X, Y') mnozinu vSech lipschitzovskych zobrazeni z X do Y.

\

Na této mnozin€ lze definovat tzv. pseudonormu || f|| jako nejmensi konstantu & ve
vyjadrent lipschitzovskosti e( f(z), f(y)) < kd(zx,y). Ekvivalentnim vyjadienim je

;w#y}

|1 = sup {

e(f(), f(y))

d(z,y)
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Priklady 5 :

1. Oznacte £(X, Y') mnozinu vSech lipschitzovskych zobrazeni z X do Y.

\

Na této mnozin€ lze definovat tzv. pseudonormu || f|| jako nejmensi konstantu & ve
vyjadrent lipschitzovskosti e( f(z), f(y)) < kd(zx,y). Ekvivalentnim vyjadienim je

;w#y}

\

Pak Ize na £(X,Y") definovat pseudometriku p(f, g) = || f — g|| (ovéite, Ze se dostane
pseudometrika).

|1 = sup {

e(f(), f(y))

d(z,y)

=)
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2. Ve specidlnim piipadé X = [0, 1], Y = R se prostor £(X, V) bude znacit jen jako
L. Které funkce maji navzdjem vzdélenost 0?

4




2. Ve specidlnim piipadé X = [0,1],Y = R se prostor £(X, V) bude znacit jen jako yrkcEze-mTR

L. Které funkce maji navzdjem vzdélenost 0?

\/

Ukazte, Ze podprostor Ly C L téch funkci, které se anuluji v 0, je uZ metricky prostor.

\

metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
husta mnoZina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
zuplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2. Ve specidlnim piipadé X = [0,1],Y = R se prostor £(X, V) bude znacit jen jako yrkcEze-mTR

L. Které funkce maji navzdjem vzdélenost 0?

\/

Ukazte, Ze podprostor Ly C L téch funkci, které se anuluji v 0, je uZ metricky prostor.

\

Prostor L je uplny (dikaz je skoro stejny jako je dikaz tplnosti prostoru F,,).
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2. Ve specidlnim piipadé X = [0,1],Y = R se prostor £(X, V) bude znacit jen jako yrkcEze-mTR

L. Které funkce maji navzdjem vzdélenost 0?

\/

Ukazte, Ze podprostor Ly C L téch funkci, které se anuluji v 0, je uZ metricky prostor.

\

Prostor L je uplny (dikaz je skoro stejny jako je dikaz tplnosti prostoru F,,).

\

Prostor L neni separabilni (zjistéte vzdalenost funkci, které se rovnaji O na [0, 7] a

potom se rovnaji x — r, pro rdizna r € [0, 1]).

=
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3. To, co bylo v predchozich bodech provadéno pro lipschitzovské funkce, je mozné
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anuluji v 0, p,, je prisluSnd metrika.

\/

Pak H, jsou dplné prostory (pro o = 0 se dostane prostor F, ([0, 1])). Tyto prostory
nejsou separabilni (oproti pfedchozimu bodu vezméte misto x — r funkce (z — 7)%).
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3. To, co bylo v predchozich bodech provadéno pro lipschitzovské funkce, je mozné
skoro stejné provést pro holderovské funkce.

\

Zména je v definici || f||, kde je misto d(z, y) vyraz d*(x, y). Ziskana metrika se bude
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\

Oznacte H,, prostor vSech holderovskych funkei stupné o na intervalu [0, 1], které se
anuluji v 0, p,, je prisluSnd metrika.

\/

Pak H, jsou dplné prostory (pro o = 0 se dostane prostor F, ([0, 1])). Tyto prostory
nejsou separabilni (oproti pfedchozimu bodu vezméte misto x — r funkce (z — 7)%).

\

Je-li 0 < 8 < a < 1, je H, podmnozina Hg (ukaZte to) a toto vloZeni mnozin je
spojité (ukazte to).
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3. To, co bylo v predchozich bodech provadéno pro lipschitzovské funkce, je mozné
skoro stejné provést pro holderovské funkce.

\

Zména je v definici || f||, kde je misto d(z, y) vyraz d*(x, y). Ziskana metrika se bude
znacit p,,.

\

Oznacte H,, prostor vSech holderovskych funkei stupné o na intervalu [0, 1], které se
anuluji v 0, p,, je prisluSnd metrika.

\/

Pak H, jsou dplné prostory (pro o = 0 se dostane prostor F, ([0, 1])). Tyto prostory
nejsou separabilni (oproti pfedchozimu bodu vezméte misto x — r funkce (z — 7)%).

\

Je-li 0 < 8 < a < 1, je H, podmnozina Hg (ukaZte to) a toto vloZeni mnozin je
spojité (ukazte to).

\

Uvedené vlozeni mnozin jednak neni na a jednak jeho inverzni zobrazeni neni spojité.
Lze totiz dokazat, Ze podmnozina H, v metrickém prostoru Hp je 1.kategorie a podle
Baireovy véty tedy (jako podprostor) neni tplna, kdeZto s metrikou p,, je uplna.

-p
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4. Lze uvést priklady tplnych prostorti funkci, ve kterych je metrika definovana po-
moci integralu.

\




4. Lze uvést priklady tdplnych prostor funkci, ve kterych je metrika definovdna po-
moci integralu.

\

Je vSak nutné pouzit L-integral nebo K-integral. Pak 1ze definovat napf. prostory L,(.J)
jako mnoZinu vSech funkci na intervalu .J, pro které existuje [ |f(x)|” dx a kde je vzda-

lenost dvou funkei f, g definovana jako (/ [ 1f(@) — g(x)P dx. Cislo p je opét v inter-
valu [1, 00).

\
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4. Lze uvést priklady tdplnych prostor funkci, ve kterych je metrika definovdna po-
moci integralu.

\

Je vSak nutné pouzit L-integral nebo K-integral. Pak 1ze definovat napf. prostory L,(.J)
jako mnoZinu vSech funkci na intervalu .J, pro které existuje [ |f(x)|” dx a kde je vzda-

lenost dvou funkei f, g definovana jako (/ [ 1f(@) — g(x)P dx. Cislo p je opét v inter-
valu [1, 00).

\

Vhodné Ize definovat tyto prostory 1 pro p = oo. Uvedeni vzdalenost je pseudometrika,
pro ziskani metriky se musi ztotoznit funkce, které se rovnaji az na mnozinu miry 0.

Konec prikladu 5.
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Otazky 5 :

1. UkaZte, 7e ekvivalentni formulace Bairovy véty je: Uplny metricky prostor neni
1.kategorie.

\




Otazky 5 :

1. UkaZte, 7e ekvivalentni formulace Bairovy véty je: Uplny metricky prostor neni
1.kategorie.

\

Je-li tedy uplny prostor vyjadien jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin A,,
musi mit alespon jedna z t€chto mnoZin neprdzdny vnitiek.

=




2. Cantorova véta v R méla obecnéjsi formulaci: Klesajici posloupnost uzavienych
omezenych intervalu md neprdzdny prunik. (misto uzavienych omezenych intervala Ize
vzit uzaviené omezené podmnoziny R). Zkuste ukazat, ze takovato formulace neplati v
obecnych Uplnych metrickych prostorech.

=)




3. Ukazte, Ze kazda isometrie dvou hustych ¢asti uplného prostoru lze rozsitit na iso-
metrii celého prostoru.

—p




4. Najdéte priklad spojité funkce na husté Casti R, kterd nelze spojité rozsitit na R.

=P




5. Ukazte, Ze je-li spojitd funkce stejnomerne spojitd na husté podmnoziné svého de-
finicniho oboru je stejnomérné spojitd na celém definicnim oboru.

Konec otazek 5.




CviCeni 5 :

Pfiklad. Dokazme, Ze disledkem Bairovy véty neni Zadny diplny metricky prostor X
1. kategorie.

\
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CvicCeni 5 :

Piiklad. DokaZzme, Ze diisledkem Bairovy véty neni Zddny Gplny metricky prostor X
1. kategorie.

\

Citite tu nespravedlnost?
Prece ldhev rumu prvni
kategorie musi byt uplna.

\

Reseni. Necht' (Y},) je posloupnost ¥{dkych mnoZin.

\

Pak . . .
n=1 n=1 n=1

\

Jelikoz mnoziny X \ Y,, jsou husté a oteviené, je podle Bairovy véty jejich prinik
husty a tudiz neprazdny.
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Tedy

X\ Jy. #0.
n=1

Tim je ditkaz hotov.

\




\
Tedy

Tim je dliikaz hotov.

\

X\ [JY. #0.
n=1

A to jeSté ten rum musi byt
husty.
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KOMPAKTNOST




KOMPAKTNOST
\

V uplnych prostorech mé kazda cauchyovska posloupnost hromadny bod.
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KOMPAKTNOST
\

V uplnych prostorech ma kazda cauchyovskd posloupnost hromadny bod.

\

Jestlize se tato vlastnost zesili na libovolné posloupnosti, dostane se znacné silnéjsi
vlastnost, kterd do jisté miry nahrazuje kone¢nost v nekonecnych prostorech.

DEFINICE. Metricky prostor se nazyva kompaktni, jestlize kazda jeho posloupnost
obsahuje konvergentni podposloupnost.

\
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\/

V uplnych prostorech ma kazda cauchyovskd posloupnost hromadny bod.

\

Jestlize se tato vlastnost zesili na libovolné posloupnosti, dostane se znacné silnéjsi
vlastnost, kterd do jisté miry nahrazuje kone¢nost v nekonecnych prostorech.

DEFINICE. Metricky prostor se nazyva kompaktni, jestlize kazda jeho posloupnost

obsahuje konvergentni podposloupnost.

\

KOMPAKTNOST

Definujeme

kompaktnost

pres podposloupnosti. Jde

to 1 jinak.
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Nékteré nasledujici vlastnosti jsou podobné vlastnostem uplnosti. T
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Nékteré nasledujici vlastnosti jsou podobné vlastnostem uplnosti.

\

POZOROVANL.
1. Uzavreny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni.
2. Kompaktni podprostor metrického prostoru je uzavieny.
3. Soucin kompaktnich prostord je kompaktni.
4. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni.
5. Podprostor euklidovského prostoru je kompaktni pravé kdyz je uzavieny a omezeny.

—

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potieba nekolika de- | gxcrzo.mTr
finic. metrika

prumeér
konvergence
‘ okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potieba nekolika de-
finic.

\

Soustava S (otevienych) podmnozin X se nazyva (oteviené) pokryti X, jestlize

US=X.
\ {
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Nyni budou uvedeny hlubsi vlastnosti kompaktnosti. K tomu je potieba nekolika de-
finic.

\

Soustava S (otevienych) podmnozin X se nazyva (oteviené) pokryti X, jestlize

US=X.

PodmnoZina A metrického prostoru X se (pro » > 0) nazyva r-sit’, jestlize vzdale-
nosti riznych bodi mnoziny A jsou alesponi r. Podle Zornova lemmatu existuje v X
maximalni r-sit’, tj. takova r—sit’, ze kazdy bod X je od néjakého bodu této sit€¢ vzdalen
0 méné nez r.

—
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VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé oteviené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo 7 (tzv. Le-
besgueovo ¢islo) takové, Ze libovolnd podmnoZina X o priméru nejvys r je obsazena
v néjaké mnozin€ z dan€ho pokryti.

\




VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé oteviené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo 7 (tzv. Le-
besgueovo ¢islo) takové, Ze libovolnd podmnoZina X o priméru nejvys r je obsazena
v néjaké mnozin€ z dan€ho pokryti.

¥
Diikaz. Necht” X je kompaktni prostor.
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VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé otevrené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo r (tzv. Le-
besgueovo Cislo) takové, Ze libovolnd podmnozina X o priméru nejvys r je obsazena
v n¢jaké mnozin€ z daného pokryti.

4

Diikaz. Necht” X je kompaktni prostor.

\/

Bud’ K, maximalni 1/n-sit’ Podmnoziny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy
byt konecné (zadna prosta posloupnost z K,, nemiize mit limitu).
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VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé otevrené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo r (tzv. Le-
besgueovo Cislo) takové, Ze libovolnd podmnozina X o priméru nejvys r je obsazena
v n¢jaké mnozine z daného pokryti.

4

Diikaz. Necht” X je kompaktni prostor.

\/

Bud’ K, maximalni 1/n-sit’ Podmnoziny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy
byt konecné (zadna prosta posloupnost z K,, nemiize mit limitu).

\

Jejich sjednoceni je spocetnd hustd mnozina v X.

\
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VETA.
1. Kompaktni prostor je separabilni.

2. Pro kazdé€ oteviené pokryti kompaktniho prostoru X existuje kladné Cislo 7 (tzv. Le-
besgueovo Cislo) takové, Ze libovolnd podmnozina X o priméru nejvys r je obsazena
v n¢jaké mnozine z daného pokryti.

4

Diikaz. Necht” X je kompaktni prostor.

\/

Bud’ K, maximdlni 1/n-sit Podmnoziny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy
byt konecné (zadna prosta posloupnost z K,, nemiize mit limitu).

\

Jejich sjednoceni je spocetnd hustd mnozina v X.

\

Necht’ pro oteviené pokryti G Zadné takové Cislo r neexistuje.

\
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Le-
besgueovo Cislo

4

Diukaz. Necht’” X je kompaktni prostor.

\/

Bud’ K, maximdlni 1/n-sit Podmnoziny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy
byt konecné (zadna prosta posloupnost z K,, nemize mit limitu).

\

Jejich sjednoceni je spocetnd hustd mnozina v X.

\

Necht’ pro oteviené pokryti G Zadné takové Cislo r neexistuje.

\

To znamena, Ze 1ze v X sestrojit posloupnosti {x, } a {y, } tak, Ze vzdalenost x,, od ¥,
je nejvyse 1/n a dvojice bodd {x,, y,} nelezi v Zidné mnozin¢€ z G.

\
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Le-
besgueovo Cislo

\
Diukaz. Necht’” X je kompaktni prostor.

\/

Bud’ K, maximdlni 1/n-sit Podmnoziny K, jsou uzaviené a diskrétni a musi tedy
byt konecné (zadna prosta posloupnost z K,, nemize mit limitu).

\

Jejich sjednoceni je spocetnd hustd mnozina v X.

\

Necht’ pro oteviené pokryti G Zadné takové Cislo r neexistuje.

\

To znamena, Ze 1ze v X sestrojit posloupnosti {x, } a {y, } tak, Ze vzdalenost x,, od ¥,
je nejvyse 1/n a dvojice bodl {x,, v, } nelezi v Zadné mnoZiné z G

\

Lze najit konvergentni podposloupnosti {zi,} a {yx, }; vzhledem k prvni vlastnosti
Cisel x,, a y,, maji obé podposloupnosti stejnou limitu, kterd leZi v né¢jakém G € G.
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\

MnoZina G je okolim limity a tedy v ni musi leZet i skoro vSechny prvky obou pod-
posloupnosti, coz je spor s druhou vlastnosti Cisel x,, a y,,.

\
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\

MnoZina G je okolim limity a tedy v ni musi leZet i skoro vSechny prvky obou pod-

posloupnosti, coz je spor s druhou vlastnosti Cisel x,, a y,,.

\

Dokézala jsem to bez na-
dechnuti. Co vy?
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Nésledujici

charakterizace

kompaktnosti je podstatna.
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\

VETA. Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyz z kazdého otevieného pokryti X

l1ze vybrat konecné pokryti X.

\

Nésledujici

charakterizace

kompaktnosti je podstatna.
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\

VETA. Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyz z kazdého otevieného pokryti X

l1ze vybrat konecné pokryti X.

\

Nasledujici charakterizace
kompaktnosti je podstatna.

Pro dva nékdy staCi jedna
deka. Znam.
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Diikaz. Necht’ X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo gkcgo-mrr

Cislo tohoto pokryti.
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Diikaz. Necht' X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo pgkcgo-mrr

Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.
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Diikaz. Necht' X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo pgkcgo-mrr

Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd

a pokryva X.
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Diikaz. Necht' X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo pgkcgo-mrr

Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd

a pokryva X.
\

Kazda koule B, je ¢asti nékteré mnoziny GG, € G. Tedy konecna soustava {G,;a € A}

pokryva X.
\
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Diikaz. Necht' X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo pgkcgo-mrr

Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd

a pokryva X.
\

Kazda koule B, je ¢asti nékteré mnoziny GG, € G. Tedy konecna soustava {G,;a € A}

pokryva X.
\

Necht' X neni kompaktni.
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Diukaz. Necht’” X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo
Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd
a pokryva X.

\

Kazda koule B, je ¢asti nékteré mnoziny GG, € G. Tedy konecna soustava {G,;a € A}
pokryva X.

\

Necht' X neni kompaktni.

\

Existuje tedy posloupnost {x,} v X, kterd nema Zadnou konvergentni podposloup-
nost.

\
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Diukaz. Necht’” X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo
Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd
a pokryva X.

\

Kazda koule B, je ¢asti nékteré mnoziny GG, € G. Tedy konecna soustava {G,;a € A}
pokryva X.

\

Necht' X neni kompaktni.

\

Existuje tedy posloupnost {x,} v X, kterd nema Zadnou konvergentni podposloup-
nost.

\

MnoZina A téchto bodt z,, je tedy uzaviena a kazdy bod x,, ma kladnou vzdélenost ,,
ke zbylym bodiim mnoziny A.

\
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Diukaz. Necht’” X je kompaktni a G je oteviené pokryti X a necht’ r je Lebesgueovo
Cislo tohoto pokryti.

\

Podle predchoziho diikazu existuje kone¢nd maximalni r/2-sit’ A.

\

MnozZina otevienych kouli { B,;a € A} o poloméru /2 a stfedech v a € A je kone¢nd
a pokryva X.

\

Kazda koule B, je ¢asti nékteré mnoziny GG, € G. Tedy konecna soustava {G,;a € A}
pokryva X.

\

Necht' X neni kompaktni.

\

Existuje tedy posloupnost {x,} v X, kterd nema Zadnou konvergentni podposloup-
nost.

\

MnoZina A téchto bodt z,, je tedy uzaviena a kazdy bod x,, ma kladnou vzdélenost ,,
ke zbylym bodiim mnoziny A.

\

Oteviené pokryti sklddajici se z mnoziny X \ A a otevienych kouli o stfedu z,, a
poloméru r, neobsahuje konecné pokryti.
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To bylo jako ak¢ni film.
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Kdyz se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi polomery, |gxcromrr
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Kdyz se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi poloméry,
dostane se vetsi trida prostort, ktera je také dilezita:

\

DEFINICE. Metricky prostor X se nazyva totalné omezeny, jestlize, pro kazdé » > 0,

z libovolného pokryti X otevienymi koulemi s primérem alespon r 1ze vybrat konecné
pokryti X.

\

LEKCE29-MTR
metrika
prumeér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnoZina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totdlni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdyz se v definici kompaktnosti uvazuji pokryti jen koulemi se stejnymi poloméry,
dostane se vetsi trida prostort, ktera je také dilezita:

\

DEFINICE. Metricky prostor X se nazyva totalné omezeny, jestlize, pro kazdé » > 0,

z libovolného pokryti X otevienymi koulemi s primérem alespon r 1ze vybrat konecné
pokryti X.

\

POZOROVANI.
1.

SN

Metricky prostor je totdlné omezeny prave kdyz, pro kazdé r» > 0, libovolna r-sit’ v
X je konecna.

Podprostor totdlné omezeného prostoru je totalné omezeny.

Uzavér totalné omezeného prostoru je totaln€ omezeny.

Soucin totdlné omezenych prostort je totdlné omezeny.

Stejnomérné spojity obraz totalné omezeného prostoru je totdlné omezeny.

Podmnozina euklidovského prostoru je totalné omezena praveé kdyZ je omezena.

=)
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Predchozi pojmy jsou v na-
sledujicim vztahu (dikazy
jsou jednoduché)
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\

VETA. Metricky prostor je kompaktni pravé kdyz je uplny a totdlné omezeny.

\/

Predchozi pojmy jsou v na-
sledujicim vztahu (dikazy
jsou jednoduché)
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Predchozi pojmy jsou v na-
sledujicim vztahu (dikazy
jsou jednoduché)

\

VETA. Metricky prostor je kompaktni pravé kdyz je uplny a totdlné omezeny.

\/

DUSLEDEK. Zuplnéni totalné omezeného prostoru je kompaktni.
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DODATKY




DODATKY

V téchto zavéreCnych po-
znamkach budou uvedeny
dvé velmi dtlezité véty ma-
jici mnoho riznych pouZiti.
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DODATKY

V téchto zavéreCnych po-
znamkach budou uvedeny
dvé velmi dtlezité véty ma-
jici mnoho riznych pouZiti.

Kdo s ¢im zachazi, s tim
také schazi.

LEKCE29-MTR
metrika
pramér
konvergence
okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZzina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
spojitost
homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozs$iteni zobr.
ztiplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. (Tietze) Kazdé spojité zobrazeni z uzaviené podmnoziny metrick€ého prostoru
X do R 1ze spojité rozsitit na celé X.

\




VETA. (Tietze) Kazdé spojité zobrazeni z uzaviené podmnoZiny metrického prostoru |LEKCE2-MTR
X do R Ize spojité rozsirit na celé X.

\

A nékdy to jde vice zpt-
soby. Ano.
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VETA. (Stone, Weierstrass) Necht X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh
C.(X) obsahujici konstantni zobrazeni a oddélujici body X . Pak A je husty v C,(X).

\




VETA. (Stone, Weierstrass) Necht’ X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh |LEKCE2-MTR

C.(X) obsahujici konstantni zobrazeni a oddélujici body X. Pak A je husty v C,(X).

\

To jsi prectu, az to budu po-
trebovat.
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VETA. (Stone, Weierstrass) Necht’ X je kompaktni metricky prostor a A je podokruh |LEKCE-MTR

C.(X) obsahujici konstantni zobrazeni a oddélujici body X. Pak A je husty v C,(X).

\

To jsi prectu, az to budu po-
trebovat.

BTW, nebylo to uz nékdy
potreba?
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Poznamky 6 :

1. Zadny z prostort v Pfikladech 1 neni kompaktni a v nékterych piipadech nenf ani
jednoduché charakterizovat jejich kompaktni podmnoZziny.
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Poznamky 6 :

1. Zadny z prostort v Pfikladech 1 neni kompaktni a v nékterych piipadech nenf ani
jednoduché charakterizovat jejich kompaktni podmnoZziny.

\

V euklidovskych prostorech jsou kompaktni pravé omezené a uzaviené podmnoziny.
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Poznamky 6 :

1. Zadny z prostort v Pfikladech 1 neni kompaktni a v nékterych piipadech nenf ani
jednoduché charakterizovat jejich kompaktni podmnoZziny.

\

V euklidovskych prostorech jsou kompaktni pravé omezené a uzaviené podmnoziny.

4

Jezek je omezeny, ale neni kompaktni (zkuste najit vSechny jeho kompaktni podmno-
Ziny, 1 ty, co protinaji nekonecné mnoho jeho ,,bodlin").
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Poznamky 6 :

1. Zadny z prostort v Pfikladech 1 neni kompaktni a v nékterych pifpadech nenf ani
jednoduché charakterizovat jejich kompaktni podmnoziny.

\

V euklidovskych prostorech jsou kompaktni pravé omezené a uzaviené podmnoziny.

\

Jezek je omezeny, ale neni kompaktni (zkuste najit vSechny jeho kompaktni podmno-
Ziny, 1 ty, co protinaji nekonecn€ mnoho jeho ,,.bodlin").

\

Neni ani jednoduché popsat kompaktni podmnoziny racionalnich Cisel. Jsou tu sou-
vislosti s podmnoZzinami vSech spoCetnych ordinalnich Cisel.

=)
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.

\

Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vloZeni do kompaktnich prostora?
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.

\

Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vloZeni do kompaktnich prostora?

\

Uvédomte si, Ze kompaktni prostor je separabilni a kazdy jeho podprostor téz.
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.

\

Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vloZeni do kompaktnich prostora?

\

Uvédomte si, Ze kompaktni prostor je separabilni a kazdy jeho podprostor téz.

\

Otédzka tedy ma smysl jen pro separabilni prostory.
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.

\

Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vlozeni do kompaktnich prostorti?

\

Uvédomte si, ze kompaktni prostor je separabilni a kazdy jeho podprostor téz.

\

Otazka tedy ma smysl jen pro separabilni prostory.

\

To je zatim pohled jen topologicky. Pokud vloZenim myslime isometrické vloZent,
jako v pripadé uplnosti, musi byt vkladany prostor 1 totdlné omezeny (proc?). Tim se
zuzila otazka jen na totalné¢ omezené prostory a pro ty je odpoved’ kladnd, protoze jejich
zuplnéni je kompaktni.

\
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2. Kazdy metricky prostor je podprostorem tplného prostoru.
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Je mozné dokazat podobné tvrzeni pro vlozeni do kompaktnich prostorti?
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storu. Lze ho vlozit homeomorfné do kompaktniho prostoru? O této otazce jiz vite, ze
ma smysl jen pro separabilni prostory.
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ma smysl jen pro separabilni prostory.
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V tomto pfipadé¢ je odpoveéd’ kladna. Vezméte spocCetnou hustou mnozinu M a ekvi-
valentni metriku omezenou 1. Pak zobrazeni f,,, které pfirazuje bodu x jeho vzdélenost
od daného m € M, je spojité zobrazeni X do [0, 1]. Zobrazeni f(z) = {f,.(x) }mer je
homeomorfni zobrazeni X do [0, 1]V, coZ je kompaktni prostor. Uzavér mnoZiny f(X)
v [0, 1] je hledany kompaktn{ prostor.
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3. Postup v pfedchozim bodé dava dilezity vysledek, ze kaZdy separabilni prostor je
homeomorfni néjakému podprostoru mocniny [0, 1],

\




3. Postup v predchozim bodé dava dllezity vysledek, ze kaZdy separabilni prostor je 1gxcE9-mTR
homeomorfni néjakému podprostoru mocniny |0, 1]N. metrika

prumér
konvergence

‘ okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
husta mnoZina
fidka mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
TO JE PECKA!!! spojitos
< homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
‘ lipschitzovské zobr.
cauchyovska posl.
uplnost
rozsiteni zobr.
zuplnéni
Cantorova véta
Baireova véta
Banachova véta
kompaktnost
pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




3. Postup v predchozim bodé dava dllezity vysledek, ze kaZdy separabilni prostor je 1gxcE9-mTR
homeomorfni néjakému podprostoru mocniny |0, 1]N. metrika

pramér
konvergence

‘ okoli
oteviené a uzaviené
mnoziny
uzaveér mnoziny
ekvivalentni metriky
topologicka
vlastnost
hustd mnoZina
fidkd mnozina
1.kategorie
podprostor
kartézsky soucin
prostor funkc{
TO JE PECKA!!! spojitos
co homeomorfismus
isometrie
stejnomérnd spojitost
stejn.ekvivalence
‘ lipschitzovské zobr.

.. v o~ o 4 e . o N cauchyovska posl.
Jinymi slovy se fika, Ze kazdy separabilni prostor 1ze topologicky vlozit do [0, 1]". | plnost .
S o Z oo . . P o rozSifeni zobr.
ProtoZe [0, 1] je sam separabilni prostor, je to tzv. univerzalni prostor pro viechny se- all
. z ° Z M antorova veta
parabilni prostory (z topologického hlediska). Baireova vita
Banachova véta
kompaktnost
‘ pokryti
sit’
Lebesgueovo ¢islo
totalni omezenost
Tietzova véta
Stoneova—
Weierstrassova
véta
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



3. Postup v predchozim bodé dava dllezity vysledek, ze kaZdy separabilni prostor je
homeomorfni néjakému podprostoru mocniny [0, 1],

\

\

Jinymi slovy se fikd, Ze kaZdy separabilni prostor lze topologicky vlozit do [0, 1]™.
ProtoZe [0, 1] je sam separabilni prostor, je to tzv. univerzalni prostor pro viechny se-

TO JE PECKA!!!

parabilni prostory (z topologického hlediska).

\

Existuje i tzv. Urysohnliv universalni prostor, ktery je separabilni a obsahuje jako pod-
prostory (isometricky) vSechny separabilni prostory.
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Navic je z jistého hlediska (tzv. homogenita) jednoznacné€ urCeny. Jeho konstrukce je

ale obtizna.
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Tady se nestyd’te Tici, Ze ni-
¢emu nerozumite.
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Konec poznamek 6.

Tady se nestyd’te Tici, Ze ni-
¢emu nerozumite.

Ja t1 rozumim.
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Priklady 6 :

1. UkaZte, Ze diskrétni prostor je kompaktni praveé kdyz je konecny. Jak je to s tplnosti
diskrétnich prostorti?

=)




2. Indiskrétni prostor je kompaktni.




3. Cantorova mnoZina je homeomorfni mocniné {0, 1} dvoubodového prostoru.

—p




4. Kazdy kompaktni prostor je spojitym obrazem Cantorovy mnoziny.

Konec piikladi 6.




Otazky 6 :

1. UkaZte, Ze kazda spojitd funkce na kompaktnim prostoru nabyva své maximalni a
minimalni hodnoty.

-




2. Kazda spojita funkce na kompaktnim prostoru je stejnoméerné spojita.




3. UkaZte, ze kazdy metricky separabilni prostor ma ekvivalentni totdlné omezenou
metriku. Mize to platit i pro neseparabilni prostory?

-=p




4. Najdéte ekvivalentni totdlné omezenou metriku pro jezka.




5. Na kompaktnim prostoru jsou ekvivalentni metriky stejnomérné ekvivalentni.

=P




6. Uved’te priklad, Ze stejnomérné spojity obraz tplného prostoru nemusi byt uplny.

Konec otazek 6.




CviCeni 6 :

Pfiklad. DokaZzme, Ze kazdy centrovany systém kompaktii v Hausdorffové prostoru
ma neprazdny prinik. Pripomenme, Ze systém mnoZin se zove centrovany, ma-li kazdy
konec¢ny podsystém neprazdny prinik.

\
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Potom ale
KN Ky NN Koy =0,

coz jsme méli dokdzat.




Konec cvicCeni 6.
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