LAPLACEOVA TRANSFORMACE

| V této kapitole si ¢Cichneme k ¢arovani. I

| Ja o tom vim svoje. I

| A ja ty kouzla naSel. I

Zacneme s historii. Vite, jak se kdysi odmociio-
valo?




vvvvv

| Ano. Postup byl jednoduchy: I

2+ log2 — (log2)/2 — exp((log2)/2) = V2,

pri¢emZ se pro hledan{ logaritmi a exponenciel pouZivaly ti§téné tabulky.

Slo o komutativitu nasledujiciho obrazku:

logaritmické
zrcadlo

a

Q odmociuji délim |
J

e g

Podobné to funguje pfi integrovani: hleddme pri-
mitivni funkci tak, Ze najdeme nejdiiv Fourie-
rovu fadu a tu zintegrujeme ¢len po ¢lenu.




No a my nasli kouzelné zrcadlo, které méni deri-
vovani na nasobeni.

LAPLACEovo
zrcadlo

/(0

derivuji nasobim)|

J

/@

A samoziejmé integrace odpovidd déleni.

Diferencidlni a integralni rovnice, tfeste se !!!.

V této kapitole bude vyloZena dosti odliSna teorie od téch ptfedeslych.

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd pfifazovala funkcim jiné funkce, napf. funkci jeji derivaci nebo primi-
tivni funkci, pokud existovaly.

Takovéto zobrazeni se Casto nazyvaji transformace, protoZe transformuji (méni) pivodni funkce na jiné, casto
vhodnéjsi pro dané pouziti.



Transformace jsou napt. derivace, integrace, Tay-
lorovy polynomy, Fourierovy fady, Fouriertv in-
tegral a spousta jinych véci.

Nyni bude probran jeden dilezity piipad tzv. integrdlnich transformaci.

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

b
T(f)(s) = / F(E)k(s, 1) dt,

kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a,b) je vhodny uréeny interval. Tyto transformace jsou vhodné pro feSeni
diferencidlnich, integrilnich, integro—diferencidlnich a dalSich podobnych rovnic.

Je zfejmé, Ze T je linedrni zobrazeni, tj. T'(a.f + Bg) = oT'(f)+ 8T (g) pro libovoln4 redlnd (popf. komplexni)
Cisla a, 8.

Nyni bude probrana integrélni transformace s jadrem e~ %t na (0, +-00), pozdgji (v kapitole o Fourierové trans-
formaci) integralni transformace s jadrem e %! na (—o0, +-00) — tzv. Fourierova transformace.

Zatim se vSak bude jednat jen o redlné funkce jedné realné proménné.

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Laplaceova transformace je v podstaté exponen-
cidlni transformace.

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (0, +o00). Pak se definuje jeji Laplaceova transformace L(f)
nésledovné

£ = | T et dt.

0

Jak by se asi transformovala funkce f(t) = ¢?



| Ani nedycham. I

| Neporadim, i ja jsem nékdy pohodlna. I

Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro Zadnd s nebo pro velmi mélo téchto bodu.
Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zarudf, Ze defini¢ni obor funkce £(f) bude vhodny interval.

Jednou jsem mél sen, misto derivovani se ndso-
bilo. Pardda. Pak jsem se ale probudil a nebylo to
tak rGZové.

RidZové Saticky jsou jenom moje.

Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace definovdna na neomeze-
nych intervalech.

VETA. Necht funkce f md na (0, +00) nésledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni lim f(¢) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd aZ na kone¢né mnoho bodd, ve kterych

f‘)()Jr
jsou skoky;



2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke* na n&jakém intervalu (p, +00).

Potom je £(f) definovdna na (a,+oc0) a lim L(f)(s) = 0.
S§— 00

Ty podminky jsou prihledné: funkce pies kterou
se integruje (v definici Laplaceovy transformace)
musi byt "pekné stlacena k nule"- 2. alimv 1. -a
musi u ni existovat zobecnény Newtondv integral
- zbytek 1.

Dikaz. Na intervalu [0, p] je f omezend a po éstech spojitd, takze zobecnény Newtondv integril fg’ e Stf(t) dt
konverguje.

Prot € [p,00) je e 5t f(t)] < e~ (57t y I e~ (=)t q¢ — ¢(5=@)P /(5 — q) konverguje, jakmile s — a > 0.
Navic z posledni rovnosti plyne i ILm L(f)(s) =0. <&
S§— 00

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po Cdstech spojitd a f majici
druhou vlastnost exponencidlné omezend.

| Definice priibézne zapisuji. Je to na roman. I

Pro pouziti Laplaceovy transformace je dilezitd ndsledujici véta, ktera fikd, Ze na spojitych funkcich je tato
transformace prostd. Dikaz neni jednoduchy a nebude tu uveden.

VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0, +-00) a L(f) = L(g), pak f = g.

| Na takova kouzla nemam. I



BTW, to znamend, Ze to Laplaceovo zrcadlo neni
cinklé.

Pozndmky 1:
1. Pro existenci integrélu /000 e St f(t) dt nemusi byt funkce f definovana viude na (0, +00).

Musi se pripustit, Ze funkce neni definovana napf. v kone¢né mnoha bodech, nebo ve spocetné mnoha bodech,
které nemaji hromadny bod v R.
V téchto bodech lze funkci libovolné dodefinovat, aniz to ma vliv na vysledny integral.

Podle vlastnosti funkce se pouzije druh integralu. V tomto textu budou podminky na f takové, ze lze pouzit
(zobecnény) Newtontv integral.

| Mi to staci. I

2. D4 se ukazat, Ze li%m L(f)(s) = 0 plati, jakmile L( f) existuje v okoli +o0o (i pfi pouziti K-integrélu).
S§— 00

To znamenad, Ze napf. konstantni nenulova funkce nemize byt Laplaceovym obrazem zadné funkce.

To si zapiste k-krat, kde k je libovolnd nenulova
konstanta.

3. Lerchova véta plati obecnéji: jestlize f, g jsou po Cdstech spojité i exponencidlné omezené a L(f) = L(g) na
néjakém intervalu (a, 00), pak f(t) = g(t) v bodech spojitosti obou funkci.



To neni jen kouzelné zrcadlo. Tady globalné per-

manentné lokalné strasi.

To zrcadlo je zadarmo, ber.

4. Existuji spojité funkce na [0, o), které nejsou exponencidlné omezené a presto je jejich Laplaceova transformace
definovdna na (0, c0).

5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.
Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin nedélitelny na jednotlivd slova.

Zhruba se da Diracova delta funkce chapat jako derivace sgnt nebo funkce rovné 0 na zaporné ose a rovné 1 na
nezdporné ose (ale tento pohled neni definice a nemtize se automaticky pouZzivat).

Pii pouziti tohoto zobrazeni je nutné pouzivat definici, nikoli funkci, kterd je O vSude kromé jednoho bodu. Napr.
pfi formalnim vypoctu Laplaceovy transformace byste dostali O a nikoli 1.

V praxi tato funkce idealizuje velkou zménu signdlu na velmi kratkou dobu.

Je to néco jako jednotkovy ndboj v jediném bodé¢.

Naucite se ji Casem pouZivat :-)




Konec pozndmek 1.

Priklady 1:
1. Vypoctéte L( f) pro nasledujici funkce f:

f=konstantac, f(t)=t, f(t)=e%, f(t)=sin(at), f(t)=cos(at).

Stanovte i intervaly, na nichZ je £(f) definovéna.

2. Vypoctéte E(ﬁ) (muiZete pouzit Gama funkci).

Tato funkce neni po Castech spojitd podle uvedené definice — proc?

3. Vypoctéte L(f) pro funkei f(t) = [t] na [0, 00), kde [t] znamena celou &ast Eisla ¢.

4. Spoctéte Laplaceovu transformaci sin” ¢ a cos® t rozepsanim téchto funkci pomoci sin(2t), cos(3t), ....
5. Spoctéte Laplaceovu transformaci funkce

[0, prote [2kp, (2k + 1)p);
ft) = { 1, Eﬁgt € [(2£+ L)p, (2lf+ 2)p).

kdep > 0,k = 0,1, 2, .... Pouzijte s¢itan{ fad.
6. Najdéte Laplaceovu transformaci hyperbolického sinu a kosinu.
Konec prikladu 1.
Otazky 1:
1. Ukazte, ze £(1/t) neni definovana v Zddném bodé.
2. Ukazte, Ze vlastnost po cdstech spojitd a exponencidlné omezend je zachovavana linearni kombinaci a ndsobe-
nim.
3. Pomoci Gamma funkce napiste vzorec pro L£(tP) prop > —1.
Urcete hodnoty vysledku pro pfirozena ¢isla p.
4. Vezméte funkci (pro a > 0)

pro0 <t <a;
prot > a.

1
) ={ &

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

Limita h%l fa je zobrazent, které ma hodnotu nekonec¢nou v 0 a 0 jinde. Nazyva se Diracova delta funkce a znaci
a—04

se 0g(t).

V tomto pripadé€ 1ze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci funkci f,.

Vysledkem je L(dg(t)) = 1.

| To je ta m4, jedind :-) I



| SUPER!!! I

5. UkaZte zplisobem pouzitym v Prikladé 5, Ze je-1i f periodickd funkce na [0, 00) s periodou p, pak

/é) e’,*"‘;tf(t) dt

1—eps

L(f)(s) =

Konec otazek 1.

VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

V tvodu bylo jiz feceno, Ze kaZzd4 integrdlni transformace, tedy i Laplaceova, je linedrni.

Z ptikladu je zfejmé, Ze Laplaceova transformace nezachovava nasobeni (napt. Laplacetv obraz konstantni funkce
shodnotou 1 je 1/s,ale1-1=1,(1/s)-(1/s) # 1/s).

Nicméné, na ndsobeni se prevadi jind bindrni operace, tzv. konvoluce — o tom pozdéji.

| Nyni nds ¢eka fada formulek. I

V nasledujicich vzorcich 1ze predpokladat, Ze uvedené funkce jsou po Castech spojité a exponencidlné omezené.

Posunuti

Posunut{ funkce f doprava o a > 0 je funkce f (¢ — a). Pokud funkce f je definovéna pro ¢ > 0, je posunutd funkce
definovédna pro ¢t > a.

ProtoZe pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovana pro vSechna kladnd ¢, dodefinovava se funkce na
intervalu (0, a] hodnotou 0. Pfitom se vyhodné pouZivé nasledujici skokova funkce.

Pro skokovou funkci

B 0, prot<a;
u“(t)_{ 1, prot>a

(v bodé t = a se muze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita jeji Laplaceova transfor-

mace:
(o] —as

L(ua)(s) = / et =
a s
Funkce ¢ definovand na (a, +00) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se bude jednoduse znacit u,g.

Takze
0, prot < a;

U(z(t)f(t—a) = { f(t_a)) prot > a.

10



Laplaceova transformace posunuté funkce a posunutd Laplaceova transformace (oboje posunuti o a > 0) se spocitd
snadno:

L(ua(t)f(t — a))(s)

e L(f(1))(s)

LFO)s—a) = L{TF(B)(s).

Pokud se pouzivda a > 0, je vSe OK. Pokud se
zkusi a < 0, bude mela. POZOR!!!

Perioda

Pokud zkoumdme periodickou funkcei f(t + p) = f(¢), p > 0, oznatime jeden kousek, ktery se ddle opakuje
Jo(t) = () f(t) —u(t —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—e LS,

odkud vidime
L fo

Ll =1

Lfy= /Op e SUF(t) dt.

Tak miZeme spocitat Laplace od kladnych vinek
funkce sinus: max(sin(t), 0).

ZvétSeni

Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.

Jsou to pofdd jenom linedrni transformace ale
vzoreCka jak médku.

11



Nasledujici vypocty jsou velmi jednoduché (druhd rovnost plyne z prvni):

@) = ~ein(2)
L) = alf(a)(s).
Derivace

Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni diferencidlnich rovnic, protoze La-
placeova transformace ptevadi derivaci na ndsobeni s s pivodnim Laplaceovym obrazem.

| To, co jsme si slibili, je tady. I

Rovnosti se dokazi snadno pomoci integrace po ¢astech.
Pro prvni vzorec se musi predpokladat, Ze funkce f je spojitd i exponencidlné omezend, a f’ po &dstech spojitd.

L(f'(1)(s) sL(f(1))(s) = £(0)

SLO)s) = L))

| Ono to opravdu zcela snadno proslo. I

Indukei se dokazi rovnosti pro derivace vyssich fadu:
LM @O)s) = s"LUED)(s) =" F(0) =" 2f(0) .. = f7D(0)
dn
o LU @))(s) LI(=1)"" f(£))(s) -

Sledujete stale, kde je s a kde je t? A ono na tom
opravdu zalezi.

12



Integrace

Vzorce na integraci Laplaceovy transformace se ziskaji z pfedchozich vzorct pro derivace:
! 1
o[ rwane) = LGOI
[e.e]
f(t
[ euoye e = c(H)e).
S

Konvoluce

Konvoluce je cosi jako stoceni dvou véci dohro-
mady.

Jednou jsem si sedl na konvoluci a neSlo to na-
rovnat.

Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace neprevadi nasobeni funkci na nasobeni obrazt.

Existuje vSak duleZitd jind bindrni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou transformaci pfevadi na ndsoben.

DEFINICE. Konvoluce na (0, 00) dvou funkei f, g je funkce

t
U*m@%iﬁfﬁm&fﬂdr

Ziejmé (f * g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po &dstech spojité na (0, 0o).

Vlastnosti konvoluce jsou probrany v Otdzkdch.

Konvoluce je kdyz: zdroj rdmusu o sile f(7) v
Case 7 se vzdaluje a vy jej vnimate s intenzitou
zdvislou na vzdalenosti g(t — 7), uvedend konvo-
luce je pak celkovy zaznamenany rdmus béhem
intervalu [0, ¢].

13



| Ja uz si s bubinkem nehraju. I

VETA. Pro po &astech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0, 00) plati L(f x g) = L(f)L(g).

Dukaz. Prava strana dokazované rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve vzniklém dvojndsobném
integrdlu se dd substituce t +r = p

£ = [ ([T g ar) at= [T ([T e g -0 ap) o

0 0 0

e}

kde misto g(p — t) by se spravné mélo psat u, (t)g(p — t).
Podminky na funkce f, g staci k pfehozeni poradi integrace:

/000 (/OO e Pf(t)g(p —t) dp) dt = /00 e_sp(/op fHgp=1) dt) dp = LI *9)P)(5)-

0 0

Diikaz si lze pékné predstavit geometricky. Vy-
chazime z integrace pres 1. kvadrant roviny
z funkce e+ f(1)g(s). Integraci mizeme
diky vété o substituci provadét po "thlopfic-
kach". A integrace ptes jednu uhloptficku kde
7+t = p nam pravé da konvoluci f * g v bodé p
prondsobenou e *P.

zalatek idea realizace

r r t
N M
t p

t

INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

V definici Laplaceovy transformace mozné chdpat proménnou ¢ jako komplexni ¢islo a L(f) je tedy komplexni
funkce komplexni proménné.

Pokud je f exponencidlné omezend, tj. | f(t)| < keb® pro n&jaka redlnd &isla k, b, 1ze ukazat, Ze funkce £(f)(z) je
holomorfni pro R(z) > b.

PouZijeme-li vétu o inverzni Fourierové transformaci, dostane nésledujici tvrzeni (podrobnosti v kapitole o Fou-
rierové transformaci).

14



VETA. Necht' f je po &istech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je rovna 0 pro ¢t < 0 a | f(t)| <
keP pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom £(f)(z) je holomorfni funkce na poloroving R(z) > b a pro
libovolné ¢ > b je

— ] "c+00i
f(t) : / L:(f)(’ll)(iu dz.

271 Je—ooi

Uvedenad integrace je po piimce kolmé k redlné v bod¢ c.

~

A ten klobouk nad f, co se piSe takhle f(¢), je

zase to Fourierovské primérovani.

| Uvedeme ideu alternativniho dikazu. I

Diikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici its > ¢ sestrojime kiivku, sklddajici se z Casti polokruZnice o
stfedu 0 a z ¢asti pfimky kolmé k redlné ose v bodé c tak, aby s lezel uvnitf.

Pouzijeme Cauchylv vzorec a dostaneme

Pii zvétSovani poloméru uvazované kruznice jde integral pres ¢asti polokruZnice k nule diky exponencialni ome-
zenosti f. Pfes svislou ¢ast integral konverguje k integrlu pres celou piimku.

Tedy dostavame (porad jde o komplexni kfivkovy integral)

c+100 Py
F(s) = ! / F(z) dz.

27 Jo—ioo 2 — S

Spocteme f(t) = L_1{F(s)}

15



fit) = La{F(s)} =

c+ioo
_ gl{l./ F(z) dz}:
2T Jo—ino 2 — S
c+1i00
= ! F(z)ﬁ_l{ ! } dz =

27 Je—ioo z—s

1 c+100
= F(z)e*t dz,

27 Je—ioo

nebot’

To £_1 je koumes.

Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce. Nicméné, piimy vypocet to-
hoto integralu mtize byt komplikovany.

V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouZit reziduovou vétu. Integrace po uvedené piimce se spocte limitou
integralt pres zvétsujici se intervaly, které se doplni (vétSinou polokruznici) na uzavienou kfivku.

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni Laplaceovu transformaci spocitat.

VETA. Necht g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(2)| < k
C\ {z1,..., 2n}. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(zn)} je

1 »c+4-00i L
/ g(z)e* dz = Z res;, (g(2)et).

27 Jc—o0i

z

“Pprox e

1=1

Rezidua se prost¢ nemohou nepouZivat, kdyz
jsou tak roztomila.

16



Diikaz. Necht' C je kiivka sklddajici se z dsecky C = {c+it;t € [-R, R]} az polokruznice Cy = {c+ Relt;t €
[7/2,3m/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni body z1, ..., zy, leZ{ uvnitf C.

Podle reziduové véty je

/Cl g(2)e** dz + /02 g(z)e™ dz :/ g(z)e™ dz = 27TiZI‘CSzi (g(2)e™?).

¢ i—1

Posledn{ vyraz nezdvisi na R a limita prvniho integralu pro R — oo je po¢itany integrdl [ g(2)e™ dz. Stadi
tedy ukdzat

3m/2 . .. .
lim g(2)e** dz = lim / glc+ Relt)ex(c-i-R(cos t+isin t))Rielt dt=0.
R—o0 Jcy R—o0 /2

Pro posledné integrovanou funkci plati pro R > ¢ odhad (dokaZte)

Rke*cP

—C

{g(c + Reit)ex(c—i—R(cos t+isin t))Rieit| < erhcost

Integral z posledni exponencidly 1ze odhadnout ndsledovné:

3m/2 /2 . w/2
/ erReost g4 _ 2/ e~ TRsint g, - 2/ e—mRQt/w dt — L(l - e—a:R) )
/2 0 ~Jo TR

takZe vysledny odhad je
wket

Tz g ’ < 1— —zR
| [ 10 el < 1= )
a posledni vyraz konverguje k 0 pro R — oo. <&

Preformulovanim pfedchozi véty se dostava tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy transformace:

DUSLEDEK. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(z)| < k|z| P pro
dostate¢né velkd |z|. Potom

Loa(g()0) = 3 ress;(g(2)e”).

=1

Poznamky 2:
Vysledkem linearni kombinace funkci u, pro rizna a je schodovita funkce majici jen konecné mnoho hodnot,
které nabyva na intervalech (nebo jejich sjednocent).

Takové funkce (i s nekone¢né mnoha hodnotami, které se nabyvaji na hezky rozloZenych intervalech) se vyskytuji
v teorii informace, pfi studiu signald, pii nahlych zménach elektrického proudu apod.

Vsimnéte si, Ze ve vzorcich pro integraci je v prvnim vzorci integral od 0, kdeZto ve druhém vzorci integral do co.
Dovedete vysvétlit, proc je to takto vhodné? Zkuste vzit ve druhém integralu meze od 0 do s.

V prvnim vzorci pro derivaci je predpoklad, Ze f je spojitd. Co se stane bez tohoto predpokladu je probrano v
Otdzkdch.

Je zajimavé, Ze Laplaceova transformace f’ pak existuje jen bez piedpokladu exponencidlni omezenosti (napt. pro
sin(et2 ).

Konec poznamek 2.

Piiklady 2:
1. Napiste funkei f, kterd se rovnd 1 na [1, 3] a jinde 0, pomoci funkci u, a rovnou napiste £(f).
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| Jednou jsem poslouchal bubinek od 1 do 3. I

2. Najdéte Laplaceovu transformaci funkci: sinus posunutou o 7 doprava, tieti mocnina posunutd o 3 doprava,
exponencidla posunutd o 2 doprava.

3. Pomoci vzorce pro derivaci najdéte Laplaceovu transformaci funkce ¢ sin(at) a indukef pro " sin(at).
, . . . C v int

4. Pomoci druhého vzorce pro integraci najdéte £(34).

5. Spoctéte L((eP — e®)/t).

6. Spoctéte L(d4(t)), kde d4(t) je Diracova delta funkce posunuté o a, tj. md nekone¢nou hodnotu v bodé a (mize
se téz znadit jako §(t — a)).
Ukaite, Ze [°°_ d0a(t)f(t) dt = f(a), jakmile je f spojitd v a.

7. Spoctéte konvoluci funkei e a t.

Konvoluce pocitdm rad. Na prvni pohled nikdo
nevidi, jestli je to dobre.

8. Spoctéte konvoluci funkei ef a 3t jednak pomoci definice, jednak pouZitim vzorce pro Laplaceovu transformaci
konvoluce.

| Konvoluce? ANO. I

Konec priklada 2.

Otazky 2:
1. Dokazte vSechny uvedené vzorce pro posunuti, zvétSeni, derivaci (pomoci integrace po ¢astech) a integraci.

vy . . —¢2 o . -y o
2. Ukaite, e na Taylorovu fadu funkce e ¢” nelze pouZit Laplaceovu transformaci ¢len po ¢lenu.

3. Pro¢ nemohou existovat vzorce pro Laplaceovu transformaci funkce posunuté doleva?
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3. Odvod’te L(cos(at)) z L(sin(at)) pomoci vzorce pro derivace.

PouZijete-li vzorec pro druhou derivaci funkce sinus nebo kosinus, spoctete z rovnosti £(cos(at)) i L(sin(at)).
4. Do vzorce pro Laplaceovu transformaci derivace dosad’te za f exponencidlu. Z rovnosti vypoctéte £(et).
5. Dokazte, Ze konvoluce * je komutativni, asociativni a distributivni vzhledem ke s¢itni.

6. Ukaite, 7e pro funkce f(t) = P~ 1 g(t) = t9~1 plati

(f*9)(t) = "+ B(p, q)
(pouzijte vhodnou substituci do definice konvoluce téchto funkci).
Odtud plyne (z véty o Laplaceové transformaci konvoluce):

L'(p)I'(q)

LTI B(p,q))(s) = LUL(9) = — g

kde posledni rovnost plyne z vyjadieni £(t*) pomoci Gama funkce (viz Otdzky I).

Do rovnosti dosad’te podobné vyjadieni pro £(t?+9~1) a dostavate jiny dikaz rovnosti B(p, q) = T'(p)T'(q) /T (p+
q) — zde pouzivite Lerchovu vétu.

7. PouZijte prvni vzorec pro derivaci na funkci u, a dostanete neplatnou rovnost. Pro¢?

V diikazu tohoto vzorce se pouzivala integrace po Castech. Pro nespojitou funkci vSak je rovnost pro integraci po
castech jina.

Vezméte po Castech spojitou a exponencidlné omezenou funkci f, ktera je spojita azZ na skok v bodé a > 0 a ma
po castech spojitou derivaci (kromé bodu a).

Pii vypoltu Laplaceovy transformace funkce f’ rozdélte (0,00 na (0,a) a (a,00) a na kazdém z t&chto dvou
intervali pouZijte integraci po Céstech.

Dostanete zobecnéni prvniho vzorce pro derivace.

Konec otazek 2.

Cviceni 2: Priklad. DokaZzme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pfi ndsobeni definovanym jakoZzto
konvoluce na (0, 00), tj. Ze pro kazdou po ¢dstech spojitou funkci f plati

fxd0=F.

Na Diracovu funkci vzpomindm s laskou. Jednou

jsem ji u zkousky laplasoval a dostal jsem jed-
nicku.

Regeni. Podle definice konvoluce na (0, c0) mame
t t
(Fxb0)(®) = [ FDbot ~r)dr = [ f(dale) ar = ).
0 0

Za dodateénych ptfedpokladi na funkci f, kdy lze pouzit Laplaceova transformace, miizeme postupovat
také takto

L(f)L(bo) = L(f),
L(f *60) = L(f),
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fxdo= 1.

| Dokézali byste jednotlivé kroky odGvodnit? I

No to teda jako, no vlastné, nu jednotlivé ano, ale

nuZ vSechny ne. Ne? Teda prosté anZto, ne.

Priklad. Spoctéte L£(tsint) pomoci vzorecku na derivovéni.

Reseni.
2s

e

f(t) =res(F(s)e®t, —1) = lim —deSt —te t,
s——1 ds

L(tsint) = —d—dﬁ(sint) =
s

Priklad. Spoctéte pomoci rezidui
Resen.

Piiklad. Spoctéte pomoci rezidui

f(t)=£1{@+1)21@s—2)}'

Resen.
f(t) = res(F(s)e’t, —1) + res(F(s)e™,2) = ...

a vysledek je

Ptiklad. Spoctéte

2
s“+s+1
ty=L_
0= {35
Reseni. )
1
S —;—s—l— 1 25
s“+1 se+1

20



Vysledek je

Konec cviceni 2.

POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

A co ted’ udélame? Prosté obé strany diferen-
cidlni rovnice prozeneme Laplaceovou transfor-
maci.

Taky by bylo mozné tak ,,prohnat® i integralni
rovnice.

Laplaceova transformace se pouziva pri fesenf diferencidlnich rovnic (obycejnych i parcidlnich) a integral-
nich rovnic nebo jejich kombinaci.

Nekteré tyto rovnice s nezndmou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s
neznamou L(y).
Po vyfeseni £(y) = h je nutné je$t& najit inverzni obraz L1 (h).

vz

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouziva teorii komplexnich funkci; bez jeji znalosti je
mozné vysledek ,uhddnout” z tabulek obrazi L(f).

Pouziti bude vyloZeno na piikladech.

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice 5"/ — 3y’ + 2y = 3! (nezndm4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci na

(s*L(y) = sy(0) =¥/ (0)) = 3(sL(y) — y(0)) +2L(y) = 1/(s = 3)
s nezndmou L(y) proménné s.
Necht’ jsou poédtecni podminky rovnice y(0) = 0,%'(0) = 0. Potom

1 1/2 1 1/2

£(y)(3):(8_1)(5_2)(3_3):s—l_s—2+8—3.

Odtud vyplyva y(t) = et /2 — et 4 €3t /2, coz je hledané fesent.
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Néco mi fikd, Ze to tak lehce jde a ptjde jenom

nékdy ...

¥ ¥z

PopiSeme si situaci obecné. Necht’ fesime linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
Ty=f,kde fe FaT je

Ty =y(n) + pn19™ ) +pn 2™ 2 + .+ p1y + poy.

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze y("*l) je spojita a hladkost y odpovida f. Klido-

vym fesenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podminkam
w(0) =¢/(0) = =4V (0) =0.

OznaCme
P(s) ="+ pp15""1 +pp_as” I+ .. +pis+po.

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly = Lf =
F(s).

Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi potateénimi podminkami (y(0) = 3o, ' (0) = w1, ...) vyhovuje
po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf = F(s) pro vhodny polynom Py(s)
zahrnujici pocateéni podminky.

Tedy
= IFDEQ " ]1330((58)) |
Oznac¢me u, v takové funkce, aby
F(s Po(s
Co= g = By
Pak y = u + v, kde u a v fes{ tyto dlohy
Tu=f,u(0)=u(0)= - =uD0)=0

Tv =0, v(0) = yo,v'(0) = y1,...,v " (0) = y,_1.

Néco mi to pfipomina. I
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Uvazujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = faTd = J.
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L5 = 1. Spolteme

1

L= 5

Lf=Ld Lf=L(d*f).

Tedy y = d * f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

Klidové feseni pro pravou stranu Dirac dava v
konvoluci klidové feSeni pro jakoukoliv pravou
stranu. COOL.

Linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je moZzné samoziejmé feSit klasicky, jak bylo
ukdzano v piislusné kapitole.

Nicméné, pouZiti Laplaceovy transformace je v nékterych pripadech jednodussi a vysledky ddva ve vhod-
néj$im tvaru.

vvvvvv

| Je to prost¢ STROJ !!! I

” [ 0, proO0<t<1nebot>2;
y +y{l, prol <t < 2. ’

Ma se vyfesit diferencidlni rovnice

Prava strana rovnice lze psét jako ug (t) — ua(t), takZe po provedeni Laplaceovy transformace:

e—5 6723

(5 + DL@) =1+ — — —

Odtud vyplyne y(t) = sint + w1 (¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro0 <t <1;

y(t) =< sint+1—cos(t — 1), prol <t <2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.
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BTW, je to spojita funkce? Radéji bych se pte-
svedcil ...

Rovnice y — 3y’ + 2y = f(t) davad L(y)(s) = L(f)(s) (315 — s17), coZ znamend
Lly)=L(NHL(EH —e ™) =L(fx (2 —eh),

takZe feSeni 1ze psat ve tvaru

t
y(t) = SO (7 =) = | fu) (e = eT7) du.

| Asi to 1épe neslo. Hmmm. I

Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Niésledujici jednoduchy priklad ddvad ndavod k feSeni nékterych linedarnich diferencidlnich rovnic s nekon-
stantnimi koeficienty.

Rovnice y” + ty — 2y = 4 s pocateénimi podminkami y(0) = —1,%/(0) = 0 se zobrazi Laplaceovou
transformaci a po tpravé se dostane diferencidlni rovnice

S

e (2-s)=1- 5.

2
kterd md feSeni L(y) = s% - % + 06573/2 ProtoZe L£(y) — 0 pro s — oo, je C' = 0. Vysledek je tedy

y=1>-1.
Soustavy diferencialnich rovnic

Postup je stejny jako v predchozi ¢asti. Soustava

y = -z, y0)=1
7=y, 2(0)=

o

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

sL(y) + L(z) 1
L) —sL(z) = o,
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kterd mé feSeni £(z) = 1/(s% + 1), takZe z = sint, y = cost.
Integralni rovnice

Mi se vyfesit rovnice y(t) = t3 + fg sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je roven sin *y, takze
L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* +1).
Snadno se nynf zjisti feseni y = t3 + 2 /20.

Diferencni rovnice
Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadieni ¢lenti posloupnosti {an} zadané rekurentné vzorcem
n+2 — 3ap4+1 +2ap,a0 =0,a1 = 1.

V predchozi rovnosti probihd proménna n ¢islan = 0,1, 2, ....

Na chvili 1ze uvazovat, Ze predchozi rovnost plati pro n > 2, n € R. Tedy miZeme hledat funkci
y(t) =an, n<t<n+1,n=0,1,2,...

spliiujici rovnici
y(t+2) =3yt +1)+2y(t) =0.

Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

L(y)(s) = =

s(e2s — 3es + 2) s

eS(1—e™%) 1fe*3< 1 1
1—-2e=5 1—¢75

=@M -1).
)

| To se musi najit v tabulkdch. Hmmm. Je to tam: I

1—e*
s(1 —ae™*)

£(al) =

Odtud plyne feseni y(¢) = 2" — 1 a nasledn& a,, = 2" — 1.

Parcialni diferencialni rovnice

Pokud md parcidlni diferencidlni rovnice ve
funkei u(x,t) dvé proménné x, t, podle kterych
se derivuje, miZeme derivovanim podle ¢ odstra-
nit pouzitim Laplaceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rovnici.
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L{u(x,t)} = U(x,s) = /OO _st du

0 a
L _1{U(x,s)} = u(x,t).

dt,

A funguje to, pokud umime pocitat diferenci-
alni rovnice, nebo pokud pouZijeme Laplace jeste
jednou ...

Ve cvicenich spocitame rovnici vedeni tepla vy =
kv a vinovou rovnici vy = czvm.

Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operétor T klidové feSeni x rovnice Tz = f. Dostaneme P(s)Lx = Lf.
Oznacime X = La, F = Lf aG(s) = 1/P(s) adostaneme X = G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X dostaneme vystup X pomoci procesu G, mame
vztah X7 = G1(s)Xp. Pokud tento vystup vstupuje do procesu G2 dostaneme vystup Xo = GoX; =
G2G1Xp. Tedy napojeni procestt odpovida procesu G = G1Go.

XU Xl XZ
e e

X X

N

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z (G se pfida zpracovany procesem Go ke vstupu do procesu G1,
dostaneme situaci, které se fikd zpétna vazba.

Mime X1 = Xg + G2 X2, Xo = G1(Xg + G2 X3), tedy X2 = G X, kde

1

G=—"°——.
1 -GGy
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X 2
—b{ G }—»

Pokud G2 funguje jako zpétna vazba v systému popsaném

G1
1+ GGy’
tak nastavenim hodnoty Go = 1/10 zaruéime, Ze pfipadny stondsobny ndrst G1 nezpusobi piiliSnou
Skodu.
Pokud GG ma knoflik na otaCeni, miizeme s nim
fidit dilezité procesy.
Poznamky 3:

Na uvedenych piikladech je vidét zakladni pfistup k feSeni riznych typt rovnic pomoci Laplaceovy (nebo
jiné integraln{) transformace.

Aplikaci transformace se rovnice pfevede na jiny typ, ktery byva jednodussi k feSeni (samoziejmé, ne vzdy).

Pfi tomto postupu je nutné predpoklddat, Ze feSeni ma Laplaceovu transformaci a vSechny vyskytujici se
dané funkce (napf. pravé strana linedrni diferencidlni rovnice) maji Laplaceovu transformaci.

Ve vSech piipadech je pak tfeba vytesit rovnici £(y(t))(s) = g(s), kde ¢ je feSeni transformované rovnice.

Musi se tedy najit inverzni obraz E_l(g). Vzorec pro inverzni Laplaceovu transformaci bude uveden v

pristim semestru.
Pokud se hleda spojité y (aZ na malo bod), pak je podle Lerchovy véty jediné a 1ze ho v nékterych pripadech
zjistit z tabulek obrazt Laplaceovy transformace.

Snadné to je u funkci g, které jsou bud’ raciondlni funkce nebo jejich kombinace s exponencidlnimi funk-
cemi. O tom v Otdzkdch.

Uvédomte si, Ze feSen{ diferencidlni rovnice musi byt spojitd funkce, protoZze md vlastni derivaci.

Vyjimkou je uvedeny piiklad v Prikladech, kde je na pravé strané Diracova delta funkce a v daném bode¢ je
derivace feSeni nevlastni.

Nicméné, existuji derivace feseni zleva a zprava a feSeni tedy bude opét spojité.

Inverzni Laplacetv obraz nejde vzdy vyjadrit pomoci znamych funkci.

To je pripad v piikladu 5. Pak 1ze feSeni uvést pomoci fad.

Je nutné davat pozor, protoze (jak ukazuje priklad z Otdzek 1), Laplaceovu transformaci fady nelze ani u

mocninnych fad provadét ¢len po ¢lenu.

[e.°]
Je to mozné, pokud pro fadu 3 apt™ existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro skoro vSechna n.
n=0

[e.e] o0
Potom £( Y ant™)(s) = 3 apnls—™ L.
n=0 n=0
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To ale prece odpovida podmince

exponencidlni omezenosti! Nejsem greenhorn.

Konec poznamek 3.

Priklady 3:
1. Vyfeste znovu rovnici v/ — 3y’ + 2y = e3¢, tentokrat obecng, bez danych po&atetnich podminek.
2. Najdéte obecné feSeni rovnice " + 4y = 0.

3. Vyfeste rovnici i/ + y = g(t), kde g(t) = 1 na [1,2) a je rovno 0 jinde, s po¢ate¢nimi podminkami
y(0) =0,9/(0) = 1.

4. Vyieste rovnici y” + 2y’ + 5y = 61(t) s po¢dtenimi podminkami y(0) = 0,%'(0) = 0. V tomto pfipadé
predpokladame, Ze feSeni y ma spojité derivace do 2.fadu a je exponencidlné omezené.

X
Tt

*

#

| A zase néco pro radost. I

*5. Reste rovnici ty” + 1/ + ty = 0 s podatenimi podminkou y(0) = 1. (Dostanete jednoduchou diferen-
cidlni rovnici pro £(y), kterd bude mit feSeni £(y) = C(s% +1)~1/2)
$2n

Zkuste najit spojité y, které ma tuto Laplaceovu transformaci, pomoci fad.) [y = ESO(_I)RW’

tzv.

Besselova funkce Jy]

6. Vyfeste soustavu

Y+ +y+z = 1
y’+z = e
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s po&ateénimi podminkami y(0) = —1, 2(0) = 2. [y = 1 — 2¢! + tel, 2z = 2e! — tef]

7. Vyfeste integralni rovnici y(t) = e' — fg (t —u)?y(u) du.

8. Vyfeste diferencni rovnici y(t) —y(t —7/a) = sin(at) pfi podmince y(t) = 0 proy < 0. [y(t) = sin(at)
na intervalech (27n/a, 2m(n + 1)/a) a 0 jinde.]

9. Oznaéme f(t) = [t] prot > 0, f(t) = 0 pro ¢t < 0 (jde o kladnou celou &dst Cisla). Spoctéte

1 e s

£(FE) = s(es —1) B s(1—e9)"

Spoctéte feseni diferencni rovnice

y(t+1) —y@t) =1, y(y) =0, t <1.
Ovéite, ze y(t) = f(¢).
Konec priklada 3.

Otazky 3:
1. Ma-li se najit inverzni Laplaceiv obraz raciondlni funkce, rozlozi se raciondlni funkce na parcialni
zlomky, stejné jako u pocitani integralu z raciondlni funkce.

ProtoZe Laplaceova transformace je linedrni, je i jeji inverzni transformace linedrni. Sta¢i tedy znat inverzni
obrazy jednotlivych parcialnich zlomkd.

Urcete nyni (pomoci vzorce pro derivaci) inverzni obraz funkce (s — a)™" pron € N.

2. Pomoci tipravy na &tverec jmenovatele najdéte inverzni obraz zlomku (as 4 b)/(ps® + gs + 7).

Vyjde kombinace sinu a kosinu. U vysSich mocnin jmenovatele je situace slozitéj$i (vyjdou kombinace
t"sin(ct), t* cos(dt)).

3. Pokud se fesi diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se pomoci Laplaceovy transformace
s (&4sten&) obecnymi y(0),4'(0) a pak se okrajové podminky dosadi.

Vyfeste rovnici 4" +y = cost pro y(0) = 1,y(r/2) = 1.

Konec otazek 3.

Cviceni 3: Pfiklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) = 4y(t) =0
s po&dte¢nimi podminkami y(0) = 0 a y/(0) = 1.
Regeni. Na obg strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
Dostaneme
s*L(y) — sy(0) = y'(0) — 4L(y) = 0.
Dosazenim poc¢atecnich podminek ziskdme rovnost

~1 1 1 /4 1/4

,C = = . — .
) s2—4 2—s 245 2—s 2435

Inverzni Laplaceovou transformaci pfejdeme k hledanému feSeni diferencidlni rovnice

y(t) = i (6721& — e2t> .

Vime, kdy, jak a pro¢ to funguje. Ale je to porad
parada.
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RiiZové nausni¢ky funguji VZDYCKY. TO je pa-
rada.

Piiklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
2 (t) +y(t) =0,
2(t) +y/(t) =0,

s pocdte¢nimi podminkami y(0) = 0 a 2(0) = 1.
Reseni. Laplaceovou transformaci pfevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) = 2(0) + L(y) = 0,
L(z) + sL(y) —y(0) = 0.
Po dosazeni pocédtecnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = —sL(y).
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné dpravé mame

1 12 1/2

L(y):1—82:1—8 1+s’

Po zpétné transformaci tedy
1 _
y(t)zi(tJre .

Funkeci z(¢) mtzete lehko urdit napiiklad z druhé rovnice.

| To lehce dovede i malé ditée. I

Jsem rad, Ze nejsem malé dité. I
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidova feSenf{ diferencidlnich rovnic

y'(t) = u(t)

d'(t) = 6(t)
a ovéite, Ze

y=ux*xd

Reseni. Dostaneme sLy = %, Ly = Y=t
Podobné s£d =1, Ld = 1,d = 1.
Ovéfime

t
t:y:u*d:/ 1-1dt =t.
0

Priklad. Mdme nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v poloviné umisténo zdvazi 6 kg. Zjistéte,
jak se prohyba.

Reseni. Fyzikaln{ diivody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazortiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsdn funkei y na intervalu [0, 2])

) (t) = 65(t — 1),

kde y(0) = y/(0) = 0,3"(2) =" (2) = 0.
Parametry ozna¢ime pocdtecni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje 3" (0) = a, y"'(0) = b
a pocitame ...

Dostaneme b
y(t) = th + 5t Fult =1t - 1P
Pomoci hodnot v bodé ¢ = 2 zjistime parametry a = 6, b = —6.

Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepfen a je na ném v poloviné umisténo zavazi 6
kg. Zjistéte, jak se prohyba.

Reseni. Fyzikaln{ diivody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazortiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsdn funkei y na intervalu [0, 2])

Yy (t) = 65(t — 1),

kde y(0) = y"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
Parametry oznacime pocate¢ni podminky, které Laplaceova transformace poZaduje 3/ (0) = a, ”'(0) = b
a pocitame ...

Dostaneme 3 1
y(t) = St + §t3 +u(t—1)(t—1)3.
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| Asi to md uprostied extrém . .. I

A zkuste si nosnik mezi dvéma zdmi nebo nosnik
na jedné strané ve zdi a na druhé podepteny ...

(B S

P¥iklad. Reste diferendni rovnice
ant1+an =1, a0=0, a1 =1.

ap+2 = Gpt1 +an, ag =0, ag =1.
apy2 = 2apy1 —ap, ag =0, a; = 1.

ap4+2 = dapy1 — b6an +4n+2, ag =0, a1 =1.
Piiklad. Reste diferendni rovnice
y(t) +yt—1)=¢€', y(t) =0t <0.
y(@) +yt—1) =1t yt) =0t <0.
Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
Y1) +2y(t) = e y(t) =0, t <0, y(0) = 4.

Reseni. Laplaceova transformace dava

1
Y(s) — 2V = —
Y (5) = y(0) +2Y = —
Odtud
(s) = 5 - 1
T s4+2 s+3



1 1
Y(s) = 2 +Y(s) Tl
Tedy
1 1
Y(s)=—5+—.
(8) 82 84
Regeni je
1
y(t) =t + 61&3

Priklad. Reste diferencidlni rovnice

s pomoci konvoluce.
Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
y' (1) +y(t) = o(t).
Regeni. Dostaneme
y(t) = u(t) sin(t)
a je to jako kdyz do klidného kyvadla ' ukneme.

P¥iklad. Reste rovnici

do(z,t) n dv(z,t)
dx dt
s okrajovymi podminkami v(z, 0) = 0, v(0,t) = 2.
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
av(z, 1
e v - 3
s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s3.

Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme

2 1
V(O,s)=—5 = —,
(0,5) = =5 = () + -
odkud dostaneme
(s) 2 1
c(s)=—=— —=
s3 s2



a po dosazeni

V(x,s):<2 12>e_$+12.

3 s
A tedy
vz, t) = t2e % —te T +t.

Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

dv(z,t) i d?v(z,t)
dt 7 da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(m,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(z).
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d?V(z,s)
Ve, s) — ’0 — k ’
sV (x,s) —v(z,0) 02
s okrajovou podminkou V' (0, s) = V (7, s) = 1/s.
Vytesime rovnici pro V' a dostaneme

1 sin(z)

V(m,s):g—k Py

A tedy

kt

v(z,t) =14 e " sin(z).

P¥iklad. Reste vlnovou rovnici
d?v(z,t) B d?v(z,t)

a2 da?
pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(¢), v(x,0) = v¢(x,0) = 0, a pro t > 0 vyhovujici
fyzikalni podmince

limov(z,t) =0.

oo

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d?V (z, s)
2 ;
sVix,s) = ——5—
s“V(z, s) 2

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).

Vyftesime rovnici pro V' a dostaneme

V(z,s) =a(s)e” 5" + b(s)e® .

Fyzikalni divody fikaji, Ze
lim V(z,s) =0

T—r00
atedy b(s) = 0.
A tedy
V(z,s) = F(s)e **

v(z,t) =u(t —x)f(t —x).

| STANDARDY z kapitoly |

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Konec cviceni 3.
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Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

b
T(f)(s) = / F(Ok(s, 1) dt,

kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a, b) je vhodny uréeny interval.

Bude probrana integraln transformace s jadrem e~ na (0, +-00), pozd&ji (v kapitole o Fourierové trans-
formaci) integralnf transformace s jadrem e~** na (—o0, +-00) — tzv. Fourierova transformace.

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICE. Necht f je funkce definovand na (0, +00). Pak se definuje jeji Laplaceova transformace £( f)
ndsledovné

[ee]
LA = [t ar.
0
VETA. Necht' funkce f m na (0, +00) nésledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni 111%1 f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd aZ na kone¢né mnoho bodt, ve kterych
—0+
jsou skoky;

2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke* na né&jakém intervalu (p, +00).

Potom je L(f) definovdna na (a, +0o0) a li_zn L(f)(s)=0.
S o

Diikaz. Na intervalu [0, p] je f omezend a po Edstech spojitd, takZe zobecnény Newtoniv integral [ e StF(t) dt

konverguje.

Pro t € [p,o0) je e Stf(t)] < e (50t 3 fpoo e~(5=a)t gy — e(s=0)P /(s — a) konverguje, jakmile

s —a > 0. Navic z posledni rovnosti plyne i lgn L(f)(s) =0. <&
S§— 00

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po cdstech spojitd a f
majici druhou vlastnost exponencidlné omezend.

VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0,4+00)a L(f) = L(g), pak f = g.
Priklad. Vypoctéte L(f) pro ndsledujici funkce f:
f=konstantac, f(t)=t, f(t)=e, f(t)=sin(at), f(t)= cos(at).

Priklad. Vypoctéte L(f) pro funkei f(t) = [¢t] na [0, o), kde [t] znamend celou &ast &isla .
Piiklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1

= o0 <t <a;
[ a(t) = a P -

0, prot> a.
Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.
" fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se Diracova delta funkce

+

a znaci se dq(t).

Limita lir

a—r
V tomto pripadé lze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci funkei f,.
Vysledkem je L(0g(t)) = 1.

VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Posunuti

Pro skokovou funkci
prot < a;

0,
ta(t) = { 1, prot>a
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(v bodé ¢t = a se mize dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocitd jeji Laplaceova

transformace:
o] —as

L(ua)(s) = / st = ©

Ja

S

Funkce g definovand na (a, +00) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se bude jednoduse znadit
uqg. Takze
0, prot < a;

ua(t)f(t - a) = { f/(t —a), prot> a.

Perioda

Pokud zkoumdme periodickou funkci f(t+p) = f(¢), p > 0, oznacime jeden kousek, ktery se ddle opakuje
Jo(t) = u(@) f(t) —u(t —p) f(t).

Pak
Lfo=Lf—ePLf,

odkud vidime

Lf= 1f:0 , Lfo _/Opestf(t) dt

Derivace

Pokud je funkce f je spojitéd i exponencidlné omezend, a f’ po ¢dstech spojitd, dostaneme

| Ono to opravdu zcela snadno proslo. I

Konvoluce

Existuje vSak dulezitd jina bindarni operace na funkcich, ktera se Laplaceovou transformaci pfevadi na na-
sobeni.

DEFINICE. Konvoluce na (0, co) dvou funkef f, g je funkce

(f * 9)(t /f gt —7)

Ziejmé (f * g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, co).

VETA. Pro po &stech spojité a exponencialng omezené funkce f, g na (0, 00) plati £(f * g) = L(f)L(g).
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

VETA. Necht' f je po castech hladkd komplexni funkce redlné proménné, kterd je rovna O prot < 0 a
|£(t)] < keb® pro n&jaka redlns &isla k, b a pro ¢ > 0. Potom £(f)(z) je holomorfni funkce na poloroviné
R(z) > bapro libovolné ¢ > b je

N . ~c+00i
f(t) ! / L(f)(u)e* dz.

J c—ooi

271

o~

A ten klobouk nad f, co se piSe takhle f(¢), je
zase to Fourierovské primérovani.

Diikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > ¢ sestrojime ktivku, sklddajici se z Césti polo-
kruznice o stfedu 0 a z ¢asti pfimky kolmé k redlné ose v bod¢ c tak, aby s lezel uvnitf.

Pii zvétsovani poloméru uvazované kruznice jde integral pres ¢asti polokruznice k nule diky exponencidlni
omezenosti f. Pfes svislou Cdst integrdl konverguje k integralu pies celou piimku.

Tedy dostavame (porad jde o komplexni kfivkovy integral)

c+100 Py
F(s) = ! / F()dz.

27 Jo—ioo 2 — S

Spocteme f(t) = L_1{F(s)}

f(t) = La{F(s)} =

c+i00
_ [,_1{1_/ F(z) dz} —
2T Jorjno 2 — S
c+1i00
- L F(z)ﬁl{ ! }dz:

21 Je—ico

1 c+100
— F(z)e*t dz,
270 Je—ioo
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nebot’

<

VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2, } a existuji k,p > 0 tak, Ze |g(z)| < k|z|~P pro
x € C\ {z1, ..., 2n}. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(zn)} je

1 ~c+o0i n
/ g(z)e?* dz = Zreszi (g(z)e??).
¢ i=1

27 Jc—ooi

Diikaz. Necht' C je kfivka sklddajici se z tsecky C1 = {c +it;t € [~R, R]} a z polokruZnice Cy =
{c+ Re'l;t € [r/2,3m/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze viechny singuldrni body z1, ..., z, leZi uvniti C. <

DUSLEDEK. Necht g je holomorfnf funkce v C \ {21, ..., 2 } a existuji k, p > 0 tak, 7e |g(2)| < k|z| P
pro dostatecné velkd |z|. Potom

z

Loalo)0) = Y rese (o))
i=1

Priklad. DokaZme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pfi ndsobeni definovanym jakoZto kon-
voluce na (0, 00), tj. Ze pro kazdou po &éstech spojitou funkci f plati

[0 =T

Reseni. Podle definice konvoluce na (0, c0) mame
t t
* 0 = TV0o(t — 7)dr = 7)0z(t) dT = .
(red)e) = [ 1@l =ryar = [ st ar = s

Za dodateénych pfedpokladi na funkci f, kdy lze pouzit Laplaceova transformace, miizeme postupovat
také takto

L(f)L(b0) = L(f),
L(f % 60) = L(f),

fxd= .
Priklad. Spo¢téte L(t sint) pomoci vzorecku na derivovani.
Resent. d 5
. . s
E(tslnt) = —Eﬁ(smt) = m .

Piiklad. Spoctéte pomoci rezidui

o {rm)
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Reseni.

ft) = res(F(s)eSt, —1)= lim —deSt =te T,
s——1 ds

Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

Resen.
f(t) = res(F(s)est, —1) + res(F(s)e®t,2) =
a vysledek je
2 —t —t
e“t te e
f=5-5-5%
9 3 9
Pfiklad. Spoctéte
2
s“+s+1
t)y=L_
= {2
Resen. )
1
s —;—s +1 14 25
5241 s“ 41
Vysledek je

POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se pouZziva pri feSeni rovnic. Tyto rovnice s nezndmou y se daji pomoci Lapla-
ceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s nezndmou L(y).
Po vyfeseni £(y) = h je nutné je$t& najit inverzni obraz L1 (h).

vz

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouZziva teorii komplexnich funkci; bez jeji znalosti je
mozné vysledek ,uhddnout” z tabulek obrazti L(f).

Linearni diferenciilni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice 4" — 3y’ + 2y = €3 (nezndmd je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci na
(s°L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) +2L(y) = 1/(s - 3)

s nezndmou L(y) proménné s.
Necht’ jsou poédte¢ni podminky rovnice y(0) = 0,%'(0) = 0. Potom
1 1/2 1 1/2

'C(y)(s):(3_1)(8_2)(5_3):3—1_5—2—’_8—3.

Odtud vyplyvé y(t) = €' /2 — e + €3 /2, coz je hledané fesent.

N v

PopiSeme si situaci obecné. Necht’ fesime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty ve tvaru
Ty=f,kde fe FaT je

Ty = y(n) + pr19™ Y + pn_oy ™2 + ...+ p1y/ + poy.

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze y("*l) je spojita a hladkost y odpovida f. Klido-
vym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podminkam

y(0) =y'(0) =+ =4V (0) = 0.
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OznaCme
n—2

P(s) = 5"+ pp_15""" +pp_2s" 2+ +p1s+po-

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly = Lf =
Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi po&iteénimi podminkami (y(0) = 3o, ' (0) = w1, ...) vyhovuje
po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf = F(s) pro vhodny polynom Py(s)
zahrnujici pocateéni podminky.

Tedy
b= ?8 - ]13-'?((5)) |
Oznalme u, v takové funkce, aby
F(s Py(s
Pak y = u + v, kde u a v fesi tyto ulohy
Tu=f,u(0)=d(0)==u""D0)=0

Tv =0, v(0) = yo,v' (0) = y1,... ,v(”_l)(O) = Yn_1-

Uvazujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = faTd = 6.
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme

1

L= 5

Lf=Ld-Lf=L(d*f).

Tedy y = d * f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

Klidové feSeni pro pravou stranu Dirac davd v

konvoluci klidové feSeni pro jakoukoliv pravou
stranu.

Ma se vyfesit diferencidlni rovnice

" ] 0, pro0O<t<I1nebot>2;
y+y{1 prol <t <2. > y(0)

)

Pravd strana rovnice Ize psat jako w1 (t) — ua(t), takZe po provedeni Laplaceovy transformace:

e~ S 6723

(s>+1)L>y) =1+

s s
Odtud vyplyne y(t) = sint + w1 (¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy

sint, pro0 <t <1;
y(t) =< sint+1—cos(t — 1), prol <t <2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.
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BTW, je to spojita funkce? Radéji bych se pte-
svedcil ...

Rovnice ¢ — 3y’ + 2y = f(t) dava L(y)(s) = L(f)(s) (ﬁ _ S_%)’ o7 znamend
L) =LNLE =) =L(fx (e =),

takZe feSeni l1ze psat ve tvaru

t
) = ) (e = e = [ e - e=0-) du.

Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Rovnice y”" + ty — 2y = 4 s pocateénimi podminkami y(0) = —1,%/(0) = 0 se zobrazi Laplaceovou
transformaci a po tpravé se dostane diferencidlni rovnice

C+ et (2-s)=1- 5.

S

2
kterd md feSeni L(y) = .;% - % + 0893 "2 Protoze L(y) = 0pro s — oo, je C = 0. Vysledek je tedy

y:t271.

Soustavy diferencialnich rovnic
Soustava

y = -z, y0)=1

!/

2 =y, z2(0)=

o

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

sLy)+L(z) = 1
L)~ sL(x) = 0,

kterd md feSeni £(2) = 1/(s% + 1), takZe 2z = sint,y = cost.
Integralni rovnice

Mi se vyfesit rovnice y(t) = t3 + fg sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je roven sin *y, takze
L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* +1).
Snadno se nynf zjisti feseni y = t3 + 2 /20.

Diferencni rovnice
Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadieni ¢lend posloupnosti {ay, } zadané rekurentné vzorcem

n+2 — 3ap4+1 +2ap,a0 =0,a1 = 1.
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V ptedchozi rovnosti probihd proménnd n ¢islan = 0,1,2, ....
Na chvili lze uvazovat, Ze pfedchozi rovnost plati pro n > 2, n € R. Tedy midZeme hledat funkci

ylt)=an, n<t<n+1,n=0,1,2,...
spliiujici rovnici
y(t+2) = 3y(t+1)+2y(t) =0.

Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné¢) se dostane

o ef(l-e®) 1—e? 1 1 B n] _
L)) = s(e2s —3es+2) s (1 e e—s) = £(2 ok

| To se musi najit v tabulkdch. Hmmm. Je to tam: I

1—e™%
s(1—ae™*)

Odtud plyne feseni y(¢) = 2[") — 1 a nasledn& a,, = 2" — 1.

Parcialni diferencialni rovnice

Pokud md parcidlni diferencidlni rovnice ve
funkei u(x,t) dvé proménné z, ¢, podle kterych
se derivuje, mizeme derivovanim podle ¢ odstra-
nit pouZitim Laplaceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rovnici.

A funguje to, pokud umime pocitat diferenci-
alni rovnice, nebo pokud pouZzijeme Laplace jesté
jednou ...
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Ve cvicenich spocitdme rovnici vedeni tepla vy =
kv a vinovou rovnici vy = cgvm.

Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operétor T klidové feSeni z rovnice Tz = f. Dostaneme P(s)Lx = Lf.
Oznatime X = La, F = Lf aG(s) = 1/P(s) adostaneme X = G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X dostaneme vystup X1 pomoci procesu (G, mame
vztah X1 = G1(s)Xg. Pokud tento vystup vstupuje do procesu G2 dostaneme vystup Xo = G2 X =
GG X(. Tedy napojeni procesti odpovida procesu G = G1Ga.

Xy 2
4>{ G }—»

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z (1 se prida zpracovany procesem Go ke vstupu do procesu G,
dostaneme situaci, které se fika zpétna vazba.

<0 1 2 2
—» G, ——>

Mime X7 = Xg + G2 X9, Xo = G1(Xg + G2X2), tedy Xo = GX, kde
1
G=——-—.
1 -GGy

X, X

o I

Pokud G2 funguje jako zpétnd vazba v systému popsaném
G1
1+ GGy’

tak nastavenim hodnoty Go = 1/10 zaruéime, Ze pfipadny stondsobny narst G nezpusobi pfiliSnou
Skodu.

Pokud GG ma knoflik na otaCeni, miizeme s nim
fidit dalezité procesy.
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e8]
Pokud pro fadu 3 apt™ existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp™/n! pro skoro vSechna n.

n=0

[e.e] o0
Potom £( Y ant™)(s) = 3 apnls—™ L
n=0 n=0

Vyfeste znovu rovnici 3/ — 3y’ + 2y = €3, tentokrét obecné, bez danych po&ate¢nich podminek.
Piiklad. Najdéte obecné feseni rovnice 3" + 4y = 0.

Piiklad. Vyfeste rovnici y” +y = g(t), kde g(t) = 1 na[1,2) aje rovno 0 jinde, s po¢ate¢nimi podminkami
y(0) =0,4'(0) = 1.

Pifklad. Vyfeste rovnici y” + 2y’ + 5y = §1(t) s po¢dtenimi podminkami y(0) = 0,%'(0) = 0. V tomto
ptipadé predpokladame, Ze feSeni y md spojité derivace do 2.fddu a je exponencidlné omezené.

Priklad. Vyfeste soustavu

v+ +y+z = 1

S+ =

s po&ateénimi podminkami y(0) = —1, 2(0) = 2. [y = 1 — 2! + te?, 2z = 2e! — tef]

Piiklad. Vyfeste integralni rovnici y(t) = €' — fg (t —u)?y(u) du.

Priklad. Vyfeste diferenéni rovnici y(t) — y(t — m/a) = sin(at) pfi podmince y(t) = 0 proy < 0.
[y(t) = sin(at) na intervalech (27n/a, 2w (n + 1)/a) a 0 jinde.]
Piiklad. OznaCme f(t) = [t] prot > 0, f(t) = 0 pro ¢ < 0 ( jde o kladnou celou &ast &isla). Spoctéte

1 e s

LU®) = s(es—1) s(l—es)

Spoctéte feseni diferencni rovnice

y(t+1) —y(t) =1, y(y) =0,t <1.
Ovéite, ze y(t) = f(¢).

Piiklad. Pokud se fesi diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se pomoci Laplaceovy trans-
formace s (¢astecn&) obecnymi y(0),y’(0) a pak se okrajové podminky dosads.
Vyfeste rovnici y” + y = cost pro y(0) = 1,y(r/2) = 1.

Piiklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0

s po¢dte¢nimi podminkami y(0) = 0 a y/(0) = 1.
Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
Dostaneme

s*L(y) - sy(0) — y'(0) — 4L(y) = 0.

Dosazenim poc¢atecnich podminek ziskdme rovnost

-1 1 1 1/4 N 1/4
s2—4 2—s5 245 2—s5 2+s

Inverzni Laplaceovou transformaci pfejdeme k hledanému feSeni diferencidlni rovnice
1/ _
y(t):*(e Qt_62t>.

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

Z(t) +y(t) =0,
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() +y'(t) =0,
s pocéte¢nimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

Reseni. Laplaceovou transformaci pfevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) —z(0)+ L(y) =0,
L(z) + sL(y) — y(0) = 0.
Po dosazeni pocatecnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = —sL(y).
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné dpravé mame

1 12 1/2

L(y) = = .
W=1—e =11
Po zpétné transformaci tedy
1 _
y(t) =5 ( bpety.

Funkci z(t) mtzete lehko urdit napiiklad z druhé rovnice.

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidova feSenf{ diferencidlnich rovnic

y'(t) = u(t)

d(t)=46(t)
a ovéite, Ze

y=uxd
Reseni. Dostaneme sLy = %, Ly=,y=t.

S
Podobné s£d =1, Ld = 1,d = 1.
Ovéiime

t
tzyzu*dz/ 1-1dt =t.
0

Piiklad. Mame nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v poloviné umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte,
jak se prohyba.

Reseni. Fyzikélni ddvody vedou k diferencidlni rovnici (zavaZi zndzortiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsdn funkci y na intervalu [0, 2])

y ) (t) = 65(t — 1),

kde y(0) = 4/ (0) = 0,4"(2) = y""(2) = 0.
Parametry oznacime pocdte¢ni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje 3" (0) = a, y"’(0) = b
a pocitdme ...

Dostaneme 5
y(t) = %ﬂ + 5t Fult -1 - 17
Pomoci hodnot v bodé ¢ = 2 zjistime parametry a = 6, b = —6.

Piiklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepfen a je na ném v poloviné umisténo zavazi 6
kg. Zjistéte, jak se prohyba.
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Regeni. Fyzikaln{ diivody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazoriiuje Diracova delta funkce v bodé 1,
nosnik je popsdn funkci y na intervalu [0, 2])

Y (1) = 66(t — 1),

kde y(0) = y"(0) = 0, y(2) =y"(2) = 0.

Parametry oznacime pocateéni podminky, které Laplaceova transformace poZaduje 3/ (0) = a, y”'(0) = b
a pocitdme ...

Dostaneme

y(t) = ;t + %tfﬂ +u(t—1)(t—1)3.

A zkuste si nosnik mezi dvéma zdmi nebo nosnik
na jedné strané ve zdi a na druhé podepreny ...

P¥iklad. Reste diferendni rovnice
n+1+an=1 a9=0, a1 =1.

an+2 = an+1 +a”na apg = 01 al = 1.
an+2 = 20p41 — G, ap =0, a3 =1.

ap4+92 = dapy1 —b6ap +4n+2, a9 =0, a1 =1.
Piiklad. Reste diferenéni rovnice
y(t) +ylt—1) =€, y(H) =0t <0,
yt)+yt—1) =t y(t)=0t<0.
Piiklad. Reste diferencidlni rovnici

y'(t) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) = 4.
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Reseni. Laplaceova transformace ddva

1
Y(s) —y(0)+2Y = ——
SY () = y(0) +2Y = ——
Odtud
(s) = 5 B 1
T s+2 s+3
a

1 1
Y(s) = 5 + Y95
Tedy
1 1
Y(s)=—5+—.
(S) 82 + 84
Regent je
1
yu):t+6§

Piiklad. Reste diferencidlni rovnice

s pomoci konvoluce.

Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
y" () +y(t) = ().
Redeni. Dostaneme
y(t) = u(t)sin(?)
a je to jako kdyZz do klidného kyvadla t'ukneme.

P¥iklad. Reste rovnici
do(z,t) n dv(z,t)

=t
dx dt
s okrajovymi podminkami v(z,0) = 0, v(0,t) = 2.
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
dV (z, s) 1
/2 4V (x,8) = —
= (z,5) 52
s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s3.
Vytesime rovnici pro V' a dostaneme
V(z,s) =c(s)e”® + ks
9’ - 82 N
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Pro x = 0 pouZijeme poc¢atecni podminku ke spocteni nezndmé funkce c:

2 1
V(0.5) = =5 =cls) + 5

odkud dostaneme

a po dosazeni

A tedy

Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

dv(z,t) i d%v(z,t)
e da?

s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(m,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(z).

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d?V (z, s)
Viz,s) — v(z,0) =k~
sV (xz,s) — v(z,0) 02
s okrajovou podminkou V' (0, s) = V (7, s) = 1/s.
Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme
1 sin(z)
14 =- .
(@8) =2+ %

A tedy
v(z,t) =1+ e M sin(z).

Pfiklad. Reste vinovou rovnici
d?v(z,t) B d?v(z,t)
ez da?
pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(¢), v(x,0) = v (z,0) = 0, a pro t > 0 vyhovujici
fyzikalni podmince

limov(z,t) =0.

oo

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d?v (z, s)
2 )
s) =
s*V(x,s) 2
s okrajovou podminkou V (0, s) = F(s).

Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme
V(z,s) = a(s)e " + b(s)e’".

Fyzikélni diivody Hkaji, Ze
lim V(z,s)=0

T—r00
atedy b(s) = 0.
A tedy
V(z,s)=F(s)e**

vz, t) =ut—x)f(t —x).
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