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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

V této kapitole si Cichneme
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A ja ty kouzla naSel.




A ja ty kouzla nasel.

Zacneme s historii. Vite, jak
se kdysi odmocnovalo?
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A ja ty kouzla nasel.

Zacneme s historii. Vite, jak
se kdysi odmocnovalo?

Kdyz jesté jako nebyla poci-
tadla?
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Ano. Postup byl jednodu-
chy:




Ano. Postup byl jednodu-
chy:

2 log2 — (log2)/2 — exp((log2)/2) = V2,
pricemZ se pro hleddni logaritmi a exponenciel pouZivaly tiSténé tabulky.
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Slo o komutativitu
jicitho obrazku:

nasledu-

logaritmické
zrcadlo

2

odmocnuji

(log2)/2
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Podobné to funguje pfii in-
tegrovani: hledame primi-
tivni funkci tak, Ze najdeme
nejdiiv Fourierovu radu a tu
zintegrujeme Clen po Clenu.
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Podobné to funguje pfii in-
tegrovani: hledame primi-
tivni funkci tak, Ze najdeme
nejdiiv Fourierovu radu a tu
zintegrujeme Clen po Clenu.

No a my naSlh kouzelné zr-

cadlo, které méni derivovani
na nasobeni.
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LAPLACEovo
zrcadlo

AU
( derivuji nasobim
VAU,




A samoziejmé integrace od-
povida dé€leni.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



A samoziejmé integrace od-

povida dé€leni.

Diferencialni

a

integralni

rovnice, treste se !!!.
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V této kapitole bude vyloZena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

\




V této kapitole bude vylozena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

\

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd prirazovala funkcim jiné funkce, napt. funkci
jeji derivaci nebo primitivni funkci, pokud existovaly.

\/
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V této kapitole bude vylozena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

\

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd prirazovala funkcim jiné funkce, napt. funkci

jeji derivaci nebo primitivni funkci, pokud existovaly.

\/

Takovéto zobrazeni se Casto nazyvaji transformace, protoze transformuji (méni) pt-
vodni funkce na jiné, Casto vhodné€jsi pro dané€ pouziti.
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V této kapitole bude vylozena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

\

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd prirazovala funkcim jiné funkce, napt. funkci

jeji derivaci nebo primitivni funkci, pokud existovaly.

\/

Takovéto zobrazeni se Casto nazyvaji transformace, protoze transformuji (méni) pt-
vodni funkce na jiné, Casto vhodné€jsi pro dané€ pouziti.

\

Transformace jsou napft. de-
rivace, integrace, Taylorovy
polynomy, Fourierovy rady,
Fourierv integral a spousta
jinych véci.
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V této kapitole bude vylozena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

\

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd prirazovala funkcim jiné funkce, napt. funkci
jeji derivaci nebo primitivni funkci, pokud existovaly.

\/

Takovéto zobrazeni se Casto nazyvaji transformace, protoze transformuji (méni) pt-
vodni funkce na jiné, Casto vhodné€jsi pro dané€ pouziti.

\

Transformace jsou napft. de-
rivace, integrace, Taylorovy
polynomy, Fourierovy rady,
Fourierv integral a spousta
jinych véci.

\/

Nyni bude probran jeden dilezity ptipad tzv. integrdlnich transformaci.
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Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s, ) je tzv. Jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval. Tyto transformace
jsou vhodné pro feSeni diferencidlnich, integrdlnich, integro—diferencidlnich a dalSich
podobnych rovnic.
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Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s,t) je tzv. Jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval. Tyto transformace
jsou vhodné pro feSeni diferencidlnich, integrdlnich, integro—diferencidlnich a dalSich
podobnych rovnic.

\

Je ziejmé, ze T je linedrni zobrazenti, tj. T'(af + Bg) = oT'(f) + BT (g) pro libovolna
realnd (popt. komplexni) Cisla «, 5.
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Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s,t) je tzv. Jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval. Tyto transformace
jsou vhodné pro feSeni diferencidlnich, integrdlnich, integro—diferencidlnich a dalSich
podobnych rovnic.

\

Je ztejmé, ze T je linearni zobrazeni, tj. T'(a.f + Bg) =
realnd (popt. komplexni) Cisla «, 5.

\

Nyni bude probrdna integralni transformace s jadrem e~* na (0, +00), pozdé&ji (v ka-
pitole o Fourierové transformaci) integralni transformace s jadrem e "%’ na (—oo, +00)
— tzv. Fourierova transformace.

\

T(f)+ BT (g) pro libovolnd
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Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s,t) je tzv. Jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval. Tyto transformace
jsou vhodné pro feSeni diferencidlnich, integrdlnich, integro—diferencidlnich a dalSich
podobnych rovnic.

\

Je ztejmé, ze T je linearni zobrazeni, tj. T'(a.f + Bg) =
realnd (popt. komplexni) Cisla «, 5.

\

Nyni bude probrdna integralni transformace s jadrem e~* na (0, +00), pozdé&ji (v ka-
pitole o Fourierové transformaci) integralni transformace s jadrem e "%’ na (—oo, +00)
— tzv. Fourierova transformace.

\

Zatim se vSak bude jednat jen o realné funkce jedné realné proménné.

T(f)+ BT (g) pro libovolnd
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Laplaceova

je v podstaté exponencidlni
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Jak by se asi transformovala
funkce f(t) = t?




Jak by se asi transformovala
funkce f(t) = t?

Ani nedycham.
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Jak by se asi transformovala
funkce f(t) = t?

Ani nedycham.

Neporadim, i ja jsem nékdy
pohodIna.
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Obecné nemusi uvedeny integrél existovat pro Zddnd s nebo pro velmi maélo téchto
bodd.

\




Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro zddna s nebo pro velmi malo téchto
bodt.

\

Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zaruci, Ze defini¢ni obor funkce
L(f) bude vhodny interval.

\/

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro zddna s nebo pro velmi malo téchto
bodt.

\

Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zaruci, Ze defini¢ni obor funkce
L(f) bude vhodny interval.
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Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro zddna s nebo pro velmi malo téchto
bodt.

\

Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zaruci, Ze defini¢ni obor funkce
L(f) bude vhodny interval.
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Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace
definovdna na neomezenych intervalech.

\
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Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace
definovdna na neomezenych intervalech.

\

VETA. Necht funkce f md na (0, +00) nasledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni tlir& f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na kone¢né
mnoho bodt, ve kterych jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke™ na néjakém intervalu (p, +00).

Potom je L(f) definovédna na (a, +00) a h_)m L(f)(s)=0.

\




Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace
definovdna na neomezenych intervalech.
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VETA. Necht funkce f md na (0, +co) ndsledujici vlastnosti:

1. existuje vlastni flg(li f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd azZ na konecné
mnoho bodi, ve kterych jsou skoky;

2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke® na néjakém intervalu (p, +00).

Potom je L( f) definovdna na (a, +o0) a lim L(f)(s) = 0.

— 00
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Ty podminky jsou pri-
hledné: funkce pies kterou
se integruje (v definici
Laplaceovy transformace)
musi byt "pckné stlaCend k
nule"- 2. alim v 1. - a musi
u ni existovat zobecnény

Newtonuv integrél - zbytek
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Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace
definovdna na neomezenych intervalech.

\

VETA. Necht funkce f mé na (0, +00) nasledujici vlastnosti:

1. existuje vlastni lim f(¢) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na konecné
f%(LF

mnoho bodi, ve kterych jsou skoky;

c oz 2 = , . = wc 2 - LEKCE28-LAP
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke™ na néjakém intervalu (p, +00). |integeélnits

Laplaceova tr.

Potom je £(f) definovdna na (a, +o00) a lim L(f)(s) = 0. e spo)

—00 exp.omezend funkce

Lerchova véta
Vlastnosti
‘ posunuti
funkce skoku
perioda
L . . zvétSeni
Ty podminky jsou pru- derivace

integrace
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integrél [ e * f(t) dt konverguje.

\




integrél [ e * f(t) dt konverguje.

\
Prot € [p,00) je e * f(t)] < e =¥ a /, e~ (5=t dt = e5=9P /(s — a) konverguje,
jakmile s — a > 0. Navic z posledni rovnosti plyne i lim £(f)(s) = 0. &

S—00

\




integrdl [ e~ f(t) dt konverguje.
\

Prot € [p,00) je e * f(t)| < e (= a fpoo e~ 5=t dt = e(5=9P /(s — a) konverguje,
jakmile s — a > 0. Navic z posledni rovnosti plyne i lim L£(f)(s) = 0. &

S—00

\/

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po
cdstech spojitd a f majici druhou vlastnost exponencidlné omezend.
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integrédl [ e”*' f(t) dt konverguje.
\

Prot € [p,00) je e * f(t)] < e = a fpoo e~ 5=t dt = e(5=9P /(s — a) konverguje,
jakmile s — a > 0. Navic z posledni rovnosti plyne i lim L£(f)(s) = 0. &

S§—00

\/

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po
cdstech spojitd a f majici druhou vlastnost exponencidlné omezend.
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Definice pribézne zapisuji.
Je to na roman.
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Pro pouziti Laplaceovy transformace je dilezita nasledujici véta, kterd 1ikd, Ze na spo-
jitych funkcich je tato transformace prostd. Diikaz neni jednoduchy a nebude tu uveden.
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Pro pouziti Laplaceovy transformace je dilezita nasledujici véta, kterd 1ikd, Ze na spo-
jitych funkcich je tato transformace prostd. Diikaz neni jednoduchy a nebude tu uveden.

\
VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0, +00) a L(f) = L(g), pak f = g.
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Pro pouziti Laplaceovy transformace je dilezita nasledujici véta, kterd 1ikd, Ze na spo-
jitych funkcich je tato transformace prostd. Diikaz neni jednoduchy a nebude tu uveden.
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Lerch
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BTW, to znamena, Ze to La-
placeovo zrcadlo neni cin-

klé.
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Poznamky 1 :

1. Pro existenci integrdlu [~ e ' f(¢) d¢ nemusi byt funkce f definovéna viude na
(0, +00).

\




Poznamky 1 :

1. Pro existenci integrdlu [~ e ' f(¢) d¢ nemusi byt funkce f definovéna viude na
(0, +00).

\

Musi se pripustit, Zze funkce neni definovana napr. v koneCn€ mnoha bodech, nebo ve
spocetné mnoha bodech, které nemaji hromadny bod v R.

\




Poznamky 1 :

1. Pro existenci integrdlu [~ e ' f(¢) d¢ nemusi byt funkce f definovéna viude na
(0, +00).

\

Musi se pripustit, Zze funkce neni definovana napr. v koneCn€ mnoha bodech, nebo ve
spocetné mnoha bodech, které nemaji hromadny bod v R.

\

V téchto bodech lze funkci libovolné dodefinovat, aniz to ma vliv na vysledny integral.

=)




Podle vlastnosti funkce se pouZzije druh integralu. V tomto textu budou podminky na
f takové, Ze l1ze pouzit (zobecnény) Newtontv integral.

\
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2. D4 se ukazat, Ze li_)m L(f)(s) = 0 plati, jakmile £(f) existuje v okoli +oco (i pri
pouziti K-integralu).
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2. D4 se ukazat, ze lim L(f)(s) = 0 plati, jakmile L£(f) existuje v okoli +o0o (i pfi

. X . S—00
pouziti K-integralu).
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To znamena, Ze napr. konstantni nenulova funkce nemiize byt Laplaceovym obrazem
zadné funkce.

\




2. D4 se ukézat, ze lim L(f)(s) = 0 plati, jakmile L£(f) existuje v okoli +o00 (i pfi

S— 00

pouziti K-integralu).

\/

To znamend, Ze napr. konstantni nenulova funkce nemuze byt Laplaceovym obrazem
zadné funkce.
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3. Lerchova véta plati obecnéji: jestlize f, g jsou po Castech spojité i exponencidlné
omezené a L(f) = L(g) na néjakém intervalu (a, c0), pak f(t) = g(¢) v bodech spoji-
tosti obou funkeci.

\




3. Lerchova véta plati obecnéji: jestlize f, g jsou po Céstech spojité i exponencidlné
omezené a L(f) = L(g) na néjakém intervalu (a, o), pak f(t) = g(t) v bodech spoji-
tosti obou funkeci.
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3. Lerchova véta plati obecnéji: jestlize f, g jsou po Céstech spojité i exponencidlné
omezené a L(f) = L(g) na néjakém intervalu (a, o), pak f(t) = g(t) v bodech spoji-
tosti obou funkeci.
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4. Existuji spojité funkce na [0, 00), které nejsou exponencidlné omezené a presto je
jejich Laplaceova transformace definovédna na (0, 0o).

—p




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\

Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin nedé€litelny na jednotliva
slova.

\




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\

Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin nedé€litelny na jednotliva
slova.

\

Zhruba se da Diracova delta funkce chépat jako derivace sgnt nebo funkce rovné O
na zaporné ose a rovné 1 na nezdporné ose (ale tento pohled neni definice a nemtiZe se
automaticky pouzivat).

\




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\
Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin nedé€litelny na jednotliva
slova.

\

Zhruba se da Diracova delta funkce chépat jako derivace sgnt nebo funkce rovné O
na zaporné ose a rovné 1 na nezdporné ose (ale tento pohled neni definice a nemtiZe se
automaticky pouzivat).

\

Pri pouziti tohoto zobrazeni je nutné pouZzivat definici, nikoli funkci, kterd je O vSude
kromé jednoho bodu. Napf. prfi formalnim vypoctu Laplaceovy transformace byste do-
stali 0 a nikoli 1.

\




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\
Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin nedé€litelny na jednotliva
slova.

\

Zhruba se da Diracova delta funkce chépat jako derivace sgnt nebo funkce rovné O
na zaporné ose a rovné 1 na nezdporné ose (ale tento pohled neni definice a nemtiZe se
automaticky pouzivat).

\

Pri pouziti tohoto zobrazeni je nutné pouZzivat definici, nikoli funkci, kterd je O vSude
kromé jednoho bodu. Napf. prfi formalnim vypoctu Laplaceovy transformace byste do-
stali 0 a nikoli 1.

\

V praxi tato funkce idealizuje velkou zménu signalu na velmi kratkou dobu.

\




5. Diracova delta funkce neni funkci ve smyslu téchto textd. Je to zobrazeni R — R*.

\

Je tedy nutné brat termin Diracova delta funkce jako termin ned¢litelny na jednotliva
slova.

\

Zhruba se d4 Diracova delta funkce chapat jako derivace sgnt nebo funkce rovné 0
na zaporné ose a rovné 1 na nezdporné ose (ale tento pohled neni definice a nemtiZe se
automaticky pouzivat).

\

P11 pouZziti tohoto zobrazeni je nutné pouZzivat definici, nikoli funkci, kterd je O vSude
kromé jednoho bodu. Napft. pfi formalnim vypoctu Laplaceovy transformace byste do-
stali 0 a nikoli 1.

\

V praxi tato funkce idealizuje velkou zméenu signalu na velmi kratkou dobu.

\

Je to néco jako jednotkovy
naboj v jediném bod¢.
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Konec poznamek 1.

Naucite se ji Casem pouzivat

=)
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Priklady 1 :

1. Vypoététe L( f) pro ndsledujici funkce f:
f =konstantac, f(t)=t, f(t)=¢e", f(t)=sin(at), [f(t)= cos(at).

\




Priklady 1 :
1. Vypoététe L( f) pro ndsledujici funkce f:
f =konstantac, f(t)=t, f(t)=¢e", f(t)=sin(at), [f(t)= cos(at).

\

Stanovte i intervaly, na nichz je £( f) definovéna.




2. Vypoctéte L(%) (miZete pouzit Gama funkci).

\




2. Vypoctéte L(%) (miZete pouzit Gama funkci).

\

Tato funkce neni po ¢astech spojitd podle uvedené definice — proc?




3. Vypoctéte L( f) pro funkci f(¢) = [t] na [0, 00), kde [¢t] znamena celou Cast Cisla ¢.

=




4. Spoététe Laplaceovu transformaci sin’ ¢ a cos® ¢ rozepsdnim téchto funkci pomoci
sin(2t), cos(3t), ....

—p




5. Spoctéte Laplaceovu transformaci funkce

0, t € 2kp, (2k + 1)p);
ft) = { | Eiﬁt E [(21545 1)p, (2>lf)+ 2)p)-

kdep > 0,k =0,1,2,.... Pouzijte sCitani rad.




6. Najdéte Laplaceovu transformaci hyperbolického sinu a kosinu.

Konec priklada 1.




Otazky 1 :

1. Ukazte, ze £(1/t) neni definovana v zddném bodé.




2. UkaZzte, ze vlastnost po cdstech spojitd a exponencidlné omezend je zachovavéana
linearni kombinaci a nasobenim.

-




3. Pomoci Gamma funkce napiste vzorec pro L(t”) pro p > —1.

\




3. Pomoci Gamma funkce napiste vzorec pro L(t”) pro p > —1.

\

Urcete hodnoty vysledku pro prirozena Cisla p.




4. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) -, pro0 <t <a;
falt) { , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.
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4. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) -, pro0 <t <a;
falt) { , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.
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Limita lir{)l fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znadi se y(t).

\




4. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) -, pro0 <t <a;
fa(®) { , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lirgl fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znadi se y(t).

\

V tomto pripadé lze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci
funkci f,,.

\




4. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) -, pro0 <t <a;
fa(®) { , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lirgl fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znadi se y(t).

\

V tomto pripadé lze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci
funkci f,,.

\
Vysledkem je L(6y(t)) = 1.

\




4. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) =, pro0 <t < a;
fat) = , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lin(f)l fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znaci se dy(t). LERCEZS-LAP
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SUPER!!!




5. Ukazte zptisobem pouZzitym v Piikladé 5, Ze je-li f periodicka funkce na [0, o) s
periodou p, pak
ceSf(t) de

1 —ePs

L(f)(s) =

Konec otazek 1.
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VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
\

V uvodu bylo jiz feCeno, zZe kazda integralni transformace, tedy 1 Laplaceova, je line-
arni.
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VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
4

V tvodu bylo jiz feCeno, ze kazda integralni transformace, tedy 1 Laplaceova, je line-
arni.

\

Z prikladi je zfejmé, Ze Laplaceova transformace nezachovava nasobeni (napt. Lapla-
cetlv obraz konstantni funkce s hodnotou 1 je 1/s,ale 1-1=1,(1/s) - (1/s) # 1/s).
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VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
4

V tvodu bylo jiz feCeno, ze kazda integralni transformace, tedy 1 Laplaceova, je line-
arni.

\

Z prikladi je zfejmé, Ze Laplaceova transformace nezachovava nasobeni (napt. Lapla-
cetlv obraz konstantni funkce s hodnotou 1 je 1/s,ale 1-1=1,(1/s) - (1/s) # 1/s).

\

Nicméné, na nasobeni se prevadi jina binarni operace, tzv. konvoluce — o tom pozdéji.

-—p

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nyni nés ¢ekda rada formu-
lek.




\

V nasledujicich vzorcich l1ze predpokladat, Ze uvedené funkce jsou po Castech spojité

a exponenciilné omezené.

Nyni nés Cekd rada formu-
lek.

=
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Posunuti

\

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna
pro t > 0, je posunutd funkce definovana pro ¢t > a.

\/
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Posunuti

\

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna
pro t > 0, je posunutd funkce definovana pro ¢t > a.

\

Protoze pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovéana pro vSechna kladna
t, dodefinovava se funkce na intervalu (0, a| hodnotou 0. Pritom se vyhodné pouZivd | prcmssiap
nasledujici skokova funkce. integrdlnf tr.

Laplaceova tr.
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Posunuti

\

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna
pro t > 0, je posunutd funkce definovana pro ¢t > a.

\

Protoze pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovéana pro vSechna kladna
t, dodefinovava se funkce na intervalu (0, a] hodnotou 0. Pfitom se vyhodné pouZziva
nasledujici skokova funkce.

\/

Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { 1, prot >a

(v bodé t = a se mize dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

e—CZS

L(1,)(s) = / Tetar = C

S
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Posunuti

\

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna
pro t > 0, je posunutd funkce definovana pro ¢t > a.

\

Protoze pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovéana pro vSechna kladna
t, dodefinovava se funkce na intervalu (0, a] hodnotou 0. Pfitom se vyhodné pouZziva
nasledujici skokova funkce.

\/

Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { 1, prot >a

(v bodé t = a se mize dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

e—CZS

L(1,)(s) = / Tetar = C

S

\

Funkce ¢ definovand na (a, +00) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se
bude jednoduse znacit u,g. Takze

ua(t)f(t —a) = { (]);(t —a), Eﬁgi E .
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\

Laplaceova transformace posunuté funkce a posunuta Laplaceova transformace (oboje
posunuti o a > 0) se spocitd snadno:

L(ua(t)f(t —a))(s) = e L{f(t))(s)
LF®)(s —a) = L{e"f(1))(s).
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\

Laplaceova transformace posunuté funkce a posunuta Laplaceova transformace (oboje

posunuti o a > 0) se spocitd snadno:

L(ua(t)f(t —a))(s) = e L{f(t))(s)

LF®)(s —a) = L{e"f(1))(s).

Pokud se pouzivd a > 0, je
vSe OK. Pokud se zkusi a <

0, bude mela. POZOR!!!
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Perioda
Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
folt) = u(t) f(t) —u(t —p)f(t).
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Perioda

Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

folt) = u(t) f(t) —u(t —p)f(t).

ktery se dale opakuje
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Perioda
Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
folt) = u(t) f(t) —u(t —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—-e LS,

LEKCE28-LAP

integralni tr.

‘ Laplaceova tr.

1di existence

odkud vidime . po &dstech spoj.
cf =20 eh= [ et ar oot e
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Perioda
Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
folt) = u(t) f(t) —u(t —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—-e”Lf,
LEKCE28-LAP

integralni tr.
‘ Laplaceova tr.
* 17 existence
odkud vidime po &éstech spoj.
£f0 p St exp.omezena funkce
= Y7 — - Lerchova véta
£f 1 — e Pps ! £f0 € f(t) dz. Vlastnosti
0 posunutf
funkce skoku
perioda
J Zvétient
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
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& ., diferenc¢ni rovnice
Tak muzeme spocitat La- parcidlni dif. rov-

nice

place od kladnych vlnek e

funkce sinus: max(sin(t), 0). %EQE&‘?;‘DY
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Z.vétSeni




Z.vétSeni

\

Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.

\




Z.vétSeni
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Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.
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Z.vétSeni

\

Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.

\

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

Jsou to porad jenom line- existence

arni transformace ale vzo-
reCku jak maku.

L) (>

Nasledujici vypocCty jsou velmi jednoduché (druha rovnost plyne z prvni):

£(f(a)s) = £0(2)
) = aL(f(at))(s).
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Derivace

\

Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZziti na feSeni dife-
rencialnich rovnic, protoze Laplaceova transformace prevadi derivaci na nasobeni s s
ptvodnim Laplaceovym obrazem.
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Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZziti na feSeni dife-
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Derivace
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Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZziti na feSeni dife-
rencialnich rovnic, protoze Laplaceova transformace prevadi derivaci na nasobeni s s
ptvodnim Laplaceovym obrazem.
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Derivace

\

Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZziti na feSeni dife-
rencialnich rovnic, protoze Laplaceova transformace prevadi derivaci na nasobeni s s
ptvodnim Laplaceovym obrazem.
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2 2 SERE: funkce skoku
To, co jsme si slibili, je tady. perioda
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derivace
integrace
‘ konvoluce
Inverzni Laplace
o T 22 P Aplikace
Rovnosti se dokazi snadno pomoci integrace po Castech. R
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123456789
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Ono to opravdu zcela
snadno proslo.




Indukci se dokazi rovnosti pro derivace vyssich fadu:
LFMB)(s) = s"LUE@)(s) =" (0) = " 2f/(0) — .. — f"71(0)

L)) = L1 N).




Indukci se dokazi rovnosti pro derivace vyssich fadu:

LFMD)(s) = s"LFB))(s) — "1 f(0) — s"2f(0) — ...

L0 = L aO)s).

_ f(n—1>(0)

Sledujete stdle, kde je s a
kde je t? A ono na tom
opravdu zaleZzi.
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Integrace

\

Vzorce na integraci Laplaceovy transformace se ziskaji z predchozich vzorct pro de-

([ 10 a06e) = Seuro
[ et o = £(20)).
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Konvoluce




Konvoluce

Konvoluce je cosi jako sto-
ceni dvou véci dohromady.
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Konvoluce

Konvoluce je cosi jako sto-
ceni dvou véci dohromady.

Jednou jsem si sedl na kon-
voluci a neslo to narovnat.
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Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace neprevadi ndsobeni funkci na ndsobeni
obraz.

\




Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace nepievadi ndsobeni funkci na nasobeni
obrazi.

\

Existuje vSak dualezitd jind binarni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

\
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Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace nepievadi ndsobeni funkci na nasobeni
obrazi.

\

Existuje vSak dualezitd jind binarni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

\
DEFINICE. Konvoluce na (0, 00) dvou funkci f, g je funkce

LEKCE28-LAP
t inte%rélni tr.
Laplaceova tr.
(f*g)(t) = / f(r)g(t —7)dr. S
0 exp.omezend funkce
v - o . . . o - e Lerchova véta
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Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace nepievadi ndsobeni funkci na nasobeni
obrazi.

\

Existuje vSak dualezitd jind binarni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

\
DEFINICE. Konvoluce na (0, 00) dvou funkci f, g je funkce

LEKCE28-LAP
t integralni tr.
Laplaceova tr.
* = — . existence
(F+9))= | St =) dr
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v - o . . . o - e Lerchova véta
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Konvoluce je kdyz: zdroj ra-
musu o sile f(7) v Case 7 se
vzdaluje a vy jej vnimate s
intenzitou zavislou na vzda-
lenosti g(t — 7), uvedend
konvoluce je pak celkovy
zaznamenany ramus béhem
intervalu [0, ¢].
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Konvoluce je kdyz: zdroj ra-
musu o sile f(7) v Case 7 se
vzdaluje a vy jej vnimate s
intenzitou zavislou na vzda-
lenosti g(t — 7), uvedend
konvoluce je pak celkovy
zaznamenany ramus béhem
intervalu [0, ¢].

Ja uz si s bubinkem nehraju.
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VETA. Pro po Castech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0, 00) plati

L(f*g)=L(f)L(g)-
i




VETA. Pro po Castech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0, 00) plati

L(f=*g)=L(f)L(g).

¥

Diikaz. Prava strana dokazované rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve
vzniklém dvojndsobném integralu se da substituce t +r = p

coee = [ ([ e tmnm ar) de= [ ([ emino-n )
kde misto g(p — t) by se spravné mélo psat u,(t)g(p — t).
\

dt,
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VETA. Pro po &dstech spojité a exponencidlng omezené funkce f, ¢ na (0, 00) plati

L(f*g)=L(f)L(g).

¥

Diikaz. Prava strana dokazované rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve
vzniklém dvojndsobném integralu se da substituce t +r = p

coee = [ ([ e tmnm ar) de= [ ([ emino-n )
kde misto g(p — t) by se spravné mélo psat u,(t)g(p — t).
\

Podminky na funkce f, g sta¢i k pfehozeni poradi integrace:
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dt
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Diikaz. Prava strana dokazované rovnosti se rozepiSe pomoci definice transformace a ve
vzniklém dvojndsobném integralu se da substituce t +r = p

coee = [ ([ e tmnm ar) de= [ ([ emino-n )
kde misto g(p — t) by se spravné mélo psat u,(t)g(p — t).
\

Podminky na funkce f, g sta¢i k pfehozeni poradi integrace:

/OOO (/OOO e Pf(t)g(p—1) dp) dt = /OOO 63P</0pf(t)g(p—t) dt) dp = E((f*g)(p))(g)figfj;gé
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dt
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zacatek

Diikaz si 1ze pékné predsta-
vit geometricky. Vychdzime
z integrace pres 1. kvad-
rant roviny z funkce
e+ (1) g(s). Inte-
graci muZeme diky vété
o substituci provadét po
"thloprickach". A integrace
pres jednu uhlopficku kde
r +t = p nam praveé da
konvoluci f * g v bodé p
pronasobenou e 7.

idea realizace

:\\,ﬁ

t
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE




INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

V definici Laplaceovy transformace mozné chapat proménnou ¢ jako komplexni Cislo
a L(f) je tedy komplexni funkce komplexni proménné.

\
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

V definici Laplaceovy transformace mozné chapat proménnou ¢ jako komplexni Cislo
a L(f) je tedy komplexni funkce komplexni proménné.

\

Pokud je f exponencidln¢ omezena, tj. | f ()
ukazat, Ze funkce L£(f)(2) je holomorfni pro ¥(z

\/

< ke pro néjak4 redlnd &isla k, b, lze
) > 0.
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

V definici Laplaceovy transformace mozné chapat proménnou ¢ jako komplexni Cislo
a L(f) je tedy komplexni funkce komplexni proménné.

\

Pokud je f exponencidln¢ omezena, tj. | f ()
ukazat, Ze funkce L£(f)(2) je holomorfni pro ¥(z

\/

Pouzijeme-li vétu o inverzni Fourierove transformaci, dostane nasledujici tvrzeni (po-
drobnosti v kapitole o Fourierové transformaci).

< ke pro néjak4 redlnd &isla k, b, lze
) > 0.

-
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VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L£(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné f(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooil

)= = / () (w)e” dz.

271 _ sl




VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L£(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné f(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooil

)= = / () (w)e” dz.

271 _ sl

\

Uvedena integrace je po primce kolmé k redlné v bod¢ c.

\




VETA. Necht' f je po &astech hladkd komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke' pro n&jaka redlnd &isla k, b a pro t > 0. Potom £(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné 3(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooi

f(t> - L/ L(f)(u)e” dz.

271 — 001
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Uvedena integrace je po primce kolmé k realné v bode¢ c. f;;%;i‘;lvg'm
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Uvedegne ideu alternativ-
niho dukazu.




Uvedegne ideu alternativ-
niho dukazu.

‘ LEKCE28-LAP
o z A . v . ., , integralni tr.
Dukaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > c¢ sestrojime kiivku, skladajici Laplaceova .

existence
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Uvedegne ideu alternativ-
niho dukazu.

‘ LEKCE28-LAP
o z A . v . ., , integralni tr.
Dukaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > c¢ sestrojime kiivku, skladajici Laplaceova .

existence

se z Casti pplokruzmce o stfedu 0 a z Casti pfimky kolmé k redln€ ose v bod€ c tak, aby — [Jeisieen spoj.
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Pouzijeme Cauchytiv vzorec a dostaneme

F(s) = — [DF<Z> )

271 zZ— S




Pouzijeme Cauchytiv vzorec a dostaneme

F(s) = — /F<Z> dz .

271 pZ— S

\/

Pti zvétSovani poloméru uvazované kruznice jde integral pres Casti polokruznice k
nule diky exponencidlni omezenosti f. Pres svislou Cast integrdl konverguje k integralu
pres celou primku.

\
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Pouzijeme Cauchytiv vzorec a dostaneme

F(s) = — /F<Z> dz .

271 pZ— S

\/

Pti zvétSovani poloméru uvazované kruznice jde integral pres Casti polokruznice k
nule diky exponencidlni omezenosti f. Pres svislou Cast integrdl konverguje k integralu
pres celou pfimku. LEKCE28.LAP
integralni tr.

‘ Laplaceova tr.
ex1s}/ence ‘
Tedy dostavame (porad jde o komplexni kifivkovy integral) D et Binkoe
Lerchova véta
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(S ) = a&_o Z . funkce skoku
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Spocteme f(t) = L 1{F(s)}

) = Lo{F(s)} =

nebot’




Spocteme f(t) = L_1{F(s)}

ft) = L{F(s)

_ 1 L c+100 F(Z) .
27 Sy 2 — S
1 c+100 1
= — F(Z),C_l
2T ) oo Z = 6
1 c+100
= — F(2)e® dz,
21 Cc—100
nebot’ .
,C_l = €Zt o
zZ— 8

b=

To L_

1 je koumes.
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Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, piimy vypocet tohoto integralu maze byt komplikovany.

\




Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, primy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.

\

V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouzit reziduovou vétu. Integrace po uve-
dené primce se spocte limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vét-
Sinou polokruznici) na uzavrenou krivku.

\/
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Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, primy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.

\

V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouzit reziduovou vétu. Integrace po uve-
dené primce se spocte limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vét-
Sinou polokruznici) na uzavrenou krivku.

\/

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni La-
placeovu transformaci spocitat.

=)
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VETA. Necht g je holomorfni funkce v C \ {2y, ..., 2,} a existuji k,p > 0 tak, Ze
l9(2)| < klz|Pprox € C\ {2, ..., 2, }. Potom pro ¢ > max{¥R(z1), ..., R(2,)} je

1 c+ooi

— g(z)e” dz = Zreszi(g(z)etz) :
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VETA. Necht' g je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze
lg(2)| < k|z| P prox € C\ {z,..., 2z, }. Potom pro ¢ > max{¥(z1), ..., R(z,)} je

1 c+ooi n

L g(z)@f’z dz = Z res,, (g(z)etﬁ -

2l .
CcC—CoX1 [:1

\'\ LEKCE28-LAP
| :_‘ integralni tr.

! Laplaceova tr.
: existence
! po castech spoj.
I exp.omezena funkce
i 2 Lerchova véta
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1
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Diikaz. Necht' C' je kfivka sklddajici se z dsecky C) = {c +it;t € [-R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c + Re";t € [r/2,37/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.

\
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Diikaz. Necht' C' je kfivka sklddajici se z dsecky C) = {c +it;t € [-R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c + Re";t € [r/2,37/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.

\

Podle reziduové véty je

/ g(z)e™ dz +/ g(z)e” dz = / g(z)e** dz = QWinesZi(g(z)e“).
C1 Cy C i=1
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Dukaz. Necht' C je kiivka skladajici se z usecky C; = {c + it;t € [—R, R|} a z polo-

kruznice Cy = {c + Rel';t € [r/2,37/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze viechny singuldrni

body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.

\

Podle reziduové véty je

/ g(z)e™ dz +/ g(z)e* dz = / g(z)e** dz = ZWinesZZ.(g(z)e“).
C1 Cy C i=1

\

Posledni vyraz nezavisi na R a limita prvniho integralu pro R — oo je pocitany
integral [ g(z)e"* dz. Staéf tedy ukdzat

3 /2 . . .
lim / g(Z)@x’Z dz = lim / g(C 4 R61t>€x(c+R(cos t+isin t))Rielt dt=0.
C9 s

R—oo R—oo /2
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Dukaz. Necht' C je kiivka skladajici se z usecky C; = {c + it;t € [—R, R|} a z polo-

kruznice Cy = {c + Rel';t € [r/2,37/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze viechny singuldrni

body z1, ..., 2, lezi uvnitt C.

\

Podle reziduové véty je

/ g(z)e™ dz +/ g(z)e* dz = / g(z)e** dz = ZWinesZZ.(g(z)e“).
C1 Cy C i=1

\

Posledni vyraz nezavisi na R a limita prvniho integralu pro R — oo je pocitany
integral [ g(z)e"* dz. Staéf tedy ukdzat

3 /2 . . .
lim / g(Z)@x’Z dz = lim / g(C 4 R61t>€x(c+R(cos t+isin t))Rielt dt=0.
C9 s

R—oo R—oo /2

\

Pro posledné integrovanou funkci plati pro 2 > ¢ odhad (dokazte)
Rke™c?

— C

xR cost

‘g(c n Reit)ex(c—l—li’(cos t+isin t))Rieit‘ < e
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Integral z posledni exponencialy 1ze odhadnout nésledovné:

3m/2 /2 _ /2 —
/ exRCOSt di = 2/ e—stmt dt < 2/ e—l'th/ﬂ' di = _(1 o e—xR) .
/2 0 0 TR

takze vysledny odhad je

‘/ g(z)e™ dz
Cy

a posledni vyraz konverguje k O pro R — oc.

. e—xR
- z(R — c)P (1 )
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Preformulovanim predchozi véty se dostava tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy
transformace:

\




Preformulovanim predchozi véty se dostava tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy
transformace:

\

DUSLEDEK. Necht ¢ je holomorfn{ funkce v C \ {21, .., zn } @ existuji k,p > 0 tak,
ze |g(z)| < k|z|7P pro dostatecné velka |z|. Potom

L 1(g(2))(t) = Zl‘ﬂsz@-(g(Z)etz) :




Poznamky 2 :

Vysledkem linearni kombinace funkci u, pro rizna a je schodovitd funkce majici jen
kone¢né mnoho hodnot, které nabyva na intervalech (nebo jejich sjednoceni).
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elektrického proudu apod.
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Poznamky 2 :

Vysledkem linedrni kombinace funkeci u,, pro rizna a je schodovita funkce majici jen
konecné mnoho hodnot, které nabyva na intervalech (nebo jejich sjednocenti).

\

Takové funkce (i s nekone¢né mnoha hodnotami, které se nabyvaji na hezky rozloze-
nych intervalech) se vyskytuji v teorii informace, pfi studiu signald, pii ndhlych zménach
elektrického proudu apod.

\

Vsimnéte si, ze ve vzorcich pro integraci je v prvnim vzorci integral od 0, kdezto ve
druhém vzorci integral do oo.

\

Dovedete vysvétlit, proC je to takto vhodné? Zkuste vzit ve druhém integralu meze od
0 do s.

\

V prvnim vzorci pro derivaci je predpoklad, Ze f je spojitd. Co se stane bez tohoto
predpokladu je probréno v Otdzkdch.

\

Je zajimavé, Ze Laplaceova transformace [’ pak existuje jen bez pfedpokladu expo-
nencidln{ omezenosti (napf. pro sin(e’)).
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Priklady 2 :

1. Napiste funkci f, kterd se rovnd 1 na [1, 3] a jinde 0, pomoci funkei u, a rovnou
napiste L(f).

\




Priklady 2 :

1. Napiste funkci f, kterd se rovna 1 na [1, 3] a jinde 0, pomoci funkci u, a rovnou
napiste L(f).

\
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2. Najdéte Laplaceovu transformaci funkci: sinus posunutou o 7 doprava, treti moc-
nina posunutd o 3 doprava, exponencidla posunutd o 2 doprava.

—p




3. Pomoci vzorce pro derivaci najdéte Laplaceovu transformaci funkce ¢ sin(at) a in-
dukci pro " sin(at).

—p




4. Pomoci druhého vzorce pro integraci najdéte £(22%).




5. Spoctéte L((e” — e) /t).




6. Spoctéte L(d,(t)), kde d,(t) je Diracova delta funkce posunuta o a, tj. ma nekonec-
nou hodnotu v bodé¢ a (miZe se téZ znacit jako d(t — a)).

\




6. Spoctéte L(d,(t)), kde d,(t) je Diracova delta funkce posunuta o a, tj. ma nekonec-
nou hodnotu v bodé¢ a (miZe se téZ znacit jako d(t — a)).

\
Ukazte, Ze [~ 8,(t)f(t) dt = f(a), jakmile je f spojitd v a.




7. Spodtéte konvoluci funkei e a t.

\




7. Spoctéte konvoluci funkci €’ a t.

\

Konvoluce pocitam rad. Na
prvni pohled nikdo nevidi,
jestli je to dobre.
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8. Spoctéte konvoluci funkci ef a €3 jednak pomoci definice, jednak pouZitim vzorce
pro Laplaceovu transformaci konvoluce.

\




8. Spo&téte konvoluci funkcei e’ a e* jednak pomoci definice, jednak pouZitim vzorce
pro Laplaceovu transformaci konvoluce.

\
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Otazky 2 :

1. DokaZte vSechny uvedené vzorce pro posunuti, zvétSeni, derivaci (pomoci integrace
po Castech) a integraci.

-




v v A — 2 N / .
2. Ukazte, Zze na Taylorovu fadu funkce e nelze pouzit Laplaceovu transformaci
Clen po Clenu.

=)




3. Pro¢ nemohou existovat vzorce pro Laplaceovu transformaci funkce posunuté do-
leva?

-




3. Odvod’te L(cos(at)) z L(sin(at)) pomoci vzorce pro derivace.

\




3. Odvod’te L(cos(at)) z L(sin(at)) pomoci vzorce pro derivace.

\

Pouzijete-li vzorec pro druhou derivaci funkce sinus nebo kosinus, spoctete z rovnosti

L(cos(at)) i L(sin(at)).

=P




4. Do vzorce pro Laplaceovu transformaci derivace dosad’te za f exponencidlu. Z
rovnosti vypoctéte L(e').

=




5. Dokazte, Ze konvoluce * je komutativni, asociativni a distributivni vzhledem ke
séitani.

-




6. UkaZte, Ze pro funkce f(t) = t*~1, g(t) = t4~! plati

(f % 9)(t) = """ B(p, q)
(pouZzijte vhodnou substituci do definice konvoluce téchto funkci).

\




6. UkaZte, Ze pro funkce f(t) = t*~1, g(t) = t4~! plati

(f % 9)(t) = """ B(p, q)
(pouZzijte vhodnou substituci do definice konvoluce téchto funkci).

\

Odtud plyne (z véty o Laplaceové transformaci konvoluce):
. I'(p)'(q
L B(p,q))(s) = L()Llg) = DD

sptq
kde posledni rovnost plyne z vyjadieni £(¢*) pomoci Gama funkce (viz Otdzky ).

\




6. UkaZte, Ze pro funkce f(t) = t*~1, g(t) = t4~! plati

(f % 9)(t) = """ B(p, q)
(pouZzijte vhodnou substituci do definice konvoluce téchto funkci).

\

Odtud plyne (z véty o Laplaceové transformaci konvoluce):
. I'(p)'(q
L B(p,q))(s) = L()Llg) = DD

sptq
kde posledni rovnost plyne z vyjadieni £(¢*) pomoci Gama funkce (viz Otdzky ).

\

Do rovnosti dosad’te podobné vyjadieni pro £(t#T¢~1) a dostavate jiny diikaz rovnosti
B(p,q) =T(p)T'(q)/T(p + q) — zde pouZivéte Lerchovu vétu.

=)




7. Pouzijte prvni vzorec pro derivaci na funkci u, a dostanete neplatnou rovnost. Proc?

\
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je rovnost pro integraci po ¢astech jina.
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7. Pouzijte prvni vzorec pro derivaci na funkci u, a dostanete neplatnou rovnost. Proc?

\

V dikazu tohoto vzorce se pouzivala integrace po ¢astech. Pro nespojitou funkci vSak
je rovnost pro integraci po ¢astech jina.

\

Vezméte po Castech spojitou a exponencidlné omezenou funkci f, kterd je spojitd az
na skok v bod€ a > 0 a ma po ¢astech spojitou derivaci (kromé bodu a).

\

Pfi vypoctu Laplaceovy transformace funkce f’ rozdélte (0, 0o na (0, a) a (a, o) a na
kazdém z té€chto dvou intervalli pouZijte integraci po ¢astech.
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7. Pouzijte prvni vzorec pro derivaci na funkci u, a dostanete neplatnou rovnost. Proc?

\

V dikazu tohoto vzorce se pouzivala integrace po ¢astech. Pro nespojitou funkci vSak
je rovnost pro integraci po ¢astech jina.

\

Vezméte po Castech spojitou a exponencidlné omezenou funkci f, kterd je spojitd az
na skok v bod€ a > 0 a ma po ¢astech spojitou derivaci (kromé bodu a).

\

Pfi vypoctu Laplaceovy transformace funkce f’ rozdélte (0, 0o na (0, a) a (a, o) a na
kazdém z té€chto dvou intervalli pouZijte integraci po ¢astech.

\

Dostanete zobecnéni prvniho vzorce pro derivace.

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Priklad. DokaZzme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pfi ndsobeni defi-
novanym jakozto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kazdou po Castech spojitou funkci f

plati
fx00=f.
\




Cviceni 2 :

Priklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pii ndsobeni defi-
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Cviceni 2 :

Priklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pii ndsobeni defi-
novanym jakoZto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kaZzdou po Castech spojitou funkci f

plati
fxoo=f.
\

Na Diracovu funkci vzpo-

mindm s ldskou. Jednou
jsem ji u zkouSky laplasoval

a dostal jsem jednicku.

\

Reseni. Podle definice konvoluce na (0, co) mdme
(f = dp)(¢ /f )6o(t — 7) dT—/f dr = f(t).

\

Za dodatecnych predpokladli na funkci f, kdy Ize pouzit Laplaceova transformace,

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



muizeme postupovat také takto
L(f)L(60) = L(f),

L(f %80) = £(f),
fxdo=1f




muZeme postupovat také takto
L{f)L(00) = L(f),

L(f +00) = L(f),
f * 50 = f

Dokézali byste jednotlivé
kroky odiivodnit?
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muZeme postupovat také takto
L(f)L(60) = L(f),

L(f * o) = L(f),
fxoo=Ff.

Dokéazali byste jednotlivé
kroky odiivodnit?

No to teda jako, no vlastné,
nu jednotlivé ano, ale nuz
vSechny ne. Ne? Teda prosté
anzto, ne.
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Ptiklad. Spoctéte L(tsint) pomoci vzorecku na derivovani.

\




Priklad. Spoctéte L(tsint) pomoci vzorecku na derivovani.

M
Reseni. q 7
. . S
E(t S11 t) = _gﬁ(SIH t) = m .




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

f(t>:£_1{(s+1);(3—2)} |




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

f(t>:£_1{(s+1);(8—2)} |

\
Reseni.
f(t) =res(F(s)e’, —1) + res(F(s)e™,2) = ...
a vysledek je
et te! et




Priklad. Spoctéte




Priklad. Spoctéte

Reseni.




Priklad. Spoctéte

s24+1
Reseni.
s +s+1 s
s2+1 s2+1
Vysledek je
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Laplaceova transformace se pouziva prii reSeni diferencidlnich rovnic (obycejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

\




Laplaceova transformace se pouziva prii reSeni diferencidlnich rovnic (obycejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

\

Nékteré tyto rovnice s neznamou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na
algebraické rovnice s neznamou L(y).

\




Laplaceova transformace se pouziva prii reSeni diferencidlnich rovnic (obycejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

\

Nékteré tyto rovnice s neznamou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na
algebraické rovnice s neznamou L(y).

\

Po vyieseni £(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L 1(h).

\




Laplaceova transformace se pouziva prii reSeni diferencidlnich rovnic (obycejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

\

Nékteré tyto rovnice s neznamou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na
algebraické rovnice s neznamou L(y).

\

Po vyieseni £(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L 1(h).

\

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouziva teorii komplexnich funkct;
bez jeji znalosti je mozné vysledek ,,uhddnout" z tabulek obrazii L( f).

\




Laplaceova transformace se pouziva prii reSeni diferencidlnich rovnic (obycejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

\

Nékteré tyto rovnice s neznamou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na
algebraické rovnice s neznamou L(y).

\

Po vyieseni £(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L 1(h).

\

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouziva teorii komplexnich funkct;
bez jeji znalosti je mozné vysledek ,,uhddnout" z tabulek obrazii L( f).

\

Pouziti bude vyloZeno na prikladech.




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice y” — 3y’ + 2y = e (nezndma4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformac{

B (2Ll — sy(0) — ¢ (0) - 3(5L() — y(0)) + 2£(y) = 1/(s —3)

s nezndmou L(y) proménné s.
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice y” — 3y’ + 2y = e (nezndma4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformac{

(s*L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

na

s nezndmou L(y) proménné s.

\

Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice y(0) = 0,4'(0) = 0. Potom

L(y)(s)

1

1/2

1/2

(s =1)(s = 2)(s = 3)

s —1
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice y” — 3y’ + 2y = e (nezndma4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformac{

(s*L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

na

s nezndmou L(y) proménné s.

\

Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice y(0) = 0,4'(0) = 0. Potom

1 1/2 1

1/2

L(y)(s) = = - +

(s—=1)(s—=2)(s—=3) s—1 s—2

\
Odtud vyplyva y(t) = €' /2 — e* + e /2, coZ je hledané Tfesent.

\
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\

Rovnice y” — 3y’ + 2y = e (nezndma4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformac{

(s*L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

na

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

s nezndmou L(y) proménné s.

\

Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice y(0) = 0,4'(0) = 0. Potom

\/

Odtud vyplyva y(t) = €' /2 — e*' + €% /2, coz je hledané FeSent.

\/

L(y)(s)

1 1/2 1

1/2

(s—=1)(s—=2)(s—=3) s—1 s—2

Néco mi rika, Ze to tak lehce
jde a pajde jenom nékdy ...
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PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

Ty = y(n) + po1y™ ™V + poay™ D + ..+ prt/ + poy -




PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

Ty = y(n) + po1y™ ™V + poay™ D + ..+ prt/ + poy -

\

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, ze v~V je spojitd a hladkost
odpovida f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podmin-

kam / :
y(0) =y (0)=--- =y D(0) = 0.




PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

Ty = y(n) + po1y™ ™V + poay™ D + ..+ prt/ + poy -

\

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, ze v~V je spojitd a hladkost
odpovida f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podmin-

kam / :
y(0) =y (0)=--- =y D(0) = 0.

\

Oznac¢me ' ,
P(s) = s"+pp15"" +pp—2s" "+ ...+ piS+po.




PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

Ty = y(n) + po1y™ ™V + poay™ D + ..+ prt/ + poy -

\

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, ze y je spojita a hladkost y
odpovida f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podmin-

(n—1)

kam / :
y(0) =y (0) = --- =y 1(0) = 0.
¥
OznaCme
P(s)=s"+pn18"" +ppas" P+ ...+ pis+po.

Klidové feSeni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

\




PopiSeme si situaci obecné. Necht’ reSime linearni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € E aT je

Ty = y(n) + 1™V + poay™ 2 + ..+ 1y + poy .

\

Zobecnénym fesenim rozumime y se spojitou takové, Ze "~ je spojitd a hladkost y
odpovidd f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam
y(0) =y'(0)=--- =¢""V(0) = 0.

\

Oznacme ,

P(S) = g" +pn_18n_1 +pn_25”_ +...+p1S+po-

\

Klidové feSeni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

4

Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi pocateénimi podminkami (y(0) = o, 4/(0) = ¥,
...) vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf =
F'(s) pro vhodny polynom Fy(s) zahrnujici pocatecni podminky.

=)
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Tedy



Tedy

_F(s) | B(s)
=P TP
 /
OznaCme u, v takové funkce, aby
_ F(s) ~ B(s)
Lu = Pls)’ Lo = P(s)




Tedy

F B,
£y = F8) | Pls)
P(s) = P(s)
 /
OznaCme u, v takové funkce, aby
F(s) Po(s)
P — T —
TP T P
Pak y = u + v, kde w a v resi tyto ulohy
Tu=f,u0)=u'0)=---=u"D0)=0

Tv =0, v(0) = yo,'(0) = y1, ..., 0" V() = yp_1 .




Tedy

\

\

Pak y = u + v, kde u a v resi tyto ulohy

Tu=f,u0)=u(0)=---=u"D0)=0

Tv =0, v(0) = 30, 2'(0) = y1, ..., 0" V(0) = yn_1 .

Néco mi to pripomina.
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UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aT'd = 9.

\




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aT'd = 9.

\
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme
1
Ly = P(s)ﬁf =Ld-Lf=L(dxf).




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aT'd = 9.

\
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme
1
Ly = P(s)ﬁf =Ld-Lf=L(dxf).
\

Tedy y = d * f aje tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

\




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aT'd = 9.

\
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme

1

5 , 2 0 <17 , g LEKCE28-LAP
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Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné samoziejmé resit
klasicky, jak bylo ukdzano v ptislusné kapitole.

\




Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné samoziejmé resit
klasicky, jak bylo ukdzano v ptislusné kapitole.

\

Nicméné, pouziti Laplaceovy transformace je v nékterych pripadech jednodussi a vy-
sledky dava ve vhodné€jSim tvaru.

\




Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné samoziejmé resit
klasicky, jak bylo ukdzano v ptislusné kapitole.

\

Nicméné, pouziti Laplaceovy transformace je v nékterych pripadech jednodussi a vy-
sledky dava ve vhodné€jSim tvaru.

\

To hlavné v pripadech, kdy prava strana diferencialni rovnice neni spojitd, nebo je to
slozit€jsi funkce.

\




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné samoziejme reSit
klasicky, jak bylo ukazéano v prislusné kapitole.

\

Nicméné, pouziti Laplaceovy transformace je v nékterych pripadech jednodussi a vy-
sledky dav4 ve vhodnéjSim tvaru.

\

To hlavné v ptipadech, kdy prava strana diferencidlni rovnice neni spojita, nebo je to

slozité;si funkce. LEKCE28-LAP
integralni tr.
‘ Laplaceova tr.
existence

po c¢éstech spoj.
exp.omezena funkce
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perioda
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M3 se vyfesit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1nebot > 2;
y”+y={1, gr01§t<2. . y(0)




M3 se vyfesit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1nebot > 2;
y”+y={1) ol<t<2 =7, y0)=0y(0)=1
\
Prava strana rovnice lze psat jako uy(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:
(DL =1+ .
S = -
/ s s




M3 se vyfesit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1nebot > 2; - -
y”_‘_y:{l’ gr01§t<2 ) y<0>_07y/(0)_1
\
Prava strana rovnice lze psat jako uy(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:
(24+1)Ly) =1+ S
S = —
/ s s
\
Odtud vyplyne y(t) = sint + uy(t)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro(0 <¢ < 1;
y(t) = ¢ sint + 1 — cos(t — 1), prol <t <2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.




Ma se vyresit diferencialni rovnice

" 0, pro0 <t < 1lnebot > 2;
y+?/:{1, rol<t<2 » y(0)

4

Prava strana rovnice lze psat jako u(t) — uo(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:

(s*+1)L(y) =1+ —

\

Odtud vyplyne y(t) = sint + u1(¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro0 <t < 1;
y(t) = ¢ sint + 1 — cos(t — 1), prol <t < 2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.

BTW, je to spojita funkce?
Radéji bych se presvédcil
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Rovnice y" — 3y’ + 2y = f(t) dava L(y)(s) = L(f)(s)(-5 — —1;), coZ znamend

Ly)=LHL™ —e ) =L(fx (e =€),

takze feSeni lze psat ve tvaru

u(t) = F(t) % (€% — ) = / Flu)(e 26 — =) dy




Rovnice y" — 3y’ + 2y = f(t) dava L(y)(s) = L(f)(s)(-5 — —1;), coZ znamend

1
Lly)=LHLE™ —e ) =L(f*(e* =€),
takze feSeni lze psat ve tvaru

y(t) _ f(t) —2t — / f —2t u) —(t—u)) du .

Asi to 1épe neslo. Hmmm.




Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty




Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

\

Nasledujici jednoduchy priklad dava navod k feseni nekterych linearnich diferencial-
nich rovnic s nekonstantnimi koeficienty.

\
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Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

\

Nasledujici jednoduchy priklad dava navod k feseni nekterych linearnich diferencial-
nich rovnic s nekonstantnimi koeficienty.

\

Rovnice 3" +ty' — 2y =4 pocéte¢nimi podminkami y(0) = —1,y '(0) = 0 se zobrazi

Laplaceovou transformaci a po uprave se dostane diferencidlni rovnice

) + L) (3) 4

S S

5'2 .
kterda ma feSeni L(y) = % -1+ 023/2 (y) — 0 pros — oo, je C = 0.
1

Vysledek je tedy y = ¢* —

=)
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Soustavy diferencialnich rovnic




Soustavy diferencialnich rovnic

\

Postup je stejny jako v predchozi Casti. Soustava
y/ = —%, y<0> =1
7=y, 2(0)=0
se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

sL(y)+ L(z) =1
L(y) = sL(z) = 0,

kterd ma feSeni £(z) = 1/(s* + 1), takZe z = sint, y = cost.




Integralni rovnice




Integralni rovnice

\
M4 se vyiesit rovnice y(t) = t° + f(f sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je
roven sin xy, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).

\




Integralni rovnice

\
M4 se vyiesit rovnice y(t) = t° + f(f sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je
roven sin xy, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).

\

Snadno se nyn{ zjisti feSeni y = 3 + ¢°/20.




Diferencni rovnice




Diferencni rovnice

\

Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadfeni ¢lend posloupnosti {a, } zadané rekurentné
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Diferencni rovnice

\

Ukolem je najit ,,nerekurentni" vyjadieni ¢lent posloupnosti {a,} zadané rekurentné

vzorcem
Qn+2 _Sa’n+1+2a’n7a’0 :070’1 = 1.

\

V predchozi rovnosti probihd proménna n Cislan = 0,1, 2, ....

\

Na chvili 1ze uvaZovat, Ze predchozi rovnost plati pro n > 2,n € R. Tedy mizeme
hledat funkci
yt)=a,, n<t<n+1,n=0,1,2 ...
spliiujici rovnici
y(t+2) —3y(t+1)+2y(t) =0.




Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrn€) se dostane

- 68(1 — 6_8) - 1 —e™% 1 - 1 - [n] -
L) =S —ser0) - s (1 " e 1- e_5> = L2 -1).




Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

L(y)(s) = s(e2 —3es+2) s

efll—e™) 1-— e_‘s’< 1 1
-2 1—e°

£ —1).

To se musi najit v tabulkach.
Hmmm. Je to tam:

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

e’(1 —e™%) 1—e* 1 1
Ly)(s) = - ( - ) — L2l — 1),
(w)(s) s(e? — 3es + 2) s 1—2e5 1—es ( )

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.

To se musi naj it v tabulkach. exp.omezend funkce
Hmmm. Je to tam: Lerchova véta

Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
‘ zvétseni
derivace
integrace
1] —e % konvoluce
L N — Inverzni Laplace
<CL ) T _ g Aplikace
S<1 — ae ‘S) dif.rovnice
int.rovnice
diferen¢ni rovnice
‘ parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

L(y)(s) =

\

e’(1 —e™%)

1 —e7*

S<€23 _

3es + 2)

S

( 1 1
1—2e5% 1—e5

To se musi najit v tabulkach.
Hmmm. Je to tam:

Odtud plyne feseni y(t) = 2"/ — 1 a ndsledné a,, = 2" — 1.

)

£ —1).
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Parcialni diferencialni rovnice
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rencialni rovnice ve funk01
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Parcialni diferencialni rovnice
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rencialni rovnice ve funk01
u(x,t) dvé proménné z, t,

podle kterych se derlvuje
muiZeme derivovanim podle
t odstranit pouzitim Lapla-
ceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rov-
nici.
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A funguje to, pokud umime
pocitat diferencidlni rov-
nice, nebo pokud pouzijeme
Laplace jest€ jednou ...
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Ve cvicCenich spocitame rov-
nici vedeni tepla v; = kv, a
vlnovou rovnici vy = *v,,.
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Rizeni procesu




Rizeni procesu

\

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 71" klidové feSeni x rovnice T'x = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Ozna¢ime X = Lx, F = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

\




Rizeni procesu

\

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 71" klidové feSeni x rovnice T'x = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Oznac¢ime X = Lz, F = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

\/

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X dostaneme vystup X po-
moci procesu G, mame vztah X; = G1(s)X,. Pokud tento vystup vstupuje do procesu
(G5 dostaneme vystup Xy = Gy X1 = G2G1X. Tedy napojeni procesti odpovida procesu
G = G1Go.

0 1 2
— G — G —
X, X,
—> G —

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po c¢éstech spoj.
exp.omezena funkce
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Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z (G; se ptida zpracovany procesem G5 ke vstupu
do procesu (&1, dostaneme situaci, které se fikd zpétna vazba.

X 4 % 24

o » G >




Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z (G; se ptida zpracovany procesem G5 ke vstupu
do procesu (&1, dostaneme situaci, které se fikd zpétna vazba.

X, X X X

! o : » G - - >
G,
¥
Mame X| = Xy + G Xs, Xy = G1(X() + G2X2), tedy Xy, = G X, kde
1
G=—"7—.
1 — GGy
XO XZ
—» G >




Pokud G, funguje jako zpétna vazba v systému popsaném
Gy
1+ GGy’

tak nastavenim hodnoty G = 1/10 zaru¢ime, Ze piipadny stonasobny nartst G; nezpu-
sobi priliSnou Skodu.

\




Pokud (G5 funguje jako zpétna vazba v systému popsaném
&
1+ GGy’

tak nastavenim hodnoty Go = 1/10 zaruc¢ime, Ze piipadny stondsobny nartist G; nezpu-
sobi priliSnou Skodu.

\

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce

Pokud G» ma knoflik na ota- Lerchova véta

v , R , ST o Vlastnosti
¢eni, muZeme s nim ridit du- posunuti

71tA funkce skoku
lezité procesy. L S

zveétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferenc¢ni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Poznamky 3 :

Na uvedenych prikladech je vidét zakladni pristup k feSeni rtiznych typl rovnic po-
moci Laplaceovy (nebo jin€ integralni) transformace.
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Na uvedenych prikladech je vidét zakladni pristup k feSeni rtiznych typl rovnic po-
moci Laplaceovy (nebo jin€ integralni) transformace.
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Aplikaci transformace se rovnice pfevede na jiny typ, ktery byva jednodussi k reSeni
(samoziejmé, ne vzdy).

\
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Aplikaci transformace se rovnice pfevede na jiny typ, ktery byva jednodussi k reSeni
(samoziejmé, ne vzdy).

\

Pfi tomto postupu je nutné predpokladat, ze feSeni ma Laplaceovu transformaci a
vSechny vyskytujici se dané funkce (napf. prava strana linearni diferencidlni rovnice)
maji Laplaceovu transformaci.
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Pfi tomto postupu je nutné predpokladat, ze feSeni ma Laplaceovu transformaci a
vsechny vyskytujici se dané funkce (napf. prava strana linearni diferencidlni rovnice)
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Ve vSech pfipadech je pak tfeba vyfesit rovnici L(y(t))(s) = g(s), kde g je feSeni
transformované rovnice.

\




Poznamky 3 :

Na uvedenych prikladech je vidét zakladni pristup k feSeni rtiznych typl rovnic po-
moci Laplaceovy (nebo jin€ integralni) transformace.

\

Aplikaci transformace se rovnice pfevede na jiny typ, ktery byva jednodussi k reSeni
(samoziejmé, ne vzdy).

\

Pfi tomto postupu je nutné predpokladat, ze feSeni ma Laplaceovu transformaci a
vsechny vyskytujici se dané funkce (napf. prava strana linearni diferencidlni rovnice)
maji Laplaceovu transformaci.

\

Ve vSech pfipadech je pak tfeba vyfesit rovnici L(y(t))(s) = g(s), kde g je feSeni
transformované rovnice.

\

Musi se tedy najit inverzni obraz £ !(g). Vzorec pro inverzni Laplaceovu transformaci
bude uveden v priStim semestru.

=)




Pokud se hled4 spojité y (aZ na mdlo bodt), pak je podle Lerchovy véty jediné a Ize
ho v nékterych pripadech zjistit z tabulek obrazi Laplaceovy transformace.

\




Pokud se hled4 spojité y (aZ na mdlo bodt), pak je podle Lerchovy véty jediné a Ize
ho v nékterych pripadech zjistit z tabulek obrazi Laplaceovy transformace.

\

Snadné to je u funkci g, které jsou bud’ racionalni funkce nebo jejich kombinace s
exponencidlnimi funkcemi. O tom v Otdzkdch.

\
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vlastni derivaci.
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Pokud se hled4 spojité y (aZ na mdlo bodt), pak je podle Lerchovy véty jediné a Ize
ho v nékterych pripadech zjistit z tabulek obrazi Laplaceovy transformace.

\

Snadné to je u funkci g, které jsou bud’ racionalni funkce nebo jejich kombinace s
exponencidlnimi funkcemi. O tom v Otdzkdch.

\

Uvédomte si, Ze teSeni diferencidlni rovnice musi byt spojitd funkce, protoze ma
vlastni derivaci.

\

Vyjimkou je uvedeny piiklad v Prikladech, kde je na pravé strané Diracova delta
funkce a v daném bod¢ je derivace fesSeni nevlastni.

\




Pokud se hled4 spojité y (aZ na mdlo bodt), pak je podle Lerchovy véty jediné a Ize
ho v nékterych pripadech zjistit z tabulek obrazi Laplaceovy transformace.

\

Snadné to je u funkci g, které jsou bud’ racionalni funkce nebo jejich kombinace s
exponencidlnimi funkcemi. O tom v Otdzkdch.

\

Uvédomte si, Ze teSeni diferencidlni rovnice musi byt spojitd funkce, protoze ma
vlastni derivaci.

\

Vyjimkou je uvedeny piiklad v Prikladech, kde je na pravé strané Diracova delta
funkce a v daném bod¢ je derivace fesSeni nevlastni.

\

Nicméné, existuji derivace reSeni zleva a zprava a fesSeni tedy bude opét spojité.

—p




Inverzni Laplacetiv obraz nejde vZdy vyjadfit pomoci znadmych funkci.

\




Inverzni Laplacetiv obraz nejde vZdy vyjadfit pomoci znadmych funkci.
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To je pripad v prikladu 5. Pak lze reSeni uvést pomoci fad.

\




Inverzni Laplacetiv obraz nejde vZdy vyjadfit pomoci znadmych funkci.
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Inverzni Laplacetiv obraz nejde vZdy vyjadfit pomoci znadmych funkci.

\

To je pripad v prikladu 5. Pak lze reSeni uvést pomoci fad.

\

Je nutné davat pozor, protoze (jak ukazuje ptiklad z Otdzek 1), Laplaceovu transfor-
maci fady nelze ani u mocninnych fad provadeét ¢len po Clenu.

\

(©.9)
Je to mozné, pokud pro fadu > a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, ze |a,| < Kp"/n! pro
n=0
skoro vSechna n.

\




Inverzni Laplacetiv obraz nejde vZdy vyjadfit pomoci znadmych funkci.

’t“o je pripad v prikladu 5. Pak lze feSeni uvést pomoci rad.

\

Je nutné davat pozor, protoze (jak ukazuje ptiklad z Otdzek 1), Laplaceovu transfor-
maci fady nelze ani u mocninnych fad provadeét ¢len po Clenu.

\

Je to mozZné, pokud pro fadu f: a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro
skoro vSechna n. o

\

Potom L ( i ant")(s) = i a,n!s" L,

n=0 n=>0

\




Inverzni Laplacetv obraz nejde vzdy vyjadrit pomoci znadmych funkci.

\

To je pripad v prikladu 5. Pak 1ze feseni uvést pomoci fad.

\

Je nutné davat pozor, protoze (jak ukazuje ptiklad z Otdzek 1), Laplaceovu transfor-
maci fady nelze ani u mocninnych rad provadét Clen po Clenu.

\

o0
Je to mozné, pokud pro fadu ) | a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro
n=0
skoro vSechna n.

\
Potom L ( i ant")(s) = z a,n!s"

n=0 n=0
 /

To ale prece odpovida pod-
mince exponencidlni ome-
zenosti! Nejsem greenhorn.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec pozndmek 3.




Priklady 3 :

1. Vyieste znovu rovnici y” — 3y’ +2y = €, tentokrat obecné, bez danych po&atecnich
podminek.

_—




2. Najdéte obecné feSeni rovnice y” + 4y = 0.




3. Vyfeste rovnici " +y = ¢g(t), kde g(t) = 1 na[1, 2) a je rovno O jinde, s pocateCnimi
podminkami y(0) = 0,4'(0) = 1.

—p




4. Vyfeste rovnici y”+2y'+5by = 0(t) s pocatecnimi podminkami y(0) = 0, y'(0) = 0.
V tomto pfipadé predpokladame, Ze feseni y ma spojité derivace do 2.fadu a je exponen-
cidlné omezené.

_—




A zase néco pro radost.
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A zase néco pro radost.

\

*5, Reste rovnici ty” + ¢/ + ty = 0 s pocateénimi podminkou y(0) = 1. (Dostanete
jednoduchou diferencidlni rovnici pro £(y), ktera bude mit feseni £(y) = C(s>+1)"1/2)

\/
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A zase néco pro radost.

J LEKCE28-LAP
integralni tr.

*5, Reste rovnici ty” + ¢/ + ty = 0 s pocdtecnimi podminkou y(0) = 1. (Dostanete Laplaceovars

existence
. ) o 0 0 p: LN N . o 2 —1/2 0 ¢4stech spoj.
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A zase néco pro radost.

‘ LEKCE28-LAP
integralni tr.

%5, Reste rovnici ty" + 1y + ty = 0 s pocatecnimi podminkou y(0) = 1. (Dostanete Laplaceovar

existence
- . c 1.2 o . 4 PR P _ 2 —1/2 po Castech spoj.
jednoduchou diferencidlni rovnici pro £(y), kterd bude mit feseni L(y) = C(s°+1) ) D omonens funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti

Zkuste najit spojité v, které ma tuto Laplaceovu transformaci, pomoci fad.) [y = = [umxee skoku

perioda

00 $2n zvétieni
ZO (—1>n(2nn')2, tzv. Besselova funkce JO] derivace
: integrace
konvoluce
‘ Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Ano. Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789







6. Vyfeste soustavu

y+2+y+z =1

4tz =

s pofatednimi podminkami y(0) = —1,2(0) = 2. [y = 1 — 2¢" + te', z = 2! — te']

=)




7. Vyfeste integralni rovnici y(t) = e’ — fot (t — u)*y(u) du.




Vyfeste diferencni rovnici y(t) — y(t — m/a) = sin(at) pfi podmince y(t) = 0 pro
0.

8.
y < 0. [y(t) = sin(at) na intervalech (27n/a,27(n + 1)/a) a 0 jinde.]

=)




9. Oznacme f(t) = [t prot > 0, f(t) = 0 pro t < 0 ( jde o kladnou celou ¢ast Cisla).
Spoctéte
1 e’

L) = st —1) s(l—e>)

Spoctéte feSeni diferenCni rovnice

yt+1) —yt) =1, yy) =0, ¢t < 1.
Ovéite, ze y(t) = f(t).

Konec piikladi 3.




Otazky 3 :

1. Ma-li se najit inverzni Laplacetiv obraz raciondlni funkce, rozlozi se raciondlni
funkce na parcialni zlomky, stejné€ jako u pocitani integréalu z racionalni funkce.

\




Otazky 3 :

1. Ma-li se najit inverzni Laplacetiv obraz raciondlni funkce, rozlozi se raciondlni
funkce na parcialni zlomky, stejné€ jako u pocitani integréalu z racionalni funkce.

\

Protoze Laplaceova transformace je linedrni, je 1 jeji inverzni transformace linearni.
Staci tedy zndt inverzni obrazy jednotlivych parcidlnich zlomkad.

\




Otazky 3 :

1. Ma-li se najit inverzni Laplacetiv obraz raciondlni funkce, rozlozi se raciondlni
funkce na parcialni zlomky, stejné€ jako u pocitani integréalu z racionalni funkce.

\

Protoze Laplaceova transformace je linedrni, je 1 jeji inverzni transformace linearni.
Staci tedy zndt inverzni obrazy jednotlivych parcidlnich zlomkad.

\

Urcete nyni (pomoci vzorce pro derivaci) inverzni obraz funkce (s — a)™" pron € N.

=




2. Pomoci dpravy na ¢tverec jmenovatele najdéte inverzni obraz zlomku (as+b) /(ps*+
qs+r).

\




2. Pomoci dpravy na ¢tverec jmenovatele najdéte inverzni obraz zlomku (as+b) /(ps*+
qs+r).

\

VVVVVV

(vyjdou kombinace " sin(ct), t* cos(dt)).

=




3. Pokud se fesi diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se pomoci
Laplaceovy transformace s (Caste¢né) obecnymi y(0),3/(0) a pak se okrajové podminky
dosadi.

\




3. Pokud se fesi diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se pomoci
Laplaceovy transformace s (Caste¢né) obecnymi y(0),3/(0) a pak se okrajové podminky
dosadi.

\

Vyfeste rovnici iy’ + y = cost pro y(0) = 1, y(7/2) = 1.

Konec otazek 3.




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fesSeni diferencidlni rovnice
y'(t) —4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

'

Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fesSeni diferencidlni rovnice
y'(t) —4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

'

Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.

\

Dostaneme
s"L(y) — sy(0) — y'(0) — 4L(y) = 0.




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fesSeni diferencidlni rovnice

y'(t) — dy(t) =0

s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

\
Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
\
Dostaneme , /
s"L(y) — sy(0) — y'(0) — 4L(y) = 0.
\
Dosazenim pocatecnich podminek ziskdme rovnost

-1 11 4 1/
s2—4 2—5 245 2—s 245

L(y) =




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fesSeni diferencidlni rovnice
y'(t) —4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

'

Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.

\

Dostaneme
s"L(y) — sy(0) — y'(0) — 4L(y) = 0.

\

Dosazenim pocatecnich podminek ziskdme rovnost

1 11 1/4  1/4
£<y>_82—4_2—8.2—|—8_2—S+2—|—S.

\

Inverzni Laplaceovou transformaci prejdeme k hledanému feseni diferencidlni rovnice

1

y(t) _ Z (6—215 o 62t) '




CviCeni 3 :

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte fesSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

\
Reseni. Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
\
Dostaneme , /
s"L(y) — sy(0) —y'(0) — 4L(y) = 0.
\
Dosazenim pocatecnich podminek ziskdme rovnost
—1 1 1 1/4 1/4
£ f— = 9 — .
W) s2—4 2—s 2+s 2—3+2+3

\
Inverzni Laplaceovou transformaci prejdeme k hledanému feseni diferencidlni rovnice

y(t) _ i (6—2t - 62t) '




Vime, kdy, jak a proc to fun-
guje. Ale je to porad parada.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vime, kdy, jak a proc to fun-
guje. Ale je to porad parada.

Rizové ndusnicky funguji
VZDYCKY. TO je parada.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni soustavy diferencialnich
rovnic ,
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,

s pocatecnimi podminkami y(0) = 0a 2(0) = 1.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0a 2(0) = 1.

‘

Reseni. Laplaceovou transformaci pfevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) = 2(0) + L(y) = 0,
L(z) + sL(y) —y(0) = 0.




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0a 2(0) = 1.

‘

Reseni. Laplaceovou transformaci pfevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) = 2(0) + L(y) = 0,
L(z) + sL(y) —y(0) = 0.

\

Po dosazeni pocateCnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = =sL(y).




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0a 2(0) = 1.
\
Reseni. Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) = 2(0) + L(y) = 0,
L(z) + sL(y) —y(0) = 0.
\
Po dosazeni pocateCnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = =sL(y).

\

Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné upravé mame

1 /2 1/2
Ly) = — .
) 1] — g2 1—S+1—|—S




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0a 2(0) = 1.
\
Reseni. Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu
sL(z) = 2(0) + L(y) = 0,
L(z) + sL(y) —y(0) = 0.
\
Po dosazeni pocateCnich podminek z druhé rovnice vyjadiime
L(z) = =sL(y).

\

Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné upravé mame

1 /2 1/2
Ly) = — .
) 1] — g2 1—S+1—|—S




Po zpétné transformaci tedy

(et + e_t) :

DO | =

y(t) =




Po zpétné transformaci tedy

(et + e_t) :

DO | =

y(t) =

4

Funkci z(¢) miZete lehko urcit napiiklad z druhé rovnice.

\




Po zpétné transformaci tedy

\

yt) == (" +e7).

DO | —

Funkci z(t) mtzete lehko urcit napriklad z druhé rovnice.

\

To lehce dovede 1 malé dité.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po zpétné transformaci tedy

yt) == (" +e7).

DO | —

\/

Funkci z(¢) mizete lehko urcit napriklad z druhé rovnice.

\

To lehce dovede 1 malé dite.

Jsem rad, Ze nejsem malé
dité.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidov4 reSeni diferen-
cialnich rovnic /
y(t) = ult)

d'(t) = o(t)
a overte, ze
y=uxd.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidov4 reSeni diferen-
cialnich rovnic /
y(t) = ult)
d'(t) = 6(t)
a overte, ze
y=uxd.

\

Reseni. Dostaneme sLy = %, Ly = S%, y =t.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidov4 reSeni diferen-
cialnich rovnic /
y(t) = ult)

d(t) = 0(t)

a overte, ze
y=uxd.

\

Reseni. Dostaneme sLy = %, Ly = S%, y =t.

 /
Podobné sLd = 1, Ld = %, d=1.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidov4 reSeni diferen-
cialnich rovnic /
y(t) = ult)
d'(t) = 6(t)
a overte, ze
y=uxd.

\

Reseni. Dostaneme sLy = %, Ly = S%, y =t.

 /
Podobné sLd = 1, Ld = %, d=1.

\

Ovérime .
tzy:u*dz/ 1-1dt =t.
0




Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couha ze zdi a je na ném v poloviné umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()




Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couha ze zdi a je na ném v poloviné umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazortiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
}




Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couha ze zdi a je na ném v poloviné umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikdlni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazorfiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
}

Parametry oznacime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y"(0) = a, y"'(0) = b a pocitdme . ..

\




Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couha ze zdi a je na ném v poloviné umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikdlni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazorfiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
}

Parametry oznacime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y"(0) = a, y"'(0) = b a pocitdme . ..

\




Dostaneme

b
y(t) = gﬂ + o0+t = (- 1)°.




Dostaneme

y(t) = g# -+ gt3 +u(t — 1)t —1)>.

\

Pomoci hodnot v bodé ¢t = 2 zjistime parametry a = 6, b = —0.




Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()




Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikdlni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazorfiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
}




Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikdlni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazorfiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
}

Parametry oznacime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y'(0) = a, y"(0) = b a poCitame ...

\




Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()

'

Reseni. Fyzikdlni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi znazorfiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 66(t — 1),
kde y(0) = ¢"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
}

Parametry oznacime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y'(0) = a, y"(0) = b a poCitame ...

\




Dostaneme

(D) = ot 4 5t +ult — 1)(t ~ 1)°.




Dostaneme

3. 1
—§t+§t3+u(t—1)(t—1)3.

Asi to ma uprostied extrém

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



A zkuste si nosnik mezi
dvéma zdmi nebo nosnik na
jedné strané¢ ve zdi a na

druhé podepreny ...

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Reste diferen¢ni rovnice
ni1+a,=1, a9g=0, ag =1.
Upt2 = Apy1+ ap, ag=0, ap =1.
An+2 = 2an+1 — Qp, Qo = 07 a] = L.
Gnpio = 00ni1 —06a, +4n+ 2, ag =0, a1 =1.




Piiklad. Reste diferencni rovnice
y(t) +ylt —1) =€, y(t) =
y(t) +yt—1)=t, yit) =




Priklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.




Priklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.

'

Reseni. Laplaceova transformace dava

3Y(3)—y(0)+2Y:S+3.




Priklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.

'

Reseni. Laplaceova transformace dava

sY(s) —y(0) +2Y =

s+3
Odtud . 1
Y(s) = —
<S) s+2 s+3

y(t) = be H — e 3,




Priklad. Spoctéte integralni rovnici




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Reseni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)=—=+Y
(5) s? +Y(s) s+ 1




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Reseni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)=—=+Y
(5) s? i <8>52 +1

\

Tedy

1 1




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Reseni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)=—
(5) s? i <8>52 +1
\
Tedy
1 1
Resenti je

y(t) =t + —t>.




Piiklad. Reste diferencidlni rovnice
Y (1) +y(t) = f(t)
y'(t) —y(t) = ft)
y'(t) = ft)

s pomoci konvoluce.




Piiklad. Reste diferencialni rovnici
y'(t) +y(t) = o(t).




Piiklad. Reste diferencialni rovnici
y'(t) +y(t) = o(t).

'

Reseni. Dostaneme
y(t) = u(t)sin(t)
a je to jako kdyz do klidného kyvadla t'ukneme.




Priklad. Reste rovnici
dv(z, t) N dv(z, t)

dx dt
s okrajovymi podminkami v(x,0) = 0, v(0,t) = £°.

\




Priklad. Reste rovnici

dv(z, t) N dv(z, t)

dx dt
s okrajovymi podminkami v(x,0) = 0, v(0,t) = £°.
\
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
dV(z, s) 1
d—LE + V(LE , S) = ?

s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s°.
\




Priklad. Reste rovnici

dv(z, t) N dv(z, t)
dx dt
s okrajovymi podminkami v(x,0) = 0, v(0,t) = £°.

{

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

1
%ﬁ’s)—i—‘/(x,s):—

&2
s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s°.

\

VyftesSime rovnici pro V' a dostaneme

Viz,s)=c(s)e "+ —.




Pro x = 0 pouzijeme pocateCni podminku ke spocteni neznamé funkce c:

2 1
V(0,s) = 5= c(s)—|—?,
odkud dostaneme
2 1
=5z
a po dosazeni
2 1 . 1
V(SU,S)_(E—?)@ ‘|‘§




Pro x = 0 pouzijeme pocateCni podminku ke spocteni neznamé funkce c:

2 1
V(0,s) = 5= c(s)—|—?,
odkud dostaneme
2 1
=5z
a po dosazeni
2 1 . 1
V(SU,S)_(E—?)@ ‘|‘§
\
A tedy




Priklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) . d?v(z, t)
dt 7 da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\




Priklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) . d?v(z, t)
dt  da?

s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)

dx?

sV(x,s) —v(x,0) =k

s okrajovou podminkou V' (0, s) = V(7w s) = 1/s.
\




Priklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) . d?v(z, t)
dt  da?

s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)

dx?

sV(x,s) —v(x,0) =k

s okrajovou podminkou V' (0, s) = V(7w s) = 1/s.
\

Vyftesime rovnici pro V' a dostaneme

1 sin(z)
V(x,s):;—k Tk




Priklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) . d*v(z, t)
dt  da?

s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)

dx?

sV(x,s) —v(x,0) =k

s okrajovou podminkou V' (0, s) = V(7w s) = 1/s.
\

Vyftesime rovnici pro V' a dostaneme

1 sin(z)
V(x,s):;—k Tk

A tedy
v(z,t) =1+ e " sin(z).




Pfiklad. Reste vinovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(¢), v(x,0) = v(z,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limwv(z,t) =0.

00




Pfiklad. Reste vinovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(¢), v(x,0) = v(z,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limwv(z,t) =0.
00
{
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)
2 )
sVi(x,s) = ————
(z, s) T2

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).
\




Pfiklad. Reste vinovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(¢), v(x,0) = v(z,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limwv(z,t) =0.
00
{
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)
2 )
sVi(x,s) = ————
(z, s) T2

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).
\

Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme

V(z,s) =a(s)e ™ + b(s)e’™ .




Pfiklad. Reste vinovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(¢), v(x,0) = v(z,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limwv(z,t) =0.
00
{
Reseni. Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici
d?V (z, s)
2 )
sVi(x,s) = ————
(z, s) T2

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).
\

Vyfesime rovnici pro V' a dostaneme

V(z,s) =a(s)e ™ + b(s)e’™ .

\
Fyzikélni diivody fikaji, ze
lim V(z,s) =0

T—00

a tedy b(s) = 0.







hew V(z,s)=F(s)e ™

v(x,t) =ult —x)f(t —x).




Konec cviceni 3.







‘ STANDARDY z kapitoly \

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



‘ STANDARDY z kapitoly \

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

\

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

- [ rones

kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval.

\/

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



‘ STANDARDY z kapitoly \

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

\

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval.

\/

Bude probrana integrélni transformace s jadrem e~ * na (0, +00), pozdé&ji (v kapitole
na (—oo, +00) — tzv.

o Fourierové transformaci) integrdlni transformace s jadrem e ="

Fourierova transformace.

=

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



LAPLACEOVA TRANSFORMACE




LAPLACEOVA TRANSFORMACE

\/

DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (0, +o00). Pak se definuje jeji Laplaceova
transformace £( f) ndsledovné

£(f)(5) = / T e dt.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
* exp.omezend funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Necht funkce f m4 na (0, +oo) nasledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni tlira f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na konecné
mnoho bodi, ve kterych jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke™ na néjakém intervalu (p, +00).

Potom je L(f) definovéana na (a,+oo) a lim L(f)(s) = 0.
S$—00

\




VETA. Necht’ funkce f mé na (0, +00) ndsledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni tlira f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na konecné
mnoho bodi, ve kterych jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke™ na néjakém intervalu (p, +00).

Potom je L(f) definovéana na (a,+oo) a lim L(f)(s) = 0.
S$—00

V

Dukaz. Na intervalu [0, p| je f omezena a po Castech spojitd, takZe zobecnény Newtontv
integrél [’ e* f(t) dt konverguje.

\




VETA. Necht' funkce f md na (0, 4+00) nasledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni flil(i f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na konecné
mnoho bodu, ve kterych jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke™ na néjakém intervalu (p, +00).

Potom je L(f) definovédna na (a,+o00) a lim L(f)(s) = 0.
5—00

4

Dukaz. Na intervalu [0, p| je f omezena a po Castech spojitd, takZe zobecnény Newtontv
integrél [ e~ f(t) dt konverguje.

\

Prot € [p,00) je e * f(t)| < e (= a fpoo e~ (570 4t = =P /(5 — a) konverguje,
jakmile s — a > 0. Navic z posledni rovnosti plyne i lim L£(f)(s) = 0. &

S—00

-—p

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po c¢éstech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcialni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po
cdstech spojita a f majici druhou vlastnost exponencidlné omezend.

=)




VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0, +00) a L(f) = L(g), pak f = g.




Priklad. Vypoctéte L( f) pro nasledujici funkce f:
f =konstantac, f(t)=t, f(t)=e", f(t)=sin(at), [f(t)= cos(at).

\




Priklad. Vypoctéte L( f) pro nasledujici funkce f:
f =konstantac, f(t)=t, f(t)=e", f(t)=sin(at), [f(t)= cos(at).

\

Priklad. Vypoctéte L(f) pro funkci f(¢) = [t] na [0, 00), kde [t| znamend celou Cast
Cisla t.

—p

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) 2, pro0 <t <a;
fa®) { , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\




Priklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) 2, pro0 <t <a;
fa(®) , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lirgl fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znaci se dy(t).

\

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) 2, pro0 <t <a;
fa(®) , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lirgl fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znaci se dy(t). LERCES-LAP

integralni tr.
Laplaceova tr.
‘ existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce

V tomto pfipad€ lze pfehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci echova véta
funkci fa. Vlastnosti

posunuti
funkce skoku
‘ perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) 2, pro0 <t <a;
fa(®) , prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci této funkce.

\

Limita lirgl fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a 0 jinde. Nazyva se
a—U4

Diracova delta funkce a znaci se dy(t). LERCES-LAP

integralni tr.
Laplaceova tr.
‘ existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce

V tomto pfipad€ lze pfehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci echova véta
funkci fa. Vlastnosti

posunuti
funkce skoku

‘ perioda
zvétSeni
9 1 — derivace
Vysledkem je L£(dy(t)) = 1. e
konvoluce
Inverzni Laplace
* Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
\




VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
\




Posunuti




Posunuti

\

Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { 1, prot >a

(v bod€ t = a se mliZze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

e~ as LEKCE28-LAP

X
Dlme) = / et dt = e
a

S existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Posunuti

\

Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { 1, prot >a

(v bod€ t = a se mliZze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

e —as LEKCE28-LAP

X
£(u2)(s) = / et dt = e
a

S existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti

Funkce ¢ definovand na (a, +00) (pro @ > 0) a dodefinovana hodnotou 0 na [0, a] se = funkee skoku
bude jednoduse znadit u,g. TakZze perioda
derivace

_J 0, prot < a; Komsoluce
ua(t)f(t o CL) T { f(t - aj)7 pr()t > Q. Invlérzm’iaplace

Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice

* parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu

STANDARDY

Poznamky

123456789

Ptiklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789



Perioda
Pokud zkoumdme periodickou funkci f(t 4+ p) = f(¢), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
o) = u(t) f(t) — ult —p)f(t).




Perioda
Pokud zkoumdme periodickou funkci f(t 4+ p) = f(¢), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
o) = u(t) f(t) — ult —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—-e LS,




Perioda
Pokud zkouméame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
fo(t) = u(t) f(t) —u(t —p)f(t).

Pak
Lfo=Lf—-e LS,

LEKCE28-LAP
integralni tr.
‘ Laplaceova tr.
5 1 existence
odkud vidime r . po &éstech spoj.
exp.omezena funkce
Lf — fO Lf — G_Stf(t) dt Lerchova véta
1 — e~ Ds ’ 0 ’ Vlastnosti
0 posunutf

funkce skoku
perioda
zvétSeni
* derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Derivace




Derivace

\

Pokud je funkce f je spojitd i exponencidlné omezend, a [’ po Castech spojitd, dosta-

neme L(f'())(s) = sL(f(2))(s) — f(0).




Derivace

\

Pokud je funkce f je spojitd i exponencidlné omezena, a f’ po Castech spojitd, dosta-

neme L )(s) = sL(F)(s) — F(0).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
Ono to opravdu zcela posunutf
¥ unkce skoku
snadno proslo. perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
* Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Konvoluce




Konvoluce

\

Existuje vSak dulezitd jind binarni operace na funkcich, ktera se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

\




Konvoluce

\

Existuje vSak dulezita jind binarni operace na funkcich, ktera se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na ndsobeni.

\
DEFINICE. Konvoluce na (0, co) dvou funkci f, g je funkce

LEKCE28-LAP
integralni tr.

t
Laplaceova tr.
(f *9)(t) = / f(r)g(t —7) dr. it
0 exp.omezend funkce
7 0 7 o c o 7 2 2 00\ 2 Lerchova véta
Ziejmé (f = g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, co). Viasinost
posunuti
funkce skoku
perioda
J Zvétsent
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konvoluce

\

Existuje vSak dulezita jind binarni operace na funkcich, ktera se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

\
DEFINICE. Konvoluce na (0, co) dvou funkei f, g je funkce

LEKCE28-LAP
integralni tr.

t
Laplaceova tr.
(f * g) (t) = f(T)g(t — T) dr . existence
0 po castech spoj.
exp.omezena funkce
7 0 7 o c o 7 2 2 00, 2 Lerchova véta
Ziejmé (f = g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, co). Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
J zvétien
derivace
integrace
konvoluce

VETA. Pro po Castech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0,00) plati | nyersnfLaplace
; - . Aplikace
E(f X (J> T £<f>£<Q> dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-

nice
* fizeni procesu

STANDARDY
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE




INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L£(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné f(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

foy - [ L)) de.

271 _ coi




INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE
'

VETA. Necht' f je po Castech hladkd komplexni funkce realné proménné, ktera je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke” pro néjakd redlnd &isla k, b a pro ¢ > 0. Potom L(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné 3(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

~ 1 [ . LEKCE28-LAP
f(t> = — £<f> <U>G “ dz. integrélni tr.
211 : Laplaceova tr.
S existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
A ten klobouk nad f, co se Aplikace

dif.rovnice

pise takhle f(¢), je zase to int rovnice

. ° ® v . diferen¢ni rovnice
Fourierovské prumérovani. parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu

STANDARDY
Pozna
123456789

==  Pprikiady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Dikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > ¢ sestrojime kiivku, skladajici
se z Casti polokruznice o stredu 0 a z Casti primky kolmé k redlné ose v bodé€ c tak, aby
s lezel uvnitt.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
‘ perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
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Dikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > ¢ sestrojime kiivku, skladajici
se z Casti polokruznice o stredu 0 a z Casti primky kolmé k redlné ose v bodé€ c tak, aby
s lezel uvnitt.
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Dikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > ¢ sestrojime kiivku, skladajici
se z Casti polokruznice o stredu 0 a z Casti primky kolmé k redlné ose v bodé€ c tak, aby
s lezel uvnitt.
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Dikaz. Nalezneme b a zvolime ¢ > b. Pro s majici s > ¢ sestrojime kiivku, skladajici
se z Casti polokruznice o stredu 0 a z Casti primky kolmé k redlné ose v bodé€ c tak, aby
s lezel uvnitt.
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Tedy dostdvame (porad jde o komplexni kiivkovy integral)

F(s) = L /CCHOO ) 4,

271 Z— 8

—1700




Spocteme f(t) = L 1{F(s)}

) = Lo{F(s)} =

nebot’




VETA. Necht g je holomorfni funkce v C \ {z, ..., z,} a existuji k,p > 0 tak, Ze
l9(2)| < klz|Pprox € C\ {2, ..., 2, }. Potom pro ¢ > max{¥R(z1), ..., R(2,)} je

1 c+ooi

— g(z)e” dz = Zreszi(g(z)etz) :

271 c—0o01




Diikaz. Necht' C' je kfivka sklddajici se z dsecky C) = {c +it;t € [-R, R]} a z polo-
kruznice Cy = {c + Re";t € [r/2,37/2]}. Zvoli se R > 0 tak, Ze vSechny singuldrni
body z1, ..., 2, lezi uvnitt C. &

=
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DUSLEDEK. Necht' ¢ je holomorfni funkce v C \ {21, ..., z, } a existuji k,p > 0 tak,
ze |g(z)| < k|z|7P pro dostatecné velka |z|. Potom

L1(g9(2))(t) = Zl’ﬁszi(g(Z)etz) :




Priklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pii ndsobeni defi-
novanym jakoZto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kazdou po Castech spojitou funkci f

plati
f*do=Ff.
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Priklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pii ndsobeni defi-
novanym jakoZto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kazdou po Castech spojitou funkci f

plati
J*00=Ff.

Podle definice konvoluce na (0, co) mame
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(F * 8o)t / F(r)oolt — 1) dr = / ()88 dr = £(0).



Priklad. Dokazme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pii ndsobeni defi-
novanym jakoZto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kazdou po Castech spojitou funkci f

plati
f*do=Ff.

Podle definice konvoluce na (0, co) mame

(F * 8o)t / F(r)oolt — 1) dr = / ()88 dr = £(0).

integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
‘ exp.omezend funkce
v v 5 . o Lerchova véta
Za dodate¢nych predpoklada na funkci f, kdy lze pouzit Laplaceova transformace, Viasmosti
posunuti

muzeme postupovat také takto funkce skoku

perioda

L(f)L(do) = L(f), e

integrace

L(f x60) = L(f), konvoluce

Inverzni Laplace
. Aplikace
f * 50 — f . dif.rovnice

int.rovnice

diferen¢ni rovnice

parcidlni dif. rov-

* nice
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Priklad. Spoctéte L(tsint) pomoci vzorecku na derivovani.

\




Priklad. Spoctéte L(tsint) pomoci vzorecku na derivovani.

M
Reseni. q 7
. . S
E(t S11 t) = _gﬁ(SIH t) = m .




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

f(t)zﬁ_l{(sﬂ);(s—?)} |




Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

f(t)zﬁ_l{(sﬂ);(s—?)} |

\
Reseni.
f(t) =res(F(s)e’, —1) + res(F(s)e™,2) = ...
a vysledek je
et te! et




Priklad. Spoctcte




Priklad. Spoctéte

Reseni.




Priklad. Spoctéte

s24+1
Reseni.
s +s+1 s
s2+1 s24+1
Vysledek je




POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE




POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se pouZziva pfi feSeni rovnic. Tyto rovnice s neznamou y se
daji pomoci Laplaceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s neznamou L(y).

\
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POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se pouZziva pfi feSeni rovnic. Tyto rovnice s neznamou y se
daji pomoci Laplaceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s neznamou L(y).

\

Po vyfeseni L(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L~1(h).
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POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE
'

Laplaceova transformace se pouZziva pfi feSeni rovnic. Tyto rovnice s neznamou y se
daji pomoci Laplaceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s neznamou L(y).

\

Po vyieseni L(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L' (h).

\/

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouZziva teorii komplexnich funkcf;
bez jeji znalosti je mozné vysledek ,,uhadnout" z tabulek obrazi L( f).

-=p
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty




Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice i’ — 3y’ + 2y = ¢*' (neznam4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci

B (L) — sy(0) — y(0) — B(5L() — y(0)) + 2£(y) = 1/(s —3)

s nezndmou L(y) proménné s.
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice i’ — 3y’ + 2y = ¢*' (neznam4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci

(s*L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

na

s nezndmou L(y) proménné s.

\

Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice 3(0) = 0,4'(0) = 0. Potom

L(y)(s)

1

1/2

1/2

(s =1)(s = 2)(s = 3)

s —1
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

\

Rovnice i’ — 3y’ + 2y = ¢*' (neznam4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci

(s*L(y) — sy(0) — ¢'(0)) — 3(sL(y) — y(0)) + 2L(y) = 1/(s — 3)

na

s nezndmou L(y) proménné s.

\

Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice 3(0) = 0,4'(0) = 0. Potom

1 1/2 1

1/2

L(y)(s) = = - +

(s—=1)(s—=2)(s—3) s—1 s—2

\
Odtud vyplyva y(t) = €' /2 — e* + ¢ /2, coz je hledané feSent.
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PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy™ 2 + ...+ 01y + Doy .




PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € E aT je

(n—=1)

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy™ 2 + ...+ 01y + Doy .

\

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze ¥~ je spojitd a hladkost y
odpovidéd f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam
y(0) = /(0) = --- =y D(0) = 0.
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PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € E aT je

(n—=1)

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy™ 2 + ...+ 01y + Doy .

\/

Zobecnénym feSenim rozumime y se spojitou takové, Ze ¥~ je spojitd a hladkost y
odpovidéd f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam
y(0) = /(0) = --- =y D(0) = 0.
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PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € E aT je

(n—=1)

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy™ 2 + ...+ 01y + Doy .

\/

Zobecnénym resenim rozumime y se spojitou takové, ze y je spojita a hladkost y
odpovidéd f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam
y(0) = y'(0) =--- =y 7(0) = 0.

(n—1)

\

OznaCme

2

P(s)=8"+p,_18" '  +pu_os" 2+ ...+ pis+pp.

\/

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

\/
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PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € E aT je

(n—=1)

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy™ 2 + ...+ 01y + Doy .

\/

Zobecnénym resenim rozumime y se spojitou takové, ze y je spojita a hladkost y
odpovidéd f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam
y(0) = y'(0) =--- =y 7(0) = 0.

(n—1)

\

OznaCme

2

P(s)=8"+p,_18" '  +pu_os" 2+ ...+ pis+pp.

\/

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

'

Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi pocateénimi podminkami (y(0) = 4o, 4/(0) = ¥,
...) vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf =
F'(s) pro vhodny polynom Fy(s) zahrnujici pocatecni podminky.

=)
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Tedy



Tedy

_F(s) | B(s)
=P TP
 /
OznaCme u, v takové funkce, aby
_ F(s) ~ B(s)
Lu = P(s)’ Lv= Ps)




Tedy

F B,
£y F) | Bls)
P(s) = P(s)
 /
OznaCme u, v takové funkce, aby
F(s) Po(s)
P — Py —
TP T Py
Pak y = u + v, kde w a v resi tyto ulohy
Tu=f,u0)=u'0)=---=u"D0)=0

Tv =0, v(0) = 40, 0" (0) = y1,..., 0" (0) = yp_1.




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f a'T'd = 9.

\




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f a'T'd = 9.

\
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. SpoCteme
1
Ly = P(s)ﬁf =Ld-Lf=L(dxf).




UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f a'T'd = 9.

\

Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme
1

L= 50

Lf=Ld-Lf=L(dxf).

\

Tedy y = d x f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

\
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UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f a'T'd = 9.

\

Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme
1

=50

Lf=Ld-Lf=L(dxf).

c p 2 _ 0 157 p c LEKCE28-LAP
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M3 se vyfesit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1lnebot > 2;
y”+y={1, gr01§t<2. . y(0)




M3 se vyresit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1lnebot > 2;
y”+y:{1, rol<t<2 » y(0)

\/

Prava strana rovnice lze psat jako u;(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:

2
(S + ]‘)E(y) 1 + LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
‘ po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



M3 se vyresit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1lnebot > 2;
y”+y:{1, rol<t<2 » y(0)

\/

Prava strana rovnice lze psat jako u;(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:

2
(S + 1)£(y) 1 + S S ’ LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
‘ po castech spoj.

. exp.omezend funkce
Odtud Vyplyne y(t) =sint + U1<t)<1 — COS(t — 1)) — U2(t>(1 — OS(t — 2)) a tedy Lerchova véta
Vlastnosti
1. posunuti
’ funkce skoku
e perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
‘ Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

sint, pro 0
y(t) = ¢ sint + 1 — cos(t — 1), pro 1
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot



M3 se vyresit diferencialni rovnice

0, pro0 <t < 1lnebot > 2;
y”+y:{1, rol<t<2 » y(0)

\/

Prava strana rovnice lze psat jako u;(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:

(*+1)L(y) =1+ — —

\/

Odtud vyplyne y(t) = sint + uy(t)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sin t, pro0 <t < 1;
y(t) = ¢ sint + 1 — cos(t — 1), prol <t <2;
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.

BTW, je to spojita funkce?
Radéji bych se presvédcil

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Rovnice ¢ — 3y’ + 2y = f(t) dava L(y)(s) = L(f)(s)(-5 — —1;), coZ znamend
Lly) = LUHLE™ —eT) = L(fx (e =€),

takze feSeni lze psat ve tvaru

y(t) :f<t —2t — / f —2t u) —t—u)) du .




Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty




Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

\

Rovnice 3" + ty’' — 2y = 4 s pocate¢nimi podminkami y(0) = —1,¢'(0) = 0 se zobrazi
Laplaceovou transformaci a po upravée se dostane diferencidlni rovnice

L'(y) + L(y) (§—8> =1—$,

S

82 .
kterda ma feSeni L(y) = 8% -1+ 0653/2. Protoze L(y) — 0 pro s — oo, je C' = 0.

Vysledek je tedy y = t? — 1.

=)

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
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funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
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Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
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Soustavy diferencialnich rovnic




Soustavy diferencialnich rovnic

\

Soustava

y/: Iz y(O):l
72 =1y, 2(0)=0

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

sC(y)+ L(z) =1
L(y) —sL(z) = 0,

kterd md feSeni £(z) = 1/(s* + 1), takZe z = sint, y = cost.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
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Lerchova véta
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derivace
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Integralni rovnice




Integralni rovnice

\
M4 se vyiesit rovnice y(t) = t° + fot sin(t — u)y(u) du. Integral na pravé strané je
roven sin *y, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).

\




Integralni rovnice

\
M4 se vyiesit rovnice y(t) = t* + fg sin(t — u)y(u) du. Integral na pravé strané je
roven sin *y, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).

\

Snadno se nyni zjisti feSeni y = 3 + ¢°/20.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
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Inverzni Laplace
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int.rovnice
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fizeni procesu
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Diferencni rovnice




Diferencni rovnice

{

Ukolem je najit ,,nerekurentni" vyjadfeni ¢lend posloupnosti {a, } zadané rekurentné
vzorcem
QAn+2 —3an+1—|—2an,a0 2070’1 =1.




Diferencni rovnice

\

Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadfeni clenti posloupnosti {a, } zadané rekurentné
vzorcem

Gpio — 30npi1 + 2a,,a0 =0,a1 = 1.

\

V predchozi rovnosti probihd proménna n Cislan = 0,1, 2, ....

\

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
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dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
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Diferencni rovnice

\

Ukolem je najit ,nerekurentni" vyjadfeni clenti posloupnosti {a, } zadané rekurentné
vzorcem

Gpio — 30npi1 + 2a,,a0 =0,a1 = 1.

\

V predchozi rovnosti probihd proménné n ¢islan = 0,1, 2, .... LEKCE28-LAP

integralni tr.
Laplaceova tr.
‘ existence
po castech spoj.

Na chvili 1ze uvaZovat, Ze predchozi rovnost plati pro n > 2,n € R. Tedy miZeme = expomezend funkee
hledat funkci Lerchova véta

Vlastnosti
y(t):an, n§t<n+1,n:071,27... posunutf
. op o . . funkce skoku
splnujici rovnici perioda_
zvetseni
y(t + 2) — Sy(t + 1) + Qy(t) =0. derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace

* Aplikace
dif.rovnice

int.rovnice

diferenc¢ni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrn€) se dostane

- 68(1 — €_s> - 1 —e™% 1 - 1 - [n] -
L) =S —se 10 - s (1 " e 1- 6_5> = L2 -1).




Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

Lly)(s) = s(e?s —3es+2) s

Sl —e) 1= e_s< 1 1
l=2z" l=g~*

£ —1).

To se musi najit v tabulkach.
Hmmm. Je to tam:

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétseni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

e e I il
£ly)(s) = s(e?s —3es+2) s <1 —2e5 11— e—5> =@ D

LEKCE28-LAP

integralni tr.

Laplaceova tr.
existence

po castech spoj.

To se musi naj it v tabulkach. exp.omezend funkce
Hmmm. Je to tam: Lerchova véta

Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
‘ zvétseni
derivace
integrace
1] —e % konvoluce
L N — Inverzni Laplace
(CL ) o _ Aplikace
S(l — ae S) dif.rovnice
int.rovnice
diferen¢ni rovnice
‘ parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrné) se dostane

L(y)(s) =

\

e’(1 —e™)

_1—6_3

s(e? — 3es + 2)

S

( 1 1
1—2e5 1—¢e5

To se musi najit v tabulkach.
Hmmm. Je to tam:

Odtud plyne feseni y(¢) = 2"/ — 1 a nasledné a,, = 2" — 1.

)

£ —1).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Parcialni diferencialni rovnice




Parcialni diferencialni rovnice

Pokud ma parcialni dife-

rencialni rovnice ve funk01
u(x,t) dvé proménné z, t,

podle kterych se derlvuje
muiZeme derivovanim podle
t odstranit pouzitim Lapla-
ceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rov-
nici.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Parcialni diferencialni rovnice

Pokud ma parcialni dife-

rencialni rovnice ve funk01
u(x,t) dvé proménné z, t,

podle kterych se derlvuje
muiZeme derivovanim podle
t odstranit pouzitim Lapla-
ceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rov-
nici.

L{u(x,t)} =U(x,s) :/ e_St% dt,
0 dt

{U(z,s)} = u(x,t).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
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Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
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perioda
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derivace
integrace
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fizeni procesu
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123456789
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123456789
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123456789
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123456789



Parcialni diferencialni rovnice

Pokud ma parcialni dife-

rencialni rovnice ve funk01
u(x,t) dvé proménné z, t,

podle kterych se derlvuje
muiZeme derivovanim podle
t odstranit pouzitim Lapla-
ceovy transformace a dostat
obycejnou diferencidlni rov-
nici.

L{u(x,t)} =U(x,s) :/ e_St% dt,
0 dt

{U(z,s)} = u(x,t).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
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parcidlni dif. rov-
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fizeni procesu
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



A funguje to, pokud umime
pocitat diferencidlni rov-
nice, nebo pokud pouzijeme
Laplace jest€ jednou ...

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
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perioda
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A funguje to, pokud umime
pocitat diferencidlni rov-
nice, nebo pokud pouzijeme
Laplace jest€ jednou ...

Ve cviCenich spocitdme rov-

nici vedeni tepla v; = kv, a

vlnovou rovnici vy = ?v,,.
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integralni tr.
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existence
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Rizeni procesu




Rizeni procesu

\

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 71" klidové feSeni x rovnice T'x = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Ozna¢ime X = Lx, F' = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

\/

LEKCE28-LAP
integralni tr.
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Rizeni procesu

\

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 71" klidové feSeni x rovnice T'x = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Ozna¢ime X = Lx, F' = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

\/

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X, dostaneme vystup X; po-
moci procesu G, mame vztah X; = G1(s)X,. Pokud tento vystup vstupuje do procesu
(G5 dostaneme vystup Xo = G2 X7 = GG X|). Tedy napojeni procesii odpovida procesu
G = G1Gbs.

X, 0 X | X )
—» G —> G, —»
XO X2
— G —

LEKCE28-LAP
integralni tr.
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existence
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Pokud se procesy spoji tak, zZe vystup z (G; se prida zpracovany procesem G5 ke vstupu
do procesu (G, dostaneme situaci, které se fikd zp€tna vazba.

XO Xl XZ XZ
+ » G >
G,
LEKCE28-LAP
integralni tr.
‘ Laplaceova tr.
existence

po castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud se procesy spoji tak, zZe vystup z (G; se prida zpracovany procesem G5 ke vstupu
do procesu (G, dostaneme situaci, které se fikd zp€tna vazba.

Xo 5 24 %5

+ » G >

G,

LEKCE28-LAP
integralni tr.
‘ Laplaceova tr.
existence

Mime X; = X + G2 X, Xy = G1(Xo + G2 X»), tedy Xy = G X, kde e

Lerchova véta
1 Vlastnosti

G _ posunuti
T . funkce skoku

1 — GIGQ perioda

zvetSeni

derivace

X X integrace

konvoluce
> G > Inverzni Laplace

Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-

* nice
fizeni procesu

STANDARDY

Poznamky

123456789

Ptiklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789




Pokud (G5 funguje jako zp€tna vazba v systému popsaném
Gy
1+ GGy’

tak nastavenim hodnoty G5 = 1/10 zaruc¢ime, Ze piipadny stondsobny nartist G; nezpu-
sobi priliSnou Skodu.

\
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integralni tr.
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Pokud (G5 funguje jako zp€tna vazba v systému popsaném
Gy
1+ GGy’

tak nastavenim hodnoty G5 = 1/10 zaruc¢ime, Ze piipadny stondsobny nartist G; nezpu-
sobi priliSnou Skodu.

\

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce

Pokud G» ma knoflik na ota- Lerchova véta

v , o v s ~re o Vlastnosti
¢eni, muZeme s nim ridit du- posunuti
71té funkce skoku
lezité procesy. L
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
* Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
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(©.9]
Pokud pro fadu ) a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro skoro
n=0

vSechna n.

\




(©.9]
Pokud pro fadu ) a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro skoro
n=0

vSechna n.
|
o o0
Potom L( Y a,t")(s) = Y aynls "L
m={ n=0




Vyieste znovu rovnici iy’ — 3y’ + 2y = e, tentokrit obecné, bez danych pocatecnich
podminek.

=




Priklad. Najdéte obecné feSeni rovnice y” + 4y = 0.




Priklad. Vyfeste rovnici 3" + y
=0

g(t), kde g(t) = 1 na [1,2) a je rovno O jinde, s
pocatecnimi podminkami y(0) = 1

(0)

—p




Piiklad. Vyfeste rovnici y” + 2y’ + by = §1(t) s pocatecnimi podminkami y(0) =
0,%'(0) = 0. V tomto piipadé predpokladame, Ze feSeni y ma spojité derivace do 2.fadu
a je exponencidalné omezené.

—p
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integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
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Priklad. Vyreste soustavu

y+2+y+z =1

Yy +z = ¢

s pocéate¢nimi podminkami y(0) = —1,2(0) = 2. [y = 1 — 2¢’ + te!, 2 = 2¢’ — te']

=




Piiklad. Vyfeste integralni rovnici y(t) = e’ — fot (t —uw)*y(u) du.




Priklad. Vyfeste diferencni rovnici y(t) — y(t — 7 /a) = sin(at) pti podmince y(t) = 0
pro y < 0. [y(t) = sin(at) na intervalech (27n/a,2w(n + 1)/a) a 0 jinde.]

=)




Piiklad. Ozna¢me f(t) = [t prot > 0, f(t) = 0 pro ¢t < 0 ( jde o kladnou celou Cast

Cisla). Spoctéte
1 e’

£ #) = s(es — 1) B s(1—e5)

Spoctéte reseni diferencni rovnice

yt+1) —yt)=1, yly) =0,1 < 1.
Oveéite, ze y(t) = f(t).
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integralni tr.
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existence
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Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
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derivace
integrace
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parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
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Otéazky
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Priklad. Pokud se teSi diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se po-
moci Laplaceovy transformace s (Caste¢né) obecnymi y(0),3/(0) a pak se okrajové pod-
minky dosadi.

\/
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Priklad. Pokud se teSi diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se po-
moci Laplaceovy transformace s (Caste¢né) obecnymi y(0),3/(0) a pak se okrajové pod-
minky dosadi.

\
Vyfeste rovnici ¢y’ + y = cost pro y(0) = 1, y(7w/2) = 1.
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte reSeni diferencidlni rovnice

y'(t) — 4y(t) =0
s pocateénimi podminkami y(0) = 0 ay/(0) = 1.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0

s poc¢atecnimi podminkami y(0) = 0 a 3/(0) = 1.

\

Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0

s poc¢atecnimi podminkami y(0) = 0 a 3/(0) = 1.

\

Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.

LEKCE28-LAP
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0

s poc¢atecnimi podminkami y(0) = 0 a 3/(0) = 1.

\

Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Dostaneme integralni tr.

) / — Laplaceova tr.
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

y'(t) —4y(t) =0

s poc¢atecnimi podminkami y(0) = 0 a 3/(0) = 1.

\

Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.

LEKCE28-LAP
Dostaneme integralni tr.

) / — Laplaceova tr.
S E(y) Sy(O) y (O) 4£(y) T O Iéxistence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
‘ Lerchova véta
Vlastnosti

Dosazenim pocatecnich podminek ziskame rovnost posunutf

funkc(;: skoku
—1 1 1 1/4  1/4 zvitien
L(y) =

= . = + . derivace
82—4 2 —3g 2—|—S D — g 2—|—5 integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
‘ dif.rovnice
, PRI P v v L. A . ir}t.rovrlvicEe _
Inverzni Laplaceovou transformaci prejdeme k hledanému reseni diferenciadlni rovnice dlfequrllcpldr,c%vmce
parc1a ni 11. Tov-
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni soustavy diferencialnich
rovnic /
2(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,

s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a 2(0) = 1.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
Z'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(¢) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

\

Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) = 2(0) + L(y) = 0, e
aplaceova tr.
L(2) + sL(y) — y(0) = 0.

exp.omezena funkce

Lerchova véta
‘ Vlastnosti
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diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
Z'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(¢) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

\

Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) = 2(0) + L(y) = 0, e
aplaceova tr.
L(2) + sL(y) — y(0) = 0.
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
Z'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(¢) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

\

Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) = 2(0) + L(y) = 0, e
aplaceova tr.
L(2) + sL(y) — y(0) = 0.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti
Po dosazeni pocatecnich podminek z druh€ rovnice vyjadiime e
zvétSeni
£ 2) = —8§ . derivace
( ) L(y) integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
‘ Aplikace
. . ’ . L . / dif.rovnice
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné Upravé mame introvnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
1 1/2 1/2 nice
E(y) = 5 = + . fizeni procesu
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feseni soustavy diferencialnich
rovnic
Z'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(¢) =0,
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a z(0) = 1.

\

Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) = 2(0) + L(y) = 0, e
aplaceova tr.
L(2) + sL(y) — y(0) = 0.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
‘ Vlastnosti
posunuti
Po dosazeni pocatecnich podminek z druh€ rovnice vyjadiime e
zvétSeni
£ 2) = —8§ . derivace
( ) L(y) integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
‘ Aplikace
. . ’ . L . / dif.rovnice
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné Upravé mame introvnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
1 1/2 1/2 nice
E(y) = 5 = + . fizeni procesu
STANDARDY
1—s l—s 1+s atinl;
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Po zpétné transformaci tedy

(et + e_t) :

DO |

y(t) =




Po zpétné transformaci tedy

(et + e_t) :

DO |

y(t) =

4

Funkci z(¢) miZete lehko urcit napiiklad z druhé rovnice.




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidovéa reSeni diferen-
cidlnich rovnic /
y(t) = ul?)

d'(t) = o(t)
a overte, ze
y=uxd.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidovéa reSeni diferen-
cialnich rovnic /
y(t) = ul?)
d'(t) = 6(t)
a overte, ze
y=uxd.

\

Regeni. Dostaneme sLy = %, Ly = S%, y =t.

\




Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidové reSeni diferen-
cidlnich rovnic ,
y'(t) = uflt)

d'(t) = 0(t)
a overte, ze
y=uxd.

\

Dostaneme sLy = 1, Ly = s%, y =t. LEKCE28-LAP

9
S integralni tr.
Laplaceova tr.
‘ existence
| po castech spoj.
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parcidlni dif. rov-
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Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidové reSeni diferen-
cidlnich rovnic ,
y'(t) = uflt)

d'(t) = 0(t)
a overte, ze
y=uxd.

\

Dostaneme sLy = 1, Ly = s%, y =t. LEKCE28-LAP

s’ integralni tr.
Laplaceova tr.
‘ existence
| po castech spoj.
X — 1 — exp.omezena funkce
Podobné€ sLd =1, Ld = <, d = 1. [ oxb-omezer
Vlastnosti
‘ posunuti
funkce skoku
Vv, perioda
Ovérime zvétsent
t derivace
_ _ _ . _ integrace
t_y_u*d_ ]- 1dt—t konvoluce
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parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
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Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couha ze zdi a je na ném v poloviné umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

()




Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery Couhd ze zdi a je na ném v polovin€ umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

A - " t
=0 ! e

W(?)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
!

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
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parcidlni dif. rov-
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Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v polovin€ umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

M
ki
¥ .3

W)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
!

Parametry oznaCime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y"(0) = a, y""(0) = b a pocitdme . ..

\/

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v polovin€ umisténo
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

M
ki
¥ .3

W)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = ¢'(0) = 0, y"(2) = y"(2) = 0.
!

Parametry oznaCime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y"(0) = a, y""(0) = b a pocitdme . ..

\/
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Dostaneme

b
y(t) = gt2 o bt =1 - 1)°




Dostaneme

y(t) = th -+ %53 +u(t — 1)t —1)3.

\

Pomoci hodnot v bodé ¢t = 2 zjistime parametry a = 6, b = —0.




Priklad. Mame nehmotny nosnik, je na obou koncich podepien a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

- ,\‘
ks
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Priklad. Mame nehmotny nosnik, je na obou koncich podepien a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

A - " t
=0 ! e

W(?)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = y"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
!
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Priklad. Mame nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

M
ki
¥ .3

W)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = y"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
!

Parametry oznaCime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y'(0) = a, y""(0) = b a pocitame ...
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Priklad. Mame nehmotny nosnik, je na obou koncich podepren a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

M
ki
¥ .3

W)

\

Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

y"(t) = 60(t — 1),
kde y(0) = y"(0) = 0, y(2) = y"(2) = 0.
!

Parametry oznaCime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y'(0) = a, y""(0) = b a pocitame ...

\/
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Dostaneme

(D) = ot 4 5t ult — 1)(t ~ 1)°.




A zkuste si nosnik mezi
dvéma zdmi nebo nosnik na
jedné strané¢ ve zdi a na

druhé podepreny ...
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Priklad. Reste diferen¢ni rovnice
pni1+ap,=1, ag=0, ag =1.
Apt2 = Qpi1 + G, ag =0, a1 =1.
An+2 = 2an+1 — Qp, Qo = 07 a) = L.
Gpio = Dapi1 —6a, +4n+2, ag =0, a1 =1.




Piiklad. Reste diferenéni rovnice
y(t) +y(t—1)=¢€', y(t) =
y(t) +yt—1)=t, yit) =




Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.




Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.

'

Reseni. Laplaceova transformace dava

sY(s)—y(O)+2Y:S+3.




Piiklad. Reste diferencidlni rovnici
oy (1) +2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) =4.

'

Reseni. Laplaceova transformace dava

sY(s) —y(0) +2Y =

s+ 3
¥
Odtud : 1
Y(s) = _
&) =315 " 553




Priklad. Spoctéte integralni rovnici




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Regeni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)=—=+Y
(5) s? +Y(s) s+ 1




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Regeni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)==+Y
(5) s? i (8)32 +1

\

Tedy

1 1




Priklad. Spoctéte integralni rovnici

y(t) =t+ /0 y(T)sin(t — 7) dr.

\
Regeni. Po Laplaceové transformaci mame
1 1
Y(s)==+Y
(5) s? i (8)32 +1
\
Tedy
1 1
¥
Resenti je

y(t) =t + —t°.




Piiklad. Reste diferencidlni rovnice
Y (1) +y(t) = f(t)
y'(t) —y(t) = f(t)
y'(t) = ft)

s pomoci konvoluce.




Piiklad. Reste diferencialni rovnici
y'(t) +y(t) = o(t) .




Piiklad. Reste diferencialni rovnici
y'(t) +y(t) = o(t) .

'

Redeni. Dostaneme
y(t) = u(t)sin(t)
a je to jako kdyz do klidného kyvadla t'ukneme.




Piiklad. Reste rovnici
dv(z,t) N dv(z, 1)

dx dt
s okrajovymi podminkami v(x,0) = 0, v(0,t) = £°.

\

=1




Piiklad. Reste rovnici

dv(z, t) N dv(z,t)
dz dt
s okrajovymi podminkami v(z, 0) = 0, v(0,t) = ¢

\

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

1
—dvc(é’ %) +Vix,s) ==

&2
s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s°.

\/

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Piiklad. Reste rovnici
dv(z, t) N dv(z,t)

dz dt
s okrajovymi podminkami v(z, 0) = 0, v(0,t) = ¢

\

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

dV (z, s) 1
T N V(m, S) = ?

s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s°.
\

VyfreSime rovnici pro V' a dostaneme

Viz,s)=c(s)e™" + —.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro x = 0 pouZzijeme pocateCni podminku ke spocteni neznamé funkce c:

2 1
V(0,s) = 5= c(s)-l—?,
odkud dostaneme
2 1
=5z
a po dosazeni
2 1 . 1
V(%,S)_(g—?)e ‘|‘§




Pro x = 0 pouZzijeme pocateCni podminku ke spocteni neznamé funkce c:

odkud dostaneme

a po dosazeni

A tedy

> 1

V(0,5)= 5 =cls)+ 3,
2 1
=5z

I

V(z,s) = 3 )¢ +§

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Piiklad. Reste rovnici vedent tepla
dv(z,t) I d?v(z, t)
dt 7 da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\




Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

dv(z,t) L d?v(z, t)
dt da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(mw,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

LEKCE28-LAP
d2V(33, S ) integralni tr.
_— Laplaceova tr.
dng existence
po castech spoj.
. s exp.omezena funkce
s okrajovou podminkou V' (0,s) = V (7, s) = 1/s. Lo D.omeze:
Vlastnosti
‘ posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

sV(x,s)—v(z,0) =k



Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

dv(z,t) L d?v(z, t)
dt da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(mw,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

LEKCE28-LAP
d2 V (33 ) S) integrélni tr.
—_— Laplaceova tr.
d 35'2 existence
po castech spoj.
1 7 _ _ exp.omezend funkce
s okrajovou podminkou V' (0,s) = V (7, s) = 1/s. [ Sxp-omezer
Vlastnosti
‘ posunut{
funkce skoku
perioda

VyfteSime rovnici pro V' a dostaneme zvétient

derivace
: integrace
V _ 1 Slﬂ(l’) konvoluce
(ma S ) = -+ . Inverzni Laplace
S S + k Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
‘ diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

sV(x,s)—v(z,0) =k



Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

dv(z,t) L d?v(z, t)
dt da?
s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(mw,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

\

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

LEKCE28-LAP

d2V(33, S ) integralni tr.
_— Laplaceova tr.

de existence

po castech spoj.

. , . L exp.omezena funkce
s okrajovou podminkou V (0, s) = V (7, s) = 1/s. I
Vlastnosti

‘ posunuti
funkce skoku

sV(x,s)—v(z,0) =k

perioda

VyfteSime rovnici pro V' a dostaneme zvétient

derivace
: integrace
V _ 1 Slﬂ(l’) konvoluce
(ma S ) = -+ . Inverzni Laplace
S S + k Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
‘ diferencni rovnice
parcidlni dif.  rov-
nice
A tedy fizeni procesu
—kt - STANDARDY
123456789

Ptiklady
123456789

* Otazky
123456789
Cviceni
123456789

Uceni
123456789



Priklad. ReSte vinovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro z > 0 s okrajovymi podminkami v(0,t) = f(t), v(z,0) = vi(x,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limv(z,t) =0.

00




Pfiklad. Reste vlnovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro z > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(¢), v(x,0) = vy(x,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limv(z,t) =0.

00

. LEKCE28-LAP
integralni tr.
Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici Laplaceova L.
9 po castech spoj.
exp.omezend funkce
d V(Z', S) Lerchova véta
Vlastnosti
dl’ 2 posunuti
. , funkce skoku
s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s). perioda
zvétseni
‘ derivace

SQV(JS, s) =

integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pfiklad. Reste vlnovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro z > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(¢), v(x,0) = vy(x,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limv(z,t) =0.

00

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d2
s’V (z,s) = —‘(/1.539627 °)

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).
\

VyreSime rovnici pro V' a dostaneme

Vi(z,s) =al(s)e ™ + b(s)e™ .

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pfiklad. Reste vlnovou rovnici
d*v(z,t)  d*v(z,t)
A2 da?

pro z > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(¢), v(x,0) = vy(x,0) = 0,aprot > 0

vyhovujici fyzikdlni podmince
limv(z,t) =0.

00

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d2
s’V (z,s) = —‘(/1.539627 °)

s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).
\

VyreSime rovnici pro V' a dostaneme

Vi(z,s) =al(s)e ™ + b(s)e™ .

\
Fyzikélni diivody fikaji, ze
lim V(x,s) =0

T—> 00

a tedy b(s) = 0.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






A el V(z,s)=F(s)e ™

v(x,t) =ult —x)f(t —x).
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