INTEGRALY S PARAMETREM

V Kapitole o integraci funkei vice prom&nnych byla potieba spojitost funkce g(z) = [ ; f(z,y) dy promé&nné
x.

Graf funkce dvou proménnych f(z,y) fezeme v
bodé x ve sméru y a koukdme, jestli se velikost
ezl plynule méni.

KdyZ se fezou nespojité schody, nemusi to tak
byt.

Spojitost funkce g(z) = |, Ci) f(x,y) dy proménné x znamend vlastné prohozeni limity a integrdlu

T—p

b b
lim/ f(z,y)dy:/ zlig}gf(x,y)dy-

Integralu na levé strané se fikd integrdl s parametrem x a vysledkem jeho integrace je funkce proménné z.

Pro zjistén{ jejtho pribéhu je podstatnd uvedend
rovnost pro zdmeénu limit a integrilu.




Jedno tvrzeni o zdméné limity a integralu znate z

kapitoly o stejnomérné konvergenci. V této kapi-
tole bude toto tvrzeni zobecnéno.

| Nejdiive se musi zavést novy pojem. I

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na sou¢inu M x I, kde M C R a I je interval v R. Funkce g(y) se
nazyva integrovatelnd majoranta funkce f, jestlize

o |f(z,y)|] < g(y) proviechnax € M,y € I;

e [; 9(y) dy konverguje.

Pojem integrovatelné majoranty samoziejmé za-
visi na tom, jaky integral se pouZije.

N e

Podle diivéjsi imluvy jsou uvedené integraly chapany jako zobecnény Newtonuv integral.

POZOROVANI. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I konvergujici stejnomérné.
Pokud existuje libovolng velky index n pro ktery konverguje integrél | 7 Jn» potom md posloupnost { f,, } integro-
vatelnou majorantu na I.



HA. Vidite to taky? Jestli ne, tak hurd na pozoro-
vatelnu.

Nésledujici  véta tedy  zobeciluje  vétu
0 zaméné limity a stejnomérné konvergence.

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové k funkci f. Jestlize
posloupnost { f, } m4 integrovatelnou majorantu na /, pak

lim / fon(z)dx = /_f(.ri)dx.
JI J1I
pokud prava strana existuje.

Diikaz. Necht’ g je spojitd integrovatelnd majoranta posloupnosti { f,} na I ae > 0.
Ze srovnavactho kritéria vyplyvd, Ze integraly |, 1 fn konverguji.
Existuje kompaktni interval J C I tak, Ze ‘ Jr9(@)dx — [; g(x) dx‘ <e.
Odtud vyplyvaji nasledujici odhady:

| [ m@ax— [ 1@ ax] < [ 1fa@) - sl s < [ 1) - fa)ax+2e.

Zbyva odhadnout [ |fn(z) — f(x)| dx.

K tomu bude nutné vyjit ven z Newtonovych
integrald a pouzit obecnéjsi K-integral nebo L-
integral.

Oznalise Gy, = {z € J;|fr(x) — f(x)| < e prokazdé k > n}.
Ziejmé je Gy, C Gpy1 al UGy = J.
MnozZiny G, nemusi byt oteviené a proto nelze pouzit na integraci pfes tyto mnoZziny Newtontv integral.



V nésledujici rovnosti je trocha magie L (nebo
K)-integralu.

Plati
lim /J fnl@) — f(2)] dx = lim /G 1fnla) = S d

a tedy existuje k takové, Ze pron > k je
[ V) = f@lax < [ 1fale) = f@)ldx e < () <.

kde d(J) je délka intervalu J. Tim je dikaz hotov. <&

Dulezitym diasledkem jsou tvrzeni o spojitosti in-
tegrdlu s parametrem:

DUSLEDEK.

1. Necht’ f je spojita funkce definovana na intervalu I x J v roviné a /] f(x,y) dy existuje pro kazdé x € I.
Maé-li f(x,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak funkce /, f(x,y)dy je na I spojita.

2. Necht’ f je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu I x J v roviné. Pak ,/.] flx,y)dyje
na I spojita.

Diikaz. Necht' = € I a {xy,} je posloupnost v I konvergujici k x.
Oznadi se fr,(y) = f(an,y), takZe lim f,(y) = f(z,y) prokazdé y € J.

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroveri integrovatelnou majorantou pro posloupnost {f} a podminky
véty jsou splnény.
Plati tedy

lim/Jf(xn,y) dy:lim/an(y)dy=[]f(x,y) dy,

coz se mélo dokézat v prvnim tvrzeni.



Druhé tvrzeni je disledkem prvniho tvrzeni (co
se vezme za integrovatelnou majorantu?).

ProtoZe derivace je definovana pomoci limity, dd se uvedend véta pouZit i na vypocet derivaci integralu s
parametrem. Vysledkem je tvrzeni o zdméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojita funkce definovand na intervalu I x J v roviné a ]] f(z,y) dy existuje pro kazdé = € I.

Mai-li (j/ (z,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x .J, pak

d\/flud\f/ unwh

na /.

Jednou jsem vidél opravdového majora a ten mél

na hlavé "prehazovacku". To asi nebylo ndhodou.

Diukaz. Vysledek vyplyva z ndsledujicich rovnosti:

ix/f(w,y)dy N LAY dy_f" =y)dy
hm/fxn’ _mxy)d

f(xn,y) /a (z,9)d

Pfedposledni rovnost vyplyvd z véty, protoZe g je integrovatelnd majoranta pro uvedeny zlomek (diky x’ €
[Xn, x]):

Il

S
S
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Pfirozené je podivat se na zdménu integrace s
integralem. To vsSak bylo probrano v kapitole o
integrdlech funkci vice proménnych, v ¢asti o
Fubiniové véte.

VSechno souvisi se v§im a to NEMAM rad.

Ja nemam rada vSechno, co souvisi s mrkvickou.

Poznamky 1:
Existuje obecnéjsi tvrzeni o zdméné limity a integrdlu, kde se misto existence integrovatelné majoranty predpo-
klada stejnomérna konvergence integralu fah f(x,y)dy v bod€ b vzhledem k x € M, coz znamend, Ze pro kazdé

e > 0 existuje ¢ € (a, b) tak, Ze pro libovolnd by, by € (¢,b),x € M je | fbb12 fz,y)dy| <e.

Véta o derivaci integralu s parametrem ma také dusledky pro pfipady, kdy existuji omezené spojité parcialni deri-
vace integrované funkce az do fadu k£ na omezeném intervalu I x J. Pak integrdl s parametrem mad spojité derivace
az do fadu k.

Pfi zjiSt' ovani spojitosti a derivace integrdlu s parametrem se ¢asto pouZivd lokdlniho charakteru spojitosti a deri-
vace. Napf. pfi zjist ovani spojitosti ]ab f(z,y) dy naintervalu (0, co) stadi zjistit spojitost (a tedy hledat majorantu)
jen na omezenych intervalech = € (¢, d) pro libovolnd ¢isla 0 < ¢ < d < oo.



Jen ty intervaly (c,d) museji "umét po-
kryt"libovolny bod x € (0, 00).

| To bylo fe€eno pro mimina. I

Véta o zaméné derivace a integralu se pouziva pro vypocet nékterych integrald, u kterych je obtizné nebo nemozné
napsat primitivni funkci.

Vv

Do integrélu se ptidd vhodné parametr tak, aby po zderivovani funkce podle parametru se ziskal jednoduss{ integral.

Ten se vypocCte; hodnota jedné z jeho primitivnich funkcf je rovna pivodnimu integralu. Viz Priklady.

| R4d se o takova kouzla podélim. I

| J4 se taky délim o ¢okolddu. I

Priklady I:
1. UkaZte, Ze pro F(z) = [;° % dy je F'(z) = 0 na (0, 00), ale [ dsmaizy/y dy neexistuje.

Konec poznamek 1.



2. Pouzitim véty o zdméné limity a integrdlu ukazte, Ze

1 1
lim/ x”dsz,lim/ %dxzo
nJo n Jo 1+n“x

lim/ — 5, dx=1, lim e sinydy =0.
n Jo 1+ xen T—00 Jq

3. Najdéte funkcina [0, 1] x [0, 1] spojitou vSude kromé& bodu (0, 0) a takovou, Ze lirg fol f(x,y) dx;éfol liI?(()l f(x,y)dx.
r—U4 x—U4

4. Ukaite, 7e funkce [;° e~ dy je spojité na (0,00).

5. Plati fooo e” ™ dy = 1/x pro x > 0. UkaZte, Ze mlZete pouZit vétu o zdméné derivaci a integrélu a dostanete

n+1

rovnosti [ y"e”"Y dy = n!/z"*! proxz > 0.

6. Spoctéte integral

00 ,—aT ; 2b
/ wdxproa>0,b6ﬂ£.
0

X

PouZije se postup popsany na konci Pozndmek.

Zde jiz jsou parametry dany, ale jsou dva. Nejdfive je nutné se rozhodnout, podle kterého parametru se bude
derivovat (v nékterych pripadech je mozné brat takovyto integrél jako funkci dvou proménnych a derivovat podle
obou proménnych).

Zde je lepsi vzit za parametr b.

Zkuste i parametr a, abyste vidéli, jaké téZkosti
nastanou. BTW, radéji to nezkousejte.

Ukate, e Ize zaménit derivaci a integral, vypo&téte novy integral a dostanete vysledek 2b/(a? + 4b%).

Najdéte neurcity integral (proménné b) k tomuto vysledku a dosad’te hodnotu b = 0. Tim odstranite konstantu a

dostanete vysledek
00 ,—AT oin2 b 1 4b2
A0 g~ Liog (1422 ) proa > 0,6 € R
5 )P
0 x 4 a

| Véci s parametrem nemdam rad. I

422
/ e v cos(br)dxproa # 0,b € R.
0

7. Ma se spocitat



Ze stejného divodu jako v predchozim prikladé se pouZije parametr b, integral oznalime F'(b).
Ukazte, Ze 1ze zaménit derivaci a integral a na novy integrdl pouzijte integraci po ¢astech.
Dostanete rovnost F’(b) = fﬁF (b), coz je diferencidlni rovnice pro nezndmou F'.

Jejim vyfeSenim (s pocéteni podminkou F'(0) = y/7/(2a) — pro¢?) dostanete vysledek

00 b )2
/ e~ cos(ba) dx = g67<%) proa#0,b € R.
0 a

8. Spoctéte integral [ log(1 — 2z siny + y2) dy pro = € [—1.1]. [Vyjde 0]
P gral Jq p M|

T
o3

*

%

Kdo se ve tmé neboji, je mlij kamarad.

*9, Spoctéte integral

o0 1 .
/ e ™ sin(be) dx proa>0.
0 €T

Je vhodné zvolit za parametr b. Po nalezeni integrovatelné majoranty a zderivovan{ snadno spoctete ziskany integral
a jeho primitivn{ funkci. Ziskate vSak vysledek jen pro a > 0 (pro a = 0 neexistuje integrovatelnd majoranta).
Abyste ziskali vysledek i pro a = 0, musite integrdl i vysledek zlimitovat pro a — 0. ProtoZe neexistuje in-
tegrovatelnd majoranta, musi se v tomto pfipadé pouZit zobecnéni véty o zdméné limity a integrdlu vysvétlené v
Pozndmkdch, tj. stejnomérna konvergence pocitaného integralu pro a > 0, kterd se urci snadno.

A jeto.
Konec prikladu 1.
Otazky 1:
1. Ukazte, Ze je-li f spojitd funkce definovand na soucinu M x (a,b), kde M C R a f: f(x,y) dy existuje pro

kazdé x € M amé-li f na M X (a,b) integrovatelnou majorantu, pak /: f(z,y) dy konverguje v b stejnomérné
vzhledem k x € M.

2. Projdéte dikaz véty o zaméné limity a integralu a zjistéte, Ze plati i pro predpoklad stejnomérné konvergence

integralu ]f f(z,y)dy.
Napiste presnou formulaci této modifikace véty.

3. Dukaz Dusledku o spojitosti integrdlu s parametrem lze udélat i obracené, tj. dokdzat nejdiive druhou ¢ast a z ni
vyplyne prvni ¢ast (jak?).




Konec otazek 1.

Cviceni 1: Pfiklad. Vypocitejme integral

1 ..b a
e
/ dz
Jo logz

Reseni. Vyuzijeme tvaru integrované funkce

1,b_ ..a 1 y 7b 1 b
/ —— d.r:/ {x } d.r:/ /.Tydy dz.
o logx Jo llogz], JO \Ja

proa,b > 0.

Nyni byste méli byt schopni odtivodnit pouziti
Fubiniovy véty, muchachos.

[ ow)e [([ )

Potom jiZ snadno dostdvame

b 1 b
. 1 1+
/ </ xyd.r> dy:/ —dy:logi.
a 0 a 1+y I+a

To bylo néco, cemu fikdm "polo-joke". Podruhé
se nezasmeju.

Konec cviceni 1.

GAMA A BETA FUNKCE

Pomoci integrdlu s parametrem se daji definovat
uzitecné funkce.
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TakZe dovedeme spoditat jeden a pul faktoridl. To
se hodi, protoZe mam piesné tolik ponozek.

Gama funkce

V této Casti bude zkoumdna tzv. Gama funkce, kterd ma vztah k n! a jeji pouziti je velmi Siroké nejen v
teoretické matematice, ale hlavné v praktickém pouziti, napt. ve fyzice a ve statistice.

Jak jsem fikal.

Funkce bude nyni definovana pro redlna ¢isla, bude pozdéji rozsifena na komplexni Cisla.

DEFINICE. Funkce Gama je definovdna rovnosti

Ukolem této &asti je zjistit pribéh Gama funkce
a uvést jeji zdkladni vlastnosti.

11



| To se nejrychleji zjisti pomoci PLOT(Gamma). I

1. Defini¢ni obor.

Pro kterd « konverguje [;° e~ t~1 dt?

Na intervalu (0, 1) ma e~* hodnoty mezi e ! a 1; funkce e ~¢4*~! se tedy z hlediska konvergence integralu

chovi jako t*~1 (4j., t*71/3 < e~ '*~1 < t*~1 pro kazdé t € (0,1). Integral fol t*~1 dt konverguje
pravé kdyz x > 0.
Navic se pro z > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*#*~1 na (0, 1).

My nékdy mluvime skoro nesrozumitelng, ale
bavi nds to. Chtéla jsem vlastné fici, Ze?

| Dékuji. Ano. I

Sta&i se nyni omezit na z > 1. Pro dané = > 1 existuje p > 0 tak, ze e " 1t* 1 < e~ t/2 pro t > p (ukazte
to). Na [1, p] je funkce e ~¢4*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze ke~t/2 je (pro néjakou konstantu k)
integrovatelnd majoranta funkce e ~/¢*~1 na (1, c0).

12



Defini¢nim oborem funkce T je interval (0, 00); na celém defini¢nim intervalu je T'(x) > 0.

| Prozatim. Za chvili si Gamu rozS$ifime. I

Nepiepinejte na jiny program. Pro jistotu ani na

pracce.

Spojitost a derivace. Parcidlni derivace podle x funkce e tgr—l je rovna e~ t* ~Llogt.

Pro 2 > 0 se vezme a € (0, z) a parcidlni derivace se prepiSe do tvaru e ~t4~1 (t*=%log t).

Posledni funkce v zévorce je spojitd a omezend na (0, 1) a tedy funkce e "*t*~! log t m4 (aZ na vynasobeni
néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co) jako funkce etz

TotéZ plati pro parcidlni derivace vy§Sich fada funkce e %%~ podle x. Z véty o derivaci integrlu podle
parametru nynfi plyne:

Funkce Gama md derivace vSech Fddii a je tedy spojitd.

Bedlivé ji sleduji, co jesté vyvede. I

| Nic uZ dneska nevyvedu. I

13



Protoze I''(z) = [ e 1t"~! log? t dt, je druh4 derivace kladn4 a tudiz
funkce Gama je ryze konvexni.

Nyni se pouZzije integrace po ¢dstech na I'(z + 1):

oo [o.¢]
D(z+4+1)= / U dt = [—e ]P0 + a;/ e Tl de.
0 0

Prvni vyraz na pravé strané se rovnd O pro z > 0. Vysledkem je rovnost
P(z+1)=2al(z) proxz>0.

Snadno se vypoéte I'(1) = 1, takze I'(2) = 1,T'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n + 1) = nl.

Ano. To je ale krasnd vécicka. To nds poprvé do-
kazovalo n skitka.

Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce T leZi v intervalu (1,2) a ze li)m I'(z) = occ.
xr oo
Dile je
r 1
lim D(z)= lim Le+1) =00.
33%04_ m%o_;,. x

Pomoci vzorce I'(x) = I'(z + 1)/x lze dodefinovat funkci I' na intervalu (—1,0), potom na intervalu
(=2,-1),atd. azna R\ {0,-1,-2,-3,...}.

| Nyni 1ze jiZz zhruba nakreslit graf. I

a Gama
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Beta funkce

Beta funkce ma uzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné dulezita.

J4 mam uzky vztah k ¢okoladé.

% | Alfa, beta, gama, delta, to je celd abecelta. I

DEFINICE. Funkce Beta je definovdna rovnosti

1
B(z,y) :/O Tl — )yt at.

¥

Pomoci substituce t = u/(u + 1) se dd funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny interval:

00 umfl
B =/ ————d
(l’ay) /0 (u—|—1)$+y u,

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz ze B(x,y) = B(y, x).

BTW, docela protivny integral.

|

Snadno se zjisti, Ze B(x,y) je definovdna v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

15



Neni nutné probirat vlastnosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoZe B(x) se dd vyjadfit po-
moci funkce I'.

Napise se soucin I'(2)T'(y) a do vzniklého dvojrozmérného integrilu se dd substituce v = ¢ + u,w =
y/(z +y):

S— >—

Kdyz I'(x) rozsifuje (z—1)!, 1/(B(x,y)(z+y—
1) bude roz§ifovat kombinatorickou tlohu "ko-
lika zptsoby mohu rozdélit « — 1 kuliek na y —1
hromadek . ..

| JiZ si nehraju ... I

16



| BTW, takhle vypada nahore a dole ofezand Beta. I

| Jako v hororu "Krvava Béta". I

Jestlize se v predchozim vzorci ddy = 1 — 2 pro = € (0, 1), dostane se po substitucich u = (1 —¢)~! do
prvniho integrdlu a v = ul — 1) do predposledniho integréilu

1 tx—l [e's) ux—l
P@)l(1l—2a)= / —— dt = / du =
0 (1 — t)x o l4+u

1, x—1 oo ,,x—1 1 ,z—1 1 —x
:/“ du+/ “ du:/“ du+/” dv.
0 1+U 1 1+U 0 1+’U/ 0 ].+’U
Zlomek HLu je soucet geometrické rady s kvocientem —u, kterd se dé integrovat ¢len po ¢lenu (fada kon-
verguje stejnomérné na [0, 1] podle Abelovy véty):

17



/1 (u33—1 N u~ T ) d /1 ( z—1 + —1‘) i(_l)n " Qu =
[es)

=S [ ) a0 () -

0

1 i 2
" n2 — g2’
n=1

Posledni fada bude settena v kapitole o Fourierovych fadédch (rozvoj funkce cos(zt) pro ¢t € (—m, 7)) a
dostane se dileZity vzorec

MNa)I'(l—=z) = singm:) prox € (0,1).

| Napotvoru zase nic hezkého. I

A co bude dal? Uz jste urcité slySeli, Ze faktoridl
se chova exponencidlné . ..

Stirlingav vzorec

Gama i Beta funkce lze vyjadfit mnoha zpiisoby, napf. jako soucet nekonecné fady, soucin nekonecné
posloupnosti, limity posloupnosti, ...

VSechna tato pfesnd vyjadfeni jsou nekonecné procesy, které se aZ na vyjimky nedaji pfesné v jednotlivych
bodech spocitat.

Vv Y/

Proto je nékdy vyhodnéjsi nahradit uvedené charakterizace jednodus$im vzorcem, ktery aproximuje danou
funkeci.

Nasledujici postup muZete sami sledovat (aZ na posledni{ krok):

L(z+1) = / e HT dt :/ orlogt—t g, u=t=x <£>x/ erlog(ltu/z)—u/z 4,
0 0 e .
) e ()

18



kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost lim [ E erlog(1+v/Va)—v/Vr gy = \/27.
T—00
Vztah f(z) =~ g(x) tedy znamen4, Ze li_>m f(x)/g(z) =1.
r—00

Tim se dostdva aproximacni Stirlingliv vzorec
T\ T
Pz+1)~ 27rx(—)
e

a jeho verze pro faktorial

| UZ nenosim rovnatka. I
Pozndmky 2:

Funkce Gama se také nazyva Euleritv integrdl 2.druhu a funkce Beta Euleriiv integrdl 1.druhu.
AT
Uvédomte si, Ze Stirlingiv vzorec nefikd nic o rozdilu mezi I'(z + 1) a /27 (%) .

Tento rozdil se zvétSuje pro zvétSujici se x a konverguje k co. Proto se musi ddvat velky pozor pfi nahrazo-
véni napf. faktoridlu n! funkcei S(n) = v2nwn'/e™.

POZOR! POZOR!' POZOR !!!

Nasledujici tabulka ukazuje nékteré hodnoty a rozdily téchto dvou funkci (u n > 6 bez desetinnych mist u
S(n)an!—S(n))
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n! 1 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800
S(n) 0,922 | 1,919 | 5,836 | 23,506 | 118,019 | 710,078 | 4980 | 39902 | 359536 | 3598695
S’(‘;) 1,084 | 1,042 | 1,028 1,021 1,017 1,014 | 1,012 | 1,010 1,009 1,008
n!—S(n) | 0,922 | 0,081 | 0,164 | 0,494 1,980 9,922 59 417 3343 30104

Podil n!/S(n) se zvySenim o fad pro n zhruba o ¥ad sniZi. Pro n = 1000 je podil roven asi 1,000083336,
kdeZto rozdil je vétsi nez 102°63,

Pro pfesnéjsi vyjadieni Gama funkce (nebo faktoridlu) existuji modifikace Stirlingova vzorce. Plati napft.
rovnosti

ag T\ZL L,# 1 T\
(z+1)= 277513({)3:6@ = 27rgc<f>re(12fr 36023 | 126027 ) _ 27rx<z>£(1 + bi) 7
e e T

(&

kde 0 < a, < 1,0 < b, < 1.

| To jsou jiZz opravdu jemnosti. I

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. Pomoci vzorce pro I'(z)T'(1 — z) spoctéte I'(1/2) a odtud T'(3/2),T'(5/2) a také integrél [;° e dx.

BTW, zdkladni vysledek pro statistiky. I

2. Pomoci substituce u = e~ v integrdlu definujicim I'(x) ukaZte, Ze

I'(z) = /01 (log (1))9671 du.

u

PouZitim rovnosti log (1) = limn(1 — /u) Ize snadno uk4zat vyjadfenf Gama funkce pomoci limity:
n

=1
I(z) = limn t(x+1)(z+2)..(x+n—1)"

n% 1z cos?1 2 dx pomoci Gama funkei. Pro jakd a, b vysledek plati? [pou-

o T(a/2)T(b/2
o, vyjde 2(F(/(a)+b()//2))]

3. Vyjddiete integrdl [, g

Zijte substituci t = cos?
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4. Pomocf predchoziho vysledku vypoctéte [if /2 5in3 z cos? z dx a Iy /2 tg® x dx.
5. Pfedchozim zplisobem napiSte pomoci Gama funkce vzorec pro I, = fgr /2 sin® & dx.

6. Jestlize do integrélu pro I'(a) déte substituci u = ta, kde novd proménna je u, dostanete po dpravé vyraz

) = b /OO e U1 gy
z®  T'(a) Jo

Toto vyjadreni funkce 1/2% l1ze dosadit do rtznych integralt, kde se pak da prehodit pofadi integrace a

pavodni integral tak spoditat.

PouZijte tento postup na vypocet tzv. Fresnelovych integrali [ sin(z?) dx, Ioe cos(z?) dx.

Po substituci 22 = ¢ dosad’te za 1/+/ pfedchozi vyjadieni pomoci I'(1/2) a po piehozeni pofadi integrace

v8e snadno spocitite (s vyhodou pouZijte vypocet pomoci Beta funkce). Vyjde /7/8.

7. Stirlingdv vzorec lze pouzit pfi vypoctu limit, kde se vyskytuje faktoridl. Napf.

1
P)

. n2 . ’I’Ln an
lim Vn! =1lim ( 2n7r—ne 12n> ne _ 1.
e

Spoctéte podobnym zptisobem lim n”n - [e]

8. Odhadnéte pomocf Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!. [158]

Kdyby na mne nékdo zakticel: "100!", myslel

vy 2

bych si néco o nétadech a zlodéjich.

Konec priklada 2.

Cviceni 2:

Pfiklad. Vypocitejme integral

-1
/ e % dx .
JO

Regeni. Jde o T'(5) = 4! = 24.

Piiklad. Vypocitejme integral

o0
/ e 2 dy .
0

Reseni. Substituce y = 2z prevede na funkci I'.

Piiklad. Vypocitejme
I'(3/2)
r'(1/2)

Reseni. Pouzijeme I'(n + 1) = nI'(n), takZe v Citateli mame %F(l/?).
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Tohle se mockrat hodi, I' se v argumentu posune
o jednicku velmi snadno. Jde to pouZivat vickrat
za sebou.

Priklad. Pomoci vzorecku

T(z)T(1-12)= ——— proz e (0,1)

spoctéte I'(1/2).
Reseni. Zvolime z = 1/2 a dostaneme /7.
Priklad. Spoctéte
I(1/2) = /000 a2 4y

substituci z = 22.

Reseni. Objevi se zndmy integral

a spocteme vysledek /7.
Priklad. Spoctéte

o0 3
re T dx
0

substituci y = 3.

S ciont Ohiev M4 6 VT
Reseni. Objevi se zndmd I'(1/2) a vysledek 5-.

1
1
/ L
o v—logz

Priklad. Spoctéte

substituci — log x = ¢.
Regeni. Objevi se znama I'(1/2).

Takhle se definovala funkce Gamma poprvé.

Zkuste to i pro jiné exponenty nez %

Piiklad. Vypocitejme integral

0 n
/ e dx .
0
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Reseni. Zase to prevedeme na I'. Za¢neme samoziejmé exponentem u e, aby se dostalo e™ Y.

Ptiklad. Definujme operator derivovani
D"z =m(m—-1)---(m—n+1)z™"

pomoci funkce I a zkusmo spoététe piiltou derivaci funkce 22

Reseni. Jde o tvar
I'(m+1)

F'(m—-—n+1)

m—n

Dnl,m —

pl/2,2 8 372

3w

2 rovna celé de-

Dvakrat polovi¢ni derivace se u x
rivaci. OK.

Pfiklad. Spoctéte

o0 9 2
/ e ar—x daj
a

2

vyjadifenim exponentu ve tvaru

=—(z—a)?+a®

20 — @
a pfevedenim na znamé integraly.
Priklad. Spoctéte
>~ 1
[l
0 1 +x

x2 =tana .

substituci

Priklad. Ovéite
Mz)=T'(z+1) - T'(x)

derivovanim rekurentniho vztahu
T(x+1)=al(x).

Piiklad. Vyjadrete integral
w/2
/ sin™ ¢ cos™ ¢ dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

Reseni. V integralu provedeme substituci

xr =sint.
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| A procpak asi? I

/2 1 n_1
/ sin™ ¢ cos™ t dt = / 2m(1—2?) "2 da.
J0O JO

Potom

Po dalsi substituci y = 22 dostdvdme

1 1
2

S

1 m+1 n+1
2 2 '

n—1 _1 1 1 m—1 n—1
(1*y)2y2dy:§/y2 (1-y) 2 dy=B :
J0

Nic netusil, fekl mi to.

| Tusil jsem to! I

Pfiklad. Rozhodnéte o konvergenci ndsledujiciho integralu

+oco ,.m—1
X
/ dx
0 1 —+ xn

v z4vislosti na parametrech m, n a vyjadrete integrdl pomoci Beta funkce.

Reseni. V integralu provedeme substituci t = z".
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| Netusim proc. I

| Taky ne. I

m—-n

1 1 +Oot n
tn—tdt = —/ dt,
\n| 0 1+t

Potom

/+°° gt /+°° e
L = =
0 1 + xn \n| 0 1 +t

pokud n # 0.
Rozdélenim integrdlu

+OO {;'ITLT:TL 1 tm;n +OO tm;n
dt= [ ——dt+ dt
o 1+t 0o 1+t 1 1+t

urcime, Ze integral konverguje pro

m
0<—<1.
n

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

Celkem tedy miizeme pro tato m, n psat

400 ,.m—1 1
/ de:—B(T,l—T)
0 1+ am In|  \n n

Piiklad. Spoctéte



pomoci funkce Beta a Gama.

Konec cviceni 2.
|STANDARDszqmnw|

INTEGRALY S PARAMETREM

Spojitost funkce g(z) = |, f f(x,y) dy proménné x znamend vlastné prohozeni limity a integrdlu

b b
tin [ fep)dy = [ lim o) dy.

T—p

Integralu na levé strané se fikd integrdl s parametrem x a vysledkem jeho integrace je funkce proménné z.

DEFINICE. Necht f je funkce definovana na souc¢inu M x I, kde M C R a I je interval v R. Funkce
g(y) se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f, jestlize

o |f(z,y)|] < g(y) proviechnax € M,y € I;

e [; 9(y) dy konverguje.

POZOROVANI. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I konvergujici stej-
nomérn&. Pokud existuje libovoln& velky index n pro ktery konverguje integral | 1 fn» potom md posloup-
nost { fp } integrovatelnou majorantu na I.

Nasledujici véta zobeciuje vétu
o0 zaméné limity a stejnomérné konvergence.

VETA. Necht {fn} je posloupnost spojitych funkei na intervalu I konvergujici bodové k funkci f. Jestlize
posloupnost { f, } md integrovatelnou majorantu na I, pak

lim / frn(z)dx = / flz)dx,
JI JI

pokud prava strana existuje.
DUSLEDEK.
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1. Necht' f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J v roviné a [/ f(x,y) dy existuje pro kazdé = € I.
Ma-li f(x,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak funkce [/ f(x,y)dy je na I spojita.

2. Necht’ f je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu I x J v roviné. Pak ./'/ flx,y)dy je
na [ spojita.

Diikaz. Necht' « € I a {zy,} je posloupnost v I konvergujici k .
Oznali se fr(y) = f(zn,y), takZe lim fy,(y) = f(z,y) pro kazdé y € J.

Integrovatelnd majoranta g pro f je zédroveii integrovatelnou majorantou pro posloupnost { fy, } a podminky
véty jsou splnény.
Plati tedy

nmqumww—thﬂmmW—[ﬁ@wm%

coz se mélo dokdzat v prvnim tvrzeni. Druhé tvrzeni je disledkem prvniho tvrzeni (integrovatelna majoranta

je konstanta). <&

ProtoZe derivace je definovdna pomoci limity, d4 se uvedena véta pouzit i na vypocet derivaci integralu s
parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojitd funkce definovand na intervalu I x .J v roviné a [7 f(x,y) dy existuje pro kazdé

x € 1. Ma-li %(1 y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

! /] fz,y)dy = / ﬂ((z'..'l/) dy

K J ()I
na /.

Diukaz. Vysledek vyplyvé z ndsledujicich rovnosti:

d o Sty dy = [ fzy) dy
&/Jf(w,y)dy = Jim p——

o zgglx[] Tp — T dy

B Sy — fly) [ Of

= /leiﬂlx pa— dy_/,ax(m’y)dy'

Pfedposledni rovnost vyplyva z véty, protoZe g je integrovatelns majoranta pro uvedeny zlomek (diky =’ €
[Zn, x]):

‘fmmw—fuww:’%mawun—m

Tp —T n— )Sg(y).

Priklad. Pouzitim véty o zdméné limity a integrdlu ukazte, Ze

1 1
lim/ xndX:O,lim/ %dxzo
n Jo n Jo 1+n4z

142" o
lim/ ——-dx =1, lim e Wsinydy =0.
n Jo 1+ x2n T—00 Jq

1,b_ .a
/ -2 .
o logx

Priklad. Vypocitejte integral

proa,b > 0.
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Reseni. VyuZijeme tvaru integrované funkce

1.b_ .a 11 .y 7b 1/ b
/x v dx:/ [:c } dx:/ /mydy dz.
o logx o Llogz], 0 a
1 b b 1
/ / z¥ dy dx:/ (/ xY dx) dy.
0 a a 0

Potom jiZ snadno dostdvame

b 1 b
1 1+
/ </ xyd:z:> dy = —dy:logL.
a 0 a 1+y I+a

| Tomu se fik4 integrace podle parametru. I

/ ®° arctan ax — arctan bz
0

T

Priklad. Vypocitejte integral
dz

proa,b > 0.

S v . P . 1 . .
Reseni. Derivujeme podle parametru a, majorantu 22 najdeme pro a € [p, o0) pro p > 0. Po integro-
vani hleddme integra¢n{ konstantu C(b), pouZijeme a = b a dostaneme vysledek

T @
2 %%

| Tomu se ika derivace podle parametru. I

GAMA A BETA FUNKCE
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Gama funkce

DEFINICE. Funkce Gama je definovana rovnosti

o0
I'(z) z/ e T at.
0

1. Defini¢ni obor.

Pro ktera = konverguje fooo e ttr=l qe?

Na intervalu (0, 1) ma e ~* hodnoty mezi e ! a 1; funkce e ~¢#*~! se tedy z hlediska konvergence integralu
chovd jako t*~1 (tj., t*71/3 < e7t*~1 < t*~1 pro kazdé t € (0,1). Integral f01 t*~1 dt konverguje
pravé kdyz z > 0.

Navic se pro > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*#*~! na (0, 1).

Sta&i se nyni omezit na z > 1. Pro dané = > 1 existuje p > 0 tak, ze e ~t*~! < e /2 pro t > p (ukazte

to). Na [1, p] je funkce e tt*=1 proménné ¢ spojitd a omezend, takze ke=t/2 je (pro néjakou konstantu k)
integrovatelna majoranta funkce e ~*¢*~! na (1, 00).

Defini¢nim oborem funkce T je interval (0,00); na celém definicnim intervalu je T'(x) > 0.
Funkce Gama md derivace vSech Fddii a je tedy spojitd.

Protoze I (z) = [° e~'t* !log? t dt, je druh4 derivace kladn4 a tudiZ

Sfunkce Gama je ryze konvexni.

Nyni se pouZije integrace po ¢éastech na I'(z + 1):
oo o
MNz+1) = / e T dt = [—e ]2, —|—x/ e~lt* 1 dt.
0 0

Prvni vyraz na pravé strané se rovnd O pro z > 0. Vysledkem je rovnost
IMxz+1)=2al(x) proz>0.

Snadno se vypocte I'(1) = 1, takze I'(2) = 1,T'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n 4+ 1) = nl.
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Z konvexity vyplyvd, Ze minimum funkce T leZ{ v intervalu (1,2) a Ze li)m I'(z) = occ.
T—r00

Dile je
r 1
lim T'(z) = lim L+l =00.
I—)0+ m—>0+ xT

Pomoci vzorce I'(x) = I'(z + 1)/z lze dodefinovat funkci I' na intervalu (—1,0), potom na intervalu
(=2,-1),atd. azna R\ {0,-1,-2,-3,...}.

a Gama

20

Beta funkce

DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
B(x,y) :/O 1 =)yt de.

Snadno se zjisti, Ze B(x,y) je definovdna v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

Pomoci substituce t = u/(u + 1) se dd funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny interval:

B(ﬂﬁ’y):/ooo( ut

U+ 1)$+y du,

z které ale nenf vidét symetricky charakter, totiz Ze B(z,y) = B(y, ).

| Ten tvar se nékdy hodi. I
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Neni nutné probirat vlastnosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoZe B(x) se dd vyjadfit po-
moci funkce I'.

_T@)Ir(y)
B(z,y) = m :
UZitecny vzorec
s
T'(x)I'(1—x) = 1).
(T —2) = G prow € (0,1)

Stirlingav vzorec
Vztah f(x) ~ g(z) znamend, Ze zhﬁngo f(z)/g(x) =1.
Plati aproximacni Stirlinglv vzorec

Tr\T
Nz+1)~ 27m:(g)

a jeho verze pro faktoridl
n\n
n! ~v2mn (7) .
e

voew s

Pro ptesnéjsi vyjadieni Gama funkce (nebo faktoridlu) existuji modifikace Stirlingova vzorce. Plati napft.

rovnosti .
T a X
Nx+1)= 2#3@({) el = v27rx(£) (1 + —w) )
e e 6x

kde0 < ar < 1,0 <by < 1.
Piiklad. Pomoci vzorce pro I'(z)['(1—x) spoctéte I'(1/2) a odtud T'(3/2), I'(5/2) a také integral [ e dx.

Piiklad. Pomoci substituce v = e~ v integrdlu definujicim I'(x) ukaZte, Ze

I(z) = /01 (log (1))35_1 du.

u
Pfiklad. Pomoci Stirlingova vzorce spoctéte
lim "Vn!.

Reseni.

. 2 . n" an -
lim "\/E:hm( 2n7r—nel2n)n =1.
e

Priklad. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!.

Redeni. Vyjde 158.
1
/ zte " dzx .
0

31
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Resent. Jde o T'(5) = 4! = 24.
Ptiklad. Vypocitejme integral

o
/ e 2 dy .
0

Reseni. Substituce y = 2z prevede na funkci I'.

Piiklad. Vypocitejme
I'(3/2)
r'(1/2)

Resent. Pouzijeme I'(n + 1) = nI'(n), takZe v &itateli mdme 11'(1/2).

Tohle se mockrat hodi, I' se v argumentu posune
0 jednicku velmi snadno. Jde to pouzivat vickrit
za sebou.

Priklad. Pomoci vzorecku

[(z)[(1—2)=——— proz € (0,1)

spoctéte I'(1/2).
Refeni. Zvolime x = 1/2 a dostaneme /7.
Priklad. Spoctéte
I'(1/2) = /000 a2 4y

substituci z = 22.

Reseni. Objevi se zndmy integral

a spocteme vysledek /7.
Piiklad. Spoctete

o0 3
re ¥ dx
0

substituci y = 3.

S ctent Obiev A4 6 VT
Reseni. Objevi se zndmd I'(1/2) a vysledek Y5-.

1
1
| =
0o v—logz

Priklad. Spoctéte

substituci — log x = t.
Redeni. Objevi se znama I'(1/2).
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Takhle se definovala funkce Gamma poprvé.
1

Zkuste to i pro jin€ exponenty nez 3.

Ptiklad. Vypocitejme integral

o n
/ e dx .
0

Reseni. Zase to pfevedeme na I'. Zaéneme samoziejm¢e exponentem u e, aby se dostalo e~ Y.

o0 9 2
/ e ar—x dx
a

Ptiklad. Spoctéte

vyjadfenim exponentu ve tvaru

20z — 22 = —(x — a)® + d®
a pfevedenim na zndmé integraly.
Piiklad. Vyjadfete integral
/2
/ sin™ ¢ cos™ ¢ dt

0
pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.
Reseni. V integralu provedeme substituci

r = sint.

Potom
7r/2 1 n—1
/ sin™tcos" tdt = / ™1 —xQ)T dz.
0 0

Po dalsi substituci y = 22 dostdvdme

1 /1 n-1 1 1 (1 m-1 n—1 1_(m+1 n+1
5/03/ (1-y) 2y 2dy:*/oy 2 (1—-y) 2 dy2B< )

2, 2 72
Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nésledujiciho integralu

+oo ,.m—1
/ x dz
0 14+ an

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integrdl pomoci Beta funkce.

CH]

Reseni. V integralu provedeme substituci ¢ = .

/-‘roo mm—l q 1 /+OO tm%l
 dr = —
0 1+azn In| Jo 1+1¢

pokud n # 0.

Potom

1 1 [Hoo
tntdt = —/ dt,
‘Tl| 0 1+t
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Rozdélenim integrdlu

7dt dt
/0 1+t / 1+t +/ 1+t

ur¢ime, Ze integral konverguje pro
m
0<—<1.
n

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

Celkem tedy miizeme pro tato m, n psat

+oo ,.m—1
x 1 m
S L (.
0 1+ an |n| n
Priklad. Spoctéte
+o0 1
[
0 (14 x)?x

pomoci funkce Beta a Gama.
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TAHAK z kapitoly

oo .
I'(z) :/ et dt, T(x) :/ et Nog?t dt
0 0

Fn+1)=n!, T(z+1)=aT(z), T'(z) =T(x+1)/x

Ma)Irl—=z) = Sn(r2) prox € (0,1)
D(z+1)~ \/%(S)x

n
n! ~ 27m<2>

e

1 1 1

MNx+1) = \/27r:z:(§)zel% = 27m?<§>we(m7360m3+1260m5'“> = 27ra:(§)x<1+
e e

e

kde0 <a, <1,0< by <1
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