INTEGRALY S PARAMETREM

V kapitole o integraci funkci vice proménnych byla potieba spojitost funkce g(z) =
7 f(x,y) dy proménné z.

Spojitost funkce g(z) = fab f(z,y)dy proménné z znamena vlastné prohozeni limity

a integralu
b b
im [ f(z,y) dy:/ lim f(z,y)dy.
a T—DP

T—p a

Integralu na levé stran€ se fika integral s parametrem x a vysledkem jeho integrace je
funkce proménné x.

DEFINICE. Necht f je funkce definovana na soucinu M x I, kde M C R a [ je
interval v R. Funkce ¢(y) se nazyva integrovatelna majoranta funkce f, jestlize

o |[f(x,y)| < g(y) pro vSechnax € M,y € I,
e |, g(y)dy konverguje.
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Podle dfivéjsi imluvy jsou uvedené integraly chdpany jako zobecnény Newtontlv in-
tegral.

POZOROVANI. Necht' {f,} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu
konvergujici stejnomérné. Pokud existuje libovolné velky index n pro ktery konverguje

integral [ 7 fn» potom ma posloupnost { f,,} integrovatelnou majorantu na /.

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové
k funkci f. JestliZze posloupnost { f,,} ma integrovatelnou majorantu na /, pak

Jim / (i) dx = / f(z)dx,

pokud prava strana existuje.

DUSLEDEK.
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1. Necht' f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J v rovin€ a [, f(z,y)dy
existuje pro kaidé xr € 1. Ma-li f(z,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak
funkce [, f(z,y)dy je na I spojita.

2. Necht’ fj Je omezena spojitd funkce definovand na omezeném intervalu / X J v roving.
Pak [, f(x,y)dy je na I spojita.

Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integrdlu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o zaméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J vroviné a [, f(z,y)dy
existuje pro kazdé z € I. Ma-li 2L (w y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x .J, pak

dX/fx ) dv/gf(x ) dy

na /.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1

Cviceni 1
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GAMA A BETA FUNKCE




Gama funkce

V této Casti bude zkoumadna tzv. Gama funkce, kterd ma vztah k n! a jeji pouZiti je
velmi Siroké nejen v teoretick€é matematice, ale hlavn€ v praktickém pouZziti, napt. ve
fyzice a ve statistice.

Funkce bude nyni definovana pro realna Cisla, bude pozdéji rozSifena na komplexni
Cisla.

DEFINICE. Funkce Gama je definovdna rovnosti
['(z) :/ e "t de.
0

1. Defini¢ni obor.

Na intervalu (0,1) ma e~* hodnoty mezi e~! a 1; funkce e “t*"! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t* ! (j., t* 71 /3 < e 't*~1 < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*~1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

Navic se pro z > a > ( ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e '#*~! na (0, 1).

Stali se nyni omezit na > 1. Pro dané = > 1 existuje p > 0 tak, ze e "t*~! < e7/2
pro t > p (ukaZte to). Na [1, p| je funkce e ‘+*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze
ke~'/? je (pro néjakou konstantu k) integrovatelna majoranta funkce e *t*~! na (1, 00).
) Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00); na celém defini¢nim intervalu je I'(x) >

Spojitost a derivace. Parcidlni derivace podle = funkce e 't~ je rovna e 't*!log t.

Prox > 0 se vezme a € (0, x) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru et 1(t*“log t).
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Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezena na (0,1) a tedy funkce e “t*"!logt
ma (aZ na vynasobeni néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co)
jako funkce e~ 1,

Totéz plati pro parcidlni derivace vyssich fadd funkce e 't*~! podle z. Z véty o deri-
vaci integralu podle parametru nyni plyne:

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

Protoze I''(z) = [ e "t*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
funkce Gama je ryze konvexni.
Nyni se pouzije integrace po ¢astech na I'(x + 1):

Mz+1)= / e " dt = [—e '], + @ / e "t dt.
0 0

Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost
INz+1)=zl'(z) proz>0.
Snadno se vypocte ['(1) = 1, takze ['(2) = 1,1'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n + 1) = nl.

Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce 1" leZi v intervalu (1,2) a Ze lim I'(z) = oo.
T—>00
Dadle je
[’ 1
lim I'(z) = lim He+l) = 00.
x—04 x—04 X

Pomoci vzorce I'(x) = I'(x+1)/x 1ze dodefinovat funkci I na intervalu (—1, 0), potom
na intervalu (—2, —1), atd. azna R \ {0, -1, -2, -3, ... }.
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Beta funkce

Beta funkce ma tzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné dilezita.

DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
B(az,y)—/ t" N1 — )yt dt.
0

Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadfit integralem pies neomezeny

interval:
00 um—l
0 LEKCE26-IPA
, » . v . ~ VvV v i al
z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz Ze B(x,y) = B(y, x). e maioranta
TR ° P P 5 jitost
Snadno se zjisti, e B(x,y) je definovdna v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0. i
inetgral
Napise se soucin ['(z)I'(y) a do vzniklého dvojrozmérného integralu se dd substituce 42
_ _ o ubeh
v—t+u,w—y/($+y) g;lfe
Beta funkce
vztah Beta a Gama
T T = - —t—ugr—1, y—1 dt d StI;(T)F(liT)
— 1riimnguyv vzorec
(z)['(y) = € & u t du STANDARDY
0 0 tahdk
1 00 Pozndmky
= / ve ' (vw)* oV 1 — w)? T dv dw Piiklady
0 Jo

Otéazky

Uceni

1 00
= / e "V w) 1 —w)V ! dv dw = T(z + y)B(z,y) . Cicent
0 Jo



Odtud plyne hledany vzorec




JestliZe se v pfedchozim vzorcidd y = 1 —x pro z € (0, 1), dostane se po substitucich
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— (1 — t)~! do prvniho integrdlu a v = u{ — 1) do pfedposledniho integrilu

P(@)P(1—xz) = /1 (fx_jg) di = /OOO fi;

1 z—1 00 -1 1, xz—1 1 -z
:/ ° du+/ uw du—/ ¢ du+/ ?
0 1+U 1 1+u 0 1—|—u 0 1+U

du =

do .

Zlomek —— je souCet geometrické fady s kvocientem —u, ktera se da integrovat Clen
po Clenu (rada konverguje stejnomérné na [0, 1] podle ):
1 x—1 —x 1 o
U U
+ ) d e T —1)"u" du =
/0<1+u 1 +u “/O (v )20] !

00
x nZ — g2’
n=1

Posledni fada bude seétena v kapitole o Fourierovych fadach (rozvoj funkce cos(xt)
prot € (—m, m)) a dostane se dileZzity vzorec

Fa)(l1—a2)=——— proxe(0,1).

sin(7x)
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Stirlinguiv vzorec

Gama i Beta funkce Ize vyjadrit mnoha zptsoby, napt. jako soucet nekonecné rady,
soucin nekonecné posloupnosti, limity posloupnosti, ...

Vsechna tato presna vyjadreni jsou nekonecné procesy, které se az na vyjimky nedaji
piesné v jednotliV}’/ch bodech spocitat.

Proto je nékdy vyhodnéjsi nahradit uvedené charakterizace jednodussim vzorcem,
ktery aproximuje danou funkci.

Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(CB—|— 1) _ / e—ttx dt :/ exlogt—t dt u:£—x (E)x/ 6xlog(l—l—u/oc)—u/yc du
0 0 € _

X

v=u/z \/E(fyfoo et 108(1+v/VE)=v/VE 14, 27;(;(§>$,
—V
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€ €

T—00 inetgral
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T\ T vztah Beta a Gama
I'z)I'(l—=
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‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY S PARAMETREM

Spojitost funkce g(z) = fab f(z,y)dy proménné = znamena vlastné prohozeni limity
a integralu

b b
1im/ f(x,y)dyZ/ lim f(z,y)dy.

T—rp

Integralu na levé stran€ se fika integrdl s parametrem x a vysledkem jeho integrace je
funkce proménné x.

DEFINICE. Necht f je funkce definovana na sou¢inu M x I, kde M C Ral je
interval v R. Funkce ¢(y) se nazyva integrovatelna majoranta funkce f, jestlize

o |[f(x,y)| < g(y) pro vSechnax € M,y € I,
e [, g(y)dy konverguje.
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POZOROVANI. Necht' {f,} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu
konvergujici stejnomérné. Pokud existuje libovolné velky index n pro ktery konverguje
integrél [ 7 fn» potom ma posloupnost { f,, } integrovatelnou majorantu na /.

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové
k funkci f. JestliZze posloupnost { f,,} ma integrovatelnou majorantu na I, pak

lim /[ £.(x) dx = /] f(z)dx,

pokud prava strana existuje.

DUSLEDEK.
1. Necht' f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J v roviné a [, f(z,y)dy
existuje pro kaidé r € 1. Ma-li f(z,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak
funkce [, f ; f(x,y)dy jena I spojita.
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2. Necht’ f je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu / X J v roviné.
Pak [, f(x,y)dy je na I spojita.

Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o zdaméné derivace a integralu.

VETA. Necht f je spojitd funkce definovand na intervalu / x J vroviné a [, f(z,y)dy

(1\

na /.

existuje pro kazdé x € 1. Ma- 11 (1 y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak
LEKCE26-1PA
integral s parametrem

)dy =
/ ox
integr.majoranta

Priklad. Pouzitim véty o zaméné limity a integralu ukazte, Ze s
derivace
1 1 nr inetgral
. . Gama funkce
hm ZUn dX = 0 - hm ﬁ dX = O derivace
gra

Beta funkce

. o0 1 +x n . o0 —zy vztah Beta a Gama

lim T o dx =1, lim e sinydy =0. G
1Irimguyv vzorec

"Jo & e Jo STANDARDY

v v, . . 2 tahak

Priklad. Vypocitejte integral Poznimky

b 123456789

13}'—,(13@ Priklady

dx 123456789
Otéazky

0 lng 123456789
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Vyuzijeme tvaru integrované funkce

L.b_ ..a 1 y 10 1 b
/udaz:/ [x ] dx:/ (/azydy> dx.
0 logx o |logz], 0 a

1 b b 1
/ (/ 75 dy) dx:/ (/ %Y daz) dy.
0 a a 0

Potom jiZ snadno dostavame

b 1 b
1 1+b
/ /:cyd:c dy:/—dyzlog i :
4 0 s LTy l+a

Priklad. Vypocitejte integral

/ *° arctan ax — arctan bx
0

X
X

pro a,b > 0.

1
14p2a?
p > 0. Po integrovani hledame integracni konstantu C'(b), pouZijeme a = b a dostaneme
vysledek

Derivujeme podle parametru a, majorantu najdeme pro a € [p, o0) pro

U
— 10
> log

S| 2
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GAMA A BETA FUNKCE




Gama funkce

DEFINICE. Funkce Gama je definovana rovnosti

['(z) :/ e "t dt.
0

1. Definic¢ni obor.

Na intervalu (0,1) ma e~ hodnoty mezi e~! a 1; funkce e “t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t* ! (j., t*71 /3 < e7't*~1 < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

Navic se pro z > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e '¢*~! na (0, 1).

Stadf se nyni omezit na z > 1. Pro dané = > 1 existuje p > 0 tak, Ze e t*~! < 7 #/2

pro t > p (ukaZte to). Na [1, p| je funkce e “t*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze
ke~'/? je (pro n&jakou konstantu k) integrovatelnd majoranta funkce e+~ na (1, 0o).
) Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00); na celém defini¢nim intervalu je I'(x) >

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

Protoze I''(z) = [ e 't"'log” ¢ dt, je druh4 derivace kladnd a tudiz

funkce Gama je ryze konvexni.

Nyni se pouzije integrace po ¢astech na ['(x + 1):

Nz+1)= / e 't" dt = [—e 2, + @ / e 't dt.
0 0
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Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost
INz+1)=2zl'(z) proz>0.
Snadno se vypocte I'(1) = 1, takze ['(2) = 1,I'(3) = 2.1, ... aindukci ['(n + 1) = n!.

Z konvexity vyplyva, ze minimum funkce 1" leZi v intervalu (1,2) a ze lim I'(z) = oc.
T—r 00
Dale je
I 1
lim I'(x) = lim Ie+l) = 00.
x—04 x—04 X

Pomoci vzorce ['(x) = ['(x+1) /z 1ze dodefinovat funkci [" na intervalu (—1, 0), potom
na intervalu (—2, —1), atd. azna R \ {0, —1,—2, -3, ...}.
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Beta funkce

DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
B(:z:,y)—/o 1 — )yt dt.

Snadno se zjisti, ze B(x,y) je definovana v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.
Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadfit integralem pfes neomezeny

interval:
o0 ua:—l d
Bz = U
LEKCE26-IPA

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz Ze B(x,y) = B(y, x). integrdl s parametrem
integr.majoranta
Spojitost
derivace
F(:U)F(y) inetgral
. Gama funkce
derivace
F (:U + y) prubeh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec

rox € (0,1).
sin(mzx) P (0,1) %E‘E‘\;gzi:m

B(ZC,y) -

UziteCny vzorec

[x)'(1—2x) =

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Stirlingav vzorec

Vztah f(z) ~ g(z) znamena, Ze hm f(x)/g(x) =

Plati aproximacni Stirlingtiv vzorec
T\ T
[Nz+1) = V2rx (—>
e

a jeho verze pro faktorial

n n
n! =~ V2mmn (—) :
e

Pro presnéjsi vyjadreni Gama funkce (nebo faktoridlu) existuji modifikace Stirlingova
vzorce. Plati napf. rovnosti

Z g x b
[(z+1) =V2nmx (§> el = /27w (f) (1 s )
e e 6x
kde 0 <a, <1,0<b, < 1.
Priklad. Pomoci vzorce pro I'(z)I'(1 — x) spoctéte I'(1/2) a odtud I'(3/2),I'(5/2) a

také integral [~ e~ dx.

Piiklad. Pomoci substituce u = e~ ¢

['(z) = /01 <1og (%))x_l du .

Priklad. Pomoci Stirlingova vzorce spoctéte

2
lim Vn! .

v integralu definujicim ['(x) ukazte, Ze
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n 1
lim nvz n! = lim (\/ ann—eﬁ) "t 1.
en

Priklad. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!.

Vyjde 158.
Priklad. Vypocitejme integral
1
/ zle ™ dx .
0

Jde o I'(5) = 4! = 24.
Priklad. Vypocitejme integral

0
/ 22e ™ dx .
0

Substituce y = 2x prevede na funkci I'.

Priklad. Vypocitejme
[(3/2)

0(1/2)

Pouzijeme I'(n + 1) = nl'(n), takZe v Citateli mame 51'(1/2).

Priklad. Pomoci vzoreCku

D)1 —2) = ———

0.1
sin(7x) proz € (0, 1)
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spoctéte I'(1/2).
Zvolime z = 1/2 a dostaneme /7.
Priklad. SpocCtéte

['(1/2) :/ 2% dg
0
substituci x = 22.

Objevi se znamy integral
/ e dy = ﬁ
0 2

a spocteme vysledek /7.
Priklad. Spoctéte

/ \/Ee_‘”g dx
0

substituci y = 2°.

3

Objevi se zndma ['(1/2) a vysledek 5~
Priklad. SpocCtéte

1
1
| =
o V—logx
substituci — log x = t.
Objevi se zndma ['(1/2).
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Priklad. Vypocitejme integral

X
_oon
/ e " dx .
0

Zase to prevedeme na ['. ZaCneme samozrejmée exponentem u e, aby se dostalo

@ .
Priklad. Spoctéte

o0 2
/ 62@3:—:1: d:r:
a

%

vyjadienim exponentu ve tvaru

= —(z —a)*+a?

204 — x
a prevedenim na znamé integraly.

Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos" t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.
V integralu provedeme substituci

Tr =sint.

Potom

/2 1 -
/ sin™ t cos" t dt = / z™(1 — :UZ)Tl dx.
0 0

Po dals{ substituci y = 2> dostdvdme
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2 2

Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 m—1
i
/ dx
0 1 + an

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

V integralu provedeme substituci ¢ = z".

Potom
/—l—oo pm—1 1 /—l—oo tmT_l
dz = —
o 1+an n| Jo 1+t

pokud n # 0.
Rozd€lenim integralu

oo gt L oo g
/ dt= [ e [
0 1+t 0o 1+t L 1+t

urCime, Ze integral konverguje pro

m—-n

ti-Ldt = —/ dt,

m
0<— <L
n

(Uveédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

1 o e 1 b e 1 1 1
s [vra-wTrtay =g [P0 e =58 (M
0 0
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Celkem tedy mtizeme pro tato m, n psat

/+oo
0

Priklad. SpocCtéte

pomoci funkce Beta a Gama.

xm—l

—dzx
1+ xn

_lg (Lg-z
n| \n n
1

[

RV
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TAHAK z kapitoly

H@:/eﬁmm@M@:/eﬁHm%@
0 0
[n+1)=n!, I'z+1)=zl(x), I'z)=T(x+1)/z

v

['z)'(1—2x) = rox € (0,1
@P1~7) = 2oy prow e (0,)
T X
[z+1) = V2rx (—>
(&
n
nl ~ V2mn (E>
e LEKCE26-IPA
integrdl s parametrem
T\® ag BNT (e Loy L) I\ T b, T
[(z+4+1) = 2733(—) el2r = 27mc<—> e \ 122" 36023 " 126025 ) = ng(_) (1+_)7 derivace
= e € 63: Gai?lz%éikce
kde 0 <a, <1,0<b, <1 e
! Bﬁwuu
Blay) = [ #7i1— oyt i o Gans
o
o0 ur ! gthék/mk
B — d oznamky
(@y) /0 (u+ 1)*ty " Priklady
F €T F (7 Otazky
B(Z’,y) = ( ) ( ) Cvideni
[z +y)
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