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\/
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STEJINOMERNA KONVERGENCE

\/

Zatim nebylo v téchto textech vénovano priliS§ pozornosti konvergenci funkci, at’ jako

limita posloupnosti nebo soucet rady.
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Nevsiml jsem si.
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STEJINOMERNA KONVERGENCE

\/

Zatim nebylo v téchto textech vénovano priliS§ pozornosti konvergenci funkci, at’ jako

limita posloupnosti nebo soucet rady.

\

Nevsiml jsem si.

Jedinou vetsi vyjimkou byly
Taylorovy rady, kde byla i
zminka o stejnomérné kon-
vergenci.
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Jinak byla konvergence posloupnosti funkci nebo fady brana jako bodova konver-
gence.

\




Jinak byla konvergence posloupnosti funkci nebo fady brana jako bodova konver-
gence.

\

To je samozrejmé zdkladni pojem konvergence, ale v mnoha pripadech je priliS obecny
a nestac¢i na dokazovani neékterych uziteCnych tvrzeni.
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Jinak byla konvergence posloupnosti funkci nebo fady brana jako bodova konver-
gence.

\

To je samozifejmé zakladni pojem konvergence, ale v mnoha pripadech je priliS obecny
a nestac¢i na dokazovani neékterych uziteCnych tvrzeni.

\
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI




POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI
'

Pred uvedenim riznych konvergenci posloupnosti nebo fad funkci je vhodné rozvést
nckteré zakladni pojmy definované drive.
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI
'

Pred uvedenim riznych konvergenci posloupnosti nebo fad funkci je vhodné rozvést
nckteré zakladni pojmy definované drive.

\

Neni nutné se soustiedit jen na funkce jedné proménné a ani na redlné funkce.
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Pred uvedenim riznych konvergenci posloupnosti nebo fad funkci je vhodné rozvést
nckteré zakladni pojmy definované drive.
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Neni nutné se soustiedit jen na funkce jedné proménné a ani na redlné funkce.

\

Ale ani neni nutné probirat téma v upln€ obecnosti.
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Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.
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Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.

\

Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R™ je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.
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Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.

\

Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R™ je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.
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Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.
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Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R™ je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.
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Znate tento vtip? Fyzik
prednasi o interakcich v
deviti-rozmérném prostoru.
Mezi posluchaci vedle sebe
sedi inZenyr a matematik.
Zatimco inzZernyr je zou-
faly, matematik spokojené
prikyvuje. InZenyrovi to
neda a zeptd se matematika,
jak muze pojmout tak
nepredstavitelné véci: ,,Je to
jednoduché, neprve si vSe
predstavim v n dimenzich,
a pak za n dosadim 9!"
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(z) pro
kazdé x € M, .

\




DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/
VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\

Bodovy soucet rfady zobrazeni se milize definovat jako bodova limita posloupnosti
CasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y. f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\

Bodovy soucet rfady zobrazeni se milize definovat jako bodova limita posloupnosti
CasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y. f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).

\/

Jak je obvyklé z teorie fad Cisel, i fady funkci nebo jejich soucet se znaci » _ f;,.
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VETA. Pro bodovou konvergenci na mnoZziné M plati:
1. lim,(f, + g,) = lim,, f,, + lim, g,,, ma-li prava strana smysl.
2. lim,(fng,) = lim, f, lim, g,,, ma-li prava strana smys].

3. lim,,(f,/gn) = lim, f,/lim, g,, ma-li prava strana smysl.

\




VETA. Pro bodovou konvergenci na mnoziné M plati:
1. lim,(f, + ¢g,) = lim, f,, + lim,, g,, ma-1i prava strana smysl.
2. lim,(fn,g,) = lim, f, lim, g,, ma-li prava strana smysl.

3. lim,(f./g,) = lim, f,/lim, g,, ma-li prava strana smysl.

\

Pro rady lze uvést jen linea-
ritu, protoZe nasobeni (nebo
podil) castecnych soucti ne- LEKCE2S.RAR
dava (V:ésteén}'/ soucet pfi- bodovd konvergence
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VETA. Pro bodovou konvergenci na mnozin€ M plati:
1. lim,(f, + ¢,) = lim,, f,, + lim,, g,,, ma-li prava strana smysl.
2. lim,(fn,g,) = lim, f, lim, g,, ma-li prava strana smysl.

3. limy,(fy/gn) = lim,, f,/lim,, g,, ma-li pravé strana smysl.

\

Pro fady 1ze uvést jen linea-
ritu, protoze nasobeni (nebo
podil) Castecnych souctl ne-
dava casteCny soulet pri-
slusSnych soucind (podild,
resp.).

\

DUSLEDEK. >.o(af,+bg,)=ad_ f.+b). g, ma-lipravd strana smysl, kde a, b
jsou redlna Cisla.
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Poznamky 1 :

V definici bodové limity jsou funkce definovany na néjaké nespecifikované mnoziné
M. O té neni nutné viibec nic zndt, protoZe konvergence probihd v oborech hodnot
funkct, tedy v R.

\
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V definici bodové limity jsou funkce definovany na néjaké nespecifikované mnoziné
M. O té neni nutné viibec nic zndt, protoZe konvergence probihd v oborech hodnot
funkct, tedy v R.

\

Ani v uvedenych tvrzenich neni tfeba o mnoziné M védét vice, protoze sCitani, naso-
beni a déleni je opét provadéno v R.

\




Poznamky 1 :

V definici bodové limity jsou funkce definovany na néjaké nespecifikované mnoziné
M. O té neni nutné viibec nic zndt, protoZe konvergence probihd v oborech hodnot
funkct, tedy v R.

\

Ani v uvedenych tvrzenich neni tfeba o mnoziné M védét vice, protoze sCitani, naso-
beni a déleni je opét provadéno v R.

\

Misto R 1ze vzit jakoukoli strukturu, kde je definovana konvergence a uvedené alge-
braické operace, napf. mnozinu racionélnich ¢isel, nebo mnozinu vSech realnych funkci
na R se stejnomérnou konvergenci (viz dalsi sekci pro definici).

\




Poznamky 1 :

V definici bodové limity jsou funkce definovany na néjaké nespecifikované mnoziné
M. O té neni nutné viibec nic znat, protoZze konvergence probihd v oborech hodnot
funkci, tedy v R.

\/

Ani v uvedenych tvrzenich neni tfeba o mnoziné M veédét vice, protoze sCitani, naso-
beni a déleni je opéet provadéno v R.

\

Misto R 1ze vzit jakoukoli strukturu, kde je definovana konvergence a uvedené alge-
braické operace, napr. mnozinu racionalnich Cisel, nebo mnozinu vSech redlnych funkci
na R se stejnomernou konvergenci (viz dalsi sekci pro definici).

\

Pozor:v Vv mnoziné racional-
nich cisel nebude konver-
govat vSe, co konverguje v

R (tedy Cauchyovské po-
sloupnosti). HA!
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V uvedenych tvrzenich o linearité limity nebo souctu jsou koeficienty brany z R. Po-

kud se zkoumaji funkce do R?, lze za koeficienty brat komplexni &isla s piisluSnym
nasobenim (nikoli tedy ndsobeni po souradnicich).

=)




Baireovy tridy funkci a ja.




\

>kBaireovy tridy funkci

\/

Baireovy tridy funkci a ja.
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Baireovy tridy funkci a ja.

'

>kBaire()vy tridy funkci

\

V této Casti se bude jednat jen o realnych funkcich definovanych na néjakém kom-

paktnim intervalu, napf. na [0, 1].

\
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Baireovy tridy funkci a ja.

'

>kBaireovy tridy funkci

\

V této Casti se bude jednat jen o realnych funkcich definovanych na néjakém kom-

paktnim intervalu, napf. na [0, 1].

\

Jednoduché priklady ukazuji, Ze bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi
byt spojitd (napf. f,,(x) = x™). Nicméné, tyto limity jsou v jistém smyslu blizko spojitym
funkcim a maji nékteré pékné vlastnosti. Rika se jim funkce (Baireovy) 1.tridy.

\
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Baireovy tridy funkci a ja.

'

>kBaireovy tridy funkci

\

V této Casti se bude jednat jen o realnych funkcich definovanych na néjakém kom-
paktnim intervalu, napf. na [0, 1].

\

Jednoduché priklady ukazuji, Ze bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi
byt spojitd (napf. f,,(x) = x™). Nicméné, tyto limity jsou v jistém smyslu blizko spojitym
funkcim a maji nékteré pékné vlastnosti. Rika se jim funkce (Baireovy) 1.tridy.

\
Napriklad zde je jeden kandidat.

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér  konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



. n
lim x




Neni divod, pro¢ nepokracovat dédle. Funkce se nazyva funkce (Baireovy) 2.tridy,
jestlize je bodovou limitou posloupnosti funkei 1.tfidy.

\




Neni divod, pro¢ nepokracovat dédle. Funkce se nazyva funkce (Baireovy) 2.tridy,
jestlize je bodovou limitou posloupnosti funkei 1.tfidy.

\

Obecné l1ze dat nasledujici definici (stdle se jednd o funkce na [0, 1])

DEFINICE. Funkce se nazyva funkci 0.tfidy, jestliZe je spojita.
\




Neni diavod, pro¢ nepokracovat dédle. Funkce se nazyva funkce (Baireovy) 2.tfidy,
jestliZze je bodovou limitou posloupnosti funkci 1.tfidy.

\

Obecné 1ze dat nasledujici definici (stdle se jednd o funkce na [0, 1])

DEFINICE. Funkce se nazyva funkci 0.tfidy, jestlize je spojita.
\

Pro ordindlni ¢islo & > 0 se funkce nazyva funkci £-t€ tiidy, jestlize je bodovou limitou
posloupnosti funkci menSich tfid.

\/
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Neni diavod, pro¢ nepokracovat dédle. Funkce se nazyva funkce (Baireovy) 2.tfidy,
jestliZze je bodovou limitou posloupnosti funkci 1.tfidy.

\

Obecné 1ze dat nasledujici definici (stdle se jednd o funkce na [0, 1])

DEFINICE. Funkce se nazyva funkci 0.tfidy, jestlize je spojita.
\

Pro ordindlni ¢islo & > 0 se funkce nazyva funkci £-t€ tiidy, jestlize je bodovou limitou
posloupnosti funkci menSich tfid.

\/

V nékterych textech se funkce nazyva funkci £-té tridy, jestlize je funkci £-té tiidy v
praveé definovaném smyslu, ale neni funkci n-té tfidy pro Zadné n < &.

—p
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Daji se snadno ukazat nasledujici tvrzent:

1. Je-1i £ < n, je kazda funkce £-té tridy zaroven funkci n-té tridy.

2. Pro & > wy je kazda funkce &-té tridy zaroven funkci w-té tridy.

3. Soucet, soucin a podil funkci £-té tridy je opét funkci £-té tiidy.

\
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Daji se snadno ukazat nasledujici tvrzent:
1. Je-1i £ < n, je kazda funkce £-té tridy zaroven funkci n-té tridy.
2. Pro & > wy je kazda funkce &-té tridy zaroven funkci w-té tridy.
3. Soucet, soucin a podil funkci £-té tridy je opét funkci £-té tiidy.

\

Na prvnim nespocetném ordinalnim Cisle w; se tedy proces zastavi. Otazkou je, zda

se uz nezastavi diive. Ze se tento proces zastavi opravdu az na w;, dokazal Lebesgue a
dikaz presahuje ramec tohoto textu.

=)
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Funkce &-té tfidy se daji charakterizovat bez pomoci limit, podobné jako je charakte-
rizovana spojitost pomoci vzori mnozin.

\




Funkce &-té tfidy se daji charakterizovat bez pomoci limit, podobné jako je charakte-
rizovana spojitost pomoci vzori mnoZzin.

\/

Funkce je spojita (tj. 0.-t€ tiidy) prave kdyz vzor kazdé uzaviené mnoZziny je uzaviend
mnozina.

\
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Funkce &-té tfidy se daji charakterizovat bez pomoci limit, podobné jako je charakte-
rizovana spojitost pomoci vzori mnoZzin.

\/

Funkce je spojita (tj. 0.-t€ tiidy) prave kdyz vzor kazdé uzaviené mnoZziny je uzaviend
mnozina.

\

Funkce je 1.tfidy pravé kdyZz vzor kazdé uzaviené mnoziny je prinikem spocetné
mnoha otevienych mnozin. Nebo ekvivalentné: jeji zizeni na libovolnou uzavienou
mnoZzinu ma bod spojitosti.

\/
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Funkce &-té tfidy se daji charakterizovat bez pomoci limit, podobné jako je charakte-
rizovana spojitost pomoci vzori mnoZzin.

\/

Funkce je spojita (tj. 0.-t€ tiidy) prave kdyz vzor kazdé uzaviené mnoZziny je uzaviend
mnozina.

\

Funkce je 1.tfidy pravé kdyZz vzor kazdé uzaviené mnoziny je prinikem spocetné
mnoha otevienych mnozin. Nebo ekvivalentné: jeji zizeni na libovolnou uzavienou
mnoZzinu ma bod spojitosti.

\/

To znamenda, ze funkce
1.tfidy maji mnoho boda
spojitosti.
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D4 se dokéazat, Ze pro funkci f libovolné &-té tiidy vzdy existuje K-integral fol f.
Existuji vSak funkce f, pro né€Z tento integrél existuje a které nejsou ze Zadné &-té tiidy.
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* Polospojité funkce

Konec poznamek 1.
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Priklady 1 :

1. Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti {2"} na intervalu (0, 1) ana [0, 1].

—p




2. Vypoctéte soucet fady > > ﬁ na R.




3. Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti {Sm nz) } naR.




4. Vypoctéte bodovou limitu posloupnosti {n°z(1 — 2°)"} na intervalu [0, 1].

Konec prikladu 1.




Otazky 1 :

1. Ukazte, Ze funkce je spojita pravé kdyz je shora a zdola polospojita.




2. Charakteristicka funkce uzaviené (nebo oteviené¢) mnoziny je shora (resp. zdola)
polospojita.

\




2. Charakteristicka funkce uzaviené (nebo oteviené¢) mnoziny je shora (resp. zdola)
polospojita.

\

Co kdyz mnozina je jedno-
bodova?




Budeme si hrat na tridy.

3*. Dokazte, ze funkce na [0, 1|, kterd ma nenulovou hodnotu pravé v jednom bodé
intervalu, je funkce 1.tfidy.

\




Budeme si hrat na tridy.

3*. Dokazte, Ze funkce na [0, 1], kterd ma nenulovou hodnotu pravé v jednom bod¢
intervalu, je funkce 1.tfidy.

\

4*. Pfedchozi tvrzeni lze zobecnit na funkci, kterd se rovna jedn€ na uzavieném po- || prcErs.RAF
dintervalu [0, 1] a jinde je 0. Dokonce 1ze misto podintervalu vzit uzavienou mnozinu (to | bodovékonvergence

e eev v stejnomérna
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Budeme si hrat na tridy.

3*. Dokazte, Ze funkce na [0, 1], kterd ma nenulovou hodnotu pravé v jednom bod¢
intervalu, je funkce 1.tfidy.

\

4*, Pfedchozi tvrzeni 1ze zobecnit na funkci, kterd se rovna jedné na uzavieném po-

dintervalu [0, 1] a jinde je 0. Dokonce 1ze misto podintervalu vzit uzavienou mnoZzinu (to
je jiz t&zsi).

\

5*. Dokazte, Ze Dirichletova funkce je funkci 2.tfidy. UvaZte dvojnou posloupnost

cos?™(n!mx) a vhodné poradi limit podle n a m.

\
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Budeme si hrat na tridy.

3*. Dokazte, Ze funkce na [0, 1], kterd ma nenulovou hodnotu pravé v jednom bod¢
intervalu, je funkce 1.tfidy.

\

4*, Pfedchozi tvrzeni 1ze zobecnit na funkci, kterd se rovna jedné na uzavieném po-

dintervalu [0, 1] a jinde je 0. Dokonce 1ze misto podintervalu vzit uzavienou mnoZzinu (to
je jiz t&zsi).

\

5*. Dokazte, Ze Dirichletova funkce je funkci 2.tfidy. UvaZte dvojnou posloupnost

cos?™(n!mx) a vhodné poradi limit podle n a m.

\
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Je Dirichletova funkce
funkci  1.tridy?  Zkuste

pouzit ekvivalentni definici.
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Je Dirichletova funkce
funkci  1.tfidy?  Zkuste

pouZzit ekvivalentni definici.

\

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

\




Je Dirichletova funkce
funkci  1.tridy?  Zkuste

pouzit ekvivalentni definici.

\

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

\

7*. Dokazte indukci, Ze je-1i f funkce £-té tfidy a g funkce n-té tridy, kterd zobrazuje
0, 1] do [0, 1], je sloZeni f o g funkce & + n-té tiidy.

\
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Je Dirichletova funkce
funkci  1.tridy?  Zkuste

pouzit ekvivalentni definici.

\

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

\

7*. Dokazte indukci, Ze je-1i f funkce £-té tfidy a g funkce n-té tridy, kterd zobrazuje
0, 1] do [0, 1], je sloZeni f o g funkce & + n-té tiidy.

\

8*. UkaZzte, Ze kazd4a monotonni funkce je funkci 1.tfidy.

\
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Je Dirichletova funkce
funkci  1.tridy?  Zkuste

pouzit ekvivalentni definici.

\

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

\

7*. Dokazte indukci, Ze je-1i f funkce £-té tfidy a g funkce n-té tridy, kterd zobrazuje
0, 1] do [0, 1], je sloZeni f o g funkce & + n-té tiidy.

\

8*. UkaZzte, Ze kazd4a monotonni funkce je funkci 1.tfidy.

\

Obecnéji, kazda funkce s nejvyse spocetné mnoha body nespojitosti je 1.tridy.

\
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Je Dirichletova funkce
funkci  1.tridy?  Zkuste

pouzit ekvivalentni definici.

\

6*. Dokazte tvrzeni 1,2 a 3 z Pozndmek.

\

7*. Dokazte indukci, Ze je-1i f funkce &-té tfidy a g funkce n-té tridy, kterd zobrazuje
[0, 1] do [0, 1], je slozeni f o g funkce £ + n-té tfidy.

\/

8*. Ukazte, Ze kazdd monotonni funkce je funkci 1.tfidy.

\

Obecnéji, kazda funkce s nejvyse spocetné mnoha body nespojitosti je 1.tridy.

\
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Konec otazek 1.

Hraje si se mnou jest€¢ neé-
kdo?
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STEJNOMERNA KONVERGENCE




STEJNOMERNA KONVERGENCE
'

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad =) a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

\
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STEJNOMERNA KONVERGENCE
'

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad =) a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

\

Je proto vhodné pridat néjakou dalSi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony
Spatné situace.

\
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STEJNOMERNA KONVERGENCE
'

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad =) a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

\

Je proto vhodné pridat néjakou dalSi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony
Spatné situace.

\

Takovou jednoduchou podminkou je stejnomérnost konvergence: LEKCE25.RAF
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STEJNOMERNA KONVERGENCE
'

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad =) a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

\

Je proto vhodné pridat néjakou dalSi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony
Spatné situace.

\

Takovou jednoduchou podminkou je stejnomérnost konvergence: LEKCE25.RAF
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DEFINICE. Necht M je mnozZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost pojitost

{f.} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestlize ity
integral
— derivace
Vedk e NVz € MVn > k|f.(z) — f(z)| <e. S
polomér konver-
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deriv.,integrace
‘ Taylorova fada
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STEJNOMERNA KONVERGENCE
'

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojita (napriklad =) a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

\

Je proto vhodné pridat néjakou dalSi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony
Spatné situace.

\

Takovou jednoduchou podminkou je stejnomérnost konvergence: LEKCE25.RAF

bodova konvergence
‘ stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2

DEFINICE. Necht M je mnozZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost pojitost

{ f,,} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestlize iy
integral
Ve dk c NVz € M Nn 2 k ‘fn(ﬂl'> — f({l,’)‘ < €. ﬁi?cﬁ(r:;éfada

polomér konver-
gence
deriv.,integrace
‘ Taylorova fada
Abelova véta

Obvyklé znaceni je f, = f. S T
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Pokud dokazujete stejno-
mérnou konvergenci, musite
pro dané epsilon najit jedno
k, aby pak nepfitel nemohl
predhodit x, kde bude roz-
dil velky. (Zatimco u kon-
vergence hledate k az po té,
co nepritel vybere epsilon i
x.)
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Pokud dokazujete stejno-
mérnou konvergenci, musite
pro dané epsilon najit jedno
k, aby pak nepfitel nemohl
predhodit x, kde bude roz-
dil velky. (Zatimco u kon-
vergence hledate k az po té,
co nepritel vybere epsilon i
x.)

Ja nemam nepritele.

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Rada funkci > .. o konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

posloupnost ¢astecnych souctt {> _ f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

\
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DEFINICE. Rada funkci > .. o konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

n
posloupnost ¢astecnych souctt {> _ f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

Rady 1 posloupnosti jsou
zajimavé. Lépe se maluji
posloupnosti, protoze Cleny
fady rychle mizi. LEKCE25-RAF
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DEFINICE. Rada funkci > .. o konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

n
posloupnost ¢astecnych souctt {> _ f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

Rady 1 posloupnosti jsou
zajimavé. Lépe se maluji
posloupnosti, protoze Cleny
fady rychle mizi. LEKCE25-RAF

bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
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derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
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Kdyz namaluju fadu, stejné Abelova véta
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POZOROVANI.

1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bo-
dové.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné
k néjaké funkci praveé kdyz plati:

Vedk € NVz € MVYm,n > k|f.(x) — fu(z)] <e.

3. Rada >, fn konverguje na M stejnomérné prave kdyz plati:

Vedk eNVz € M| fulz)| <e.
=l
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POZOROVANI.

1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bo-
dové.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f;,} konverguje na M stejnomérné
k né€jaké funkci prave kdyz plati:

Vedk € NVz € MVYm,n > k|f.(x) — fu(z)] <e.

3. Rada >, fn konverguje na M stejnomérné prave kdyz plati:

VsEIkENV:UEM\an )| <e.

n==k LEKCE25-RAF
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Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci fad Ize téz prepsat pomoci Bolzanovy— Diniova véta
Cauchyovy podminky: inteerd

derivace
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Vedk eNVo € MVm > 1>k | |) fal@) <e | . sence
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Nasledujici kritéria jsou jed-
noducha ale ac¢inna.




Nasledujici kritéria jsou jed-
noducha ale ac¢inna.

\

VETA.
1. Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné k funkci f pravé kdyz plati

lim sup |fu(z) — f(z)] =0.
n xeM

2. Jestlize ) f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj., existuje stej-
nomérné konvergentni fada ) _ g, na M takova, Ze |f,(z)| < g.(x) pro kazdé n a
kazdé x € M), pak > f,, konverguje na M stejnomérné.

3. Necht’ | f,,(x)| < ¢, pro kazdé x € M a ) _ ¢, konverguje. Pak > f,, konverguje na
M stejnomérné.

\




Nasledujici kritéria jsou jed-
noducha ale ucinna.

\

VETA.
1. Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné k funkci f prave kdyz plati
lim sup | fn(x) — f(x)] =0.

2. Jestlize ) f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj., existuje stej-
nomérné konvergentni fada ) | g, na M takova, Ze |f,(z)| < g,(x) pro kazdé n a
kazdé x € M), pak > f, konverguje na M stejnomérné.

3. Necht’ | f,(z)| < ¢, pro kazdé x € M a ) ¢, konverguje. Pak > f,, konverguje na
M stejnomérné.

\

Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci se Casto nazyva Weierstrassovo kri-
térium.
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V kapitole o Ciselnych fadach byly, kromé kritérii pro absolutni konvergenci, dvé dalsi
kritéria pro konvergenci, a to Dirichletovo a Abelovo (Leibnizovo kritérium je specidlni
pripad Dirichletova kritéria).

\/
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V kapitole o Ciselnych fadach byly, kromé kritérii pro absolutni konvergenci, dvé dalsi
kritéria pro konvergenci, a to Dirichletovo a Abelovo (Leibnizovo kritérium je specidlni
pripad Dirichletova kritéria).

\/

Podivite-li se na dikaz
téchto dvou kritérii pro

pripad, Ze se jedna o fady
funkci, uvidite, Zze dava
nasledujici tvrzeni:
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©9)

VETA. Necht' {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu I. Rada 3 f.g.

n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\




©9)

VETA. Necht' {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu I. Rada 3 f.g.

n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)

\




VETA. Necht' {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu I. Rada 3 f.g.
n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)
\
nebo

(b) {f.} je omezend afada ) g, konverguje stejnomérné na I (Abel),
n=1




©9)

VETA. Necht' {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu I. Rada 3 f.g.

n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)
\
nebo

(b) {f.} je omezend afada ) g, konverguje stejnomérné na I (Abel),
n=1

\
DUSLEDEK. (Leibniz) Necht {f.},{9.} je posloupnost nezapornych funkci na in-

tervalu /. Rada > (—1)"f, konverguje na I stejnomérng, pokud { f,,} je monoténni a f,,
n=1
konverguje stejnomérné k O na /.




Ja jim fikam soucinova kri-
téria.




Ja jim tikdm soucinova kri-
téria.

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
. ... . kritéria 2
Ja to radéji nepovim ... spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Poznamky 2 :

Vsimnéte si u definice stejnomérné konvergence prehozeni kvantifikatort oproti bo-
dové konvergenci. Toto prehozeni znamend, Ze vybér £ € N pro body = z bodové kon-
vergence nezavisi na x, tj. vSechna tato £ Ize vzit stejna.

\




Poznamky 2 :

Vsimnéte si u definice stejnomérné konvergence prehozeni kvantifikatort oproti bo-
dové konvergenci. Toto prehozeni znamend, Ze vybér £ € N pro body = z bodové kon-
vergence nezavisi na x, tj. vSechna tato £ Ize vzit stejna.

'

Casto se stava, ze bodova konvergence na mnoziné M je stejnomérnd jen na néjaké
podmnoZziné K C M. V nékterych ptipadech (napf. pokud za K lze brat oteviené in-
tervaly), i tato CasteCna stejnomérnd konvergence staci k dikazu nékterych vlastnosti
limitni funkce (viz déle Cast o spojitosti limitni funkce).

-




Ve vété charakterizujici stejnomérnou konvergenci pomoci limity suprem funkci neni
nutné brat suprema, kterd se nékdy obtiZzné pocitaji. Pro jednu implikaci staci vzit horni
odhady (viz Otdzky).

=)




Weierstrassovo kritérium je formulovano pro horni meze funkci, protoze u tohoto kri-
téria nemiiZe jit o ekvivalenci. Samoziejme, ¢im mensi horni meze vezmete, tim vétsi je
nadéje na jejich konvergenci.

\




Weierstrassovo kritérium je formulovano pro horni meze funkci, protoze u tohoto kri-
téria nemiiZe jit o ekvivalenci. Samoziejme, ¢im mensi horni meze vezmete, tim vétsi je
nadéje na jejich konvergenci.

\

Nejlepsi z matematického hlediska je proto vzit supréma funkci f,, na dané mnoZiné.
Prakticky to v8ak neni vZdy mozné, bud’ kviili jejich slozit€jSimu vypoctu nebo sloZzitéj-
Simu dokazovani konvergence vzniklé rady.

\




Weierstrassovo kritérium je formulovano pro horni meze funkci, protoze u tohoto kri-
téria nemuze jit o ekvivalenci. Samoziejmé, ¢im mensi horni meze vezmete, tim veEtsi je
nadé€je na jejich konvergenci.

\

Nejlepsi z matematického hlediska je proto vzit supréma funkci f,, na dané mnoZiné.
Prakticky to v8ak neni vZdy mozné, bud’ kviili jejich slozit€jSimu vypoctu nebo sloZzitéj-
Simu dokazovani konvergence vzniklé rady.

\
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Priklady 2 :

1. Ukazte, Ze ani jedna z konvergenci z pfedchozich Prikladii neni stejnomérnd.

—p




2. Zkoumejte stejnomeérnou konvergenci pro nasledujici posloupnosti a rady:

T . cos(nx) cos(nx)
{l—l—na:Q}naR’ zn:nx, zn: ny/n -’ Z e

n




3. Pouzijte Abelovo kritérium na stejnomérnou konvergenci fady > % na inter-
valu [0, 1).

=




4. Pomoci Dirichletova kritéria zjistéte stejnomérnou konvergenci fad

Z sin(nx)/n, Z cos(nx)/n .




4. Pomoci Dirichletova kritéria zjistéte stejnomérnou konvergenci rad

Z sin(nx)/n, Z cos(nx)/n .

Misto 1/n vezméte obecné
koeficienty a,, — co je nutné
od nich poZadovat, aby fady

> apsin(nz), » - a, cos(nz)

konvergovaly stejnomérne?
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Otazky 2 :

1. DokazZte uvedena kritéria stejnomérné konvergence vyplyvajici ze srovndvaciho kri-
téria pro Ciselné rady.

-




1. Ovéite, Ze ditkkaz Dirichletova a Abelova kritéria pro Ciselné fady lze s formdalni
modifikaci pouZzit pro stejnomérnou konvergenci funkci.

-




3. Necht’ {a,} je nerostouci posloupnost realnych ¢isel konvergujici k 0. Ukazte, Ze
fada ) | a, cos(nz) konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu neobsahu-
jicim zadny cely ndsobek Cisla 27r. TotéZ pro sinus misto kosinu.

\




3. Necht’ {a,} je nerostouci posloupnost realnych ¢isel konvergujici k 0. Ukazte, Ze
fada ) | a, cos(nz) konverguje stejnomérné na kazdém uzavieném intervalu neobsahu-
jicim zadny cely ndsobek Cisla 27r. TotéZ pro sinus misto kosinu.

\

Ja si myslim, Ze jsem to uz
nckde vid€l. Teda tu ome-
zenost CasteCnych soultd
sinnz. A byl tam teleskop
jak vrata.
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VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE
'




VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE
'

Dalsi text nyni ukaze, proc
byva stejnomérna konver-
gence vhodnéjsi nez pouha
bodova konvergence.
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VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE

Dalsi text nyni ukaze, proc
byva stejnomérna konver-
gence vhodnéjsi nez pouha
bodova konvergence.

Pro stejnomérné konver-
gentni nekoneCné  rtady
totiz plati podobna tvrzeni
jako pro konecné soucty,
napf. zachovani spojitosti,
integrace a derivace souctu.
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Prestoze 1ze nasledujici tvrzeni o spojitosti a limitach dokazat i pro funkce vice pro-
ménnych, pro jednoduchost budou v této Casti uvazovany funkce jedné proméenné, tj.
definicni obor M bude podmnozinou realnych Cisel.

—p




Spojitost




Spojitost

Bodova limita posloupnosti
spojitych funkci nemusi byt
spojita, napr. lim, 2" na in-
tervalu [0, 1].
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\

VETA. Necht {f.} je posloupnost (stejnomérn¢) spojitych funkci na M, kterd na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojita funkce na M.

\/

Spojitost

Bodova limita posloupnosti
spojitych funkci nemusi byt
spojita, napr. lim, 2" na in-
tervalu [0, 1].
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\

VETA. Necht {f,} je posloupnost (stejnom&mé) spojitych funkci na M, kterd na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojita funkce na M.

\

Spojitost

Bodova limita posloupnosti
spojitych funkci nemusi byt
spojita, napr. lim, 2" na in-
tervalu [0, 1].

Stejnomérné ale neni za-
darmo ...
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Dikaz. Nejdiive pro spojitost. Bud’ p € M a e > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,
zeprox € M NUjel|f(z)— f(p)| <e.

\




Diukaz. Nejdiive pro spojitost. Bud’ p € M a ¢ > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,
zeprox € MNUje|f(x)— f(p)| <e.

\

Existuje k € N tak, Ze | fi(z) — f(z)| < £/3 pro vS§echna x € M. ProtoZe f}, je spojitd
v p, existuje okoli U bodu p tak, Ze pro x € M NU je |fr(x) — fr(p)| < /3.

\
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Diukaz. Nejdiive pro spojitost. Bud’ p € M a ¢ > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,
zeprox € MNUje|f(x)— f(p)| <e.

\

Existuje k € N tak, Ze | fi(z) — f(z)| < £/3 pro vS§echna x € M. ProtoZe f}, je spojitd

v p, existuje okoli U bodu p tak, Ze pro x € M NU je |fr(x) — fr(p)| < /3.

\
Nyni se tyto odhady daji dohromady a diikaz bude dokoncen

[f(z) = f(p)] < 1F(@) = ful@)| + | fu(z) = fr@)| + | fi(p) = f(P)| <3e/3=¢.

=)
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Pro stejnomérnou spojitost
je dikaz skoro stejny — pro-
ved’te ho.
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Pro stejnomérnou spojitost
je dikaz skoro stejny — pro-
ved’te ho.

To je jednoduché, k epsilonu
musi byt f; vSude blizka k f
(epsilon/3) a f; mi fekne na
jakym delta ma uz rozkmity
malé (mensi nez epsilon/3).
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Ja radsi nedélim, mi staci 3
epsilon.

S
/e
i }8 3¢
e{
)
P X




DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkci na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

—=p




Existuje situace, kdy lze predchozi vétu obritit.

\




Existuje situace, kdy lze predchozi vétu obratit.

\

Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,
napf. v prvnim piipadé, pro kazdé = z defini¢niho oboru funkcei f, je f.(z) > foi1(x).

\/
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Existuje situace, kdy lze predchozi vétu obratit.

\

Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,
napf. v prvnim piipadé, pro kazdé = z defini¢niho oboru funkcei f, je f.(z) > foi1(x).

\

VETA. (Dini) Necht posloupnost spojitych funkci konverguje monotonné ke spojité
funkci na kompaktni mnozin€. Pak je tato konvergence stejnomerna.

=)
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Dukaz. Necht' M je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkci f;,
konverguje na M ke spojité funkci f.

\




Diikaz. Necht' M je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkci f;,
konverguje na M ke spojité funkci f.

\
Bud’ € > 0. Pro k£ € N se definuje G, = {z € M;|fi(x) — f(x)| < £}.

\
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Diikaz. Necht' M je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkci f;,
konverguje na M ke spojité funkci f.

\
Bud’ € > 0. Pro k£ € N se definuje G, = {z € M;|fi(x) — f(x)| < £}.

\

Ziejmé je kazdd mnoZina GG, oteviend (protoze f, f jsou spojité), G, C Gy (protoze
{f»} je monoténni) a | J, G\, = M (protoze f,, — f).

\
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Diikaz. Necht' M je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkci f;,
konverguje na M ke spojité funkci f.

\
Bud’ € > 0. Pro k € N se definuje G, = {z € M;|fi(x) — f(x)| < £}.

\

Ziejmé je kazdd mnoZina GG, oteviend (protoze f, f jsou spojité), G, C Gy (protoze
{f»} je monoténni) a | J, G\, = M (protoze f,, — f).

\

ProtoZze M je kompaktni, musi existovat k£ takové, ze G, = M. Jinak by existovala
posloupnost z;, € M \ Gy, ta musi mit hromadny bod v M, ktery musi lezet v néjakém
(3., coz neni mozné.

\
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Diikaz. Necht' M je kompaktni mnoZina a rostouci posloupnost spojitych funkci f;,
konverguje na M ke spojité funkci f.

\
Bud’ € > 0. Pro k € N se definuje G, = {z € M;|fi(x) — f(x)| < £}.

\

Ziejmé je kazdd mnoZina GG, oteviend (protoze f, f jsou spojité), G, C Gy (protoze
{f»} je monoténni) a | J, G\, = M (protoze f,, — f).

\

ProtoZze M je kompaktni, musi existovat k£ takové, ze G, = M. Jinak by existovala
posloupnost z;, € M \ Gy, ta musi mit hromadny bod v M, ktery musi lezet v néjakém
(3., coz neni mozné.

\

Rovnost GG = M ale znamena stejnomérnou konvergenci f, k f. &

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Stejnomeérnd  konvergence
je v podstat¢ konvergence
prvki, ale v prostoru spoji-
tych funkci. Ale to az nékdy
jindy.
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Poznamky 3 :

Podivate-li se na dikaz véty o spojitosti stejnomerné limity spojitych funkei, uvidite,
Ze staci pozadovat méné, a to steJnomernou konvergenci jen v neJakych okolich Jednot—
livych bodt. Takova konvergence se nazyva lokdlné stejnomérnd konvergence.

\




Poznamky 3 :

Podivate-li se na dikaz véty o spojitosti stejnomerné limity spojitych funkei, uvidite,
Ze staci pozadovat méné, a to steJnomernou konvergenci jen v neJakych okolich Jednot—
livych bodt. Takova konvergence se nazyva lokdlné stejnomérnd konvergence.

\

Plati tedy tvrzeni, Ze lokdlné stejnomérnd limita spojitych funkci je spojitd funkce.

\




Poznamky 3 :

Podivate-li se na dikaz véty o spojitosti stejnomerné limity spojitych funkei, uvidite,
Ze staci pozadovat méné, a to stejnomernou konvergenci jen v neJakych okolich Jednot—
livych bodi. Takova konvergence se nazyva lokalné stejnomérnd konvergence.

\

Plati tedy tvrzeni, Ze lokdlné stejnomérnd limita spojitych funkci je spojitd funkce.

\

Uvedené tvrzeni lze zformulovat jen pro jednotlivé body: Konverguje-li { f,} stejno-

mérné v okoli bodu x a skoro vSechny funkce f, jsou spojité v bodé x, pak limitni funkce
je spojitd v .

=)




Stejnomérna konvergence zachovava i stejnomernou spojitost, ale lokalné stejnomérna
limita stejnomérné spojitych funkci nemusi byt stejnomérné spojita (viz Otdzky a Pri-
klady).

=P




V Prikladech najdete situace, kdy monotonni posloupnost spojitych funkci konverguje
k nespojité funkci a kdy spojité funkce konverguji ke spojité funkci nestejnomerne.

\




V Prikladech najdete situace, kdy monotonni posloupnost spojitych funkci konverguje
k nespojité funkci a kdy spojité funkce konverguji ke spojité funkci nestejnomerne.

\

D4 se dokézat, ze funkce je shora (nebo zdola) polospojita pravé kdyz je limitou ne-
klesajici (resp. nerostouci) posloupnosti spojitych funkci.

\




V Prikladech najdete situace, kdy monotonni posloupnost spojitych funkci konverguje
k nespojité funkci a kdy spojité funkce konverguji ke spojité funkci nestejnomerne.

\

D4 se dokazat, ze funkce je shora (nebo zdola) polospojitd pravé kdyz je limitou ne-
klesajici (resp. nerostouci) posloupnosti spojitych funkci.

\

Pokud polospojita funkce neni spojita, nemuize byt uvedena konvergence lokalné stej-
nomérna.

Konec poznamek 3.




Priklady 3 :

Funkce f,(z) = 2 pro [z| < na f,(z) = n pro |z| > n tvoii posloupnost stej-

nomérné spojitych funkci na R, kterd konverguje lokalné stejnomérné k nestejnomérné
spojité funkci. Ovérte.

\




Priklady 3 :

Funkce f,(z) = 2 pro [z| < na f,(z) = n pro |z| > n tvoii posloupnost stej-

nomérné spojitych funkci na R, kterd konverguje lokalné stejnomérné k nestejnomérné
spojité funkci. Ovérte.

\

Sestrojte podobny pfiklad na omezeném intervalu.

\




Priklady 3 :

Funkce f,(x) = z* pro |z| < n a f,(x) = n? pro |z| > n tvoii posloupnost stej-
nomérné spojitych funkci na R, kterd konverguje lokalné stejnomérné k nestejnomérné

spojité funkci. Ovérte.

\

Sestrojte podobny priklad na omezeném intervalu.

\

Lze takovy priklad sestrojit na kompaktni mnozine?

Konec priklada 3.
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Otazky 3 :

1. Dokazte, Ze stejnomérnd konvergence zachovava stejnomérnou spojitost.




2. Uvédomte si, Ze uvedené dlikazy jsou nezdavislé na tom, v jaké dimenzi se pracuje.
Zkuste overit, ze dliikazy (a tedy i tvrzeni) jsou spravné i v prostoru.

=)




3. Je konvergence posloupnosti {z"} k 0 na (0, 1) stejnom&rna?

\




3. Je konvergence posloupnosti {z"} k 0 na (0, 1) stejnom&rna?

\

Nékdo nam vyhodil ten pro-
tivny bod. Usméjeme se,
nebo se zasmejeme?
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3. Je konvergence posloupnosti {z"} k 0 na (0, 1) stejnom&rna?

\

Nékdo nam vyhodil ten pro-
tivny bod. Usméjeme se,
nebo se zasmejeme?
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Stejnomérna konvergence a limity




Pokud f, — f a lim f,(z) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), j., zda lze
T—a T—ra

prehodit limity

1171;11 alcg% folz) = i«llg hrrln fulz).




Pokud f, — f a lim f,(z) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), j., zda lze
T—a T—ra

prehodit limity
lim lim f,(z) = lim lim f,(z) .
i, =] r—a n
\
Jeten | __-== f
diagram P,/ :—’/_ \‘ n
komutativni ? FAl -
— -
a X




Pokud f, — f a lim f,(z) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), j., zda lze
T—a T—ra

prehodit limity
lim lim f,(z) = lim lim f,(z) .
i, =] r—a n
\
Jeten | ___-== f
diagram P,/ :—’/_ \‘ n
komutativni ? N———"--- S
— -
a X

\

Jak ukazuje ptiklad f,(z) = " na [0, 1] aa = 1, pro bodovou konvergenci tato ziména
limit platit nemusi.

=)




Pro stejnomérnou konver-
genci je situace prizniva.
Dokonce velmi pfizniva.

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro stejnomérnou konver-
genci je situace prizniva.
Dokonce velmi pfizniva.
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Pro stejnomérnou konver-
genci je situace prizniva.
Dokonce velmi pfizniva.

A to neni posledni dobré
kouzlo.

Mam stejnomérné rtzové
SatiCky a to je dobra zpréva.
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VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterda na M konverguje stejnomérné
k funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZiny M plati

lim lim f,(z) = lim lim f,,(z),

existuje-li prava strana.

\




VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterda na M konverguje stejnomérné
k funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZiny M plati

lim lim f,,(x) = lim lim f,(x),

n T—a r—a n
existuje-li prava strana.
¥
Dukaz. Necht’ lim f,,(z) = p,, lim,, p, = p. M4 se ukazat, Ze lim f(x) = p. Bud’ € > 0.
T—a T—a

\




VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterda na M konverguje stejnomérné
k funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZiny M plati

lim lim f,,(2) = lim lim £, (z),

existuje-li prava strana.

\ /
Dukaz. Necht’ lim f,,(z) = p,, lim,, p, = p. M4 se ukazat, Ze lim f(x) = p. Bud’ € > 0.
rT—ra rT—a
\ /
Plati

|f<33> _p| < |f<£l7> o fn(x)l + |fn(x) _pnl + |pn _p| :




VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterda na M konverguje stejnomérné
k funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZiny M plati

lim lim f,,(x) = lim lim f,(x),

i A8=—=0 r—a n

existuje-li prava strana.

\
Dukaz. Necht’ lim f,,(z) = p,, lim,, p, = p. M4 se ukazat, Ze lim f(x) = p. Bud’ € > 0.

T—a T—a
\
Plati
|f<$> _p| < |f(£l7) o fn(x)l + |fn(x) _pnl + |pn _p| :
\

Existuje n tak, Ze prvni a posledni Clen na pravé stran€ jsou nejvySe € pro vSechna
x e M.

\




VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterd na M konverguje stejnomérné
k funkci f. Pro libovolny hromadny bod a mnoziny M plati

lim lim f,(z) = lim lim f,(z),
n r—a T—a N

existuje-li prava strana.

4

Dukaz. Necht’ lim f,,(z) = p,, lim,, p, = p. M4 se ukazat, Ze lim f(x) = p. Bud’ € > 0.

T—a r—a
Plati
LEKCE25-RAF
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kritéria 2
Existuje n tak, ze prvni a posledni ¢len na pravé stran€ jsou nejvyse € pro vSechna PR
r e M. limity
integral
derivace
‘ mocninna fada

. . . v . P . . v o polomér konver-
Pak existuje okoli U bodu x tak, ze i druhy Clen je nejvysSe € pro x € U N M, takze gence
. v v pd d i '7'
pro tato x je | f(x) — p| < 3e, coZ se mélo dokazat. O | Taylorova fada
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DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom

pro libovolny bod a € [ je
> lim fula —gngn ,
existuje-li jedna strana.

\




DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom

pro libovolny bod a € [ je
Z iﬂ% fn(x> — hil’; Z fn(x) )

existuje-li jedna strana.

\

Ta komutativita opravdu
plati a je hezka.




DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom

pro libovolny bod a € [ je
2 fim @) = fim ) folo
existuje-li jedna strana.

\/
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Poznadmky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\




Poznadmky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale Ize uvést ekvivalentni formulaci
pro limity dvojnych posloupnosti. To vyplyva z toho, zZe limita funkce je charakterizo-
vana limitou posloupnosti.

\




Poznamky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale 1ze uvést ekvivalentni formulaci
pro limity dvojnych posloupnosti. To vyplyva z toho, Ze limita funkce je charakterizo-
vana limitou posloupnosti.

\

Dvojna posloupnost mé dva indexy probihajici spocetnou mnoZzinu, tj {anm}, kden €
N, m € N. Dvojna posloupnost je vlastné nekonecna matice

aip a2 a1z ..
as1 A2 G923 ..
as; azz Aass ..




Poznamky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale 1ze uvést ekvivalentni formulaci
pro limity dvojnych posloupnosti. To vyplyva z toho, Ze limita funkce je charakterizo-
vana limitou posloupnosti.

\

Dvojna posloupnost mé dva indexy probihajici spocetnou mnoZzinu, tj {anm}, kden €
N, m € N. Dvojna posloupnost je vlastné nekonecna matice

aip a2 a1z ..

as1 A2 G923 ..
as; azz Aass ..

\

Kdy plati lim lim a,, ,, = lim lim a,, ,,,?

n m m




Poznamky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale 1ze uvést ekvivalentni formulaci
pro limity dvojnych posloupnosti. To vyplyva z toho, Ze limita funkce je charakterizo-
vana limitou posloupnosti.

\

Dvojna posloupnost mé dva indexy probihajici spocetnou mnoZzinu, tj {anm}, kden €
N, m € N. Dvojna posloupnost je vlastné nekonecna matice

aip a2 a1z ..
as1 A2 G923 ..
as; azz Aass ..

\
Kdy plati lim lim a,, ,, = lim lim a,, ,,,?
\

V Otdzkdch je uvedeno presné znéni véty z textu pro tento pripad.

\




Poznamky 4 :

Problém zmény poradi limit je velmi dilezZity a pouZiva se v mnoha vypoctech i teo-
retickych postupech.

\

Formulace v textu byla uvedena pro limity funkci, ale 1ze uvést ekvivalentni formulaci
pro limity dvojnych posloupnosti. To vyplyva z toho, Ze limita funkce je charakterizo-
vana limitou posloupnosti.

\

Dvojna posloupnost mé dva indexy probihajici spocetnou mnoZzinu, tj {anm}, kden €
N, m € N. Dvojna posloupnost je vlastné nekonecna matice

aip a2 a1z ..
as1 A2 G923 ..
as; azz Aass ..

\
Kdy plati lim lim a,, ,, = lim lim a,, ,,,?
\

V Otdzkdch je uvedeno presné znéni véty z textu pro tento pripad.

\




Roli tam hraje stejnomérnd konvergence pro posloupnosti: lim a,,,,, = p,, stejnomerné
n

vzhledem k m, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje k£ € N takové, Ze pro vSechna [ > £ je
|y, — pm| < € pro vSechna m.

Konec pozndmek 4.




Priklady 4 :

1. Ukazte, Ze nelze zaménit limitu a soucet u fady funkci 22 /(1 + 2°)".




2. Lze zaménit limity u dvojné posloupnosti lim,, lim,,, a, ,?

Konec piikladi 4.




Otazky 4 :

1. Ovérte, ze definice stejnomérné konvergence lim a,,,, = p,, vzhledem k m je speci-
n
alni pripad definice stejnomérné konvergence pro funkce f,, na mnoZiné N.

=P




2. Dokazte tvrzeni: Necht’ {a, } je dvojnd posloupnost redlnych isel a necht’ lim ay,y,
n
Pm Stejnomérné vzhledem k m, a lima,,, = ¢,. Potom limp,, = limgq, pokud jedna
m m n

strana md smyslL.

\




2. Dokazte tvrzeni: Necht’ {a, } je dvojnd posloupnost redlnych isel a necht’ lim ay,y,
n
Pm Stejnomérné vzhledem k m, a lima,,, = ¢,. Potom limp,, = limgq, pokud jedna
m m n
strana md smyslL.

\

3. UkaZte pomoci tvrzeni z predchoziho bodu vétu o zdméné limit uvedenou v textu.

—p




4. Ukazte, ze ve vét€ o zameéné limit nestaci pozadovat lokdlné stejnomérnou konver-
genci.

\




4. Ukazte, ze ve vét€ o zameéné limit nestaci pozadovat lokdlné stejnomérnou konver-
genci.

\

Lezi-11 v§ak limitni bod v mnoZzin€, na které posloupnost nebo fada konverguje lokéalné
stejnomérné, zamenu limit 1ze provést — ukazte to.

—p




5. Pomoci véty o zdméné limit dokazte tvrzeni o spojitosti (lokédlné) stejnomérné li-
mity funkci.

Konec otazek 4.




Stejnomérna konvergence a integral




Stejnomérna konvergence a integral

\

Opét se daji najit jednoduché priklady, ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

\




Stejnomérna konvergence a integral
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Opét se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

\
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Stejnomérna konvergence a integral

\

Opét se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.
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Ja to délam z trojuihelniki
u nuly nebo u nekonecna a
taky to jde.
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Ja to délam z trojuihelniki
u nuly nebo u nekonecna a
taky to jde.

Koukém, ze si Clovék muze
vybrat, kde to dé€ld, neni-liz
pravda?
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Ja to délam z trojuihelniki
u nuly nebo u nekonecna a
taky to jde.

Koukém, ze si Clovék muze
vybrat, kde to déla, neni-liz
pravda?

Ja to délam do nocnicCku.
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U stejnomérné konvergence
prohozeni integralu a limity
mozné je.
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U stejnomérné konvergence
prohozeni integréalu a limity
moZzné je.

\

VETA. Necht' {f,} je posloupnost funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Je-li {F},} posloupnost primitivnich funkei k f,, na
I, ktera konverguje alespon v jednom bodé z I, pak {F},} konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na /.

\




U stejnomérné konvergence
prohozeni integralu a limity
mozné je.

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na /
konverguje stejnomérné k funkci f. Je-li {F},} posloupnost primitivnich funkci k f;, na LEKCERS-RAF
I, ktera konverguje alespon v jednom bod¢ z I, pak {F,} konverguje stejnomérn¢ k | bodovékonvergence

e 2 c : stejnomérna
primitivni funkci k f na /. P onvergence
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.
\




Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.

\/

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-

minky) z odhadt
|[En(2) = ()]

IAIA

|[Fn(2) =
() —
|fnlc) —

Fu(a) + Frla) —

Fi
fmlc

(
)

z)) = (Fu(a) —
|z = a| + | Fula

F(a) + F

F())\
) -

m(a
+|

) -
Fr(a) —

Fin(a)]-

Fin()
Fin(a)l
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.

\/

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-

minky) z odhadt
|[En(2) = ()]

\

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté€ pro funkci F,

IAIA

|[Fn(2) =
() —
|fnlc) —

F(a)+F()

Wl
fmlc

(
)

z)) = (Fu(a)

|z = al + |,

vnitini bod intervalu s koncovymi body a, x.

\/

Fin(a) +

(@

+F
F())\
) -

m(a
+|

) -
Fr(a) —

Fin(a)]-

Fin()
Fin(a)l

— F},, cje potom
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.
\

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-
minky) z odhadt

|[Fo(x) — Fin()]

|Fn(2) = Fula) + Fula) = Fin(a) + Fy

|((Fn(2) = Fo(2)) = (Fu(a) — F(D\
|[fnlc) = ()]l — al + | Fu(a) —

(@) = Fin(2)|
+ |Fu(a) = Fu(a)l

Fin(a)]-

IAIA

\

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté pro funkci F), — F;,,, c je potom
vnitini bod intervalu s koncovymi body a, x.

\/

Oba posledni ¢leny budou od urcitého £ malé nezdvisle na .

\
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.
\

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-
minky) z odhadt

[En(2) = Fn(2)] = |Fu(2) = Fu(a) + Fy(a) = Fin(a) + Fin(a) — Fn(z)]
< |(Fa(@) — Fn(2)) — (Fala) — F())HIF() Fin(a)l
< |fule) = fmlO)l|z = af + [Eu(a) = Fin(a)] .

\

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté€ pro funkci F,
vnitini bod intervalu s koncovymi body a, x.

\/

Oba posledni ¢leny budou od urcitého £ malé nezdvisle na .
\
Bud’ F’ limita posloupnosti { F}, }. Zbyva dokazat, ze F' =

. F(z+h) — F(z) e F.(x+h) — F,(x)
h—0 h h—0 n h

— F},, cje potom

fnal:

F.(x+ h) — F,(z)

= lim lim
n h—0

kde zdména obou limit vyplyva z predchozi véty. &

=)
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DUSLEDEK. Necht > fn je fada funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé€ x z I, pak > _ F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

\




DUSLEDEK. Necht > fn je fada funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé€ x z I, pak > _ F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

\

Ano.




Predchozi vétu a jeji dasledek 1ze pouZzit pro urcité integraly:




VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I.

1. Jestlize { f,,} konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval
la,b] C I plati

/abf(:c) dx = lim /ab Fulz) dx.

2. Jestlize ) f,, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval

la,b] C I plati b b
[ swax- > | )i




Stejnomérna konvergence a derivace




Stejnomérna konvergence a derivace

Derivace stejnomérné kon-
vergentni posloupnosti ne-
musi konvergovat.
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Stejnomérna konvergence a derivace

Derivace stejnomérné kon-
vergentni posloupnosti ne-
musi konvergovat.

Nésledujici tvrzeni je upra-
vou véty pro stejnomér-
nou konvergenci primitiv-
nich funkci a nikoho nepre-
kvapi.
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VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, ktera
konverguje alesponi v jednom bodé z I a {f/} konverguje na I stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na I stejnomérné k néjaké funkci f a f' = g.

\




VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, ktera
konverguje alesponi v jednom bodé z I a {f/} konverguje na I stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na I stejnomérné k néjaké funkci f a f' = g.

\

To jsme se nedozvédéli

nic nového. Jenom se na
sebe koukdme z jiné strany.

Hezky.




Poznamky 5 :

ProtoZe primitivni funkce jsou urCeny az na konstantu, je moZné zvolit tyto konstanty
tak, ze prislusna posloupnost nebo fada primitivnich funkci konvergovat nebude. Proto
je v tvrzeni predpoklad o konvergenci aspon v jednom bodé.

\




Poznamky 5 :

ProtoZe primitivni funkce jsou urCeny az na konstantu, je moZné zvolit tyto konstanty
tak, ze prislusna posloupnost nebo fada primitivnich funkci konvergovat nebude. Proto
je v tvrzeni predpoklad o konvergenci aspon v jednom bodé.

\

Protoze urcity integral nezavisi na hodnotéach funkce v krajnich bodech, da se oceka-
vat, ze tvrzeni o zaméné integrace a konvergence plati i pro podminku (a,b) C I — viz
Otdzky.

\




Poznamky 5 :

ProtoZe primitivni funkce jsou urCeny az na konstantu, je moZné zvolit tyto konstanty
tak, ze prislusna posloupnost nebo fada primitivnich funkci konvergovat nebude. Proto
je v tvrzeni predpoklad o konvergenci aspon v jednom bodé.

\

Protoze urcity integral nezavisi na hodnotéach funkce v krajnich bodech, da se oceka-
vat, ze tvrzeni o zaméné integrace a konvergence plati i pro podminku (a,b) C I — viz
Otdzky.

\

Je dobré si uvédomit, Ze stejnomérnd konvergence dava podminku pro zdménu inte-
gralu s konvergenci, ale neni to nutnd podminka. Snadno se daji najit posloupnosti nebo
rady funkci, které nekonvergu;ji stejnomérné a zaména se d4 proveést.

\




Poznamky 5 :

Protoze primitivni funkce jsou ureny az na konstantu, je mozné zvolit tyto konstanty
tak, ze prislusna posloupnost nebo fada primitivnich funkci konvergovat nebude. Proto
je v tvrzeni predpoklad o konvergenci aspon v jednom bodé.

\

Protoze urCity integral nezavisi na hodnotach funkce v krajnich bodech, da se oCeka-

vat, Ze tvrzeni o zdméné integrace a konvergence plati i pro podminku (a,b) C I — viz
Otdzky.

4

Je dobré si uvédomit, ze stejnomerna konvergence dava podminku pro zdmeénu inte-
gralu s konvergenci, ale neni to nutnd podminka. Snadno se daji najit posloupnosti nebo
rady funkci, které nekonvergu;ji stejnomérné a zaména se d4 proveést.

\

Prijdete na n€jakou?

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér  konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Toho, Ze stejnomérne konvergentni fada spojitych funkci ma za soucet spojitou funkci,
ale derivace uz nemuseji byt v zidném vztahu, lze vyuzit ke konstrukci spojitych funkct,
které nemaji derivaci v zadném bod¢.

\




Toho, Ze stejnomérne konvergentni fada spojitych funkci ma za soucet spojitou funkci,
ale derivace uz nemuseji byt v zidném vztahu, lze vyuzit ke konstrukci spojitych funkct,
které nemaji derivaci v zadném bod¢.

\

Weierstrass uvedl kolekci takovych funkci vzorcem

f(x) = Z a" cos(b'mx) ,
n=1

kde 0 <a < 1,ab=1ab je liché.
\




Toho, Ze stejnomérne konvergentni fada spojitych funkci ma za soucet spojitou funkci,
ale derivace uz nemuseji byt v zidném vztahu, lze vyuzit ke konstrukci spojitych funkct,
které nemaji derivaci v zadném bod¢.

\

Weierstrass uvedl kolekci takovych funkci vzorcem

f(x) = Z a" cos(b'mx) ,
n=1

kde 0 <a < 1,ab=1ab je liché.

M
Cesky matematik Lerch uvedl jiny takovy piiklad:

f(z) = Z cos(n!mx) |

n!
n=1

Konec poznamek 5.




Priklady 5 :

1. Ukazte, ze posloupnost funkci {sin(nx)/+/n} konverguje ke spojité funkci na R,
ale posloupnost jejich derivaci nekonverguje.

=




2. Ukatte, Ze posloupnost funkci {n?z(1 — 2?)"} konverguje ke spojité funkci na [0, 1],
ale limita jejich integrald se nerovna integralu z limitni funkce.

=)




3. Najdéte radu funkci, konvergujici stejnomérné, jejiz fada derivaci konverguje, ale
nikoli stejnomérné.

Konec prikladt 5.




Otazky 5 :

1. Dokazte pomoci véty o konvergenci primitivnich funkci vétu o ziméné integralu a
konvergence.

-




2. Dokazte vétu o zaméné integralu a konvergence i pro podminku (a, b) C I. Je tfeba
pouzit vétu o zaméne limity a konvergence?

=P




3. Rozmyslete si, zda véta o zaméné integralu a konvergence plati 1 pro neomezené
intervaly. Uved’te priklady.

—p




4. Ukazte, Ze Dirichletova funkce na [0, 1], kterd nema integral, je souctem hezkych
funkci s kone¢né mnoha body nespojitosti, které maji zobecnény Newtontv integral.

=




5. Dokazte vétu o zaméné derivace a konvergence z véty o zdméné integrace a kon-
vergence.

=)




6. Dokazte nasledujici modifikaci véty o derivaci posloupnosti a uved’te jeji tvar pro
derivace rad:

\




6. Dokazte nasledujici modifikaci véty o derivaci posloupnosti a uved’te jeji tvar pro
derivace rad:

\

Necht’ { f,,} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, kterd konverguje
k funkci f na I a {f]} konverguje na I lokdlné stejnomérné k funkci g. Potom f' = g.

Konec otazek 5.




MOCNINNE RADY




MOCNINNE RADY
'

Specialni pripad fad funkci, tzv. mocninné fady, se probiral v kapitole o Taylorovych
radach funkci.

\




MOCNINNE RADY
'

Specialni pripad fad funkci, tzv. mocninné fady, se probiral v kapitole o Taylorovych
radach funkci.

\

Nékteré podrobnosti 0 mocninnych fadach budou nyni uvedeny, dalsi budou probrany
v kapitolach o komplexnich funkcich.

\




MOCNINNE RADY
'

Specialni ptipad fad funkci, tzv. mocninné fady, se probiral v kapitole o Taylorovych
fadach funkci.

\/

Nékteré podrobnosti 0 mocninnych fadach budou nyni uvedeny, dalSi budou probrany
v kapitolach o komplexnich funkcich.

\

Na rozdil od probiranych Taylorovych fad se obecné mocninné fady budou definovat
v roviné (tj., pro komplexni Cisla).

\/
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MOCNINNE RADY
'

Specialni ptipad fad funkci, tzv. mocninné fady, se probiral v kapitole o Taylorovych
fadach funkci.

\/

Nékteré podrobnosti 0 mocninnych fadach budou nyni uvedeny, dalSi budou probrany
v kapitolach o komplexnich funkcich.

\

Na rozdil od probiranych Taylorovych fad se obecné mocninné fady budou definovat
v roviné (tj., pro komplexni Cisla).

\/

Budeme pouzivat absolutni
hodnotu komplexniho cisla
a v odhadech |x — a| < € se
ani nepoznd, zda jde Ci nejde
o realna Cisla.
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DEFINICE. Mocninnd fada je fada > a,(z — 29)", kde ay, 29, z € R

n=0

\




DEFINICE. Mocninnd fada je fada > a,(z — 29)", kde ay, 29, z € R

n=0

\

Bod zj se nazyva stied konvergence mocninné rady.

\




(©.9)

DEFINICE. Mocninnd fada je fada > a,(z — 29)", kde ay, 29, z € R
n=0

\/

Bod zj se nazyva stied konvergence mocninné rady.

\/

Zieyjm¢ kazda mocninna
fada konverguje ve svém
sttedu konvergence. Nasle-
dujici tvrzeni ukazuje, zZe
pro mocninné tady je obor LEKCE25-RAF
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(0. 9]
VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze

n=0
fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\
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VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze
n=0
fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\
Plati p = (limsup /|a,|) !

\




w (0. 9]
VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze
n=0
fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\
Plati p = (limsup /|a,|) !

\

¥ tada diverguje

fada konverguje w




Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyne z néasledujici dvahy: pokud fada > a,(z—2)" konverguje
n=0
v bod¢€ u, konverguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — 2| < |u — 2.

\




Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyne z néasledujici dvahy: pokud fada > a,(z—2)" konverguje
n=0
v bod¢€ u, konverguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — 2| < |u — 2.

\/

Pak totiZ staci poloZit p = supq{|u|; fada > a,(z — z)" konverguje v bodé u}.
n=0

\/
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Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyne z néasledujici dvahy: pokud fada > a,(z—2)" konverguje
n=0
v bod¢€ u, konverguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — 2| < |u — 2.

\/

Pak totiZ staci poloZit p = supq{|u|; fada > a,(z — z)" konverguje v bodé u}.
n=0

\/

Diikaz této tvahy je snadny, protoze
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Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyne z néasledujici dvahy: pokud fada > a,(z—2)" konverguje
n=0
v bod¢€ u, konverguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — 2| < |u — 2.

\/

Pak totiZ staci poloZit p = supq{|u|; fada > a,(z — z)" konverguje v bodé u}.
n=0

\/

Diikaz této tvahy je snadny, protoze

@) ©.@)
Z ’an(Z — Zo)n‘ - Z ‘an(u — Zo>n’ (M) < KZ ( - ZO’) LEKCE25-RAF
n=0 n=0 ’u — ZO‘ U — ZO’ i

bodova konvergence
stejnomérna
. . .. . . .o konvergence
kde K je horni mez ¢isel |a,(u — 20)"| (ta existuje vzhledem ke konvergenci fady = literial
©o spojitost
Z an(u — ZO)n) Diniova véta
limity
n=0 integral
derivace
‘ mocninn4 fada
polomér konver-
~ , , v s . . — ence
Zbyva dokdzat vzorec pro &islo p. Je-li |z — 29| > (limsup /|a,|) ™!, pak pro neko- = adivuintegrace
v v . o . n v v v o v Taylorova fada
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Dukaz. Prvni tvrzeni vyplyne z néasledujici dvahy: pokud fada > a,(z—2)" konverguje

v bod¢€ u, konverguje v kazdém bodé z, pro ktery je |z — 2| < |u — 2.

\/

0

(©,9)

n=0

Pak totiZ staci poloZit p = supq{|u|; fada > a,(z — z)" konverguje v bodé u}.

\/

Diikaz této tvahy je snadny, protoze

(©.9) o
Z |an(z — 20)"| = Z |an(u
n=>0 n=0

n=0

)"

|2 — 2

lu — 2

) <KZ(

z—zd)
lu — 2

kde K je horni mez Cisel |a,(u — z)"| (ta existuje vzhledem ke konvergenci fady

9]

> an(u — z)™).

n=0

\

Zbyva dokdzat vzorec pro &islo p. Je-li |z — 29| > (limsup /|a,|) ™

, pak pro neko-

necné mnoho indext n je |a,(z — zy)"| > 1, takZe fada v bod€ z nemize konvergovat.

\

Je-li naopak |z — 2| < (limsup ¥/|a,|)™*

20|/q < (limsup {/]a,|) "1,

q < 1 atada v bod€ 2z konverguje podle odmocninového kritéria.

, pak existuje Cislo ¢ € (0,1) tak, Ze i |z —

coZ znamend, Ze pro skoro viechna n je {/|a,(z — 20)"| <
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Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.

\




Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.
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Z dikazu véty vyplyva nasledujici tvrzent:
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Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.

\

Z dikazu véty vyplyva nasledujici tvrzent:
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DUSLEDEK. Je-li ¢ € (0, p), kde p je polomér konvergence fady Z an(z — 29)", pak

tato fada konverguje stejnomérn¢ a absolutné na mnoziné€ {z; |z — z0| < q}.

\




Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.

\

Z dikazu véty vyplyva nasledujici tvrzent:

\

DUSLEDEK. Je-li ¢ € (0, p), kde p je polomér konvergence fady Z an(z — 29)", pak

tato fada konverguje stejnomérn¢ a absolutné na mnoziné€ {z; |z — z0| < q}.

\

DUSLEDEK. Sou¢tem mocninné fady je funkce spojitd na mnoZing {z; |z — z| < p},
kde p je polomér konvergence rady.

=P




Protoze mocninna fada konverguje stejnomérn€ na uzavrenych kruzich uvnitt kruhu
konvergence, lze pouzit predchozi véty o integraci a derivaci rad.

\




ProtoZe mocninna fada konverguje stejnomeérné na uzavienych kruzich uvniti kruhu
konvergence, lze pouzit predchozi véty o integraci a derivaci rad.

\

Je vSak nutné se nyni ome-

zit na realna cisla. Tam
umime derivovat a integro-

vat. ANO!!!
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VETA. Necht’ mocninnd fada 3 a,(x — )" md soulet f(x) na intervalu (z— p, 2o+
n=0
p), kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (z¢ — p, xo + p) plati

1. f'(z) = Y na,(x — 29)" ! a polomér konvergence této fady je p.
n=1

2. Ao (g — x0)" " je primitivni funkce k f a polomé&r konvergence této fady je p.
Jep




VETA. Necht’ mocninnd fada 3 a,(x — )" md soulet f(x) na intervalu (z— p, 2o+
n=0
p), kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (z¢ — p, xo + p) plati

1. f'(z) = Y na,(x — 29)" ! a polomér konvergence této fady je p.
n=1

2. Ao (g — x0)" " je primitivni funkce k f a polomé&r konvergence této fady je p.
Jep

Z druhého tvrzeni vyplyva, Ze pro (a,b) C (zo — p, o+ p) ]
b oo
[ fayde =37 2= ) = (o= 20)"t)




DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

\




DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné tady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

\

DUSLEDEK. Necht funkce f je na otevieném intervalu / sou¢tem mocninné fady

> an(x — xp)". Potom

n=0

jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bod¢ xy.

\




DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

\

DUSLEDEK. Necht funkce f je na otevieném intervalu / sou¢tem mocninné fady

> an(x — xp)". Potom

n=0
(n)
o1 ()
n!
jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bod¢ xy.
\
Diikaz. Pro n = k sta¢i do rovnosti f)(z) = 3" n(n —1)...(n — k + Da,(x — zo)" "
n==k
dosadit za z Cislo xy. &

—p




Na hranici kruhu konver-
gence muZe a nemusi moc-

ninna fada konvergovat.
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Na hranici kruhu konver-
gence muZe a nemusi moc-

ninna fada konvergovat.

A je lepsi, kdyz tam konver-
guje, nebo obracené?.
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w (0,9)

VETA. (Abel) Necht mocninna fada ) a,(r — x()” ma soucet f(z) na intervalu
n=0

(xo — p,xo + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninna fada konverguje v

bod€ zy + p (nebo xy — p) pravé kdyz tato mocninna fada konverguje na [xg, xg + p)

(resp. na (xg — p, Tg|) stejnomérné.

\




w (0,9)

VETA. (Abel) Necht mocninna fada ) a,(r — x()” ma soucet f(z) na intervalu
n=0

(xo — p,xo + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninna fada konverguje v

bod€ zy + p (nebo xy — p) pravé kdyz tato mocninna fada konverguje na [xg, xg + p)

(resp. na (xg — p, Tg|) stejnomérné.

(0. @] (0@}
To nastane pravé kdyz konverguje »  a,p"; tento soucet se pakrovnd  lim > a,(x—
n=0 T=a0+p- 20

x()". (Obdobné pro —p.)




Dukaz. Pokud fada ) a,p" konverguje, pak fada > _ a,(x—x()" konverguje na [xg, o+
n=0 n=>0

p) stejnomérné podle Abelova kritéria (monotonni omezeny faktor je M).

\




Dukaz. Pokud fada ) a,p" konverguje, pak fada > _ a,(x—x()" konverguje na [xg, o+
n=0 n=0

p) stejnomérné podle Abelova kritéria (monoténni omezeny faktor je w).
p

\

o
Pokud naopak fada ) a,(x — x()" konverguje na [z, xo + p) stejnomérné, pak podle
n=>0
véty o zameéne limit je
(0, ¢]
app"’ = lim  a,(r —2p)" = lim an(xr — )"
ZO np Z T—x0+p— n( O) T—To+p— n( O) ’
n= n n

o

a posledni limita existuje (viz vétu o derivaci fady), protoZe soucet Y a,(z — x()" je na
n=0

(20, g + p) stejnomérné spojity. &

=

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

konver-



Tato véta oddéli zrno od
plev. Kdo ji nebude pouzivat

spravné, bude ostatnim pro
zabavu.
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Tato véta oddéli zrno od
plev. Kdo ji nebude pouzivat

spravné, bude ostatnim pro
zabavu.

Poprvé to bylo nejkrasnéjsi.
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Poznamky 6 :

Ve vzorci pro polomér konvergence se musi 1/0 chapat jako +oco. Uvédomte si, Ze se
hleda lim sup nezdpornych ¢isel.

\




Poznamky 6 :

Ve vzorci pro polomér konvergence se musi 1/0 chapat jako +oco. Uvédomte si, Ze se
hleda lim sup nezdpornych ¢isel.

\

Ve vétsing€ béznych pripadi existuje lim {/|a,| a touto limitou lze nahradit lim sup. V
téchto pripadech vlastnost poloméru konvergence vyplyva z limitniho tvaru odmocnino-
vého kritéria pro konvergenci Ciselnych rad.

\




Poznamky 6 :

Ve vzorci pro polomér konvergence se musi 1/0 chapat jako +oco. Uvédomte si, Ze se
hleda lim sup nezdpornych Cisel.

\

Ve vétsing€ béznych pripadi existuje lim {/|a,| a touto limitou lze nahradit lim sup. V
téchto pripadech vlastnost poloméru konvergence vyplyva z limitniho tvaru odmocnino-
vého kritéria pro konvergenci Ciselnych rad.

\

Jak bylo uvedeno u Ciselnych fad, moznost pouziti odmocninového kritéria implikuje
moZznost poziti podilového kritéria, které je v nékterych pripadech jednodussi. Pak 1ze
vyjadfit polomér konvergence pomoci limit podilt — viz Otdzky.

\




Poznamky 6 :

Ve vzorci pro polomér konvergence se musi 1/0 chapat jako +oco. Uvédomte si, Ze se
hleda lim sup nezdpornych Cisel.

\

Ve vétsing€ béznych pripadi existuje lim {/|a,| a touto limitou lze nahradit lim sup. V
téchto pripadech vlastnost poloméru konvergence vyplyva z limitniho tvaru odmocnino-
vého kritéria pro konvergenci Ciselnych rad.

\

Jak bylo uvedeno u Ciselnych fad, moznost pouziti odmocninového kritéria implikuje
moZznost poziti podilového kritéria, které je v nékterych pripadech jednodussi. Pak 1ze
vyjadfit polomér konvergence pomoci limit podilt — viz Otdzky.

\

Vzpomeite na ,triky" pri zjiSt' ovani Taylorovych fad riznych funkei. Nyni jsou tyto
postupy legalizovany predchozimi tvrzenimi o derivaci a integraci mocninnych fad — viz

Otdzky.

_—




Abelova véta o limit€é mocninnych rad dava moznost zjiSt' ovat konvergenci na hranici
konvergence (nyni pouze u redlnych bodd, v pristim semestru na celé kruZnici).

\




Abelova véta o limité mocninnych fad dava moznost zjist’ ovat konvergenci na hranici
konvergence (nyni pouze u redlnych bodu, v pfiStim semestru na celé kruZnici).

\

Na hranici konvergence sidli
"lvi". Tedy o hranici mluvte
radéji s uctou a bazni.
Chyba se nemusi vyplatit.
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Priklady 6 :

1. Najdéte poloméry konvergence fad (pozor u posledni fady)

n2

n n " 2z —3)"
Sonet Y- Ygmm Xt L




2. Prozkoumejte konvergenci nasledujicich fad v redlnych hrani¢nich bodech —p, p,
kde p je prisluSny polomér konvergence:

n n
x x
n
2 2 2ma
n n




3. Najdéte Taylorovu fadu arctg x nebo log(z + 1) pomoci rozvoje derivace téchto
funkci.

=




4. Pomoci Abelovy véty o limité mocninnych fad ukazte, Ze Taylortiv rozvoj funkce
log(x + 1) je platny i pro x = 1 (nikoli pro z = —1).

\




4. Pomoci Abelovy véty o limité mocninnych fad ukazte, Ze Taylortiv rozvoj funkce
log(x + 1) je platny i pro x = 1 (nikoli pro z = —1).

\

Podobné prozkoumejte platnost Taylorova rozvoje funkce (z + 1)? v krajnich bodech
konvergence —1, 1 — platnost bude zaviset na p.

—p




5 Najdéte Taylorovu fadu primitivni funkce k %.

\




5 Najdéte Taylorovu fadu primitivni funkce k %.

\

Zacinam tomu prichdzet na
chut’.




5 Najdéte Taylorovu radu primitivni funkce k @.

\

Konec priklada 6.

Zacinam tomu prichazet na
chut’.

Ja chci taky lizatko.
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Otazky 6 :

(0.9]
1. Ukazte, Ze polomér konvergence p mocninné fady » | a,(z—zp)" je roven (lim,, {/|a,|
n=0
pokud tato limita existuje.

\




Otazky 6 :

(0.9]
1. Ukazte, Ze polomér konvergence p mocninné fady » | a,(z—zp)" je roven (lim,, {/|a,|
n=0
pokud tato limita existuje.

\

Pokud existuje lim,, |a,|/|a,+1|, je rovna p.

Konec otazek 6.




CviCeni 6 :

Priklad. Vypocitejte polomér konvergence nasledujici fady

+00 4l

>=
nl

n=1
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Reseni. Jednd se o fadu se &leny a;, = % prok =n!l, n € Naa, = 0 pro ostatni k € N.
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CviCeni 6 :

Priklad. Vypocitejte polomér konvergence nasledujici fady

—
—~ nl
Reseni. Jednd se o fadu se &leny a;, = % prok =n!l, n € Naa, = 0 pro ostatni k € N.

Limes superior posloupnosti

arn

bude rovno limité posloupnosti

coZz je 1.
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Uméli byste to jesteé zduivod-
nit?
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Uméli byste to jesteé zduivod-
nit?

Polomér konvergence tedy roven 1.

\




Uméli byste to jesteé zduivod-
nit?

\

Polomér konvergence tedy roven 1.

\

Priklad. Sectéte nasledujici fadu




Uméli byste to jesteé zduivod-
nit?

\

Polomér konvergence tedy roven 1.

\

Priklad. Sectéte nasledujici fadu

'

Reseni. Nejprve si uvédomme, 7e podle znamého Dirichlet-Abelova kriteria z fada
konverguje.

\




Uméli byste to jesté zdiivod-
nit?

\

Polomér konvergence tedy roven 1.

4

Priklad. Sectéte nasledujici fadu

—+00 n
P
— on+ 3

'

Regeni. Nejprve si uvédomme, Ze podle zndamého Dirichlet-Abelova kriteria z fada
konverguje.

\
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Predpoklady tohoto kriteria
s1 ovéfime?




Predpoklady tohoto kriteria
s1 ovéfime?

\

Pti vypocCtu soucCtu této Ciselné fady vyuzijeme poznatky o radach funkci.
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Predpoklady tohoto kriteria
s1 ovéfime?

\

Pti vypocCtu soucCtu této Ciselné fady vyuzijeme poznatky o radach funkci.

‘ v v LEKCE25-RAF
Budeme uvazovat radu bodové konvergence

+00 stejnomérna

— 1| n konvergence
S(x) = E (—).’1‘32"+3 kritéria |
om + 3 ) kritéria 2
n=1 spojitost
Diniova véta
limity
pro S <O7 1) integral
derivace
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Predpoklady tohoto kriteria
s1 ovéfime?

\

Pri vypoctu souctu této Ciselné fady vyuzijeme poznatky o radach funkci.

4

Budeme uvazovat radu

D\ ‘ (_1>” 2n+3
@ = pnrg®

n=1

proz € (0,1).
\

Polomér konvergence vi-
dim.
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\

Derivaci této rady ziskame fadu

+o0 +00

S/(.”L‘) _ Z(_l)nx2n+2 - Z<_1>n(x2>n’

=1l =)

kterou jiz snadno seCteme.

\




\

Derivaci této rady ziskame fadu

+o0 +00

S/(.”L‘) _ Z(_1>nx2n+2 - Z<_1>n(x2)n7

=1l =)

kterou jiz snadno seCteme.

\

Bylo derivovéni legalni?




\

Derivaci této rady ziskame fadu

+o0 +00

S/(.”L‘) _ Z(_1>nx2n+2 - Z<_1>n(x2)n7

=1l =)

kterou jiz snadno seCteme.

\

Bylo derivovéni legalni?




\

Derivaci této rady ziskame fadu

+o0 +00

S/(.”L‘) _ Z(_1>nx2n+2 - Z<_1>n(x2)n7

=1l =)

kterou jiz snadno seCteme.

\

Bylo derivovéni legalni?




Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1
S(r)=—x+ §x3 + arctan x.




Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1.
S(z) = —z + -z’ + arctan z.
J

Vite, jak jsme urcili, Ze na
pravé stran¢ ma byt pravé
tato primitivni funkce?
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Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1 .
S(z) = —x + ;;U‘5 + arctan x.

J

Vite, jak jsme urcili, Ze na
pravé stran¢ ma byt pravé
tato primitivni funkce?

\
Podle Abelovy véty je hledany

lim
r—1—

soucet roven limite

i T
S(x)=—-1+1+-=—.
(z) 1
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Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1 .
S(z) = —x + ;;U‘5 + arctan x.

J

Vite, jak jsme urcili, Ze na
pravé stran¢ ma byt pravé
tato primitivni funkce?

\
Podle Abelovy véty je hledany

lim
r—1—

soucet roven limite

i T
S(x)=—-1+1+-=—.
(z) 1
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Znovu si promyslete jednot-
livé kroky a ovérte jejich ko-
rektnost.
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Piiklad. Spo&téte s presnosti 102 ndsledujici integral

1
2
/exdas.
0




Piiklad. Spo&téte s presnosti 102 ndsledujici integral
! 2
/ e " dux.
0
\

A4 v s’ v 7 . o . yd . — 2 Ve . . yd v
ResSeni. Protoze nezndme primitivni funkci k e™* | vyuZijeme teorie mocninnych rad.

\




Piiklad. Spo&téte s presnosti 102 ndsledujici integral
! 2
/ e " dux.
0
\

A4 v s’ v 7 . o . yd . — 2 Ve . . yd v
ResSeni. Protoze nezndme primitivni funkci k e™* | vyuZijeme teorie mocninnych rad.

\
1 1 +00 2
— 1)
/ e " dz :/ E (=)= dz.
0 (— n!




Piiklad. Spoctéte s piesnosti 10~ nésledujici integral

\

1

2
/ e v dx.
Jo

3 v /’ Vv 7/ . s o s’ . — 2 AKX . . P v
Reseni. Protoze nezname primitivni funkci k e™* , vyuzijeme teorie mocninnych rad.

\

+00 ¢
1 2 1 <__1>nlgn
0 0 n.

n=0

Jelikoz tada vystupujici v
argumentu integralu konver-
guje stejnomérné v intervalu
0, 1], (j& vim pro¢) muzeme
zameénit sumu a integral:
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Piiklad. Spoctéte s piesnosti 10~ nésledujici integral

\

1

2
/ e v dx.
Jo

3 v /’ Vv 7/ . s o s’ . — 2 AKX . . P v
Reseni. Protoze nezname primitivni funkci k e™* , vyuzijeme teorie mocninnych rad.

\

+00 ¢
1 2 1 <__1>nlgn
0 0 n.

n=0

Jelikoz tada vystupujici v
argumentu integralu konver-
guje stejnomérné v intervalu
0, 1], (j& vim pro¢) muzeme
zameénit sumu a integral:
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— 1)y +00 1 — 1)y
—< )"z dxzz:/ —< )"z dr =
n' 0 0 ’n,'

n=0

(="

(2n + )n!’




00 1<_1yuﬂ7 T
oy e s
Z/ n!

n—=>0

Nyni jiz sta¢i vzit dosta-
teény pocet scitancti z rady
na pravé strané predchozi
rovnosti, abychom zjistili
hodnotu integrilu s pozado-
vanou presnosti.

(=1)"

(2n + 1)n!
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1 £ N 2N +00 ' n.2n +00 n
/lz<1> z’ Ao — /l (—1)"a?’ dr =3 (—1)
0 n! - — 0 n! ( (27l + 1>TL!.

n=—0

Nyni jiz sta¢i vzit dosta-
teény pocet scitancti z rady
na pravé strané predchozi
rovnosti, abychom zjistili
hodnotu integrilu s pozado-
vanou presnosti.

\

ProtoZe napriklad

+00 1 +00 1
< — =910 1073
”Zl:l (2n+ 1)n! — nzl:l n /

dostavame vysledek

1 , 10 <_1>n
>~ de = :
/0 P ' Z (2n + 1)n!

n=0
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n=—0

Nyni jiz sta¢i vzit dosta-
teény pocet scitancti z rady
na pravé strané predchozi
rovnosti, abychom zjistili
hodnotu integrilu s pozado-
vanou presnosti.
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ProtoZe napriklad

+00 1 +00 1
< — =910 1073
”Zl:l (2n+ 1)n! — nzl:l n /

dostavame vysledek

1 , 10 <_1>n
>~ de = :
/0 P ' Z (2n + 1)n!

n=0
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Koukam, Ze si sice zapoci-
tdm, ale musim mimojiné 1
zamyslit . ..




Konec cvicCeni 6.







‘ STANDARDY z kapitoly \

STEJNOMERNA KONVERGENCE
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI




POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI
'

Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI
'

Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., f) funkei vice proménnych s hodnotami v R.

\

Protoze zdkladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R™ je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.

=)
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(z) pro
kazdé x € M, .

\




DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/
VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\

Bodovy soucet rfady zobrazeni se milize definovat jako bodova limita posloupnosti
CasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y. f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).

\/
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DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(x) pro
kazdé x € M, .

\/

VeVe e M3k e NVn >k (|fu(z) — f(z)| <e).
\

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

\

Bodovy soucet rfady zobrazeni se milize definovat jako bodova limita posloupnosti
CasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y. f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).

\/

Jak je obvyklé z teorie fad Cisel, i fady funkci nebo jejich soucet se znaci » _ f;,.

=)
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Bodova limita spojitych funkei f,,(x) = " na intervalu [0, 1] neni spojita.

5 n
| 2 lim x




Bodova limita spojitych funkei f,,(z) = " na intervalu [0, 1] nenf spojita.

5 n
1 2 lim x

\

Bodovym limitam spojitych funkci se rikd funkce 1. Baireovy tfidy. Funkce spojité
jsou formalné 0.tfidy.
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STEJNOMERNA KONVERGENCE




STEJNOMERNA KONVERGENCE

\

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestliZe

Vedk e NVx € MVn > k|f.(z) — f(z)] <e.
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STEJNOMERNA KONVERGENCE

\

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestliZe

Vedk e NVx € MVn > k|f.(z) — f(z)] <e.

\
Obvyklé znaceni je f, = f.
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STEJNOMERNA KONVERGENCE

\

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestliZe

Vedk e NVx € MVn > k|f.(z) — f(z)] <e.

\
Obvyklé znaceni je f, = f.
\
DEFINICE. Rada funkei > . [n konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

posloupnost ¢asteCnych soucti { > f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1
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POZOROVANI.

1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bo-
dové.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné
k néjaké funkci praveé kdyz plati:

Vedk € NVz € MVYm,n > k|f.(x) — fu(z)] <e.

3. Rada >, fn konverguje na M stejnomérné prave kdyz plati:

Vedk eNVz € M| fulz)| <e.
=l
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Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci rad l1ze t€z prepsat pomoci Bolzanovy—

Cauchyovy podminky:

Vedk eNVo € MVm > 1>k | |) falz) <e
n=l

>

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA.
1. (0, podminka.) OznaCme

on = sup | fu(z) = f(z)|.

xeM
Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné k funkci f pravé kdyz plati

limo, =0.

2. (Majoranta.) Jestlize > _ f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj.,
existuje stejnomérné konvergentni fada ) | g, na M takova, Ze |f,(x)| < g,(z) pro
kazdé n akazdé x € M), pak > _ f, konverguje na M stejnomé&rné.

3. (Weierstrass. M-test.) Necht' |f,(z)| < ¢, pro kazdé x € M a ) ¢, konverguje.
Pak > f,, konverguje na M stejnomé&rné.




©9)

VETA. Necht {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu . Rada 3 f.gn

n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\




©9)

VETA. Necht {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu . Rada 3 f.gn

n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)

\




VETA. Necht {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu . Rada 3 f.gn
n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

\

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)
\
nebo

(b) {f.} je omezend afada ) g, konverguje stejnomérné na I (Abel),
n=1




DUSLEDEK. (Leibniz) Necht {fn},{gn} je posloupnost nezapornych funkci na in-

tervalu /. Rada Y (—1)"f, konverguje na I stejnomérné, pokud { f,,} je monoténni a f,
n=1
konverguje stejnomérné k O na /.




VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE




Spojitost




Spojitost

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkci na M, ktera na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd funkce na M.

\




Spojitost

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkci na M, ktera na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd funkce na M.

4

Diikaz. Nejdfive pro spojitost. Bud’ p € M a e > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,
zeprox € M NUjel|f(z)— f(p)| <e.

\




\

VETA. Necht' {f,} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkei na M, kterd na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojita funkce na M.

4

Diikaz. Nejdfive pro spojitost. Bud’ p € M a e > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,

Spojitost

zeprox € MNUjel|f(x)— f(p)| <e.

\

Existuje k € N tak, Ze | fi(z) — f(z)| < /3 pro vS§echna x € M. ProtoZe f}, je spojitd
v p, existuje okoli U bodu p tak, ze pro x € M NU je |fi(z) — fr(p)| < /3.

\
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\

VETA. Necht' {f,} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkei na M, kterd na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné€) spojitad funkce na M.

4

Diikaz. Nejdfive pro spojitost. Bud’ p € M a e > 0. Ma se najit okoli U bodu p takové,

Spojitost

zeprox € MNUjel|f(x)— f(p)| <e.

\

Existuje k € N tak, Ze | fi(z) — f(z)| < /3 pro vS§echna x € M. ProtoZe f}, je spojitd
v p, existuje okoli U bodu p tak, ze pro x € M NU je |fi(z) — fr(p)| < /3.

\

Nyni se tyto odhady daji dohromady a diikaz bude dokoncen
[f(@) = fp)] < |f(x) = ful@)| + [ful2) — frlp)| + [felp) — f(p)] <3¢/3=¢.

Pro stejnomérnou spojitost je to podobné.
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DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkci na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

\




DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkci na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

\

Pro monotonni funkce lze vétu obratit.

\




DUSLEDEK. Necht fada > fu (stejnomérné) spojitych funkei na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

\

Pro monoténni funkce lze vétu obratit.

\/

Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,
napf. v prvnim piipadé, pro kazdé = z defini¢niho oboru funkcei f, je f.(z) > foi1(x).

\
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DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkci na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

\

Pro monoténni funkce lze vétu obratit.

\

Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,
napf. v prvnim piipadé, pro kazdé = z defini¢niho oboru funkci f, je f.(z) > fioi1(z).

\

VETA. (Dini) Necht posloupnost spojitych funkci konverguje monotonné ke spojité
funkci na kompaktni mnoziné. Pak je tato konvergence stejnomérna.




Stejnomérna konvergence a limity




Stejnomérna konvergence a limity

\

Pokud f, — f alim f,(x) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), tj., zda lze
r—a r—a

prehodit limity
lim lim f,(z) = lim lim f,(z) .

n r—a r—a n
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Stejnomérna konvergence a limity

\

Pokud f, — f alim f,(x) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), tj., zda lze
r—a r—a

prehodit limity

1171;1”1 91612?(11 fulz) = ilgé 11721"1 folz).

Jeten | ___-= f LEKCE25-RAF
diagram D, _——/— Lo bodovi konvergence
.9 n \ f stejnomerna
komutativni : p* _/—_ = konvergence
<« -~ - kritéria 1
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Stejnomérna konvergence a limity

\

Pokud f, — f alim f,(x) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), tj., zda lze
r—a r—a

prehodit limity

1171;1”1 91612?(11 fulz) = ilgé 11721"1 folz).

Je ten

——————— /,
diagram p, _,—/_ \‘ fz
komutativni ? V-

p <« --

——

\/

Jak ukazuje pfiklad f,(z) = " na [0, 1] aa = 1, pro bodovou konvergenci tato ziména
limit platit nemusi.

=

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterd na M konverguje stejnomérné k
funkci f. Pro libovolny hromadny bod a mnoZiny M plati

lim lim f,(z) = lim lim f,,(z),

existuje-1i prava strana.

\




VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na M, kterd na M konverguje stejnomérné k
funkci f. Pro libovolny hromadny bod a mnoZiny M plati

lim lim f,,(2) = lim lim £, (z),

existuje-1i prava strana.

\

DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkei na M konverguje stejnomérné. Potom
pro libovolny bod a € I je

> lim fu(2) = lm Y fu(z),

existuje-li jedna strana.




Stejnomérna konvergence a integral




Stejnomérna konvergence a integral

\

Opét se daji najit jednoduché priklady, ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

\
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Stejnomérna konvergence a integral

\

Opét se daji najit jednoduché priklady, ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

\
Napftiklad f,,(z) = (n + 1)z" na [0, 1).
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U stejnomérné konvergence
prohozeni integralu a limity
mozné je.

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



U stejnomérné konvergence
prohozeni integralu a limity
mozné je.

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Je-li {F},} posloupnost primitivnich funkci k f, na LEKCERS-RAF
I, ktera konverguje alespon v jednom bodé z I, pak {F},} konverguje stejnomérné k |bodovékenvergence

c. . P . - stejnoméerna
primitivni funkci k f na /. e
kritéria 1
kritéria 2
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.
\




Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.

\/

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-

minky) z odhadt
|[En(2) = ()]

IAIA

|[Fn(2) =
() —
|fnlc) —

Fu(a) + Frla) —

Fi
fmlc

(
)

z)) = (Fu(a) —
|z = a| + | Fula

F(a) + F

F())\
) -

m(a
+|

) -
Fr(a) —

Fin(a)]-

Fin()
Fin(a)l
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.

\/

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-

minky) z odhadt
|[En(2) = ()]

\

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté€ pro funkci F,

IAIA

|[Fn(2) =
() —
|fnlc) —

F(a)+F()

Wl
fmlc

(
)

z)) = (Fu(a)

|z = al + |,

vnitini bod intervalu s koncovymi body a, x.

\/

Fin(a) +

(@

+F
F())\
) -

m(a
+|

) -
Fr(a) —

Fin(a)]-

Fin()
Fin(a)l

— F},, cje potom
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Dukaz. Necht' {F},} konverguje v bodé a € I.
\

To, ze {F,,} konverguje stejnomérné, vyplyva (pomoci Bolzanovy—Cauchyovy pod-
minky) z odhadt

|[Fo(x) — Fin()]

|Fn(2) = Fula) + Fula) = Fin(a) + Fy

|((Fn(2) = Fo(2)) = (Fu(a) — F(D\
|[fnlc) = ()]l — al + | Fu(a) —

(@) = Fin(2)|
+ |Fu(a) = Fu(a)l

Fin(a)]-

IAIA

\

V posledni nerovnosti je pouzita véta o stiedni hodnoté pro funkci F), — F;,,, c je potom
vnitini bod intervalu s koncovymi body a, x.

\/

Oba posledni ¢leny budou od urcitého £ malé nezdvisle na .
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Bud’ F limita posloupnosti { F, }. Zbyva dokazat, ze F' = f na I:
F(x+h)— F(x) F.(x+ h) — F,(z)

R L
F, h) — F, ,
= lim lim @+ h) (@) = lim f,(x) = f(x),
n  h—0 h n
kde zdaména obou limit vyplyva z predchozi véty. &
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DUSLEDEK. Necht > fn je fada funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé€ x z I, pak > _ F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

\




DUSLEDEK. Necht > fn je fada funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé€ x z I, pak > _ F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu /.

1. Jestlize { f,,} konverguje na [ stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval
la,b] C I plati

/abf@) dx = lim /ab fulz) dx.

2. Jestlize > f,, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval

la,b] C I plati b b
[ swax- > | )i




Stejnomérna konvergence a derivace




Stejnomérna konvergence a derivace

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, kterd
konverguje alespori v jednom bodé z I a {f} konverguje na I stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na I stejnomérné k néjaké funkci f a f' = g.

\




Stejnomérna konvergence a derivace

\

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, ktera
konverguje alespon v jednom bod¢€ z I a {f’} konverguje na [ stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na [ stejnomérné k néjaké funkci f a f' = g.

\

Jde o preformulovani véty o
integraci.
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Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fol@)=2", gu(z) =2" — 2" hy(z)=21"— 2™




Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fn(ZU) = z" ) gn<x> =" — xn—i—l , hn<fl7> = 332n .

\
Priklad. (Trik nz.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(x) = g(nz).

\




Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fn(x) =z", gn(x) =g" — "t ; hn(az) =" — %",

\
Priklad. (Trik nx.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(nx).

\
Priklad. (Trik z/n.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(x/n).

\
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Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fn(x) =z", gn(x) =g" — "t ; hn(az) =" — %",

\
Priklad. (Trik nx.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(nx).

\
Priklad. (Trik z/n.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(x/n).

\
Priklad. (Trik z".) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovani f,,(x) = g(x").

\
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Priklad. Porovnejte na [0, 1] konvergenci

fn(x) =z", gn(x) =g" — "t ; hn(az) =" — %",

\

Priklad. (Trik nx.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(nx).

\/

Priklad. (Trik z/n.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(x/n).

\
Priklad. (Trik z".) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovani f,,(x) = g(x").

\
Priklad. (Trik {/z.) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovani f,(z) = g({/x).
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MOCNINNE RADY




MOCNINNE RADY

DEFINICE. Mocninn4 fada je fada Y a,(z — )", kde a,, 29, 2 € R
n=0

\




MOCNINNE RADY

DEFINICE. Mocninn4 fada je fada Y a,(z — )", kde a,, 29, 2 € R
n=0
\ {

Bod z( se nazyva stied konvergence mocninné rady.

\




MOCNINNE RADY
'

DEFINICE. Mocninn4 fada je fada Y a,(z — )", kde a,, 29, 2 € R

n=0

\

Bod z( se nazyva stied konvergence mocninné rady.

\

o
VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) | a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze
n=0

fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\




MOCNINNE RADY
'

DEFINICE. Mocninn4 fada je fada Y a,(z — )", kde a,, 29, 2 € R

n=0

\

Bod z( se nazyva stied konvergence mocninné rady.

\

o
VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) | a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze
n=0

fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\
Plati p = (lim sup /|a,|)~".

\
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VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) | a,(z—zp)" existuje ¢islo p € [0, +oc] takové, Ze
n=0

fada konverguje na mnozin€ {z; |z — 2| < p} a diverguje na mnoziné€ {z; |z — zo| > p}.

\
Plati p = (lim sup /|a,|)~".

\




¥ tada diverguje

fada konverguje w




¥ tada diverguje

fada konverguje w

‘

Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.




DUSLEDEK. Je-li ¢ € (0, p), kde p je polom&r konvergence fady Z an(z — z9)", pak

tato fada konverguje stejnomérn¢ a absolutné na mnoziné€ {z; [z — z0| < q}.

\




DUSLEDEK. Je-li ¢ € (0, p), kde p je polom&r konvergence fady Z an(z — z9)", pak

tato fada konverguje stejnomérn¢ a absolutné na mnoziné€ {z; [z — z0| < q}.

\

DUSLEDEK. Sou¢tem mocninné fady je funkce spojitd na mnoZing {z; |z — z| < p},
kde p je polomér konvergence tady.

—p




VETA. Necht’ mocninnd fada 3 a,(z—x,)" md soudet f(z)na intervalu (zo—p, zo+p),
n=0
kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (xg — p, o + p) plati

1. f'(z) = Y na,(x — 29)" ! a polomér konvergence této fady je p.
n=1

2. Ao (g — x0)" " je primitivni funkce k f a polomé&r konvergence této fady je p.
Jep




VETA. Necht’ mocninnd fada 3 a,(z—x,)" md soudet f(z)na intervalu (zo—p, zo+p),
n=0
kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (xg — p, o + p) plati

1. f'(z) = Y na,(x — 29)" ! a polomér konvergence této fady je p.
n=1

2.y M (x — x)" " je primitivni funkce k f a polomé&r konvergence této fady je p.

Z druhého tvrzeni vyplyva, Ze pro (a,b) C (xg — p,xo + p) je

/ f(x)dx = n - 1((b — x0)"™ — (a — zo)").




DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

\




DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné tady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.
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DUSLEDEK. Necht funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady

> an(x — xp)". Potom

n=0

jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bod¢ xy.




VETA. (Abel) Necht’ mocninnd fada 3 a,(z — z()" m4 soudet f(x) na intervalu (z, —
n=0

p, Ty + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninnd fada konverguje v bodé

xo + p (nebo xy — p) prave kdyz tato mocninnd fada konverguje na [z, xo + p) (resp. na

(xo — p, o)) stejnomérné.

\




VETA. (Abel) Necht’ mocninnd fada 3 a,(z — z()" m4 soudet f(x) na intervalu (z, —
n=0

p, Ty + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninnd fada konverguje v bodé

xo + p (nebo xy — p) prave kdyz tato mocninnd fada konverguje na [z, xo + p) (resp. na

(xo — p, o)) stejnomérné.

(0. @] (0@}
To nastane pravé kdyz konverguje »  a,p"; tento soucet se pakrovnd  lim > a,(x—
n=0 T=a0+p- 20

x()". (Obdobné pro —p.)




Ptiklad. Pomoci mocninnych rad secCtéte (tam, kde to jde)
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Ptiklad. Pomoci mocninnych rad secCtéte (tam, kde to jde)
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Priklad. Najdéte Taylorovu fadu arctg x pomoci rozvoje derivace.

\




Ptiklad. Pomoci mocninnych rad secCtéte (tam, kde to jde)
>
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\

Ptiklad. Pomoci mocninnych rad secCtéte (tam, kde to jde)

> (n+1)2"
\

Priklad. Najdéte Taylorovu fadu arctg x pomoci rozvoje derivace.

\

Priklad. Najdéte Taylorovu fadu log(z + 1) pomoci rozvoje derivace. Pomoci Abelovy
véty o limité mocninnych fad ukazte, ze Taylortiv rozvoj funkce log(x + 1) je platny i
pro xz = 1.

=)




Priklad. Sectéte nasledujici radu
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Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podle Dirichlet-Abelova kriteria z fada konverguje.
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Priklad. Sectéte nasledujici radu
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Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze podle Dirichlet-Abelova kriteria z fada konverguje.
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Budeme uvazovat radu
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S(x) = "
() £ In + 37
proz € (0,1).
\
Derivaci této rady ziskame fadu
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1+

X




1+

\

Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1
S(x)=—x+ §x3 + arctan x.




d (-1 = -1+ + . :

+x

\

Pro primitivni funkce tedy plati rovnost

1
S(x)=—x+ §x3 + arctan x.

\

Podle Abelovy véty je hledany soucet roven limité

. 7 v




Piiklad. Spo&téte s presnosti 102 ndsledujici integral
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1 1 +00 2
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Piiklad. Spoctéte s piesnosti 10~ nésledujici integral

\

1
2
/ e v dx.
Jo

3 v /’ Vv 7/ . s o s’ . — 2 AKX . . P v
Reseni. Protoze nezname primitivni funkci k e™* , vyuzijeme teorie mocninnych rad.
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+00 a0
1 2 1 <_1>nx2n
0 0 n.

n=0

Jelikoz tada vystupujici v
argumentu integralu konver-
guje stejnomérné Vv inter-
valu [0, 1], miZeme zaménit
sumu a integral:

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789
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— 1)y +00 1 — 1)y
—< )"z dxzz:/ —< )"z dr =
n' 0 0 ’n,'

n=0

(="

(2n + )n!’




/ P *i/ - i @gﬂzm

mn=

\

Protoze napriklad

+00 +0o0

1 1
< — g g
2 BT T S 2 7

dostavame vysledek

/1 ~2® g = Em: (=1)"
e T = .
0 0 (2n -+ 1)n'
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