VEKTOROVA POLE

Jde casto o zkoumadni fyzikdlnich veli¢in jako
tlak vzduchu, proudéni tekutin a podobné.

Na zobrazeni z roviny do roviny nebo z prostoru
do prostoru 1ze pohliZet jako na zobrazeni, které
pfifazuje danému bodu vektor.

Je-li A podmnoZina roviny a f je zobrazeni A do RZ, které je ddno soufadnicemi fi, fo, tj., f(z,y) =
(f1(z,y), fo(x,y)) pro (x,y) € A, lze chéapat dvojici (f1(x,y), f2(x,y)) jako vektor s pofdteénim bodem (z, y).
Tim uréuje zobrazeni f tzv. vektorové pole na mnoziné A.

Vektorovému poli 1ze dat pfirozené interpretace. Napf. si Ize predstavit, Ze vektor uddva smér a rychlost prou-
déni kapaliny v daném bod¢. Stejnou pfedstavu lze mit i v prostoru.

V dal$im textu se bude Casto pouZivat tato inter-
pretace pro vysvétleni riznych situaci.




Pouzitim vektorG se daji zkratit a lépe nahli-
Zet rizné vzorce. Misto neustalého rozepisovan{

f1, f2, f3 napiSete jedno pismenko f. Neni to po-
hodlicko?

Zatim jsme se tomu zpravidla dspésné vyhybali.

Greenova véta

V Greenové vété se prvni integral v prvni verzi, tj. fC f(z). dt, Casto nazyva cirkulace vektorového pole f po
kiivee C' a znamen4 téZ praci vykonanou danym vektorovym polem po dané kfivce.

Je to integrdl ze skaldrniho soucinu vektorového pole s te¢nym polem kfivky.

kfivka

Ve druhé verzi Greenova vzorce se integrdl na levé strané, tj. ¢ (f1(x,y) dy — fo(w,y) dx) nazyva tok vekto-
rového pole f kiivkou C'. Je to integral ze skaldrniho soucinu vektorového pole a normalového pole kfivky.

proudéni

kfivka

Ofo af1 . 2 < ¥ . . v v 1w )
vFunkce Dr Dy /z 1}ntegralu na p{ave strané v prvni verzi se zna¢i rot f (Cte se rotace f). Fyzikdlné znamena
smér a rychlost otaceni viru okolo daného bodu.

Funkce % + %—J;Q z integralu na pravé stran€ ve druhé verzi se znaci div f (Cte se divergence f). Fyzikalné
si lze predstavit divergenci v daném bodé plochy jako zfidlo (je-li divergence kladnd) a odtok (je-li divergence
zapornd).

Greenovy vzorce lze pak psat ve tvaru

%f.dtz/ rot fdxdy, ff.dn:/ div fdxdy
C C C C



Fyzikalné oba vzorce znamenaji, Ze cirkulace
proudéni kapaliny uzavienou kiivkou je souctem
otdceni vsech virt uvniti kiivky, nebo resp. tok
krivkou se ziskd secCtenim pritékajici kapaliny ve
zridlech a odectenim unikajici kapaliny v odto-
cich.

Gaussova—Ostrogradského véta

Na levé strané je integral ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a normdlového pole plochy P a tedy opét
znamend tok pole f plochou P.

Na pravé strané se funkce % + % + % v souladu s polem v rovin€ znaci div f a Cte se divergence funkce
f. V daném bodé opét vyjadiuje zfidlo nebo odtok a mnozstvi pritékajici nebo odtékajici kapaliny.

Gausstv—Ostrogradského vzorec ma pak tvar

j{fdn:/ divf dxdy dz.
P P

Tento vzorec tedy fikd, Ze mnoZstvi kapaliny, které protece uzavienou plochou P se rovnd mnozstvi kapaliny
vzniklé ve zfidlech uvniti P po odecteni mnozstvi kapaliny, kterd odteCe odtoky uvniti P. Je-li divf = 0 uvnitf
P, je mnoZstvi kapaliny, které do vnitiku P vtece, stejné jako to, které vytece.

Stokesova véta

Na levé strané je integrdl ze skalarniho soucinu vektorového pole f a te¢ného pole kiivky C' a znamend opét
cirkulaci pole f podél kiivky C.

Vektorové pole v integrdlu na pravé strané Stokesova vzorce

<3f3 Ofz 0f1t 0Ofs O0f2 af1>

se znadi rot f a Cte se rotace pole f. Podobné jako v rovin€ znamen4 rychlost a ota¢eni viru v daném bodé¢.

7{ f.dtz/rotde,.
oP P

Stokestiv vzorec ma pak tvar



Fyzikélni vyznam je opét stejny: cirkulace proudéni kapaliny uzavienou kiivkou je souctem smérl a rychlosti
vSech virG uvnitf kiivky.

Fyzikdlni vyznam je opét stejny: cirkulace prou-
déni kapaliny uzavienou kifivkou je souctem
smérd a rychlosti vSech vira uvnitf kiivky.

Otazky 1:
Ukazte, Ze slozky rotace vektorového pole (f1, f2, f3) jsou subdeterminanty piislu§nymi k ¢, j, k v nésledujicim
determinantu:

i j k
Jxr Oy 0z
i fo f3

Takhle si to jde zapamatovat.

Konec otazek 1.

POTENCIALNI POLE V ROVINE

JestliZe jsou dany dvé kfivky v roviné majici spoleény pocétek i spolecny konec, mohou byt integraly dané funkce
pres tyto dvé kiivky rizné.

Této situaci se fikd, Ze integral z dané funkce zavisi na cesté.

Dulezité piipady nastdvaji, kdyZ integrace na
cesté nezavisi.

Zopakujeme, Ze jednoduchd oteviena mnozina G je souvisld oteviend mnoZina, kterd nema diry, tj., je-li C' jedno-
duse uzaviend kiivka lezici v G, pak i jeji vnitfek lezi v G.



Pro jednoduché oteviené mnoZiny v prostoru se
misto kiivek pouZiji plochy.

DEFINICE. Necht je dna jednoduchd oteviend mnozina A a funkce f = (f1, f2) : A — R2. Vektorové pole

dané funkci f se nazyva potencidlni na A, jestliZe integrace f podle hladkych kfivek leZicich v A nezavisi na cesté.

Pomoci Greenovy véty a dalSich tvah Ize poten-
cialni pole rizné charakterizovat:

% . P . 7 vz v - . . . ~ »2 co . T S Pl
VETA. Necht je dina jednoduchd oteviend mnozina GG a funkce f = (f1, f2) : G — R majici spojité parcidlni
derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkei f je na GG potencidlni.
2. rf)( f.dt = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou krivku C' lezici v G.
’%

3. Rotace f v GG se rovna 0.

~

. Existuje funkce F' : G — R tak, zZe gradF' = f na G.

Dikaz. Ziejmé plati 1 = 2 < 3 < 4.
To, Ze 2 = 1 neni zcela jednoduché, protoze dvé hladké kiivky C7,Cy se stejnymi pocétky a konci sice tvorf
uzavienou kfivku C + (—C3), ale ta nemusi byt jednoduse uzaviend.

D4 se vsak aproximovat kone¢nymi spojenimi jednoduse uzavienych ktivek a to se zde nebude dokazovat.
Pokud je C7 4+ (—C?2) jednoduse uzaviend, je podle 2 fcl H(=Cy) f =0, coZ znamena fcl - 3@02 f=0atedy
platnost 1. Zbyva ovéfit 1 = 4. ProtoZe |, ¢ f. dt zavisi jen na pocdte¢nim a koncovém bodé kfivky C' 1ze definovat

F(z,y) = f((:,g) f.dt, kde (a, b) je pevné zvoleny bod z GG. Snadno se ukéze, Ze gradF' = f (viz Otdzky). <&

Funkce F' z pfedchozi véty se nazyva potencidl vektorového pole f.

| Hlasim, Ze jsem si toho F' fSiml. I



Napiiklad pro "vétrné"vektorové pole f existuje
"tlakova"potencidlni funkce F' a naopak. Vitr
fouka proti sméru gradientu tlaku.

tlakova vyse

_vitr
> tlakova nize

| A podobné se hledaji kamna. I

A co nadmorskd vyska a sila, co vds tlaci ze
svahu: co je potencidl a co potencidlni pole?

Pro potencidlni pole na G lze pak kfivkovy integrdl 2.druhu |, ¢ | dt psit jako 1} g fdt, kde P, @ jsou krajni body
kiivky C.
Je-li zndm potencidl F pole f, pak fg fdt=F(Q)— F(P).



Je to tedy podobnd situace, jako pii pocitini
Newtonova integrdlu. Roli primitivni funkce tu
hraje potencidl.

Vsiml jsem si, Ze se oba konce intervalu [0, 1] na

sebe nekoukaji. To je ted’ jasnéjsi nad slunce.

Priklady 2:
1. Ukazte, ze vektorové pole f = (:1:2 — 2,5 — 2xy) je potencidlni a najdéte jeho potencidl.
Pro nalezeni potencidlu hledejte pfimo F' tak, Ze gradF" = f postupnou integraci a ovéite vysledek nalezenim
potencidlu postupem uvedenym v dikazu véty.

Zvlast vypeCené jsou ovSem piiklady, které
nejsou potencidlni. Hmmm.
(1,2)

2.Spoctéte [ (22 — y?)dx + (5 — 2zy) dy pomoci vypoéteného potencislu.

(0,0)
% | Veéty tu jsou a byly pro lidi. I




| Doufam, Ze i ptiklady. I

£ o -y . ) ¥ «
3. Vektorové pole [ = (m, mszy2) je definovéno vSude kromé bodu (0, 0).
Ukazte, Ze pokud jednoduse uzaviend kiivka obsahuje uvnitf pocatek, neni integrdl z f pfes tuto kiivku roven 0.
Pokud je pocatek vné jednoduse uzaviené kiivky, je integral roven 0.

Najdéte potencidl tohoto vektorového pole v otevienych polorovinach z > 0, x < 0,y > 0ay < 0.

Existuje potencidl tohoto pole na sjednoceni
téchto polorovin?

Konec piikladua 2.

Otazky 2:
1. Rozmyslete si, pro¢ nema smysl mluvit o nezavislosti na cesté kiivkovych integrald 1.druhu.
2. Ma-li funkce F' : G — R spojité parcidlni derivace na oteviené podmnoziné G roviny, plati rot(grad ") = 0.
3. Dokazte, ze funkce F' definovand v dikazu véty, ma za gradient funkci f.

Pro dikaz F, = f1 je nejlépe postupovat podle definice derivace limitou

lim F(x+h)— F(x) :
h—0 h :

h 1ze volit tak malé, Ze useckaz x dox + hlezi v GG.

4. Ukazte, Ze md-li vektorové pole f potencidl F', je ,? fdt=F(Q)— F(P).

Ne. Nesali mne zrak. Je to opét Cistd pravda. I

Konec otazek 2.



Cviceni 2: Pfiklad. DokaZte, Ze pole
f(z,y) = (=5 cosy, bxsiny)

je potencidlni v RZ.

Reseni. Podle véty mame ovéfit podminku

rotf = 0.
Spocteme tedy
of  9f2
dy’ Oz’

Ziskame
rotf =5sinxz — 5sinx = 0.

| Dokézali byste najit potencidl tohoto pole? I

Konec cviceni 2.

Uceni 2:

| Nasel jsem oba potencidly. I

| Oba az na konstantu ;-) I

POTENCIALNI POLE V PROSTORU

Podobné tvahy jako v roviné o nezdvislosti integrovani na cesté vedou k nésledujici definici a charakteri-
zacim, se stejnymi pozndmkami jako v rovinném piipadé.

Konec uceni 2.



| Ted’ se to asi rychleji Cte nez rika. I

Ctéte co nejrychleji.

DEFINICE. Necht je ddna jednoduchd oteviend mnoZina G v prostoru a funkce f = (f1, f2, f3) : G —

v, s

R3. Vektorové pole dané funkci f se nazyvé potencidlni na G, jestlize integrace f podle kiivek leZicich
v G nezavisi na cesté, j. fC1 f= fc2 f jakmile kfivky C4,Cy lezi v G a maji stejny pocatecni a stejny
koncovy bod.

VETA. Necht je dana jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f = (f1, f2, f3) : G — R3
majici spojité parcidlni derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkei f je na GG potencidlni.

2. $-f(z).dt = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou hladkou kiivku leZici v G.

3. Rotace f v G se rovna 0.

4. Existuje funkce F': G — R tak, Ze gradF' = f na G.

Diikaz je obdobny jako dikaz charakterizace potencidlniho pole v roving.

Potencidlnimu poli se také nékdy fikd nevirové pole, ze zfejmych divoda.

| Réda bych poznamenala ... I
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...jak bylo jiZz poznamenidno u potencidlniho
pole v roviné

A priklad ze svéta? Gravitacni pole je zapleve-

lené.

Priklady 3:
1. Ukazte, Ze vektorové pole f = (e¥cosy + yz,xz — e¥siny, xy + z) je potencidlni a najdéte jeho
potencidl.

Pro nalezeni potencialu hledejte pfimo F' tak, zZe grad F' = f postupnou integraci.

(m/2,m,2)
Pomocf potencidlu pak spoctéte [ fds. [e” cosy + zyz + 22/2)]
(0’070)

| Usmivam se a nevim sam ¢emu. I

| To nebude trvat dlouho . .. I

2

2. Ukazte, ze vektorové pole f = (:1:2 —yzy? —xz, 2% — xy) je potencidlni a najdéte jeho potencial.

11



| To bude trvat dlouho . .. I

3. Ukatte, ze vektorové pole [ = (yz(2z+y+2), xz(x+2y+ 2), zy(xz +y + 22)) je potencidlni a najdéte
jeho potencidl.

Maém chut’ to trochu pokazit. Pomize mi nékdo
najit piiklad, ktery neptijde spocitat?

| Myslim, Ze to svedu. I

Konec piiklada 3.

Otazky 3:
Reste vSechny problémy v pfedchozich Otdzkdch formulovanych pro prostor misto pro rovinu.

Navic zopakujte dikaz véty pro prostor.

| Zamlada, to se to hiesilo ... I

12



Zamlada, byl opravdu Sikovny a rad to zopakoval

Konec otazek 3.

Cviceni 3: Pfiklad. Vypoctéte kiivkovy integral
/ (2% —yz) dz + (y° — z2) dy + (2* — ) dz,
JL

kde kiivka L = (cost, sint, ﬁ) je ddna parametricky s parametrem ¢t € (—m, ).

senl.

o3
(9]
<

Nejprve si nakreslime, jak vlastné kiivka L vy-

pada. Je to jeden zdvit Sroubovice.

Pii vypoétu bychom radi vyuZili pfedchozich vét, proto doplnime kiivku L kiivkou M tak, aby kiivka

L — M byla hranici plochy S.
Podle Stokesovy véty je
/ F-dt:/rotF-dS.
as S
2

Spocitdame tedy rotaci funkce F(z,vy, z) = (22 — yz,y° — 22, 22 — xy).
Piimym vypoctem zjistime, Ze
rotF' =V x F = (0,0,0).

Odtud dostavame

/ F-dt=0,
JL—M

/F~dt:/ F-dt.
L M

Staci tedy spocitat integral na pravé strané.

neboli

Kfivka M m4 parametrizaci

11
M(t) =(-1,0,t), te(—=, ).
()= (-1,0,0), te(-5.5)
Proto jeji derivace bude
. 11
M(t) =(0,0,1 te(—=, )
()= (0,0.1), t€(~53)

13



Potom

Dol

/ F. dt:/ (1,t/(27), 2/ (472)) - (0,0,1) dt = - - -
M —3

N

Konec cviceni 3.

SOLENOIDALNI POLE V PROSTORU

V predchozich dvou ¢astech byla zkoumana nezavislost kfivkovych integrdll 2.druhu na cesté.

Lze podobné zkoumat nezavislost plo$nych inte-
grald 2.druhu?

Nezavislost kiivkovych integrald na cesté znamena zévislost jen na kraji kiivek (v pofadi daném orientacf).

Pfirozena obdoba této situace pro plosné integrily znamena jejich zavislost jen na kraji ploch, orientovanych
souhlasné s orientaci ploch.

DEFINICE. Vektorové pole f na oteviené podmnoZzin€ prostoru se nazyva solenoidalni, jestlize plosny
integral 2.druhu z f v A zavisi jen na kraji, tj.,

/fdn:/ fdn
Py Py

pro libovolné dvé hladké plochy Pp, P», které lezi v A, maji stejny kraj a jsou souhlasné orientovéany
vzhledem k tomuto kraji.

Gausstiv—Ostrogradského vzorec umoziuje na-
1ézt dalsi charakterizaci solenoiddlniho pole:

VETA. Necht' je déna jednoduché oteviend mnozina G v prostoru a funkce f : G — R® majici spojité
parcidlni derivace na GG. Pak nésledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

1. Vektorové pole dané funkei f je na G solenoidalni.

2. /1) f(z). dn = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou plochu P lezici v G.
3. divf v G se rovna 0.
4. Existuje funkce F' : G — R3 tak, 7e rotF = f na G.

14



Dikaz. Dikaz 1 < 2 < 3 kopiruje diikaz pro potencidlni pole s prislu§nymi zménami k¥ivek na plochy (i
s problémem pro 2 = 1).

Diikaz 4 = 3 se ovéfi spocitdnim.

| Mate doma solenoid? I

| Nemdm. A ani nevim, co to je. I

V tom je vSak "drobny logicky spor", jak jednou
poznamenal pan dékan MFF UK.

Nalezeni F' = (Fy, F», F3) pro solenoidélni pole
je t&Z8i.

Situace se ulehdt, jestlize se zkusi pfedpokladat 3 = 0. Hledaji se tedy funkce F7i, F5 tak, aby
fi=—Fa, fo=F, [f3=1Fyn—Fy.

Integraci prvnich dvou rovnosti se dostane F(z,y,z) = [ fodz + c1(z,y), Fa(x,y,2) = — [ fidz +
Cc2 (.’E, y)

15



Zbyva jedind podminka a tedy 1ze zvolit napf. cg = 0.
Tieti rovnost déd f3 = — [ Fiz dz — [ Fpy, dz — c15.
Protoze divf = 0, je — [ Fip dz— [ Foydz = [ F3,dz = f3+ c3(, y). Stadi nyni poloZit —c1 = c3. <

Funkce F' se nékdy nazyva potencidlnim vektorem pole f a solenoiddlni pole se obCas nazyva neziidlové
pole.

| Vsimnéte si kdo je vektorem a kdo je "bez Sipky". I

| Na zavér jedno zajimavé tvrzeni: I

VETA. Necht je dana jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f = (f1, f2, f3) : G — R3
majici spojité parcidlni derivace na GG. Pak existuje potencidlni pole g a solenoidalni pole h na G tak, Ze
f=g+h.

Kazdé ,hladké" vektorové pole f se tedy dé rozloZit na funkci g s rotg = 0 a funkei h s divh = 0.

Jako na plese. Chvili se Clovek toc¢i a pak se jde
napit.

16



| BTW, neni to vzdy samoziejmost. I

Ta véta mi déla velikou radost. Mam uz ve sbirce

hodné rozloZenych funkci.

| A jd mu je potajmu skldddm ... I
Poznamky 4:

Diuikaz posledniho tvrzeni je zaloZen na znalosti existence feseni rovnice
gl1+gyg+g22:G tjAg:G,
kde G je dana funkce 3 proménnych a g je hledand funkce 3 proménnych.
Hleda se totiz funkce g(z, vy, z) : G — R takovd, ze f — gradyg je solenoiddlni pole, tj. div f = div grad g.

Posledni rovnost ale znamend Ag = + f a takové g existuje. Pak stali polozit h = f — grad g a grad g a
h jsou hledana pole.

Hledat pole jahod je s dobrym zrakem snadné. I

17



Konec pozndmek 4.

Priklady 4:
1. Rozlozte vektorové pole f = (x + y,y + 2z, x + 2) na potencidlni a solenoidélni pole.

Postupujte podle dikazu uvedeného v Pozndmkdch.

Jedno feSeni rovnice Ag = 3 se dd snadno uhddnout.

| Zasoba mych tajnych kouzel se tendi . .. I

2. UkaZte, Ze pole (y2 + 2z — 23, 2yz, 3222 — 23 ) je solenoidélni najdéte jeho potencidlni vektor.
Konec piikladu 4.
Otazky 4:

1. Rozmyslete si, pro¢ nema smysl mluvit o zdvislosti jen na kraji plosnych integralti 1.druhu.

2. Ma-li funkce F : G — R3 spojité parcidlni derivace na oteviené podmnoZing G prostoru, plati div(rot F) =
0.

KdyZ s chlapem potadné zatocCite, nema prilezi-
tost pit.

Konec otazek 4.

Cviceni 4: Priklad. Dokazte, Ze pole
f(x,y,2) = (322 + wsin(y + 2), @ + y + 2 + cos(z + 2), 62 — 32%)

je solenoidélni na R3.

Reseni. Mame ovéfit podminku
divf = 0.

Spocteme tedy of of of
) J1 J2 )J3
Ox’ 9y = Oz

Dostaneme
divf=6—-6=0.

Pole je tedy skute¢né solenoiddlni.
Konec cviceni 4.
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| STANDARDY z kapitoly |
|VEKTOROVAPOLE|

Jde Casto o zkoumadni fyzikdlnich veli¢in jako
tlak vzduchu, proudéni tekutin a podobné.

VEKTOROVA POLE

Na zobrazenf z roviny do roviny nebo z prostoru
do prostoru Ize pohliZet jako na zobrazeni, které
pfifazuje danému bodu vektor.

Je-li A podmnoZina roviny a f je zobrazeni A do R2, které je dano soufadnicemi f1, fa, tj., f (z,y) =
(f1(z,y), fa(x,y)) pro (x,y) € A, lze chéapat dvojici (f1(z,y), f2(x,y)) jako vektor s pocatecnim bodem
(2, y). Tim urluje zobrazeni f tzv. vektorové pole na mnoziné A.

Greenova véta

V Greenové vete se prvni integral v prvni verzi, tj. fC f(z). dt, Casto nazyva cirkulace vektorového pole f
po kiivee C' a znamend téZ praci vykonanou danym vektorovym polem po dané kiivce.

Je to integral ze skalarniho soucinu vektorového pole s tecnym polem kfivky.

7 >

kfivka

Ve druhé verzi Greenova vzorce se integrdl na levé strang, tj. §-(f1(z,y)dy — fa(x,y) dx) nazyvi tok
vektorového pole f kiivkou C. Je to integrdl ze skaldrniho soucinu vektorového pole a normalového pole
ktivky.

proudéni
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Funkce % — %—J; z integrdlu na pravé strané v prvni verzi se znaci rotf (Cte se rotace f). Fyzikalné
znamenda smér a rychlost otaceni viru okolo daného bodu.

Funkce % + % z integrdlu na pravé strané ve druhé verzi se znaci divf (Cte se divergence f). Fyzi-

kalné si Ize predstavit divergenci v daném bod¢ plochy jako zfidlo (je-li divergence kladnd) a odtok (je-li
divergence zdpornd).

Greenovy vzorce lze pak psét ve tvaru

ff.dtz/ rot fdxdy, %f.d’nz/ div fdxdy
C C C C

Fyzikdln€ oba vzorce znamenaji, Ze cirkulace
proudéni kapaliny uzavienou kiivkou je souctem
otdacent v§ech virii uvniti krivky, nebo resp. tok
krivkou se ziskd secCtenim pritékajici kapaliny ve
ziidlech a odeltenim unikajici kapaliny v odto-
cich.

Gaussova—Ostrogradského véta
Na levé strané je integral ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a normalového pole plochy P a tedy
opét znamena tok pole f plochou P.

Na pravé strané se funkce % + %—f; + % v souladu s polem v roviné znaci divf a Cte se divergence
funkce f. V daném bodé opét vyjadiuje zfidlo nebo odtok a mnoZstvi pfitékajici nebo odtékajici kapaliny.

Gausstiv—Ostrogradského vzorec ma pak tvar

j{fdn:/ div fdxdy dz.
P P

Tento vzorec tedy fikd, Ze mnozstvi kapaliny, které protece uzavienou plochou P se rovnd mnozstvi ka-
paliny vzniklé ve ziidlech uvnitf P po odecteni mnoZstvi kapaliny, kterd odteCe odtoky uvnitt P. Je-li
divf = 0 uvnitf P, je mnoZstvi kapaliny, které do vnitiku P vtece, stejné jako to, které vytece.
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Stokesova véta

Na levé strané je integral ze skaldrniho soucinu vektorového pole f a tecného pole kiivky C' a znamena opét
cirkulaci pole f podél kiivky C.

Vektorové pole v integrdlu na pravé strané Stokesova vzorce

(2% _0h O _ 05 0fs_0h)

se znadi rot f a Cte se rotace pole f. Podobné jako v rovin€ znamen4 rychlost a ota¢eni viru v daném bodé¢.

Stokestiv vzorec ma pak tvar

f.dt:/ rotf dS,.
P P

Fyzikélni vyznam je opét stejny: cirkulace proudéni kapaliny uzavienou kiivkou je souctem sméri a rych-
losti vSech vird uvnitf kfivky.

Fyzikdlni vyznam je opét stejny: cirkulace prou-
déni kapaliny uzavienou kiivkou je souctem
smérd a rychlosti vSech virt uvnitf kiivky.

Oznacne V = (% % %) formaln{ diferencialnf operétor.
Pak
grad f =V f
div f = V.f
rot f=V x f

kde jde postupné o jednoduchy, skaldrni a vektorovy soucin.

Slozky rotace vektorového pole (f1, f2, f3) jsou vskutku subdeterminanty p¥islu§nymi k ¢, j, k v ndsleduji-
cim determinantu:

i j k
o 9 0
dr Oy 0z
i f2 f3

POTENCIALNI POLE V ROVINE

Jestlize jsou dany dvé kfivky v roviné majici spolecny pocatek i spolecny konec, mohou byt integraly dané
funkce pres tyto dvé kiivky rizné. Této situaci se fikd, Ze integrdl z dané funkce zdvisi na cesté.
Zopakujeme, Ze jednoduchd oteviend mnoZina G je souvisld oteviend mnoZina, kterd nema diry, tj., je-li C
jednoduse uzaviend kfivka lezici v G, pak i jeji vnitfek lezi v G.

DEFINICE. Necht je déna jednoducha oteviend mnozina A a funkce f = (f1, f2) : A — R?. Vektorové
pole dané funkci f se nazyva potencidlni na A, jestlize integrace f podle hladkych kfivek lezicich v A
nezavisi na ceste.
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Pomoci Greenovy véty a dalSich dvah 1ze poten-
cidlni pole rizné charakterizovat:

VETA. Necht je ddna jednoducha oteviend mnozina G a funkce f = (f1, fo) : G — R? majici spojité
parcidlni derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

. Vektorové pole dané funkei f je na G potencialni.

. $¢ f.dt = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou kiivku C' lezici v G.

. Rotace f v G se rovnd 0.

. Existuje funkce F' : G — R tak, Ze grad F' = f na G.

Kdyz |, ¢ f. dt zévisi jen na po¢éteCnim a koncovém bodé€ kiivky C', Ize (jednoznacné) definovat

(zy)
F(Ly):/ f.dt,
(a,b)

kde (a, b) je pevné zvoleny bod z GG. Snadno se ukéze, Ze gradF = f.
Funkce F' z predchozi véty se nazyva potencidl vektorového pole f.

Napiiklad pro "vétrné"vektorové pole f existuje
"tlakova"potencidlni funkce F' a naopak. Vitr
fouka proti sméru gradientu tlaku.

tlakova vyse

———> tlakova nize

Pro potencidlni pole na G lze pak kiivkovy integral 2.druhu |, ¢ | dt psdt jako / 1652 fdt, kde P, @ jsou krajni
body kiivky C.

Je-li zndm potencidl F pole f, pak [§ fdt = F(Q) — F(P).
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Je to tedy podobnd situace, jako pfi pocitani
Newtonova integrdlu. Roli primitivni funkce tu
hraje potencidl.

Priklad. Ukazte, Ze vektorové pole f = (1:2 — 25— 2xy) je potencidlni a najdéte jeho potencidl. Poté
(1,2)

spoctéte [ (22 — y?) dx + (5 — 2zy) dy.
(0,0)

Regeni. Zkontrolujeme divergenci.

Pro nalezeni potencidlu hleddme pfimo F' tak, Ze grad F' = f postupnou integraci a ovéiime vysledek
nalezenim potencidlu piimo vySe uvedenym postupem.

Piiklad. Vektorové pole f = (ﬁ, ﬁ) je definovéno vSude kromé bodu (0, 0).

Ukazte, Ze pokud jednoduse uzaviend kiivka obsahuje uvniti pocatek, neni integral z f pres tuto kiivku
roven 0.

Pokud je pocatek vné jednoduse uzaviené kiivky, je integral roven O.
Existuje jeho potencidl?

Mai-li funkce F' : G — R spojité parcidlni derivace na oteviené podmnoZiné G roviny, plati rot (grad F) =
0.

Priklad. Vypoctéte kiivkovy integral

/ (¢ —yz) de + (y* — 22) dy + (2° — 2y) dz,
L

kde kiivka L = (cost, sint, %) je ddna parametricky s parametrem ¢t € (—, ).

Reseni.

Nejprve si nakreslime, jak vlastné kfivka L vy-

pada. Je to jeden zavit Sroubovice.

Pii vypoctu bychom radi vyuZili pfedchozich vét, proto doplnime kiivku L kiivkou M tak, aby kiivka

L — M byla hranicf plochy S.
/F~dt:/r0tF-dS.
oS S

Podle Stokesovy véty je
Spocitame tedy rotaci funkce F(z,y,z) = (2% — yz,9? — 22, 2% — x7).
Piimym vypoctem zjistime, Ze

rotF =V x F =(0,0,0).
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Odtud dostavame

/ F.dt=0,
L-M

/F-dt:/ F.dt.
L M

Staci tedy spocitat integrdl na pravé strané.

neboli

Kfivka M ma parametrizaci
M(t) =(-1,0,t), te(—=, ).
()= (-1,0,0), t€(-5.3)
Proto jeji derivace bude
M(t) = 1), t€(—2,2)
()= (0.01), te(-35)

Potom L

/ Foodt= /j (1,¢/(27),2/(472)) - (0,0, 1) dt = - - -
M _1

SOLENOIDALNI POLE V PROSTORU

DEFINICE. Vektorové pole f na oteviené podmnoziné prostoru se nazyva solenoidalni, jestlize ploSny
integral 2.druhu z f v A zavisi jen na kraji, tj.,

/fdn:/ fdn
Py Py

pro libovolné dvé hladké plochy Pj, P», které lezi v A, maji stejny kraj a jsou souhlasné orientovany
vzhledem k tomuto kraji.

Gaussiv—Ostrogradského vzorec umoZiiuje na-
1ézt charakterizaci solenoidalniho pole:

VETA. Necht je ddna jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f : G — R3 majici spojité
parcidlni derivace na GG. Pak nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:

Vektorové pole dané funkci f je na GG solenoiddlni.

Jp £(2).dn = 0 pro kazdou jednoduse uzavienou plochu P lezici v G.

. divf v G se rovna 0.

Existuje funkce F' : G — R3 tak, e rot ' = f na G.
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Funkce F' se nékdy nazyva potencidlnim vektorem pole f a solenoiddlni pole se obCas nazyva neziidlové
pole.

| Na zdvér jedno zajimavé tvrzeni: I

VETA. Necht je déna jednoduchd oteviend mnozina G v prostoru a funkce f = (f1, f2, f3) : G — R3
majici spojité parcidlni derivace na G. Pak existuje potencidlni pole g a solenoidalni pole h na G tak, Ze
f=g+h

Kazdé ,hladké" vektorové pole f se tedy da rozlozit na funkci g s rot ¢ = 0 a funkci h s div A = 0.
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