PLOSNE INTEGRALY

V praxi se vyskytuje potieba integrovat funkce nejen podle kfivych car, ale i podle kiivych ploch (napt. pres
povrch koule).

Pred definici plosnych integrald je nutné se zmi-
nit o plochéich, které se budou pouzivat.

rakterizace nez kfivky, na coZ v tomto textu neni
misto.

Podrobnosti 1ze nalézt v uCebnici diferencialni
geometrie.

Na plochy chodim s placatici, ta uvoliluje pred-
stavivost.

PLOCHY

Plochy v prostoru, které byly zatim hlavné pouZivany, byly grafy funkci dvou proménnych.



To je, stejn€ jako u ktivek, specidlni piipad zadani plochy parametricky, nebo specidlni ptipad zadani plochy
funkef tif proménnych (tj., jako mnoZina bodd spliiujicich rovnost g(x,y, z) = 0 pro néjakou spojitou funkci g,
obvykle majici spojité parcidlni derivace).

Duraz bude v dal$im textu ddn na parametrické
zadani. Pro jednoduchost predstavy se bude v de-
finici zaddn{ plochy pfedpoklddat omezeny inter-
val.

Parametrizace je vlastné udéldni dvojrozmérného
plénu.




Vilcové souradnice délaji valcové mapy. A ty

jsou vlastné€ rovinné.

% | Musi se vlastné dand plocha "osahat". I
| /%
0
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| Jde zase o zobrazeni. Téch uZ jsem vidél ... I

Plocha je mnozina {(¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v)); (u,v) € I}, kde @(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v) jsou redlné spojité
funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roviné.

Predchozi plocha se nazyva uzaviend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice I se zobrazi do jediného
bodu.



Ted neni Cas na slova. Machejte ru¢ickama, ¢lo-
vickové, at’ je ta plocha opravdu vidét.

Kulova plocha je uzaviena, povrch kvadru je uzavienou plochou, graf funkce dvou proménnych neni uzavienou
plochou.

Necht' P, P» jsou plochy zadané na intervalech I, Io resp., které maji spole¢nou jednu svou stranu. Spojeni
ploch P1, P je pak jejich sjednoceni definované na I1 U I. Znadi se Py + P».
Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni kone¢né mnoha ploch.

Napf. povrch kvadru vznikne postupnym spojenim vSech obdélniki této plochy.

Jednou jsem kvdadro opravdu takto spojoval. Po-
hoda.

Povrch hrni¢ku s uchem vznikne spojenim dvou
vhodné deformovanych valcovych ploch (bez
podstav).

| To chce kafe!!! I



| Nebude to dno chybét? I

Povrch snéhuldka vznikne spojenim tff kulovych
ploch (pfipadné vhodné zdeformovanych kvuli
knoflikiim, nosu,...).

Plocha zadand parametry ¢(u, v),(u,v), 7(u,v) na intervalu I se nazyva hladka, jestlize plati:

1. funkce @, ¥, 7 maji spojité prvni parcidlni derivace na [;

o0 0u or
ov ov
hodnost 2;

3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u,v) € I s jedinou moZnou vyjimkou: obrazy bodd z hranice
I mohou splyvat.

2. pro kazdé (u,v) € I md matice

Hladk4 plocha ma body, kde je mozné hladit, pa-
nové.

Pro dals{ Cast je duleZity pojem kraj plochy P.




Kraj plochy se nékdy nazyvé hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R (to je obvykle celd plocha)
a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli poloZeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné, co znamend kraj tohoto
obrazce.

Oplatky jim od kraje. A ten tam je skoro az do

konce.

Presnd definice je dost komplikovand a nebude zde uvadéna. V pripadech zde pouzivanych bude intuitivné
jasné, co kraj plochy znamena.

Plocha s prazdnym krajem je totéZ, co uzaviena plocha.

| Kraj. Naptiklad kraj K. Tu mam rada. I

Po castech hladka plocha je spojeni kone¢né mnoha hladkych ploch.

Piikladem je povrch krychle nebo vélce, nebo ,leporelo”, ,snéhuldk" nebo lemniskata vyndsobend dseckou.

Povrch krychle nebo vilce, i ,snéhuldk", jsou piiklady po castech hladké uzaviené plochy.

Kazda po ¢astech hladkd plocha je parametricky zadand redlnymi spojitymi funkcemi p(u, v), ¥ (u, v), 7(u, v),
které jsou definované na n&jakém omezeném intervalu I v roving, pfitemZ ¢(u,v), 1 (u, v), 7(u, v) maji spojité
parcidln{ derivace v§ude v I kromé kone¢né mnoha usecek.

| Pribézné zapojujte predstavivost. I



Podobné jako u kfivek je vhodné dat ndzev hez-
kym uzavienym po castech hladkym plochim
typu kulova plocha nebo povrch kvadru.

Po ¢astech hladkd plocha P, parametricky zadand zobrazenim ® na uzavieném intervalu I, se nazyva jednoduse
uzaviend jestlize ® je prosté na vnitiku I, konstantni na hranici I s hodnotou rtiznou od hodnot na vnitiku 7.

Jednoduse uzaviend plocha P rozdé€luje prostor na dvé souvislé ¢asti, jednu omezenou, zvanou vnitfek (znaceni
+P) a druhou neomezenou.

Jak je to s orientaci plochy?

Orientace u kfivky znamenalo zadat smér tecen
ke kfivce. U plochy nelze mluvit o sméru tecen,
ale o sméru normal.

Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou stranach plochy, jedna se oznaci za kladnou a druh4 za zapor-
nou.

Ne vSechny plochy lze orientovat — typickou ne-
orientovatelnou plochou je Mobiuv list.




ZkouSel jsem to na svém pasku a nevydrZel.

% | TakZe ma dva kraje, které jsou totozné. I

Je-li plocha orientovédna, normaéla vzdy sméfuje nad kladnou stranu.

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere vnéjsi strana a norméla
tedy sméfuje ven, nikoli dovnitf.
U grafi funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere hornf strana.

¥
i

Pokud se to poplete, vyjde vysledek "az na zna-
ménko". Blahopfteji.

Mouchy dovedou chodit po plose zespodu. Mi se
to nikdy nepovedlo.




Orientace hladké plochy znamend, Ze v kaZzdém jejim bod¢ je uréen smér normély a to spojitym zptisobem:
jestliZe ptijdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané ploSe, musite dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.

Skoncite hlavou nahoru.”

Pokud jste zacali hlavou nahoru ...

Je-li orientovand kiivka C ¢asti kraje orientované plochy P, fiké se, Ze obé€ orientace jsou souhlasné, jestlize
pfi chidzi po kfivce v kladném sméru a po kladné stran€ plochy, mate plochu po levé strané.

Jde se tudy -

Nebude-li feceno jinak, bude se vzdy predpokladat, Ze plochy a jejich kraje jsou orientovany souhlasné.

Musi se ddvat pozor pii orientaci po ¢astech hladkych ploch, protoZze ve styénych hranich obecné neexistuji
normaly.

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovdny a necht’ jejich kraje jsou uzaviené kiivky, které jsou
orientovany souhlasné s pfislusnymi plochami. Pak je celd plocha orientovana, jestlize ¢asti kraju, které se stykaji
(pravé dvé) jsou navzijem orientovany opacné.

Nic¢emu nerozumim, asi jsem zde "zespoda". ..

Pozndmky 1:
Pouziti intervalu v definici plochy sice zjednodusuje nékteré dalsi definice, ale jiné zase komplikuje. Proto je dobré
mit na mysli, Ze 1ze pouzit i jiné mnoziny misto intervalu za defini¢n{ obor parametru.



Misto intervalu I lze vzit v definici plochy jakykoliv prosty homeomorfni obraz intervalu, napf. vnitiek kruhu
(popt. s ¢asti hraniéni kruznice), rizné zdeformovany interval nebo kruh, apod.

Homeomorfismusmezi podmnoZinami A, B roviny je spojité prosté zobrazeni f : A — B takové, 7e f~! je také
spojité. Pro hladké plochy je nutné dodat jesté slovo hladky homeomorfismus, &imZ se mini, ze f i f~! maji spojité
parcidlni derivace.

Toto je nesmirné dulezity pojem.

My skfitci jsme vSichni navzdjem homeomorfni.

KaZzdé dva uzaviené (nebo oteviené) intervaly v roviné se na sebe daji zobrazit hladkym homeomorfnim zobraze-
nim.

Uzavieny (nebo otevieny) kruh je hladce homeomorfni s uzavienym (nebo otevienym, resp.) intervalem.

Neudéldte chybu, kdyz si budete pfedstavovat,
Ze kazda kompaktni polooteviena konvexni mno-
Zina v roviné je homeomorfni s uzavienym inter-
valem v roviné.

To chci slySet jesté jednou. Rymuje se to ale-
spon?
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ipl.homeomorfismus

Spojeni ploch Ize definovat i jinym zpisobem. Napf. bylo mozné pozadovat, aby se defini¢ni intervaly protinaly
jen na Casti své strany.

Pri plivodni definici je totiZ nutné pro pfipojeni tfeti a dalSich ploch defini¢ni obor parametrti upravit tak, aby se
ptislusné intervaly protinaly v celych stranich.

Je mozné vzit za definicni obory hezké polooteviené mnoZziny majici za hranici kfivky a pri spojeni pozadovat
prekryvani ¢asti téchto kiivek

Kazdy bod kraje plochy S je obrazem bodu hranice definiéniho oboru I v R?.

U predstavy zvInéného kruhu v prostoru je kraj pfimo obraz hranice kruhu (nebo ¢tverce) v roving.

Ale mohou existovat body hranice I, které se zobrazi dovniti plochy P. Napf. se v I ztotoZni (hladce) dvé protilehlé
strany a dostane se valcovd plocha — ztotoZnéné strany, kromé svych krajnich bodu, pfejdou dovnitf valcové plochy.

voev s

kulova plocha, jejiZ kraj je prazdna mnozina. Je to obdoba Jordanovych kfivek. Je to obdoba Jordanovych kiivek a
zaslouZi si taky ndzev: uzaviena plocha.

V pomérné Castych piipadech si 1ze kraj plochy predstavit ndsledovné: jsou to body, pro které Zadné jejich okoli
na plose (tj. prinik jejich okoli v prostoru s plochou) nema tvar ,zvinéného" kruhu s onim bodem uprostied.
Uvédomte si rozdil pfi orientovani po ¢astech hladké kiivky a po ¢astech hladké plochy.

U ktivky bylo jedno, jak jednotlivé hladké ¢asti zorientujeme (pokud neslo o jednodus$e uzavienou kiivku), u ploch
uz to jedno neni.

Necht’ P je po ¢astech hladka plocha, u které je ddna orientace jejim tvarem (mapf. je jednoduse uzaviend nebo je
grafem funkce dvou proménnych).

Je-li jedna jeji hladkd cast orientovdna souhlasné s orientaci P a udéléte-li orientaci ostatnich hladkych casti
podle predchoziho odstavce o orientaci po ¢astech hladkych ploch, pak dostanete orientaci souhlasnou s ptvodni
orientaci P.

Na "viditelné"plose je vSe vidét. Definice potie-
bujeme pro to, aby se zvladly pfipady "nevidi-
telné".

Konec poznamek 1.

Ptiklady 1:
1. Ukazte, Ze Mobiuv list nelze orientovat.

2. Ukazte, Ze povrch krychle je po ¢astech hladka plocha.

3. Ukazte, Ze kulova plocha je hladka uzaviena plocha.
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MiiZete prepoklddat (ve smyslu pozndmky), Ze
definicnim oborem parametrd je kruh kolem

nuly. Az vyfesite otazku 4., zvladnete to i s defi-
ni¢nim oborem intervalem (ve smyslu definice).

Konec prikladu 1.

Otazky 1:

1. Ukazte, Ze graf spojité redlné funkce f definované na intervalu / v roving je plocha v definovaném smyslu.

% | Najdéte prisluSnou parametrizaci. I

2. Ukazte, Ze pro hladkou plochu P je mnozina téch jejich bodd, ve kterych je jeden vybrany Jacobiho determinant
matice z definice hladké plochy nenulovy, oteviena.

Y

3. Dokazte popis po ¢astech hladké plochy pomoci parametrt na intervalu.

Spojité hratky. Zkuste nejprve ukdzat, Ze funkce

na definiénim oboru parametrt (intervalu I) pfi-
fazujici bodu prisluSny Jakobidn je spojita.

4. Najdéte hladky homeomorfismus prevadéjici kruh na Ctverec (oba bud’ oteviené nebo oba uzaviené).

% | Kvadratura kruhu? I



| Neni divu, Ze to je fuska. I

PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU

Myslenka vypoctu integralu funkce f : P — R na plose P je podobnad jako u kiivkového integralu 1.druhu.

Konec otazek 1.

Pomoci urcovacich parametrickych funkeci se plocha ,narovna" a spocitd se integrdl pfes podmnoZinu roviny.

Plo$ny integral se bude definovat pfes parametri-
zaci.

Placaty integral je snadny, kdyZ umite kouzlit s
parametry.

| Vykouzli mi kulatou tabulku ¢okolady. I

vidal zméné délky pfi narovnani kiivky (od ds se preslo k dx).

vvvvvv

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy pfi narovnani.
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V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska d.S okolo tohoto bodu dd povaZzovat za rovinnou a zjisti se pomér
jeji velikosti ku poméru jejitho primétu, napt. do roviny xy (neni-li tento primét dsecka nebo bod).

V roviné xy md pramét velikost dz.dy. Skutend ploska md velikost vétsi, a to dS = dx.dy/|cos|, kde 7 je
thel, ktery svird normadla k ploSe v (z,y, z) s rovnobézkou v (z,y, z) s osou z v kladném sméru.

Je nutné predpokladat, Ze | cosy| # 0, tj., Ze ploSka neni rovnob&Znd s osou z.

Tedy Ze normdla "nepadne”do roviny xy. Aby se
prosté nemuselo spadnout.

| Sméfuje to ke spocteni Jakobidnu. I

Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kaZzdém bodé€ plochy aspoii jeden uvedeny kosinus
nenulovy.

Hodnost 2 matice z definice hladké plochy zna-
mend, Ze normala (¢ili vektorovy soucin prvniho
a druhého faddku oné matice) je nenulovy vektor.
Ten nemuze padnout do rovin xy, yz i zx najed-
nou.

Plocha se rozdé€li na nejvyse tii ¢asti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Integral pres plochu P je pak
soudtem integrall pies tyto Casti.

Podle volby takové Césti se berou priméty i do rovin zz nebo yz a dostdvaji se velikosti plosek dz.dz/|cos (],
resp. dy.dz/| cos a|, kde thly 3, a jsou opét dhly mezi normélou a piislu§nymi osami (y, resp. x). Kosiny téchto
uhli se nazyvaji smérové kosiny normaly.
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Nyni lze definovat plos$ny integrdl 1.druhu. V
kfivkovém integrdlu pouzivany symbol ds bude
nahrazen symbolem d.S. Bude zadefinovan inte-
gral pres projekci M plochy na rovinu xy.

DEFINICE. Necht' f je funkce zadana na hladké plose P, na které je v kazdém bodé cosy # 0. Pak se definuje
plosny integral 1.druhu funkce f pies plochu P jako

B dz dy
/P £(5) ds = /Mf<s>|cm .

Na pravé stran€ je dvojrozmérny integrdl, v ném se za proménné S, x, y,y musi dosadit prislusné hodnoty (viz
déle).

Samoziejmé lze pozadavek nenulovosti smérového kosinu oslabit podminkou, Ze miZe nabyvat O jen na malé
mnoziné (nulové).

Piimo z definice 1ze ukazat nasledujici vlastnosti:

POZOROVANI. Nésledujici 2 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni nerovnost plati, pokud
existuje levd strana.

L [p(af(S) + Bg(S)) dS = a [p F(S) dS + B [5 g(S) dS;
2 Jpyp, F(5) dS = [p f(S) dS + [p, f(S) dS;

3. | [p f(S) dS| < O(P)maxgep | f(S)], kde O(P) je obsah plochy P.

Uhel 7 se samoziejm& méni spolu s bodem (x,y, z) apro vypolet plo§ného integralu je obvykle tieba cos v vyjadiit
pomoci néjakych soufadnic.

Nasledujici jednoduché pozorovani uvadi takové
vyjadieni pro plochy zadané jako graf funkce.

VETA. Necht plocha P je grafem funkce h(z,y). Potom

\(‘(3&1\ B \/1+ (%)2 - (%)2

voevs

Diikaz. Rovnost Ize odvodit z obecngjsi rovnosti pro plochu P zadanou rovnost{ g(z,y, z) = 0.
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Z teorie funkci vice proménnych je zndmo, Ze gradg udava smér normdly, takZe z popisu skaldrniho soucinu
pomoci kosinu thlu sevieného obéma vektory se dostane

1 | grady|
[cosy] ~ Teradg.(0,0,1)

Nyni stali za g dat funkci z — h(z,y). O

\% tomto textu dokazovan:

VETA. Necht je plocha P ddna parametricky rovnostmi = ¢(u,v),y = ¥(u,v), z = 7(u, v). Potom

1 ;m
lcosy|  J(p, )
kde
o = (5 (3 (&)
o dpdp O oY  OT Dp

Au dv - u O - OuTv
a J(p,1) je Jakobidn funkei ¢, 1

Nyni 1ze uvést prevod plosného integralu 1.druhu na obycCejny integral pres rovinnou mnoZinu.
VETA. Necht' f je funkce definovand na hladké plose P.

1. Necht’ je plocha P grafem funkce / definované na mnoziné A. Pak

Ol Ol
f(9) (1Sf/ flx,y, h(x, 1/))¢ (();) +<:')1;> dxdy.

2. Necht je plocha P urena parametricky funkcemi ¢, v, 7 na mnoziné A. Pak

f (S) dsS = / flo(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v))V EG — F2 du dv.

Jiné vysvétleni pro pfidany ¢len VEG — F2
je, Ze je to obsah Cctyidhelniku uréeném
dvéma fadkovymi vektory z matice v definici
hladké plochy. A ty jsou zase "jakymsi pomé-
rem"mezi malym pohybem parametru u (resp. v)
a prisluSnym pohybem na plosSe.
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Poznamky 2:
Plo$ny integral byl definovédn na hladké plose. Na po ¢astech hladkych plochdch se integrdl vypocte pro jednotlivé
hladké ¢4sti a pak secte.
Lze pouzit definici integrdlu pro hladké plochy i pro ¢dste¢né hladké plochy s tim, Ze na zanedbatelnych mnoZinach
(vzhledem k dvojrozmérnému integrdlu) neni integrovand funkce definovana.

V Pozorovéni vypadla oproti kiivkovym integralim 1.druhu tfeti vlastnost. Odpovidajici vlastnost pro plosné inte-
graly samozfejmé plati (plos$ny integrdl 1.druhu nezdvisi na orientaci plochy), ale nemd pfili§ smysl tuto vlastnost
vypisovat.

Plos$né integrdly lze téZ definovat pomoci Riemannovych souctd. Bud’ se rovnou pouZije parametrizace plochy a
rozd€luje se defini¢ni interval na mens{ intervaly, nebo se pouZije rozdéleni dané plochy na mensi plosky — v tomto
ptipadé je nutné zndt obsahy téchto plosek.

Podrobnosti tu nebudou uvadeny.

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. Vypoététe obsah plochy dané rovnosti z2 + y? + 22 = 2,/zy. Nejdiive najdéte parametrické vyjadieni plochy.
[7%]
2. Vypoctéte /P 22 dS, kde P je &st kuZele dand parametrizaci © = rcospsina,y = rsingsina, z =

reosa,r € [0,a],p € [0,27] a a € (0,7/2) je konstanta. [ra? sin a cos? ar/2]

3. Vypottéte vVEG — F2 pro kulovou plochu se stfedem v pocatku zadanou sférickymi soufadnicemi. [ cos ]
4. Vypoctete plochu koule pomoci vysledku predchoziho piikladu.

5. Zintegrujte funkci xyz pres povrch krychle o délce hrany 1, se stranami rovnobéZnymi s rovinami soufadnic,
prochdzejici body (0,0,0), (1,1,1). [3/4]

Konec piiklada 2.
Otazky 2:
1. Dokazte podrobné tvrzeni o vyjadieni smérovych kosint pro graf funkce h(x,y).

2. Ukazte, Ze tvrzeni o vyjadreni smérovych kosint pro graf funkce /(x, y) je disledkem obecné véty o vyjddreni smérovych kosintd pro plo

3. Ukazte, Ze u hladké plochy existuje v kazdém bodé tecnd rovina. Pti jaké poloze tecné roviny nelze pii vypoctu
plosného integralu pouzit primét na rovinu yz v okoli daného bodu?

4. Ukazte pfimo z definice, Ze plo$ny integral 1.druhu nezavisi na orientaci plochy.
5. Dokazte Pozorovani.

6. Dokazte, Ze definice obsahu plochy souhlasi s jiz dfive definovanymi obsahy rovinnych obrazcu a plochy rotac-
niho télesa.

T
1

*

%

| Jsem tu. I
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*7, Najdéte vyjadieni pro smérové kosiny u grafu redlné funkce dvou proménnych.

| A mizim. Byla to jen vtefinka. I

Cviceni 2: Pfiklad. Spoctéte povrch koule B o poloméru a.

[ 1as.
JoB

Konec otazek 2.

Reseni. Mame vypogitat integral

| Je vyhodné prejit ke sférickym soutadnicim. I

o(u,v) =acosucosv, Y(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinv,

Sféru 0B tedy parametrizujeme

kde

Spocitdme parcidlni derivace
(91L(99~,’1#/)a7'): 0’[‘(‘19~U~7—)
a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektort.

Vysledek oznacme b = (by, bo, b3). Pak plati

b3 + b3 403 = a* cos? v,

2 T % 2
1dS =a du dv|cosv| = 4ma”.
0B -7 —

Dostavame

INE]
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| Dokonano jest. I

PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Konec cviceni 2.

Kftivkové integraly 2.druhu vyjadiuji napf. tok
kapaliny danou kfivkou.

Plos$né integrdly 2.druhu budou vyjadfovat tok
kapaliny danou plochou.

Na této motivaci je také vidét, pro¢ je tieba mit
plochu orientovanou (kapalina proudi plochou z
jedné strany na druhou).

DEFINICE. Necht' P je hladka orientovand plocha a f : P — R3 ma soufadnice (f1, f2, f3). Pak se
definuje plosny integral 2.druhu funkce f pres P rovnosti

/ f.dn = / 1@y, 2) dy dz + fo(sy, 2) de dz + f3(ey, 2) da dy).
P R2
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Integral na pravé strané je souctem tif integralti a kazdy lze brat ptes projekci plochy P do pfislusné roviny
(yz nebo xz nebo xy resp.).

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace ptfes celou rovinu (rozumi se, Ze integrovand funkce se
dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

mn

Tedy napriklad pokud "kapalina proudi"pouze ve
sméru osy z (tedy pouze fi je nenulovd), pak
napiiklad u cedniku ve tvaru polosféry bude in-
tegral zaviset pouze na jejim primétu do roviny

Yz

T
SLELEL
(CELELL
Merelevsiery
KXY
N aevs

=

Opét se snadno ukéze:

POZOROVANI. Nisledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.
L [p(af(S)+ B9(5)dS = a [ f(S)dS + B [ 9(S) dS;
2 [pip, [(S)dS = [p f(S)dS + [p, f(S5)dS;
3. [ pf(S)dS = [ f(S)dS;

Podle uvedené definice plo§ného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou pfimo pocitat, protoZe napf.
Jr2(f1(x,y,z) dy dz obsahuje i proménnou x, kterd zavisina y a z.
Tato zdvislost se musi do integralu dosadit.

z Mz

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé ¢asti integralu podle toho, jak je plocha P zadana.

Je vhodné si uvédomit, ze kladna strana grafu
funkce je horni strana.

VETA. Necht f:P —R3 je funkce definovand na hladké plose P.

1. Necht’ je plocha P grafem funkce g definované na mnoziné A. Pak

. ‘ 5 5
/ fds = / (—=f1(z,y,9(x,y)) (Tq dz dy — fa(x,y,9(z,y)) % dz dy + f3(2,y,9(z,y)) dz dy).
JpP JA ox agy
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2. Necht’ je plocha P ur€ena parametricky funkcemi ¢, v, 7 na mnoziné A. Pak
}.) fds = =+ /1 Jf1le(u,v),¥(u,v), 7(u,v))J (¢, 7) du dv
=+ /1 fo(e(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v))J (@, 7) du dv
+ /”1 f3(o(u,v), ¥(u,v), 7(u,v))J(p, ) du dv,

kde znaménka pred integrdly se ur¢i podle souhlasu orientace plochy s obvyklou orientaci soufadnicovych
mnozin.

Posledni véta o urCeni znaménka znamend, napr. pro posledni integral na pravé strané, Ze znaménko bude
stejné jako znaménko Jakobidnu J (g, v), pokud pii pohledu seshora na rovinu xy vidime kladnou stranu
plochy v néjakém vybraném bodé, ve kterém se néjaké jeho okoli na ploSe zobrazuje prosté na rovinu zy.

Podobné jako u kiivkovych integréld, i zde exis-
tuje vztah mezi ploSnymi integrdly 1.druhu a
2.druhu. Nésledujici vzorec je zfejmy z popisu
obou integrali:

POZOROVANI. Necht' f: P — R3 je funkce definovand na hladké plose P. Potom

[ £a5= [ (fi@ ) cosat fofey. ) cos 4 oo,y 2) cosa) dS.
P P

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P.

Vintegrilu [, f dS lze tedy f dS chapat jako skaldrni sou¢in vektoru f s vektorem dS = (cos a, cos 3, cosy) d.S

Tedy dS je normdlovy vektor k plose v daném
bodé o velikosti d.S.

Pozndmky 3:
Plo3né integraly 2.druhu se Casto definujf ,po slozkdch", tj. integral [ f; dy dz zv1a3t' a dal3{ dva integraly
také zvlast'. Vysledky se pak sectou.
Opét je tu ztracen vektorovy charakter a motivace, podobné jako u kifivkovych integralti 2.druhu definova-
nych po slozkach.

I plosné integraly 2.druhu Ize definovat pomoci Riemannovych soucti.

Konec poznamek 3.
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Piiklady 3:
1. Spoctéte [, (y—z) dy dz+(z — ) dzdx+ (z—y) dxdy, kde P je plocha {(z,y, 2); 2 = V/a? + y%,z €
[0, 1]} [0]

2. Spoctéte [, dydz/z + dzdx/y + dxdy/z, kde P je povrch elipsy 22/a? + 2 /02 + 22/ = 1.

3. Spoctéte plosny integrdl 2.druhu funkce (xy,yz, xz) pies povrch krychle o délce hrany 1, se stranami
rovnobéznymi s rovinami soufadnic, prochédzejici body (0,0,0), (1,1, 1). [3/2]

4. Spoctéte [pxdydz + ydzdx + zdxdy kde P = {(z,y,2);x +y+ 2z = a, 2% +y% + 22 < a?} pro
a > 0. PouZijte vyjadfeni pomoci plosného integrdlu 1.druhu.

5. Spoctéte fP 0dydz+yzdzdx + 22 dxdy, kde P = {(z,y,2);y°> + 22> = a?,2 > 0,0 < z < a} je &ast
vilce (a > 0). Pouzijte definici plo§ného integralu 2.druhu pomoci skaldrniho souginu s normélou. [2a*]

Konec piiklada 3.
Otazky 3:

1. UkaZte vlastnosti uvedené hned po definici integrdlu, zvlasté zménu znaménka pii zméné orientace plo-
chy. Proc tato situace nenastane u plo$ného integralu 1.druhu?

2. Dokazte vztah mezi plosnymi integraly obou druht.

Konec otazek 3.
Cviceni 3: Pfiklad. Vypoctéte integral
I:/ rdydz +ydzdr + 2z dx dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovand ve sméru vnéjs$i normaly.

Reseni. Substituci pfevedeme integral do sférickych soufadnic.

Mnozina je kulatd a polarni soufadnice ndm pro-
vedou "narovnéni"do roviny.

PoloZme tedy

o(u,v) = acosucosv, P(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinv,

kde
€ (—m,m), €(—=,=
ué€ (—m,m), v (22>
Potom
I = /:L'dydz+ydzdw+zdxdy:
JM
o [T/ [2 : .
= a‘j/ (/ (0052 ucos® v + sin? u cos® v + sin? v COS V) dv) du =
Jm Nz
CEVAE ‘
= / (/ cosvdv)duzélwad,
—r \J-Z
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coz jsme méli spocitat.

| Problémy se zde nemohou objevit. I

| ProtoZe jsem tu taky ja. I

GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Greenova véta prevadi kiivkovy integrdl po jednoduse uzaviené kiivce na integral pres vnitiek této kiivky.

Konec cviceni 3.

Posunutim o dimenzi vySe by se mé€la dostat véta o prevodu ploSného integralu po jednoduse uzaviené plose
na integrél pfes vnitfek této plochy.

| Je to jenom narovndni do roviny. To bude snadné. I

Greenliv vzorec mél dvé podoby: pro kiivkovy integrdl ze skaldrniho soucinu s te¢nym vektorem nebo s
normalovym vektorem.

Pro plos$né integraly se musi pouZzit druhd vari-
anta.
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VETA. Necht' G je oteviend podmnozina prostoru a P je jednoduse uzaviend orientovana plocha lezic{ i
LA s p o 3 - . ~ 13 s sz .z . . ~
s vnittkem v G. Necht' f = (f1, f2, f3) je funkce G — R” majici spojité parcidlni derivace na G. Pak plati

74 (}‘1 (z,y,2)dydz + fa(z,y, 2) dxdz + f3(z,y,2) dxdy) =
Jp

C(O0h [ 9f2  Of
B 2z "oy T o, ) Bxdydz.
//P<(').17+(j)y+0z)<\(3(/

Dikaz je naznacen v Pozndmkdch a Otdzkdch.

Jak budou vypadat strany rovnosti z véty pro
tento jednoduchy piiklad?

——p  S(xpz)=(x00)

Podobné jako Greenova véta, dd se i Gaussova—Ostrogradského véta vyslovit pro kone¢nd sjednoceni ploch.

Je to stéle jenom varianta zdkladn{ véty analyzy?
A pokud tomu dobfe rozumim, jde o zdkon za-

e e

chovani vSeho. A nejobecnéjsi variantu asi nikdy
nenajdeme.

| Brzy najdeme nejobecnéjsi formulaci. I

Poznamky 4:
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V Otdzkdch je naznaCen dikaz Gaussova—Ostrogradského vzorce pro kvadr. Myslenka dikazu pro obecné
ptipustné téleso je obdobna jako v piipadé Greenovy véty:

T¢leso se pokryje neptekryvajicimi se kvadry a integral pies téleso je soucet integralti pres jednotlivé kva-
dry, které se vyjadii podle jiz dokdzaného vzorce jako plo$né integraly 2.druhu pres povrch kvadri.
Vzhledem k opa¢nym orientacim se plo$né integrdly ptes jednotlivé stény vyrusi. Da se oCekdvat, Ze zbude
plosny integral pfes hranici télesa.

Pokud se hranice télesa sklddd z obdélniki rovnobéznych se soufadnicovymi rovinami, je zfejmé posledni
véta predchoziho odstavce platnd. To bude pripad, Ze se pouZilo kone¢né mnoho pokryvacich kvadru.
Nyni staci uvazit, Zze az na libovolné ¢ lze jak trojrozmérny integrdl tak i potfebny plosny integral nahradit
integraly pres takové konecné sjednoceni, resp. pres jeho hranici.

Gaussova—Ostrogradského vzorec ma Siroké pouZiti v pfirodnich védach. Napf. pomoci tohoto vzorce 1ze
odvodit Archimedtv zdkon.

Pouziva se i v teorii gravitace.

Kdo je ten Gravitac?

Pomoci Gaussova—Ostrogradského vzorcese dd ukézat, Ze harmonicka funkce f(z,y, z) na télese s hra-
nici tvaru jednoduSe uzaviené plochy, je jednoznaéné urena svymi hodnotami na hranici. (f se nazyva

harmonick4, pokud (%)2 + (%)2 + (%)2 =0.)

To je tzasnd véc. Kone¢né harmonie v matema-

tice.

Konec pozndmek 4.

Priklady 4:
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1. Vypoctéte plosny integrdl 2.druhu z funkce (x,y, ) na sféfe z2 + y2 + 22 = a2 pomoci Gaussovy—
Ostrogradského véty.

2. Pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty vypoctéte plosny integrdl 2.druhu z funkce (zy, yz, 2z) na po-
vrchu krychle o délce hrany 1, se stranami rovnob&znymi s rovinami soufadnic, prochazejici body (0, 0,0), (1,1, 1).
[3/2]

Konec piikladu 4.

Otazky 4:
Dokazte Gausstv—Ostrogradského vzorec pro kvadr K se sténami rovnobéznymi s rovinami soufadnic, tj.
pro K = [a,b] x [c,d] x [p,q].
Postupujte podobné jako u dikazu Greenovy véty pro obdélnik.

ox oy

Potom rozepiste § . (f1(2,y,2)dydz + fa(z,y,2) dxdz + f3(z,y,2)) dxdy) podle jednotlivych stén
kvadru a porovnejte s vysledkem z predchoziho odstavce.

Nejdiive upravte .[K ( on 4 9fs | %)) dx dy dz podle definice trojrozmérného integralu.

| Kdo je hravy analytik, ten to hravé zvladne. I

STOKESOVA VETA

Konec otazek 4.

Greenovu vétu lze prenést o dimenzi vySe jesté
jednim zptusobem, a to na prostorovou kiivku,
kterd je hranici néjaké plochy.
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Na rozdil od Gaussovy—Ostrogradského véty se bude v tomto pripadé vychdzet z Greenova vzorce pro
skalarni soucin funkce a te¢ného vektoru:

VETA. Necht C je jednoduse uzavienad kiivka v prostoru, kterd je krajem po ¢astech hladké plochy (C'.

Necht' C'i C leZi v oteviené mnoZiné G, na které je definovéna funkce f = (f1, fo, f3) : G — R3 majici
spojité parcidlni derivace na . Pak plati

§ i) dx+ a2 dy + falo ) do) =

| 0fs _0f2\ 4oy 4 (201 _ 9Fs L (O0f2 OfiN .,
,/L(j' << Dy 0z > dy dz + ( 9 Oz ) dxdz + (w o > dxdy | .

Podobné jako Greenova véta, da se i Stokesova véta vyslovit pro plochy majici za kraj kone¢nd sjednoceni
jednoduse uzavienych kfivek v prostoru.

| Bla, bla, bla? Proc by ne. I
Priklady 5:

1. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty §-(ydx + zdy + 2 dz) pies kruznici {(x,y, 2); 22 4+ 2+ 22 =
r2 x+y+z=0}

@

2. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty § (32 dx+22 dy+22 dz) pres obvod trojihelnika s vrcholy (0,1, 1), (1,0, 1), (1,1,0)
a to jak pres ,vnitiek" tohoto trojihelnika, tak ptes tfi trojuhelniky spojujici vZdy dva vrcholy s pocatkem.

3. Vypottéte pomoci Stokesovy véty plony integral z funkce (1, —z, 0) pes horni polosféru { (x, y, 2); 2%+
y? + 22 =7r22>0}.
Ziskany kiivkovy integral spoctéte pomocé Greenovy véty.

Konec piikladd 5.

Otéazky 5:
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| Dokazte Stokesovu vétu ndsledujicim postupem. I

Necht’ ma (C' parametrizaci ® = (p(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v)) na intervalu I = [a,b] X [c,d] a obvod I se
zobrazi na kiivku C' pomoci 4 zobrazeni ®(t,0), ®(1,t), ®(¢,1), ®(0,¢) na [0, 1].

Vyjadiete integral fc(fl (z,y, z) dx podle definice pomoci zobrazen{ z obvodu I a dostanete 55(,1 (f1n du+
fipv dv).

Na tento integral pouZijte Greenovu vétu a dostanete

Pro jednoduchost predpokladejte fo = f3 = 0.

/1 (f1z((u,v), 9 (u,v), 7(u, ) J (7, ) du dv+

- /I (f1y(e(u, v), ¥(u,v), 7(u,v))J (@, 1) du dv.

Srovnejte tento vysledek s popisem plosného integralu 2.druhu pomoci parametrizace (pozor na znaménka).
Méli byste dostat f{c flz(z,y, z) dzdx — f1y(z,y, z) dxdy.
Totéz se provede pro funkee (0, f2,0) a (0,0, f3) a vysledky se sectou.

Rozmyslete si Stokesovu vétu. BTW, nechcete si
vymyslet svoji vétu?

Moje véta? Pockam do jara, jestli na Stokesové
vété néco nevyrasi.

Konec otazek 5.

POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

My
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Pro tuto velikost bude pouzivan termin mira.

Mira ani t€ZiSté€ ploch nebyly definovany, nésle-
dujici popis je zde bran jako definice.

DEFINICE.
. Mira po &astech hladké plochy P je rovna | p ds.

. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po &éstech hladké plochy P je rovna [ ph dS, kde h je funkce na P
uddvajici hustotu.

Vv

:fpxhdS T :fpyhdS T :fpzhdS

z 9
m Y m m

oy

kde m je hmotnost desky.

V integralech se musi za x, y, z, d.S dosadit pfislusné vyrazy podle toho, jak je plocha P popsina.

Citatelé ve vzorcich pro t&Zi3té jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm 3z nebo xz nebo zy
resp.

Opét stejné jako u pouziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazci, 1ze pouzit Gaussovu—Ostrogradského
vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

Je-li G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po ¢astech hladkou plochu JG, pak
objem V(G) télesa G (nebo jeho uzdvéru G) je roven

1
V(G):/ mdydz:/ dedZ:/ zdxdy:§/ (xdydz+ ydxdz + zdxdy).
oG oG oG oG

Poznamky 6:

Stokesovu vétu Ize pouZit na vypocet obsahu plochy kfivkovym integralem ptes kraj plochy (podobné jako
Greenovu vétu na vypocet obsahu rovinného obrazce pomoci kiivkového integrdlu) — viz Otdzky. Tento
pristup se prili§ nepouziv.

Obecné si muzeme zkusit algebraickou for-
micku:
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* (n.k)-rozmérna Greenova véta.

Obé zobecnéni Greenovy véty na Stokesovu
a Gaussovu—Ostrogradského se zdaji byt zcela
riznd a nepodobnd. AvSak neni tomu tak. Exis-
tuje obecnd véta, jejiz specidlni prfipady jsou
vSechny tii uvedené véty.

Jsou vidét alespon dvé spolecné véci téchto vzorcu: integrdl pres geometricky udtvar se prevadi na integral
pres jeho hranici, pficemz na hranici se bere dand funkce a na celém ttvaru se berou jisté kombinace derivaci

funkce.
/ dw = / w,
JP JOP

kde P je k-dimenziondlni ,hezkd" plocha v R™ s ,hezkym" krajem OP a w je tzv. (k — 1)-forma na P.

Obecna véta vypada ndsledovné:

Podle definice md k-formaw tvar 37 fiy i, (21, 2p) dagy ... dag,y .
i1l
A samoziejmné O-forma je f(x1,...,2n).

dw = Z (i afgjrl’[k dz; dz, ... dﬂ?%) .

ey 1=1

Potom

Je-li plocha P déna parametricky pomoci x; = @;(uy, ..., uz), kde (u1,...,u;) € D C RF,i =1,...,n,
pak

/Pw - /D (fil,.“,’ik((fgl(ulv"'7uk)’-“a§0n(ula"'7uk)‘](50i17“'7(70ik)) dUl... du’k:'

kde J jsou pfislusné Jakobidny.

Dosazenim rtiznych hodnot pro 1 < k < n se
dostanou zndma tvrzeni:

Pro k = n = 1 se dostane rovnost ]: fl(x)dx = f(b) — f(a).
Pro k = n = 2 se dostane Greenova véta.
Pro k£ = n = 3 se dostane Gaussova—Ostrogradského véta.

Pro k = 2,n = 3 se dostane Stokesova véta.
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Ozkousejte, co se dostane v pfipadech k£ =
I,n=2k=1,n=3.

Pochopil jsem jeding, Zze dzi dzg = — dxo dxy
atedy dz; dzy = 0. Smysl mi to nedava.

CitiS tam to "vektorovo"a "algebrai¢no"? To dé-
lali algebraicky skfitci a to se pak nediv ...

Konec pozndmek 6.

Priklady 6:

N

Vv

rovnou z.
3. Vypoctéte objem koule pomoci kiivkovych integrald.
Konec piikladu 6.
Otazky 6:
1. Ovéite vzorce pro objem V(G) télesa G pomoci kiivkovych integrald.

2. Najdéte vzorce pro vypocet obsahu plochy pomoci kiivkového integralu pres kraj plochy.

Ve Stokesové véte se musi nejdiive ploSny integrdl 2.druhu prevést na ploSny integrdl 1.druhu (napf. pomoci
smérovych kosintl).

Pak se musi zvolit funkce f tak, aby odpovidajici funkce v ziskaném plo$ném integralu 1.druhu byla rovna
1.
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| Je to vZdy mozné? I

STANDARDY z kapitoly

Konec otazek 6.

PLOSNE INTEGRALY

PLOCHY

Parametrizace plochy je vlastné udélani dvojroz-
mérného planu.
/_\

Musi se vlastné dana plocha "osahat". I
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n/2

-n/2 \y

Plocha je mnozina { (¢(u, v), ¥ (u, v), 7(u, v)); (u,v) € I}, kde p(u,v), ¥ (u,v), 7(u, v) jsou redlné spojité
funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roviné.

Predchozi plocha se nazyva uzaviend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice I se zobrazi do
jediného bodu.

Necht’ Py, P» jsou plochy zadané na intervalech I, Io resp., které maji spolecnou jednu svou stranu. Spo-
jeni ploch Py, P» je pak jejich sjednoceni definované na I; U I. Znaci se P + P».

Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni konecn€ mnoha ploch.

Plocha zadand parametry o (u, v), ¥ (u,v), 7(u, v) na intervalu I se nazyva hladkd, jestlize plati:

. funkce p, ¥, 7 maji spojité prvni parcidlni derivace na I;

% ot
( %32)
ov

. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u,v) € I s jedinou moZnou vyjimkou: obrazy bodd z hranice
I mohou splyvat.

. pro kazdé (u,v) € I ma matice

S

hodnost 2;

Pro dalsi ¢ast je ddlezity pojem kraj plochy P.

Kraj plochy se nékdy nazyva hranice, ale pak je nutné odliovat hranici plochy v R? (to je obvykle celd
plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

Pro pfedstavu si vezméte kruh, jakkoli poloZeny v prostoru, tfeba i zvlnény. Je jasné, co znamend kraj
tohoto obrazce.

Plocha s prazdnym krajem je totéZ, co uzaviend plocha.

Po castech hladka plocha je spojeni koneéné mnoha hladkych ploch.

Povrch krychle nebo vilce jsou piiklady po ¢astech hladké uzaviené plochy.

Kazda po éstech hladkd plocha je parametricky zadand redlnymi spojitymi funkcemi ¢ (u, v), ¥ (u, v), 7(u, v),
které jsou definované na néjakém omezeném intervalu I v roviné, pri¢emzZ ¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u, v) maji
spojité parcidlni derivace vSude v I kromé koneéné mnoha dsecek.

Po ¢astech hladkd plocha P, parametricky zadand zobrazenim ® na uzavieném intervalu I, se nazyva jed-
noduse uzavrend jestlize ® je prosté na vnitiku 7, konstantni na hranici / s hodnotou riiznou od hodnot na
vnitiku 7.
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Jednoduse uzaviend plocha P rozdéluje prostor na dvé souvislé Casti, jednu omezenou, zvanou vnitfek
(znaceni ¢ P) a druhou neomezenou.

Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou stranich plochy, jedna se oznac¢i za kladnou a druhd za
Z&pornou.

Ne vSechny plochy 1ze orientovat — typickou ne-

orientovatelnou plochou je Mobityv list.

Je-1i plocha orientovédna, norméla vzdy sméfuje nad kladnou stranu.

wevs

U jednoduse uzavienych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere vnéjsf strana a nor-
madla tedy sméfuje ven, nikoli dovnitf.

U grafi funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horn{ strana.

Orientace hladké plochy znamend, Ze v kazdém jejim bodé je uréen smér normaly a to spojitym zptisobem:

jestlize pijdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané ploSe, musite dojit do vychoziho bodu ve stejné
poloze.

Je-li orientovand kfivka C' Casti kraje orientované plochy P, ika se, Ze ob¢€ orientace jsou souhlasné, jestlize
pfi chdzi po kfivce v kladném sméru a po kladné strang plochy, mate plochu po levé strané.

Nebude-li feceno jinak, bude se vzdy predpokladat, Ze plochy a jejich kraje jsou orientovany souhlasné.
Musi se davat pozor pfi orientaci po ¢astech hladkych ploch, protoZe ve styénych hranach obecné neexistuji
normaly.

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uzaviené ktivky, které jsou
orientovany souhlasné s piisluSnymi plochami. Pak je cela plocha orientovéna, jestlize Casti krajt, které se
stykaji (pravé dvé) jsou navzdjem orientovany opacné.

PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU

V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska d.S okolo tohoto bodu dd povaZovat za rovinnou a zjisti se
pomér jeji velikosti ku poméru jejiho primétu, napt. do roviny xy (neni-li tento primét dsecka nebo bod).
V roving zy ma pramét velikost dz. dy. Skute¢nd ploska ma velikost v&tsi, ato d.S = dx. dy/| cos~y|, kde
~y je tihel, ktery svird normadla k ploSe v (z, ¥y, z) s rovnob&zkou v (z,y, z) s osou z v kladném sméru.

Je nutné predpokladat, Ze | cosy| # 0, tj., Ze ploska neni rovnobé&znd s osou z.
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bodé plochy aspoii jeden uvedeny kosi-
nus nenulovy.

Ve vz

Plocha se rozdéli na nejvyse tii Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Integral ptes plochu P je
pak souctem integralil pies tyto Casti.

Podle volby takové ¢asti se berou praméty i do rovin zz nebo yz a dostévaji se velikosti plosek da. dz/| cos 3],
resp. dy. dz/|cos |, kde dhly 3, « jsou opét Ghly mezi normélou a pfislu§nymi osami (y, resp. x). Kosiny

téchto thli se nazyvaji smérové kosiny normaly.

Y

DEFINICE. Necht' f je funkce zadand na hladké plose P, na které je v kazdém bodé€ cosy # 0. Pak se
definuje plo$ny integrél 1.druhu funkce f pres plochu P jako

Bude zadefinovan integral 1. druhu pfes projekci
M plochy na rovinu zy.

B dz dy

Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné .S, x, y, v musi dosadit pfislusné hodnoty
(viz dale).

Pozadavek nenulovosti smérového kosinu lze oslabit podminkou, Ze mize nabyvat O jen na malé mnoZiné

(nulové).

VETA. Necht plocha P je grafem funkce h(x,y). Potom

\(t()lsy B \/1 - <%>2 - (%)2
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Uhel ~ se samoziejmé méni spolu s bodem
(z,y, z) a pro vypocet plo§ného integrélu je ob-

vykle tfeba cos y vyjadrit pomoci néjakych sou-
fadnic.




Plochy vSak byvaji ponejvice zaddny parame-
tricky. Tam je potfeba k prepocitini plosného
elementu plochy dS na plo$ny element inter-
valu parametrd du dv zapotiebi velikost norma-
lového vektoru n k plose v daném bodé.

Necht je plocha P ur€ena parametricky funkcemi ¢, ¢, 7 na mnoZziné A. Pak normdlovy vektor n k plose
je vektorovym soucinem vektort parcidlnich derivaci

n= (5050 a0) * (35 5)

Vektorovy soudin vektorl a = (a1, a9,a3) = a1i+ agj + ask ab = (by,ba,b3) = bii+ baj + bsk je

definovan
axb= al c;] (i{ —| 92 W] 9 ar a2 gy
T T T by bs by b3 by b
by by b3

Nyni 1ze napsat prevod plosného integralu 1.druhu na obycejny integral pfes rovinnou mnoZinu.

VETA. Necht' f je funkce definovand na hladké plose P.

1. Necht je plocha P grafem funkce h definované na mnozin¢ A. Pak

B v . Oh \2 Oh \2 v
1 f(S) dsS = /4 flx,y, h(x, y))\/l + ( 9 ) + ( a9y ) dxdy .

2. Necht’ je plocha P ur€ena parametricky funkcemi ¢, v, 7 na mnoZziné A. Pak

| f(S)ds = / flp(u,v),¥(u,v), 7(u,v)) n| du dv.
JP A

Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych soutradnic.
[ 1as
0B

o(u,v) = acosucosv, P(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinv,

Reieni. Mdme vypoditat integral

Sféru OB tedy parametrizujeme
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kde

Spocitdme parcidlni derivace
au(@ﬂ,[},T), 6’0(@71/)77-)

a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektorg.

Vysledek oznatme n = (n1, no, n3). Pak plati

n% + n% + n% = a*cos? .

3
/ ldS:a2/ / |cosv| dv du = 4ra?.
oB —mJ—

Priklad. Zintegrujte funkci x + y + z pres povrch krychle.

Dostavame

ol

Priklad. Vypoctéte [, 22 dS, kde P je ¢ast kuZele dand parametrizaci
T =rcospsina,y =rsinpsina, 2 =rcosa ,

r € [0,al,¢ € [0,27] aa € (0,7/2) je konstanta.

PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kftivkové integrily 2.druhu vyjadiuji napf. tok
kapaliny danou kfivkou.

Plosné integrdly 2.druhu budou vyjadiovat tok
kapaliny danou plochou.

DEFINICE. Necht P je hladka orientovan plocha a f : P — R3 ma soufadnice (f1, f2, f3). Pak se
definuje plo$ny integrdl 2.druhu funkce f pres P rovnosti

/ f.dn :/ (f1(z,y,z) dy dz + fa(x,y, z) de dz + f3(z,y,2) do dy) .
P R2

Integral na pravé strané je souctem ti{ integrald a kazdy lze brit ptes projekci plochy P do pfislusné roviny
(yz nebo zz nebo zy resp.).
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V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pres celou rovinu (rozumi se, Ze integrovand funkce se
dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

Podle uvedené definice plo§ného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou pfimo pocitat, protoZe napf.
ng( fi(z,y, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a z. Tato zdvislost se musi do integrdlu
dosadit.

2 Nz

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé ¢asti integralu podle toho, jak je plocha P zadana.

VETA. Necht f: P — R3 je funkce definovana na hladké plose P.

1. Necht je plocha P grafem funkce g definované na mnoziné A. Pak

/ fds = / (=fi(z,y,9(z,y)) 3*9 dz dy — fa(x,y,9(z,y)) ? dz dy + f3(z,y, g(x,y)) dz dy).
> Ja iy dy

P A

kden = (— 3—3 — 3—3 1) je normdlovy vektor k plose.

2. Necht je plocha P urena parametricky funkcemi ¢, 1, 7 na mnoziné A. Pak
/ fds = x| file(u,v),¥(u,v), 7(u,v))J (Y, 7) du dv
JP JA

+ / fale(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v))J(p,7) du dv
Ja
[ 0,0, 0). 70,0 T0,6) du do
A

kde znaménka pred integrdly se ur¢i podle souhlasu orientace plochy s obvyklou orientaci soufadnicovych
mnozin.

/ fdS = / f(z,y,9(x,y)) .n dz dy,
Jp Ja

kde

(0',9 oY 07) . (0@ oY OT)

ou’ Ou’ Ou v’ Ov’ v

je normélovy vektor k ploSe .

POZOROVANI. Necht f : P — R? je funkce definovand na hladké plose P. Potom
[ £a8= [ () cosat ooy cos s+ ooy, z)cosa) 45,
P P

/Pde:/Pf.%dS,

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P. Ve druhém vyjadieni jde o slozku f ve sméru
normdly k plose (spocitano skaldrnim soucinem f a jednotkového vektoru

% = (cos a, cos 3, cos7) .
Piiklad. Vypoctéte integral

I:/ rdydz +ydz dx 4+ z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.
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Reseni. Substituci pfevedeme integrdl do sférickych soutfadnic. PoloZme tedy
o(u,v) = acosucosv, P(u,v) =asinucosv, 7(u,v)=asinv,

kde

Potom

I = /xdydz—l—ydzdx—i—zdxdy:
M

T s
2
— 3 / ( / (cos? ucos® v + sin? u cos® v 4 sin? v cos v) dv) du =

—T

[

us
2

jus
2

cos v dv) du = 47ra3,

coz jsme méli spocitat.

GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Prostorova verze zdkladni véty analyzy porov-
ndva tok hranici a divergenci pole uvnitf mno-
Ziny:

VETA. Necht' G je oteviend podmnozina prostoru a P je jednoduse uzaviend orientovand plocha lezici i s
vnittkem v G. Necht f = (f1, f2, f3) je funkce G — R3 majici spojité parcidlni derivace na G. Pak plati

74 (}‘1 (x,y,2)dydz+ fo(z,y,2)dxdz + f3(z,y,2) dx (1}') =
JP

‘ 0/1 ()/2 0[:5
= (on oy T, ) xdvdz.
//P< ox - Oy + BP )““3 dz

STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze pfenést o dimenzi vyS3e, a to na
prostorovou kfivku, ktera je hranici néjaké plo-
chy. Jak vektorova funkce proudi podél hranice
plochy se poznd zintegrovdnim rotace funkce
uvnitf plochy.
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VETA. Necht' C je jednoduse uzaviena kiivka v prostoru, ktera je krajem po ¢astech hladké plochy (C'.
Necht' C i .C' leZi v oteviené mnoziné G, na které je definovana funkce f = (f1, f2, f3) : G — R3 majici
spojité parcidlni derivace na GG. Pak plati

7{ (frla,y,2) dx + fo(w,y, 2) dy + fa(,y, 2) dz) =

' dfs 0f 0ft  Ofs 0fy  0fi
SEEN 1y dz 9B Y axdz + (22— axay |
/,( (( oy 0z )“‘“*( 9z Oz )“”*( 9r oy >‘“"

POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

DEFINICE.
. Mira po &astech hladké plochy P je rovna | p ds.

. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po Eéstech hladké plochy P je rovna [ ph dS, kde h je funkce na P
uddvajici hustotu.

. Tézisté zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu h ma soufadnice

o _JprhdS - JpyhdS - [pzhdS

T Ly z
m m m

)

kde m je hmotnost desky.

V integrlech se musi za x, y, z, d.S dosadit pfislusné vyrazy podle toho, jak je plocha P popsana.

Citatelé ve vzorcich pro t&Ziité jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm 3z nebo xz nebo zy
resp.

Opét stejné jako u pouziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazct, 1ze pouzit Gaussovu—Ostrogradského
vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

Je-li G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po &astech hladkou plochu JG, pak
objem V(G) télesa G (nebo jeho uzdvéru G) je roven

1
V(G):/ mdydz:/ ydde:/ zdxdy:f/ (xdydz+ ydxdz + zdxdy).
oG oG oG 3 Joac

Mvew
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