PLOSNE INTEGRALY

V praxi se vyskytuje potfeba integrovat funkce nejen podle kiivych Car, ale 1 podle
ktivych ploch (napf. pres povrch koule).

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



PLOCHY

Plochy v prostoru, které byly zatim hlavné pouzivany, byly grafy funkci dvou pro-
ménnych.

To je, stejné jako u kiivek, specidlni pripad zadani plochy parametricky, nebo specidlni
ptipad zadani plochy funkci tfi proménnych (tj., jako mnoZina bodu spliiujicich rovnost
g(x,y, z) = 0 pro n€jakou spojitou funkci g, obvykle majici spojité parcidlni derivace).
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Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u,v), 7(y, v)); (u,v) € I}, kde p(u, v), Y(u, v), (u,v) FEEY5 550,
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roviné. Sy

Predchozi plocha se nazyva uzavrend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice ot
I se zobrazi do jediného bodu. Ugeni
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Kulovi plocha je uzaviend, povrch kvadru je uzavrenou plochou, graf funkce dvou
proménnych neni uzavienou plochou.

Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecCnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
/Znacise P, + P».

Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni kone¢né mnoha ploch.

Napft. povrch kvadru vznikne postupnym spojenim vSech obdélniki této plochy.

Plocha zadana parametry ¢(u,v), ¥ (u,v), T(u,v) na intervalu I se nazyva hladka,

jestlize plati:
1. funkce ¢, ¥, 7 maji spojité prvni parciadlni derivace na /;

dp 9% or

(5’_35 i 32)

ov Ov
hodnost 2;

v
3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u, v) € I s jedinou moZnou vyjimkou:
obrazy bodt z hranice I mohou splyvat.

2. pro kazdé (u,v) € I ma matice

Kraj plochy se nékdy nazyva hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?
(to je obvykle cela plocha) a hranici, ktera se tu nazyva kraj.

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli poloZeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné,
co znamena kraj tohoto obrazce.

Presna definice je dost komplikovana a nebude zde uvadéna. V pripadech zde pouzi-
vanych bude intuitivné jasné, co kraj plochy znamena.
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Plocha s prazdnym krajem je totéz, co uzaviena plocha.

Po c¢astech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.

Ptikladem je povrch krychle nebo valce, nebo ,leporelo”, ,,snéhuldk" nebo lemniskata
vynasobend useckou.

Povrch krychle nebo vilce, 1 ,,snéhuldk”, jsou priklady po Castech hladké uzaviené
plochy.

Kazda po Castech hladka plocha je parametricky zadand realnymi spojitymi funkcemi
o(u,v),¥(u,v), 7(u,v), které jsou definované na néjakém omezeném intervalu / v ro-
viné, pric¢emz ¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u, v) maji spojité parcidlni derivace vSude v I kromé
konec¢né mnoha usecek.

Po Castech hladka plocha P, parametricky zadan4 zobrazenim ® na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednoduse uzaviend jestlize ® je prosté na vnittku /, konstantni na
hranici I s hodnotou riznou od hodnot na vnitiku 1.

JednodusSe uzaviena plocha P rozdé€luje prostor na dvé souvislé Casti, jednu omeze-
nou, zvanou vnitfek (znaCeni ¢ P) a druhou neomezenou.

Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou strandch plochy, jedna se oznaci za
kladnou a druha za zapornou.
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Je-1i plocha orientovana, norméla vzdy sméfuje nad kladnou stranu.
U jednoduse uzavienych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnéjsi strana a normadla tedy sméfuje ven, nikoli dovnitf.

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.

Orientace hladké plochy znamen4, Ze v kazdém jejim bod¢ je uren smér normaly a to
spojitym zplusobem: jestliZe ptijdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané plose, musite
dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.

Je-li orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze obé orientace
jsou souhlasné, jestliZze pti chtzi po kiivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.
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Jde se tudy -

Nebude-li reCeno jinak, bude se vzdy predpokladat, ze plochy a jejich kraje jsou ori-
entovany souhlasné.

Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styCnych
hrandch obecné neexistuji normaly.

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uza-
viené kiivky, které jsou orientovany souhlasné s prisluSnymi plochami. Pak je celd plo-
cha orientovana, jestlize ¢dsti kraji, které se stykaji (pravé dvé) jsou navzajem oriento-
vany opacne.

Poznamky 1 Priklady 1 Otéazky 1
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU

Myslenka vypoctu integralu funkce f : P — R na ploSe P je podobna jako u kfivko-
vého integrélu 1.druhu.

Pomoci urCovacich parametrickych funkci se plocha ,,narovnd" a spocita se integral
pres podmnoZinu roviny.

Ono narovnani je trochu slozit€j$i nez u kiivek. Tam bylo nutné prisluSnou funkci
vyndsobit faktorem ktery odpovidal zméné délky pfi narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy
pfi narovnani.

V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu dd povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejiho primétu, napt. do roviny xy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

V rovin€ xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢nd ploska ma velikost vétsi, ato d.S =
dz.dy/| cosv|, kde v je dhel, ktery svird norméla k plose v (x,y, z) s rovnobézkou v
(x,y, z) s osou z v kladném sméru.

Je nutné predpokladat, ze | cosy| # 0, tj., Ze ploSka neni rovnobéZna s osou z.
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XYy

Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod¢ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

Plocha se rozd€li na nejvyse tfi Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte-
grél pres plochu P je pak soucCtem integralli pres tyto ¢4sti.
Podle volby takové Casti se berou priméty i do rovin xz nebo yz a dostavaji se ve-

likosti plosek dz.dz/|cos 3|, resp. dy.dz/|cosal, kde thly 3, a jsou opét thly mezi

normélou a prisluSnymi osami (y, resp. x). Kosiny téchto ihll se nazyvaji smérové ko-
siny normaly.

DEFINICE. Necht f je funkce zadana na hladké ploSe P, na které je v kazdém bod¢
cosy # 0. Pak se definuje ploSny integral 1.druhu funkce f pres plochu P jako

[#sas= [ rot
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Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné S, , y, v musi dosa-
dit prislusné hodnoty (viz ddle).

Samoziejmé Ize poZadavek nenulovosti smérového kosinu oslabit podminkou, ze miiZe
nabyvat 0 jen na malé mnoziné (nulové).

Pfimo z definice lze ukéazat nasledujici vlastnosti:

POZOROVANI. Nisledujici 2 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni
nerovnost plati, pokud existuje leva strana.

1. [o(af(S)+ Bg(S)) dS =a [, f(S) dS+ B [5g(S) dS; S
2. fpyop, F(S) 48 = [, F(S) dS + [y, (S) aS:

spojer}f ploch
3. | Jp £(S) dS| < O(P) maxsep | f(S)|, kde O(P) je obsah plochy P. hladi plocha

po castech hladka
plocha
[jhel v e v v _ o, 1 b d 7 v 1 4 /h . /1 jedn.uzavfené
7y S€ SamoZrejme meni Spolu s bodem (ﬂf, Yy, Z) a pro VypOCCt plosneno 1ntegra u plocha
2 b 14 A £ A q T 1 orientace plochy
je obvykle treba cos v vyjadrit pomoci néjakych souradnic. plotng intesnd] 1 dahu
vlastnosti 1.dr.
v , . . ) smérové kosiny
VETA. Necht plocha P je grafem funkce h(z, y). Potom popis 1.dr.
L plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.

! - (0h>2 N (0/1)2 | Fof 2.1

| cos | or Oy Gauss-Ostrogradskij

Stokes

M

objem pomoci ploS.int.

STANDARDY
v Pozndmky
VETA. Necht’ je plocha P ddna parametricky rovnostmi & = ©(u,v),y = ¥(4,0), 2 = |oxidadgs
7(u, v). Potom ICEE R
| _VEG-F
[cosy] ~ T(p, ) EREEEEES
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kde
2 2
B (50) + (5) + (au>

_0pN\2 (O 2
0~ () L) fa)
_ Opdp  0YOyY 0TIy
re 8u8®+6’u8v+8u7fu'
a J(p, 1) je Jakobian funkcei ¢, 1.

Nyni Ize uvést prevod plosného integralu 1.druhu na obycCejny integral pres rovinnou
mnoZzinu.

VETA. Necht f je funkce definovand na hladké ploe P.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce h definované na mnoziné A. Pak

/f ) dS = /f.ry, (x,y)) \/1+<gz> +<%>2dxdy.

dy
2. Necht’ je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, 1), 7 na mnoziné A. Pak

/Pf(S) dS = /Af(gp(u,v),w(u,v),T(u,v))\/ EG — F? du dv.
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PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

DEFINICE. Necht P je hladkd orientovand plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plosny integral 2.druhu funkce f pfes P rovnosti

P R2

Integral na pravé strané je souctem tii integrali a kazdy lze brat pres projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo zy resp.).

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pres celou rovinu (rozumi se, ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).
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Opét se snadno ukdze:

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.
L Jp(af(S) + Bg(S5))dS = o [ f(S)dS + B [ 9(5)dS
2. fP1+P2f(S)dS: fp f(S)dS+fP2f(S)dS;
3. [ £(5)d8 = [, £(5)dS:

g : v 1 - , o . v » LEKCE23-IPL
Podle uvedené definice plosneho integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou pfimo  plochy

. . v S, . uzaviend plocha
poc:ltat protoze napr. fR2 fi(z,y, z) dy dz obsahuje i promé&nnou z, ktera zavisi na y a spojen ploch
adka plocha
kraj plochy
“Tato zavislost se musi do integralu dosadit. 0 ot Ikl
plocha

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé Casti integralu podle toho, jak je plocha P jedn.vzaviens
, plocha
zadana. orientace plochy
plosny integral 1.druhu
o : Vlastns)sti %.dr. .
VETA. Necht f: P — R’ je funkce definovana na hladké plose P. ;‘gllffs"fdlrfos‘“y
e . P o plos$ny integral 2.dr.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce g definované na mnoZiné A. Pak Viastnosti 2.d.
popis 2.dr.
> d d( d( vztah 1.2.dr.
. . v uss-Ostr gr Skl]
£dS = [ (= filw,y, 9(x,9) 2 do dy—folz, y, 9(2,)) 2= dz dy+fo(z,y, g(w, (b Y
P A 7 ox 0" Yy tézisté desky
: ‘ objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



.1, 7 na mnoziné A. Pak

) (1,

2. Necht’ je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢

R
l‘(ll ‘/U>= T("U/a

fdS = £ 7) du dv

A

== fo(p(u, v),
A

+ [ file(u,v), Y(u,v), 7(u,v))J (@, ) du dv,
JA

kde znaménka pred integraly se urCi podle souhlasu orientace plochy s obvyklou
orientaci souradnicovych mnoZzin.

v))J(p,7) du dv

Posledni véta o urCeni znaménka znamena, napt. pro posledni integrél na pravé strané,
ze znaménko bude stejné jako znaménko Jakobianu J(y, 1)), pokud pii pohledu seshora
na rovinu zy vidime kladnou stranu plochy v néjakém vybraném bode, ve kterém se
n¢jaké jeho okoli na plose zobrazuje prosté na rovinu xy.

POZOROVANI. Necht f: P — R? je funkce definovana na hladké ploSe P. Potom

/de: /(fl(x,y,z) cosa + fo(x,y,z)cos B+ fs3(x,y,z)cosy) dS,
P P

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P.

V integrélu [ p fdS lze tedy fdS chapat jako skaldrni soucin vektoru f s vektorem
dS = (cos a, cos B, cosy) dS

Poznamky 3 Priklady 3 Otéazky 3
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CvicCeni 3




GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Greenova véta prevadi kiivkovy integral po jednoduse uzaviené kiivce na integral pres
vnitrek této kiivky.

Posunutim o dimenzi vySe by se méla dostat véta o prevodu plosného integralu po
jednodusSe uzaviené ploSe na integral pres vnitiek této plochy.

Greentv vzorec mél dvé podoby: pro kfivkovy integral ze skaldarniho soucinu s teCnym
vektorem nebo s normdlovym vektorem.

VETA. Necht G je oteviend podmnoZina prostoru a I je jednoduSe uzaviena orien-
tovand plocha leZzici i s vnitikem v G. Necht f = (f1, f2, f3) je funkce G — R? majici
spojité parcidlni derivace na GG. Pak plati

jg (]‘1 (x,y,2)dydz + fo(x,y, 2) dxdz + f3(x, vy, 2) dxdy) =
])

Cr0fi Ofy  Ofs )
— ‘ : Lr 1 ~ ,1r .
«//P ( Oox - Jy T Oz ax ay dz

Diikaz je naznacCen v Pozndmkdch a Otdzkdch.
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o
&

— 3 f(xpz)=(x00)

Podobné jako Greenova véta, da se 1 Gaussova—Ostrogradského véta vyslovit pro ko-
necnd sjednoceni ploch.

Poznamky 4 Priklady 4 Otéazky 4
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STOKESOVA VETA

Na rozdil od Gaussovy—Ostrogradského véty se bude v tomto pripade vychazet z Gre-
enova vzorce pro skalarni soucin funkce a tecného vektoru:

VETA. Necht C je jednoduSe uzaviena ktivka v prostoru, ktera je krajem po Castech

hladké plochy (C'. Necht' C'1 .C' lezi v oteviené mnoziné G, na které€ je definovana
funkce f = (f1, f2, f3) : G — R majici spojité parcidlni derivace na G. Pak plati

§ (1609, 2) dx+ ooy, 2) dy + oo, ,2) ) =
C

/(' ((?)_];3 %];2 ) dy dz + (%_ (?)i)’ ) dx dz + (%%) dx dy

Podobné jako Greenova véta, da se 1 Stokesova véta vyslovit pro plochy majici za kraj
konecna sjednoceni jednoduse uzavienych krivek v prostoru.

Priklady 5 Otazky 5
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

Obdobn¢ jako u kfivkovych integralli, se nyni daji pocitat velikosti ploch a jejich té-
ZiSté.
Pro tuto velikost bude pouZzivan termin mira.

DEFINICE.
1. Mira po éastech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po astech hladké plochy P je rovna [ phds,
kde h je funkce na P uddvajici hustotu.

Y WV v

souradnice

:fpa:h dS T :fpyh dsS T _fpzh dS
X m ) Y m ) 2 m )

kde m je hmotnost desky.

V integrilech se musi za z, y, z, dS dosadit prislusné vyrazy podle toho, jak je plocha
P popsana.

Citatelé ve vzorcich pro t&Zisté jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm
yz nebo xz nebo xy resp.

Opét stejné jako u pouZziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazcu, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

Je-1i G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po Castech hladkou
plochu 0G, pak objem V' (G) télesa G (nebo jeho uzavéru G) je roven
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1
V(G):/andde:/aGdedZ:/aGZdXdy:g

‘ STANDARDY z kapitoly \
\ PLOSNE INTEGRALY \

/ (xdydz+ ydxdz 4+ zdxdy) .
oG
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/2

/
-n/2

Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u,v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.

~—

sféra
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Predchozi plocha se nazyva uzaviend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice
I se zobrazi do jediného bodu.

Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech [y, [ resp., které maji spolecCnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
Znaci se P| + P.

Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni konecné mnoha ploch.

Plocha zadand parametry o(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v) na intervalu I se nazyva hladka,
jestliZe plati:

1. funkce ¢, 1), T maji spojité prvni parcidlni derivace na /; LEKCE23-IPL
plochy

P2
QQ
34

2. pro kazdé (u,v) € I ma matice e
P hladka plocha
(%)
gg _ plocha .
v Jed]n.ulfavrena
plocha
orientace plochy
vlastnosti 1.dr.
3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u, v) € I s jedinou moZnou vyjimkou: S
obrazy bodi z hranice / mohou splyvat. plosny integrdl 2.dr.
e
Kraj plochy se pékdy nazyva hranice, e}le pak je 1/1ut,né odliSovat hranici plochy v R? Ganes. Ostrogradskil
(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj. Stokes

or kraj plochy
_) po Castech hladka
hodnost 2; plogny integral 1.druhu
vlastnosti 2.dr.
Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli poloZeny v prostoru, tieba 1 zvinény. Je jasné,  obiem pomoci plos.nt.

co znamena kraj tohoto obrazce. Pormimky
Plocha s prazdnym krajem je totéz, co uzaviena plocha. Piiklady
Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch. Otizky
Povrch krychle nebo vélce jsou priklady po Castech hladké uzaviené plochy. Cvicen
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Kazda po Castech hladka plocha je parametricky zadana realnymi spojitymi funkcemi
o(u,v),P(u,v), 7(u, v), které jsou definované na né¢jakém omezeném intervalu I v ro-
viné, pfi¢emz o (u,v), ¥ (u,v), T(u, v) maji spojité parcidlni derivace vSude v I kromé
kone¢n€ mnoha usecek.

Po Castech hladka plocha P, parametricky zadana zobrazenim ® na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednodusSe uzavrena jestlize ® je prost€ na vnitiku /, konstantni na
hranici / s hodnotou rtiznou od hodnot na vnitiku /.

JednodusSe uzaviena plocha P rozd€luje prostor na dvé souvislé Casti, jednu omeze-
nou, zvanou vnitfek (znaceni ¢ P) a druhou neomezenou.

Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou stranach plochy, jedna se oznaci za
kladnou a druha za zapornou.

Je-1i plocha orientovana, normala vZzdy sméfuje nad kladnou stranu.

U jednoduse uzavienych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnéjsi strana a norméla tedy sméfuje ven, nikoli dovnitf.

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.
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Orientace hladké plochy znamena, Ze v kazdém jejim bodé€ je urCen smér normaély a to
spojitym zplisobem: jestlize pujdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané plose, musite
dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.

Je-li orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze ob€ orientace
jsou souhlasné, jestliZze pfi chtizi po kiivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.

Jde se tudy -

Nebude-li reCeno jinak, bude se vzdy predpokladat, ze plochy a jejich kraje jsou ori-
entovany souhlasné.

Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styCnych
hrandch obecné neexistuji normaly.

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uza-
viené kiivky, které jsou orientovany souhlasné s prisluSnymi plochami. Pak je celd plo-
cha orientovana, jestlize ¢dsti kraji, které se stykaji (pravé dvé) jsou navzajem oriento-
vany opacné.
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU

V bod¢ (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejtho primétu, napt. do roviny zy
(neni-li tento pramét isecka nebo bod).

V roviné xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢na ploska ma velikost vétsi, ato d.S =
dz.dy/|cosv|, kde v je thel, ktery svird norméla k plose v (z,y, z) s rovnobézkou v
(x,y,2) s osou z v kladném sméru.

Je nutné predpokladat, ze | cosy| # 0, tj., Ze ploSka neni rovnobéZna s osou z.

Xy

Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bodé€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

Plocha se rozd€li na nejvyse tii Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte-
grél pres plochu P je pak souctem integralli pres tyto ¢4sti.
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Podle volby takové Casti se berou priméty i do rovin xz nebo yz a dostavaji se ve-
likosti plosek dz.dz/|cosB|, resp. dy.dz/|cos |, kde dhly /3, a jsou opét thly mezi
normadlou a pfislusSnymi osami (y, resp. x). Kosiny téchto ihll se nazyvaji smérové ko-
siny normaly.

DEFINICE. Necht f je funkce zadana na hladké plose P, na které je v kazdém bod¢
cos v # 0. Pak se definuje plos$ny integral 1.druhu funkce f pfes plochu P jako

[asyas= [ st

[cos ]
Na pravé strané je dvojrozmérny integrdl, v ném se za proménné S, x, y, ¥ musi dosa-
dit prislusné hodnoty (viz dale).
Pozadavek nenulovosti smérového kosinu Ize oslabit podminkou, Ze miize nabyvat O
jen na malé mnozin€ (nulové).

Necht je plocha P urena parametricky funkcemi ¢, ¢, 7 na mnoZziné A. Pak norma-
lovy vektor n k plose je vektorovym soucinem vektort parcidlnich derivaci
_ (8@ 0 87) 9 (8gp 0 87)
-~ \0u’ Ou’ Ou ov’ Ov’ dv
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Vektorovy soucin vektord a = (a1, as,a3) = aii + asj + ask a b = (by, by, b3)
bii + boj + b3k je definovéan

i j k as as a; asg|. ay a2
axb=lo g =} o i o g2 i+ |5 o2 |k

Nyni Ize napsat prevod ploSného integrdlu 1.druhu na obycejny integral pies rovinnou
mnoZzinu.
VETA. Necht' f je funkce definovand na hladké plose P. LERCE23-IPL

plochy
uzaviend plocha

1. Necht’ je plocha P grafem funkce n definované na mnozin¢ A. Pak spojen ploch
adka plocha
kraj Plochy
(‘)h 0h D) po castech hladkd
loch
f ) dS = f (x,y, h(x,y))4/ 1+ ( ) (—) dxdy . Pnuza
aL plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
> 3 P4 1 > y 211 vlastnosti 1.dr.
2. Necht je plocha P uréena parametricky funkcemi ¢, v/, 7 na mnoziné A. Pak SmEavé Kosiny
) ) ‘ plos$ny integral 2.dr.
- o / / 1 i 2.dr.
f(S)dsS = [ flp(u,v),¥(u,v),7(u,v)) n| dudv. Mibagst 2
P A vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

jedn.uzaviena
Yy
popis 1.dr.
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Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych soutadnic.

Mame vypocitat integral
/ 1ds.
OB

o(u,v) = acosucosv, P(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinuv,

Stéru 0B tedy parametrizujeme

kde

e (-mm), ve(-7,7)
Uu — 7.7 (V) —.,— ] .
9 ) 272

Spocitame parcialni derivace

au(90>¢77_>7 6v(90;¢77')
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a spoc¢itame vektorovy soucin téchto dvou vektord.
Vysledek oznaéme n = (ny, no, ng). Pak plati

n% =+ n% =+ n% — a* cos® v.

Ty
/ ldS:aQ/ / |cosv| dv du = 4ma’.
0B - J =5

Priklad. Zintegrujte funkci x + y + 2 ptes povrch krychle.
Priklad. Vypoctéte [ - z? dS, kde P je &ast kuZele dand parametrizaci

Dostavame

T =TCcospsina,y =rsinesina,z =1rcosa ,

r € 0,a],p € |0,2n] aa € (0,7/2) je konstanta.
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PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

DEFINICE. Necht P je hladka orientovand plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/ f.dn = / (i(z,y,2) dy dz + fa(z,y, 2) dz dz + f3(z,y,2) dz dy).
P R2

Integral na pravé strané je souctem tii integralt a kazdy lze brat pres projekci plochy
P do pfislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pres celou rovinu (rozumi se, ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

Podle uvedené definice plosného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [,»(fi(z,v, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a
z. Tato zdavislost se musi do integralu dosadit.

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé Casti integralu podle toho, jak je plocha P
zadana.
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9. Niehi? e pilcls 2 mite s iy e o, o o ne e AL P
/P fds = + /A £, ), (u, ), 7, 0)) T (W, 7) du do
L /A Faleo(t, ), (w, v), (1, 0)) T (0, 7) du dv
£ [ ol ), 6w 0), 70, 0) 1) du do,

kde znaménka pred integrialy se ur¢i podle souhlasu orientace plochy s obvyklou
orientaci soufadnicovych mnozin.

/fdssz(a?,y,g(x,y))-n dz dy,
P A
kde

_ (Op Oy OT Jdp Oy OT
e <8u’ au’ﬁu) . (81}’ 81}’81})
je normélovy vektor k plose .

POZOROVANI. Necht f: P — R3 je funkce definovand na hladké plose P. Potom

!/ﬁ$=/%@&@ww+bm%@ww+h@%@wwwﬁ
P P

/Pde:/Pf Hols




kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P. Ve druhém vyjadieni jde o
slozku f ve sméru normdly k ploSe (spocitano skaldrnim soucinem f a jednotkového
vektoru
n
W = (cos a, cos (3, cos7y) .
n

Priklad. Vypoctéte integral

I:/ rdydz 4+ ydzdx + 2 dx dy,
M

LEKCE23-IPL
. yd v . / 4 Vb &4 yd pIOChy
kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly. uzayiend plocha

spojeni ploch

Substituci prevedeme integral do sférickych soutadnic. PoloZzme tedy T o

. o po castech hladka
o(u,v) = acosucosv, P(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinuv, plocha
jedn.uzaviend
kde plocha
s S,
_ - plosny integral 1.druhu
u € ( T, ﬂ-)? v E ( 27 2) : vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
P otom plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
I = / rdydz +ydzdr + zdxdy = vztah 12.dr.
M

Gauss-Ostrogradskij
Stokes

3 7T 9 5 5 5 5 5 téi.i§té desky .
= a / ( / (cos” u cos® v + sin” u cos” v + sin” v cos v) dv> du = objern pomaoct plos.nt.
_m Pozndmky
2 123456789

T % Ptiklady
123456789
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. _% 123456789
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GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

VETA. Necht G je oteviend podmnozina prostoru a P je jednoduse uzaviend oriento-

vand plocha lezici i s vnittkem v G. Necht' f = (fi, f2, f3) je funkce G — R? majici
spojité parcidlni derivace na G'. Pak plati

j{g (fi(z,y,2)dydz + foz,y, z) dxdz + f3(z,y, z) dxdy) =

. ofi 0fy 0fs
_/LP< o + oy + 9, )dxdydz.




STOKESOVA VETA

VETA. Necht C je jednoduSe uzavrend kiivka v prostoru, kterd je krajem po Castech
hladké plochy «C'. Necht C' 1 (C lezi v oteviené mnoZiné GG, na které je definovana

funkce f = (f1, fo, f3) : G — R3 majici spojité parcidlni derivace na G. Pak plati

]i(ﬁ(x, Yy, z)dx + foz,y, 2)dy + f3(z,y,2)dz) =

/LC ((%—f’—%)dyder (%—%)d}(der (%—%—?)dxdy) |




POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

DEFINICE.
1. Mira po ¢astech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P je rovna [ ph dsS,
kde h je funkce na P udavajici hustotu.

3. Tézisté zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu & ma

souradnice
T fpxh dS _ fpyh dS 7 :fpzh dsS
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kde m je hmotnost desky.

V integrdlech se musi za z, y, z, d.S dosadit prislu§né vyrazy podle toho, jak je plocha
P popséna.

Citatelé ve vzorcich pro t&7isté jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm
Yz nebo xz nebo xy resp.

Opét stejné jako u pouZiti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazcu, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.
Je-li G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po ¢astech hladkou

plochu G, pak objem V (G) télesa G (nebo jeho uzavéru G) je roven

1
V(G):/ xdydz:/ dedz:/ dedy:§/ (xdy dz + ydxdz + z dxdy).
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