KRIVKOVE INTEGRALY

Ma-li se spocitat napt. spotieba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocitat integral z této vysky
podle zdkladny plotu.

Co kdy?Z je ale zakladnou plotu nikoli rovna dsecka, ale kiiva ¢ara?

Podobny problém vznikd, ma-li se spocitat prace vykonana pisobenim sily po néjaké kiivé draze.

Na vyfeseni tohoto tkolu zavedeme tzv. kiivkové
integraly.

Nejdfive bude nutné se podrobnéji podivat na pojmy tykajici se kfivek. Jsou to vétSinou pojmy z diferencidlni
geometrie a neni moZné v tomto textu vSechny potfebné pojmy podrobné probrat.

Pojmy, které predstavime, maji ndzornou inter-

pretaci a neni problém si vybudovat vlastni pfed-
stavu.

| Mam rad hezké kiivky ... I

KRIVKY

Kfivka muze byt zaddna riznymi zpusoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude feceno jinak, pravé toto
zadani bude pouZito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu z R. Jednd se vlastné o parametrické zadani,
protoZe spojité zobrazeni ® : [a,b] — R™ je n-tice spojitych redlnych funkci jedné proménné definovanych na
[a, b].

Kfivka v roviné je tedy popsédna spojitymi funkcemi ¢, : [a,b] — R jako mnoZina bodd {(¢(t), 1 (t));t €

[a, b]}.

Kfivka v prostoru je popsdna spojitymi funkcemi ¢, ¢, 7 : [a, b] — R jako mnozina bodt {(¢(t), 9 (), 7(t));t €

[a, 0]}

Pocateéni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud nenf orientace stanovena jinak — viz ddle). K¥ivky,
u kterych pocétecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uzaviené.
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Napt. elipsa, lemniskata (tj. ,leZatd osmicka"), obvod obdélniku jsou uzaviené kiivky.

Graf funkce jedné proménné nejsou uzaviené kiivky.

Ted si budeme s kiivkami hrat, nastavovat, spo-
jovat ...

Necht’ jsou dény dvé kiivky C1, C definované funkcemi ® : [a,b] — R™ a ¥ : [¢,d] — R", pficemZ koncovy
bod kiivky C je pocéteni bod kiivky Co, tj. ®(b) = ¥(c). Spojenim obou kfivek se rozumi kiivka, znaend jako
C1 + Cs, definovand funkei 7°(¢) na intervalu [a, b + d — ¢| pfedpisem

[ a(), t € [a,b];
T(t){ U(t+c—b), gigte[b,ber—c}.

Nasledujici definice a tvrzeni budou formulovany
pro rovinu. Na prostor se vét§inou prendseji zfej-

napovézeny v Pozndmkdch).

V dal$im textu bude pouZzivan pojem hladka kiivka. Je-li kfivka popsdna parametricky funkcemi ¢, 1/, znamena

to:
1. funkce ¢, ¥ maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je asponi jedna z derivaci ¢’ (t), ¢ (t) nenulovd;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a, b] s jedinou moZnou vyjimkou: pocéte¢ni a koncovy bod

mohou splyvat.



Napriklad oblouk, elipsa, graf spojité funkce majici spojitou derivaci na kompaktnim intervalu, jsou hladké
kfivky. Lemniskata nen{ hladkou kfivkou.

"Osmicka"se sama protind, jeji zobrazeni tedy
neni prosté. At se snaZite jak chcete. Zkusil
jsem.

Po castech hladka krivka je kfivka, kterd vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych krivek.

Napriklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po &astech hladké kiivky.

Pfiklad lemniskaty dava piiklad uzaviené kiivky, kterd vSak ma nepiijemny bod. V mnoha ptipadech Ize tuto
nepifjemnost obejit, pro jednoduchost ji v§ak vylouc¢ime v definici jednoduse uzaviené kiivky.

Necht’ je po ¢astech hladka kiivka C' spojenim kiivek C'q, Cs, ..., Cy, v uvedeném poradi. Kfivka C' se nazyva
jednoduse uzaviend, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzajem disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod kfivky C'p splyva s koncovym bodem kfivky Ci,

e pocatecni bod kiivky C; 1 splyvd s koncovym bodem kfivky C; proi = 1..n — 1.

Da se dokazat, podobné jako u kruZnice, Ze jednoduse uzaviend kiivka C' déli rovinu na dvé ¢asti: omezenou,
tzv. vnitrek kiivky C (znaceny (C') a neomezenou, tzv. vnéjsek.

Tomu jsem sdm nevéfil. N&jak se mi to nakonec
samo povedlo.

Neéktera tvrzeni zaslouzi zvlastni uznani. D.

V dal$im textu bude potieba orientace kfivky, tj. ureni kladného a zaporného sméru kiivky. Je-li C' orientovana
ktivka, znac¢{ —C mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orientaci.

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n&jakém intervalu [a,b] je kladnd orientace ddna (pokud neni uréeno
jinak) timto intervalem. Kladn4 orientace probihd od bodu ®(a) do bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

Kladné orientace jednoduse uzaviené kiivky (pokud nebude feceno jinak) je proti sméru pohybu hodinovych
rucicek. Pfesné&ji feceno: jdete-li po této kiivce v kladném sméru, méte jeji vnitiek po levé strané.



Kdo nyni postrada presnou definici, postrada i in-
tuici.

Tecny vektor u orientovanych hladkych kfivek bude oznacovan tucné, napt. dt. Bude-li funkce f s hodnotami
v rovin€ nebo prostoru chipana jako vektor, bude se téZ znacit tu¢né jako f.

| Davéam zde prostor vektorové predstavivosti. I

| Takzvany vektorovy prostor. I
Pozndmky 1:

Uvédomte si, ze graf spojité funkce f na [a, b] je specidlni piipad parametricky zadané kiivky: ¢(t) = ¢,9(t) =
f(t),t € [a,b]. Tato kiivka je hladkd pravé kdyZ f ma spojitou derivaci na [a, b].

Po castech hladké kiivky nemuseji mit v kone¢né mnoha bodech te¢ny. V té€chto bodech vSak maji te¢ny jedno-
stranné (zleva a zprava).

Uzavfené kiivky jsou specidlnim ptipadech tzv Jordanovych krivek, coZ jsou spojité prosté obrazy kruZnice (napf.
elipsa, obvod obdélniku). Jordanova kiivka v roviné déli (stejné jako kruZnice) rovinu na dvé souvislé ¢asti, jednu
omezenou (tzv. vnitiek) a jednu neomezenou (tzv. vnéjsek).

Toto dokdzat ale nenf jen tak. Nezkousejte to bé-
hem semestru.




Ani o prazdninéch.

Dal§i moZnosti zaddni kfivky v roviné je pomoci spojité funkce f(x,y) dvou proménnych, jako mnoZina boda
{(z,9); f(z,y) = 0}

Prvni dvé vlastnosti hladké kiivky se snadno pienesou na toto zadani (misto derivace se pouZziji parcidlni derivace).
Treti vlastnost se popisuje hife i kdyZ je jasné, co tato vlastnost znamend; obCas se nahrazuje vlastnosti, Ze v
kazdém bod¢ kiivky existuje jedind tecna.

V tomto textu se integraly pres takto zadané
ktivky nebudou studovat.

Protoze kazdé dva uzaviené omezené intervaly lze na sebe vzdjemné prevést rostouci (nebo klesajici) prostou
spojitou funkci, Ize dost volné naklddat s definicnimi obory kfivek.

Napt. u spojeni dvou kfivek bylo mozné predpoklddat, Ze oba intervaly [a.b], [c, d] na sebe navazuji, tj., Ze b = c.
Nebo, Ze prvni kiivka je definovéna na [0, 1, ] a druhd k¥ivka na [1, 2].

Kvili zachovani orientace kiivek je 1épe pouzivat rostouci funkce prevadéjici jeden interval na druhy.
Pokud orientace neni dalezita (napf. pro integraly 1.druhu), mdze se pouzit i klesajici funkce.

Obecné feceno, urcit kladnou orientaci hladké kiivky znamend urcit ze dvou moznosti sméru tecného vektoru prave
jeden, ktery se bude spojit¢ ménit. U po ¢astech hladké kiivky miize byt kladna orientace urcena svymi hladkymi
¢astmi, moZnosti je pak vice.

KFivky v prostoru. Zadani kfivek v roving¢ implicitnim tvarem pomoci funkce dvou proménnych nelze automa-
ticky pfenést do prostoru, protoZe rovnice f(xz,y,z) = 0 obecné uddvd plochu a nikoli k¥ivku. Lze v§ak pouZit
dvou funkef a kiivku zadat jako prinik dvou ploch, tj. jako mnoZzinu bodd {(z,y, 2); f(z,y,2) = 0,9(z,y,2) =
0}. Tato situace se vyskytovala u vdzanych extrémd funkci vice proménnych, pro kiivkové integrdly se v tomto
textu nebude pouZivat.

U prostorovych kfivek popsanych parametricky, 1ze kladnou orientaci chdpat stejné jako u rovinnych kfivek, tj.
pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych kiivek v prostoru zpisobem pouZzitym pro rovinné



kiivky nelze, protoze kifivka miize byt vselijak naklonénd nebo jinak slozita. Neni proto jasné, jak se na kiivku
postavit.
Orientace vzhledem k plose, kterou kfivka ohranicuje, bude popsana v pfisti kapitole.

Jsou ovSem prostorové uzaviené krivky, které Zadnou vhodnou plochu neohranicuji (napf. kraj Mdobiova listu).

V této kapitole nebude orientace prostorové
kiivky podstatnd.

Kfivky mohou mnohému z nés zatocit hlavou.
Pozor na né.

Konec poznamek 1.

| S orientaci nemdm problém. I
Priklady 1:

1. Najdéte po &astech hladkou funkei @ : [0, 1] — R, jejiZ obraz je obvod &tverce s vrcholy (0,0), (2, 0), (2,2), (0,2).

2. Najdéte po &éstech hladkou funkci @ : [0, 1] — R?, jeji# obraz tvoif osmicku tvofenou ze dvou kruznic, horni o
poloméru 1, spodni o poloméru 2. Osmicku si sami vhodné umistéte do roviny xy.

3. Naleznéte parametricky popis kfivky zadané rovnosti =2 4 3y3 = 7.



Co bude lepsi vyjadrit, = nebo y? Kdy by se clo-
vék mél vyjadrit sedmickou?

4. Jakou prostorovou krivku predstavuje parametrické zadan{

o(t) = 2sint ,(t) = 2cos(t), 7(t) = 4t ,t € [0,20]?

Je tato kiivka hladka? Je uzaviend? LeZi v néjaké roving?

| Vidim to, ale nevim, co to je ... I

Konec prikladu 1.

Otazky 1:
1. Najdéte linedrni rostouci funkci, kterd prevadi interval [a, b] na interval [c, d].

2. Misto linedrni funkce v pfedchozim piikladu pouzijte kvadratickou funkci. Lze pouZit funkei tvaru sin(az + )

pro néjakd o, § € R?
3. UkaZte, Ze elipsa je spojitym prostym obrazem jednotkové kruZnice.

I
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| S chuti do toho, pil je hotovo. I

4. * S pomoci véty o implicitnich funkcich ukaZte, Ze hladkd k¥ivka zadand rovnost{ f (z,y) = 0 je po Cdstech

hladka kiivka zadand parametricky.



| Malinké opacko, Zeeeeeeeeeeee. I

5. Rozmyslete si, pro¢ bylo snadné definovat orientaci kruZnice v roviné a proc to tak nejde v prostoru.

6. Je moZné pfirozené definovat orientaci prostorové uzaviené kiivky, kterd je krajem Mobiova listu?
7. Dokazte, Ze po ¢astech hladké krivky maji konecnou délku.

Konec otazek 1.

KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Postup, jak pocitat integrdl funkce podle kiivky
je pfirozeny: kiivka se narovnd do tuseCky a
spocte se integrdl z transformované funkce pies
tuto tsecku.

Kazdy kousek kfivky odpovidd kousku definic¢-
niho oboru zobrazeni, které popisuje kiivku. Spo-
jitd transformace dovoluje prepocitat velikosti
téchto kouskd.




Je to jako u jacobidnu - ten prepocitdval velikost
pred a po transformaci u vicerozmérného inte-
grélu.

Je to to samé. Vlastné jde o vétu o substituci mezi
rovnymi a kiivymi svéty.

% | Vidim, ale nevéfim. I

Tak jako u redlnych funkci na R dava integral z funkce identicky rovné 1 délku (miru) mnoziny, pres kterou se
integruje, mél by kiivkovy integral z identické 1 pies kiivku C' davat délku kiivky C.

V kapitole o pouziti integralu se délka kiivky vypocitala jako fC ds, kde ds symbolicky znacilo délku malické
casti kiivky, kterd se dala povaZovat za tusecku, takze se spocitala z Pythagorovy véty pomoci dx, dy.

| V podstaté jiz vSe bylo feceno. I

V souladu s timto znaCenim se bude integrél funkce f podél kiivky C' znacit |, ¢ f(s) ds, kde s jsou body kfivky
C.

Zpisob, jakym byla délka kiivky pocitdna, naznacuje, jak se bude pocitat kfivkovy integral.



| V podstaté nelze o¢ekavat problém. I

Problém prichazi necekané a ¢ekd na nas. Kiiv-
kové integraly budou dva.

Za chvili bude probiran jiny piistup integrovani funkci podle kfivky. Oba zptlsoby se odlisi v ndzvu jako prvni a
druhy druh.

Nasledujici definice je vhodna pro vypoCty v praxi se vyskytujicich piipadd, ale poZaduje po ¢astech hladké kiivky.

DEFINICE. Necht je ddna redlnd funkce f na po castech hladké kiivce v roviné zadané parametricky funkcemi
© a1 na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integral 1.druhu funkce f podél kiivky C' jako

b
/C f(s) ds = / F((ot) w () 2(t) + 92 (1) dt.

Ono to ds je nahrazeno osklivou odmocninou. A
ta se bude branit. Jinak O.K.

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni nerovnost plati, pokud
existuje levd strana.

L Jo(af(s)+ Bg(s)) ds = o [ f(s) ds + 8 [ g(s) ds;

2. Joyrcy, £(s) ds = [, f(s) ds+ o, f(s) ds:

3. [_o f(s)ds = [ f(s) ds;

4. | [ f(s) ds| < L(C) maxeec | £(5)], kde L(C) je délka kiivky C.

10



Predposledni tvrzeni fikd, Ze kfivkovy integral
prvniho druhu nezavisi na orientaci kfivky.

Pozndmky 2:
1. KdyZ si projdete ptedchozi definici a vlastnosti kifivkového integrdlu 1.druhu, zjistite, Ze nic nebrani pouZiti
komplexni funkce f, tj. funkce majici za hodnoty komplexnf ¢isla.

2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkei jedné proménné na R 1ze definovat kiivkovy integral 1.druhu
i pro nehladké kiivky.

Kfivka se rozdéli na kone¢né mnoho dilki C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak se vezme soucet ) _; f(s;)d(C;),
kde d(C;) je délka kiivky C;.

Je mozné se vyhnout délce kiivky a misto délky C; vzit vzddlenost krajnich bodu kiivky C;.

V dalsim kroku se vezme posloupnost téchto déleni kiivky, takovych, ze délky jednotlivych dilkt konverguji stej-
nomérné k 0, a limita souctd piislusnych k t€mto délenim.

JestliZe jsou limity pro vSechny takovéto posloupnosti déleni stejné, definuje se tato limita jako kiivkovy integrél
funkce f pres kiivku C.

Pro formalni smysl této definice je pouze tfeba, aby kiivka méla kone¢nou délku.

Pro spojité funkce na po ¢astech hladkych kfivkach davaji obé definice stejny integral.

Kfivkovy integral prvniho druhu ma4 velice blizko
k zndmé integraci redlné funkce.

| AZ na tu odmocninu ... I

3. Bylo moZné definovat kfivkovy integrdl jen pro hladké kiivky a pak dodefinovat kiivkovy integral pro po ¢astech
hladké kiivky jako soucet kiivkovych integralil pres jednotlivé hladké kiivky.

Ktivkové integraly se také vétSinou pocitaji jako soucet ptes ,hezké" kousky ktivek, napt. u hranice obdélniku se
seCtou integraly pres jednotlivé tsecky.

11



4. Je ziejmé, jak se definice kiivkového integrdlu 1.druhu piepiSe pro prostorové kiivky:

b
L as= [ e, 60,70 /e70) + 020 + 20 at.

Stejné tak i uvedend Pozorovani a predchozi poznamky plati beze zmény pro prostorové krivky.

Konec pozndmek 2.

Piiklady 2:
1. Spoctéte kiivkovy integrél 1.druhu funkce = + y pres obvod trojihelnika s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1).

Uvédomte si, Ze nezalezi na tom, v jakém sméru budete brat strany trojihelnika.
2. Spoététe kiivkovy integrdl 1.druhu funkce zy pres hranici elipsy 22 /4 + y? = 1 v l.kvadrantu, a to jak pomoc{

uvedeného vyjadreni kiivky jako grafu funkce, tak pomoci parametrického vyjadieni x = 2cost,y = sint,t €
[0,7/2]. [14/9]

| S tou odmocninou to bylo o chlup ... I

3. Vypoitéte kiivkovy integrdl 1.druhu funkce = — 3y? + z pies obvod prostorového trojihelnika s vrcholy
(0,0,0),(1,1,0),(1,1,1).

Konec ptiklada 2.

Otazky 2:
1. Ukazte, Ze kiivkovy integral 1.druhu z funkce identicky rovné 1 je roven délce kiivky.
2. Dokazte uvedena Pozorovéni, zvlasté peclivé druhé a tieti (i pro prostorové kiivky).

3. Dokazte pomoci substitucni véty, ze kiivkovy integral 1.druhu nezavisi na ekvivalentnim popisu kiivky (viz
Pozndmky 1 pro ekvivalenci kiivek).

4. Vysvétlete, pro¢ se zméni znaménko u integrace na intervalu, jestliZe se interval ,obrati", tj. [: flx)dx =
— jba f(x) dx, ale znaménko se nezméni u kfivkového integrdlu 1.druhu, jestlize se kiivka ,obrati", tj. fC f(s)ds =

J_c f(s) ds.

Maly hint: [~ se opét rozepiSe na | f , jenom
funkce parametrizujici kiivku —C' bude jind:
napf. obrazy bodd a a b se prohodi.

12



| Kdo ma zdjem? Je to lahidka. I

5%. Dokazte (podobnym zptsobem jako rovnost Riemannova a Newtonova integralu), Ze pro spojité funkce a
hladké ktivky je definice kfivkového integrdlu 1.druhu uvedené v textu ekvivalentni definici uvedené v Pozndm-
kdch.

| Je to tak. Vim to. I

6. V poslednim tvrzeni Pozorovani je ¢islo na pravé stran¢ konecné, pokud je f po ¢astech spojitd na C.

7. Ukazte, Ze kifivkovy integrdl 1.druhu pfes bod (tj., kfivku, kde piislusné funkce v parametrickém zadan{ jsou
konstantnf{) je roven 0.

Konec otazek 2.

| Konstantni kiivka mne dojima . .. I
Cviceni 2:

4 4 2
Priklad. Vypocitejte integrdl funkce f(x,y) = 23 + y3 definované na kiivce L dané vztahem 3 + y
2
a3,kdea > 0.

2
3

Napred jenom koukejte. Az to uz nepdjde, zkuste
premyslet. AZ to uz nepujde, tak to spocitime
"raz-dva".

13



Reseni. Kiivku Ize parametrizovat timto zpiisobem

o(t) =adcos®t, o(t) =a3sindt, te|-m, 7.

| Na to jsem nepomyslel, ale vypada to fikané. I

Pii derivovani podle ¢asu ¢ maji fyzici radi, kdyz
se pouzivaji tecky a dvojtecky:

Potom )
G2 (t) + Y% (t) = 94 sin? t cos? ¢.

MuzZeme tedy psat

4 4 4
/:CS +y3 dﬂcdy:/ (sin4t—|—cos4t)\/9aﬁsin2tc052tdt:~--:4a7.
L

—Tr

Kdy?Z se chci libit néjaké fyzicce, musim ty tecky

taky délat?

14



Ten piiklad mi dal nejvetsi praci pri vymysleni

zadani tak, aby to §lo spocitat. Slibuji, Ze se pristé
nebudu tolik snaZit ...

| A to si napfed nechal poradit. Jesté Ze ma u koho. I

23, 23 23
Xty T =a

e

AN

| Myslim se svoje ... I

KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU

V praxi se vyskytuji ulohy typu: spoCtéte, jakd prace byla vykondna lokomotivou pii jizdé vlaku po kiivé
dréze proti vétru.

Konec cviceni 2.

15



Pokud vlak jede chvili proti vétru, chvili po vé-
tru, mdZe nakonec vyjit nula.

A kdyZ se jede na okruzni cestu okolo oka huri-
kanu je vhodné zvolit spravny smér ;-)

Zkusime roviny pfipad.

Pocitame praci, tedy silu krat drahu.

Sila i kiivka jsou v tomto piipadé ,dvojrozmérné", sila je vektor a kfivka je popsdna svymi teCnymi vektory
dt = (dx, dy).

Prace je skalarni soucin sily a te¢ného vektoru drahy.

V praxi je jasné, jaky ma vektor teny smér. V obecném piipad€ to ziejmé neni a je nutné tento sméer
nejdrive zadat, tj. kfivku je nutné orientovat.

| Zakladni zajimavé piipady jsou na obrazku: I

[

b
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V prvnim piipad¢ i v druhém pripadé se celkova
prace rovnd nule.

Ale krom toho je spousta nezajimavych piipadd,
které se museji upocitat . ..

Z uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

DEFINICE. Necht je dina rovinnd po ¢astech hladka orientovand kiivka C' funkcemi ¢, ¢ na intervalu
[a, D] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, fo).
Pak se definuje kiivkovy integral 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako

b
/Cf(5)~dt=/C(f1($,y)dx+f2(%y)d3') :/a (F1le(®),v(1)¢' (1) + fa(p(t), v (£)9' (1)) dt .

Prvni dva integraly jsou ekvivalentni formy zapisu kiivkového integralu 2.druhu, tfet{ integral je jeho defi-
nice pomoci obycejného integralu redlné funkce jedné proménné na intervalu.

| To si promyslete. Dékuiji. I

Nasledujici zdkladn{ vlastnosti kiivkového integralu 2.druhu se opét snadno dokazuji. VSimnéte si rozdilu
oproti kiivkovému integrdlu 1.druhu u predposledni vlastnosti.

POZOROVANI. Nisledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.

1. [o(af +Bg).dt = o [, f.dt + 3 [, g dt;
2 Joro, fdt = [o f.dt+ [ f.dE:

3. f—C f.dt = —fcf. dt;
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| Pozor, tfeti vlastnost je jina! I

Nésledujici tvrzeni uvadi vztah mezi obéma kiivkovymi integrély.

POZOROVANI.

/ (r(a,y) dx + fole,y) dy) = / (f1(s) cosals) + fa(s)sina(s)) ds,
JC JC

kde a(s) je thel, ktery svird tecny vektor k C' v bodé s s osou .

| Nasledujici dvaha se ¢asto pouziva: I

Necht' C, D jsou dvé rizné jednoduse uzaviené kladné orientované po Castech hladké kiivky, které se
protinaji v kiivce K. Pak C je spojenim dvou orientovanych kiivek C'1, K1 a podobné D je spojenim dvou
orientovanych kfivek D1, Ko (v pofadi podle orientace), kde K1 a Ko je kiivka K s odliSnymi orientacemi.
Spojeni C7 + D1 je pak kladné orientovand uzaviena po ¢astech hladka kfivka.

Lo} D

K

POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R2, pak

/ fdt = / fdt.
C+D CI+D1
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U kiivkovych integralt je tfeba mit oCi oteviené.

Pozndmky 3:

Podobné jako u kfivkového integralu 1.druhu Ize i kfivkovy integrdl 2.druhu zadefinovat pomoci limit ,
,Riemannovych" souctd a to i na nehladké kiivce.

Ve vétsiné praktickych situaci staci definice uvedend v textu pro po Castech hladké ktivky.

Navic je nutné dodat, ze vypocet integralu pomoci limit soucti je v praktickych piikladech tézko provedi-
telny.

| NasSe definice jsou nejhez¢i. Jsem prosté takova. I

Uvedenym piistupem pomoci limit souctli se vétSinou definuji obé Casti integralu zvIast, tj. integrély
Jo fi(z,y)dxa [ fa(z,y) dy. Tim se ztrdci jejich vektorovy charakter.
Definuje-li se kiivkovy integrdl pomoci skalarniho soucinu vektort, snadno se z tohoto pristupu ziska

Je f1(z,y) dx jako specidlni pfipad, kdy funkce f = (f1, f2) méd druhou slozku fo nulovou. Podobné
pro integrél [, fa(z,y)dy.

| Neni nad sladké vektory. I

JestliZe si pod kfivkovym integrdlem 2.druhu pfedstavite praci vykonanou po dané kiivce vektorem (f1, f2),

fikd Pozorovani 2, Ze prace vykonand na n¢kolika spojenych kfivkach je souctem praci vykonanych na
jednotlivych kiivkach.
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Obrati-1i se smér kiivky, je zfejmé, Ze se zmeni
znaménko vysledku prace.

Mam rad zdpornou prici. Ke kladné prici se sta-
vim radéji zaporné.

Uvedeny vztah kiivkového integrdlu 2.druhu k integralu 1.druhu se mize zdat t€zko pouzitelny. Nekdy je
v8ak jednoduché popsat cos «(s) i sin «(s) a spoCitat pak kiivkovy integral 1.druhu.

Hodné si kreslete a miizete byt prekvapeni.

Hodné si kreslim a jsem pofdd prekvapend.

Pienos definice a Pozorovdni{ z roviny do prostoru je zcela formdlni, pfidanim tieti proménné.
Prvni a tfeti Pozorovani jsou v textu jiz formulovana nezavisle na dimenzi.

Uvédomte si, ze tieti Pozorovani neplati pro kfivkové integraly 1.druhu (najdéte priklad.)
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| Jednou jsem byl na pozorovani ... I

Konec poznamek 3.

Priklady 3:
1. Spoctéte kiivkovy integral 2.druhu z funkce (—y?, xy) po obvodu &tverce s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).
2. Spoctéte krivkovy integrdl 2.druhu z funkce (ﬁ, IQLTyQ) po kruznici o poloméru r se stiedem v
po&atku. '

3. Spoctéte kfivkovy integral 2.druhu z funkce (yz, 21/72 — y2, 2y) po &dsti Sroubovice x = 7 cost,y =
rsint, z = 2t,t € [0, 27]. PouZijte vyjadfeni integrdlu pomoci kiivkového integrdlu 1.druhu.

% | Ne. BTW, jednou jsem makal jak Sroub. I

4. Spoctéte integral [~ (ydx + zdy + x dz) pres kiivku z = a cos?t,y = av/2sintcost, z = asin?t.

Sroubovice je asi zaSroubovand slivovice . ..

SMYSL to neddva ani mné, ale spocitat to umim. I
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| Mam rad SMYSLné kfivky. I

5. Spoctéte integril z predchoziho piikladu pies kiivku, kterd je prinikem dvou ploch: {(z,y, 2); 22 + > +
22 = a?}, {(x,y,2);x +y + 2z = 0}. Zkuste rizné moznosti (napt. dosazeni za jednu proménnou z druhé
podminky, nalezeni parametrického vyjadrent, ...).

Konec priklada 3.
Otazky 3:

1. Dokazte vSechny vlastnosti Pozorovani, zvlasté peclivé polozky 2 a 3. Kde se projevi v definici kfivko-
vého integrdlu 2.druhu (tj. ve tfetim integralu v definici) zména orientace kiivky?

2. Dokazte druhé Pozorovani o vztahu obou kfivkovych integrald (pouZijte vypocet kosinu a sinu z trojud-
helniku s odvésnami dx, dy).

Pomoci tohoto vztahu a odhadu kfivkového integralu 1.druhu dokaZte znovu 3. tvrzeni prvniho Pozorovani.
3. Ukaite, Ze pro funkci f = (cos a(s), sin a(s)) je vysledkem integralu [ f. d¢ délka kfivky C.

4. Zformulujte definici kiivkového integralu 2.druhu pro prostorovou kiivku a funkci f = (f1, fo, f3).

5. Zformulujte druhé Pozorovéni o vztahu obou kfivkovych integrdlu pro prostor a dokazte jej.

6. Zapiste kiivkovy integrdl 2.druhu pro pfipad, kdy druhd slozka fo funkce f je nulovd a kiivka C' je
grafem funkce ¢ na intervalu [a, b].

| Tady tu$im Certovinu . .. I

7. Dokazte posledni Pozorovani.

| To je jednoduché, neni-liz pravda? I
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| Ja zazil jedno SUPERprolinani. I

8. Ukazte, Ze kiivkovy integral 2.druhu ptes bod (tj., kiivku, kde pfislusné funkce v parametrickém zadan{
jsou konstantni) je roven 0.

A pak Ze matematici nedovedou pocitat néco uZzi-
tecného.

To jsem jednou strasné moc chtél pracovat, ale
nemohl jsem se pohnout z mista. Nezaplatili mi
to...

Konec otazek 3.
Cviceni 3: Pfiklad. Vypoctéte integral
/L(y2 — %) do+ (22 — 2?) dy + (2 — y*) dz,
kde ktivka L je spojenim kfivek L1, Lo, L3 danych parametrizacemi
Ly: (t) =cost, ¥(t) =sint, 7(t) =0, t¢€ (0,

o

Lo:  (t)=0, ¥(t) =sint, 7(t) = cost, t¢€ (0, g) ,

|

Ls:  o(t) = cos(nt), ¥(t) =0, 7(t) =sin(nt), te€ <0, ;) .
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BTW, nevite kdo vymyslel ta spletitd fecka pis-
menka?

Regeni. Nejdifve spotteme integraly (2. druhu) po kiivkach L1, Lo, L3.

/ (2 =22 de + (22 -2 dy+ (2?2 —y?)dz =
Ly

-
.

/ (y? =22 de 4 (22 — 2P dy + (2® —y?)dz = —=
Lo 3

VB

(51112 t(—sint) + (— cos? t) cost + (cos? t — sin? t)O) dt =

(VB

(—sin3t—cosgt) dt = = ——.

Podobné zjistime, Ze

/ (2 —22)de+ (22 — 2P dy + (22 — y?) dz = —<.
Ls 3
Celkovy vysledek tedy bude

/(y2—zz)der(zQ—;L'Q)der(xZ—yz)dz: 777777 — 4
L 3 3 3

| Bylo to takhle: HOP, HOP a HOP. I

| HOP jé rad. I
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Konec cviceni 3.

GREENOVA VETA

Zakladni véta analyzy fikd, Ze na hranici mno-
Ziny pozndme, co uvniti délala derivace.

Vim a zndm. f: f(z) da

Vim a zndm se lehce fekne, v roviné to byla fuska
zaridit.

Ja si toho povazuji. Jsem pocténa prizni skiitku.
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Kfivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto zna¢i symbolem § a chdpe se pies kladnou orientaci
kiivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

Nasledujici velmi dilezita véta uvadi vztah mezi
kiivkovym integralem 2.druhu po jednoduse uza-
viené kiivce a integralem pres vnitiek této kfivky.

VETA. (Green) Necht' H je oteviena mnoZzina v roviné obsahujici jednoduse uzavienou kiivku C'i s jejim
vnittkem ¢C' a f = (f1, f2) je funkce H — R2 majici spojité parcidlni derivace na H. Pak plati

'iﬁ](‘[’*“) dx + fa(z,y)dy) /( ( > Ixdy .

Jio\ Ox 0Oy

Greenova véta mimo jiné iikd, Ze integral 2.
druhu po uzaviené kiivce pres konstantni vekto-
rovou funkci (vitr) je roven ploSnému integralu
pres nulovou funkci (Zddné viry, torndda a po-
dobné), tedy nule.

Taky tak se chova dést’. Kolik mi naprSeno do

spacdku, tolik vyteklo.
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Diikaz. V pfipadg, Ze C je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a,d), je diikaz snadny, protoze
podle definic prislusnych integralii je

b d b d
j{c(fl(w,y)derfz(w,y)dY):/a f1(x,6)dx+/c fz(b,y)dyf/a f1(x,d)dxf/c folary) dy

b b d b
[ (G252 ) axdy = [ (b~ Ran)dy = [ (filed)dx— Ale.e) dx
a obé pravé strany jsou stejné.

Podle posledntho Pozorovani z pfedchozi ¢dsti o kfivkovych integralech 2.druhu plati tedy Greendv vzorec
i pro kone¢nd sjednoceni nepiekryvajicich se obdélnikd v H, jejichZ hranici tvofi lomena Céra, ktera je
uzaviend.

Nynf{ si staci uvédomit (musi se to ovSem presn¢ dokazat), Ze 1ze najit takovouto lomenou ¢aru D libovolné
blizko kiivky C' v tom smyslu, Ze jak kiivkové integrily ptes C' a pfes D se budou lisit nejvyse o predem
dané € > 0, tak integraly pres «C' a pfes ono sjednoceni obdélnikl se budou lisit nejvyse o €. <

JestliZe se v Greenové rovnosti misto funkce (f1, f2) vezme funkce (— fa, f1), dostava se vzorec

]i(fl(w7y)dy—f2(x,y)dX) = /ic (%4‘%) dx dy .

Zde je v levém integrélu skalarni soucin f a normaly k C', ktery se Casto znaci jako f.dn.

| Dobte si promyslete predchozi dikaz. I

| Dali byste za néj ruku do ohné? I

Prectu si dukaz pro jistotu jesté jednou . ..
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Pozndmky 4:
1. Greenova véta v obecném tvaru.

Vv

Greenovu vétu lze zobecnit na konecny pocet kiivek. V tomto piipadé je ale jednodussi se na situaci divat
ne z hlediska kfivek, ale z hlediska mnoZzin majicich za hranici kfivky.

Oteviena mnozina G v roviné se nazyva souvisld, jestlize kazdé dva jeji body 1ze spojit lomenou Carou
lezici v G.

Necht’ G je oteviena souvisla mnozina, kterd ma za hranici 0G kone¢né mnoho disjunktnich, jednoduse
uzavienych kfivek.

Jako priklad lze uvést oteviené mezikruzi, nebo vnitiek elipsy s konecné mnoha kulatymi ,,dérami".

Je-li C' jedna z uzavfenych kfivek tvofici hranici, pak orientace C' vzhledem ke G se nazyva kladnd v
nésledujicim piipadé: stojite-li na kiivce tvafi v jejim kladném sméru, mate GG po levé strané.

U mezikruZi je tedy kladny smér vnéjsi kruZnice proti sméru pohybu hodinovych rucicek, u vnitfni kruZnice
je tomu opacné.

Jezdil jsem jako kaskadér s autem po hranici stie-

chy mrakodrapu a drZel jsem kladnou orientaci.

% Mém volant vlevo. Slo to snadno.

Pro zjednoduseni zdpisu bude pro jednoduché mnoziny G znacit fac soucet soucet kfivkovych integralt
2.druhu pfes jednotlivé uzaviené kiivky hranice, brané s kladnou orientaci vzhledem ke G.

To je Sikovny zdpis. Musi se ale zapojit vSechny
¢asti hranice.

VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)
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Necht’ G je oteviend souvisla mnozina, kterd md za hranici koneéné mnoho disjunktnich, jednoduse uza-
vienych kiivek a H oteviend mnozina obsahujici G U 0G.

Necht' f = (f1, fo) je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati
9f2 oh

ﬁ;G(fl(%y) dx + fa(z,y) dy) = /G <W ~ oy ) dxdy .

Stejné jako u zdkladni verze Greenovy véty lze vzorec psit ve tvaru

oft  0fa

fgdG(ﬁ(x,y)dy — fa(z,y) dx) = /0 ( Vi a—y)dxdy.

2. Greenova véta ma prirozené fyzikalni vysvétleni, které bude podrobnéji uvedeno v kapitole o vektorovych
funkcich.

Napf. v druhé formulaci znamend integral skalarniho souc¢inu vektoru f na kiivce C' s normalou kifivky tok
vektoru kfivkou C' (napf. tok kapaliny).

Dvojrozmérny integrdl znamend, kolik kapaliny uvnitt kiivky ptibylo nebo se ztratilo.

TakZe opét napiiklad, pokud bude tok vSude
stejny, uvnitt kfivky at’ uz bude jakdkoliv, bude
kapaliny porad stejné.

Slovo ,vhodné" tu pak znamend, Ze miizeme
snadno spocitat integrdl pfes tuto doplnénou
krivku i1 dvojrozmérny integrdl pies vznikly
vnitiek uzaviené kiivky.

4. V prvni formulaci Greenova vzorce je kiivkovy integrdl uveden podle definice a je to tedy integrdl ze
skaldrniho soucinu vektoru funkce a te¢ného vektoru.

Ve druhé formulaci je to kfivkovy integrdl ze skaldrniho soucinu vektoru funkce a normédlového vektoru
ktivky.

Zobecnéni Greenovy véty z roviny do prostoru se mize tykat jednak kfivek v prostoru, jednak ploch v pro-
storu. Hladka kfivka v prostoru nema obecné normdalovy vektor, ale mé jednoznacné urcené te¢né vektory;
proto se na tento piipad zobeciiuje prvni varianta Greenova vzorce.
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Naopak plocha (orientovand) nemd jednoznacné urcené te¢né vektory ale md normalovy vektor v kazdém
bodé, proto se pro tento pfipad zobeciiuje druhd varianta Greenova vzorce.

To pro pripad, kdy by G mohla byt tieba krychle
a OG by bylo Sest jejich stén.

Konec poznamek 4.

Priklady 4:
1. Prepoctéte kiivkové integraly z prvnich dvou Pfikladii ptedchozi Casti pomoci Greenovy véty.

2. Pouzijte Greeniiv vzorec na mezikruzi {(z,y);r < 2? + y?> < R}, kde 0 < r < R pro funkci
) (viz ptedchozi piiklad).

9y ___x _
(£E2+y27 m2+y2

Dovedete vysvétlit, k jakym problémtim doslo?
A proc?

3. Spottéte integrél |, C(ch2 dx—ya? dy) pres horni jednotkovou polokruznici doplnénim této polokruZnice
bud’ na kruznici nebo spojenim tseckou obou koncovych bodi, pak pouzijte Greentiv vzorec.

| Co bude jednodussi? I

4. Ovéite platnost Greenova vzorce na funkei ((z+y)2, 22+y?) a obvodu trojihelniku s vrcholy (1, 1), (3,2), (2, 5).

Konec piikladu 4.
Otazky 4:

Zkuste ukdzat platnost Greenovy véty v obecném tvaru pouZitim ndsledujici dvahy:

Jednotlivé kiivky hranice OG se spoji disjunktnimi lomenymi Carami (nékdy staci jednou Carou, nékdy
dvéma) tak, aby se vytvorily jednoduché uzaviené kiivky, jejichZ vnitiek pokryva G az na ony lomené ¢ary
(ty nehraji zadnou roli pfi dvojrozmérné integraci).
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G

Kazdou lomenou ¢aru probéhnete dvakrat, pokazdé v opacném sméru, takZe se pii souctu kiivkové integraly
pres tyto kiivky vyrusi a zbude jen soucet ptes kiivky hranice.

| Takové obrazky jsem kreslil jako maly. I

POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU

Podivite-li se nyni zpatky na popis délky kiivky nebo na postup pfi zjist ovani t€Zisté kiivky, zjistite, Ze
vzorce z kapitoly 15-iap se daji pfepsat pomoci kiivkovych integrald 1.druhu.

Konec otazek 4.

Musim uznat, Ze to je Sikovné. UZ mame néco
pfedem rozmysleno. Vyplatilo se to.

Premyslim a marné vzpomindm, kdy pfesné jsem
to zapomnél.

POZOROVANI.
1. Délka po astech hladké kiivky C je rovna |, c ds.

2. Hmotnost tenkého dritu majiciho tvar po ¢astech hladké kiivky C, ktery md v bodé s hustotu h(s), je rovna
Jo h(s) ds.
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Vv

nice (T, Ty), kde (m znac¢i hmotnost drétu)

T, — Jozh(s) ds T Joyh(s) ds .

m m

V integralech se musi za x, y, s dosadit pfislusné vyrazy podle toho, jak je kfivka C' popsana.

Citatelé ve vzorcich pro t&7i§t& dratu jsou (statické) momenty drdtu vzhledem k osdm y nebo z resp.

MV

moment kfivky vzhledem k roviné xy.

Na zakladé Greenovy véty lze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych rovinnych mnoZzin.

Necht’ G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven fG dxdy, tj. integrdlu z funkce identicky rovné 1

na G. Aby bylo mozné pouzit Greenilv vzorec, musi se vzit takové funkce f1, fo majici spojité parcidlni
: a oft | Ofs _

derivace na G, aby Fr t+ By = 1.

Nabizi se nékolik moZnosti, napf. f1(z,y) = z, fo(z,y) = 0, nebo naopak fi(z,y) = 0, fo(z,y) = y

anebo symetricky zvolené funkce f1(x,y) = z/2, fa(z,y) = y/2.

Tim se dostdvaji ndsledujici vzorce pro obsah
S(G) mnoziny G-

POZOROVANI.

Vv

2. Spoctéte plochu elipsy pomoci kiivkového integralu.

3. Spoctéte plochu astroidy 22/3 4 y2/ 3 = g2/3 pomoci kiivkovych integralti.

Vv

Cykloida = draha hiebiku v pneumatice
.......................................... >

CZOR(ORY
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| Tak to jsem mél cykloidu i na auté. I

Cviceni 5: Pfiklad. Pomoci Greenovy véty urCete obsah |G| plochy G uvnitf elipsy

Konec piikladd 5.

2 02

x Y
— +
a?

b—Q:l.

Reseni. Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi poldrnimi soufadnicemi
x=p(t) =acost, y=1(t)=bsint, te[-mmnl|.

Zvolme funkci f = (f1, f2), kde funkce jsou ddny vztahy f1(z,y) = —y, f2(z,y) = .

| To jsem se naucil v baru "U torndda". I
Podle Greenovy véty dostdvame

I fa(x Af1(x
/86‘ filz,y)dz + fo(x,y) dyz/G< an(z’y) - f1({§;y)> dxdyzQ/G dzx dy.

Jelikoz

G| = / de dy,
G

hledany obsah |G| pak bude roven

1 f 1 (7
|G| = f/ —ydr+azdy= - / ((=bsint)(—asint) + (acost)(bcost)) dt = mab.
2 Joa 2)-x

Ta f mohla byt i jina. Ta jediné jsem podle GRE-

ENovy véty pochopil. Nejsem zelenac.
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Konec cviceni 5.

| STANDARDY z kapitoly |
| KRIVKOVE INTEGRALY |

KRIVKY

Kfivka je spojity obraz kompaktniho intervalu @ : [a, b] — R"™, ® je tedy n-tice spojitych redlnych funkci
jedné proménné definovanych na [a, b]. Kfivka v roviné je popsédna spojitymi funkcemi ¢, : [a,b] — R
jako mnozina bodt {(p(t), ¥ (t));t € [a,b]}.

Kfivka v prostoru je popsdna spojitymi funkcemi o, ¢, 7 : [a, b] — R jako mnoZina bodt {(p(t), ¢ (t), 7(¢t));t €

[a, 0]}

Pocdtecni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud neni orientace stanovena jinak — viz ddle).
Kftivky, u kterych pocatecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uzavrené.

ah

Y (p(0), w(t)
a t b ©
> X

Necht’ jsou dény dvé& kfivky Cy, Cy definované funkcemi ® : [a,b] — R™ a ¥ : [¢,d] — R", pfiemz
koncovy bod kiivky C7 je pocdte¢ni bod kiivky Cs, tj. ®(b) = ¥(c). Spojenim obou kiivek se rozumi
kfivka, znacend jako C + Co, definovand funkci T'(¢) na intervalu [a, b + d — ¢] pfedpisem

B(t), rot € [a,b;
T(t) = { U(t+c—b), groté b,b+d—d.

Je-li kiivka ¥ popsédna parametricky funkcemi ¢, 1, fekneme, ze W je hladka kfivka, kdyz:
1. funkce ¢, ¥ maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je aspon jedna z derivaci ¢’ (t), v’ (t) nenulové;
3. kazdy bod kiivky je obrazem jediného bodu z [a, b] s jedinou moZnou vyjimkou: pocéte¢ni a koncovy bod
mohou splyvat.
Po c¢astech hladka kfivka je kfivka, kterd vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych kiivek.

Necht’ je po ¢astech hladkd kiivka C' spojenim kiivek C1,Cy, ..., Cp, v uvedeném pofadi. Kfivka C' se
nazyva jednoduse uzaviend, jestlize v§echny kfivky C; jsou navzdjem disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocateéni bod kiivky C7 splyva s koncovym bodem kiivky Cy,

o pocétecni bod kiivky Cy41 splyva s koncovym bodem kfivky C; pro¢ = 1..n — 1.

Da se dokazat, podobné jako u kruZnice, Ze jednoduse uzaviend kiivka C' d€li rovinu na dvé asti: omeze-
nou, tzv. vnitiek kiivky C' (znaceny ¢C) a neomezenou, tzv. vnéjsek.

V dal$im textu bude potieba orientace kfivky, tj. uréeni kladného a zaporného sméru kiivky. Je-li C orien-
tovana kfivka, znac¢i —C' mnozinové tutéz kiivku s opacnou orientaci.
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U kfivky zadané pomoci funkce ® na n&jakém intervalu [a, b] je kladnd orientace ddna (pokud neni ur-
Ceno jinak) timto intervalem. Kladnd orientace probihd od bodu ®(a) do bodu ®(b), tj. podle rostouciho
parametru.

Kladn4 orientace jednoduse uzaviené kiivky (pokud nebude feceno jinak) je proti sméru pohybu hodinovych
rucicek. Presnéji fe¢eno: jdete-li po této kiivce v kladném sméru, mate jeji vnitiek po levé stran€.

Priklad. Jakou prostorovou kfivku predstavuje parametrické zadan{

o(t) =sint,(t) = cos(t),7(¢t) =t,t € [0,27]?

| Je to Sroubovice. I

KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Postup, jak pocitat integrdl funkce podle kiivky
je pfirozeny: kiivka se narovnd do tusecky a
spocte se integrdl z transformované funkce pres

tuto usecku.

Necht’ je ddna redlna funkce f na po Castech hladké kiivce v rovin€ zadané parametricky funkcemi ¢ a
na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integrdl 1.druhu funkce f podél kiivky C jako

b
/ f(s) ds = / F((o(t), (022 (8) + 972(t) ds.
C a

Oznacme 7(t) = (¢'(t),9'(t)) te¢ny vektor kiivky v bod&. Pak substituujeme (velikost te¢ného vektoru je
néco jako Jacobidn):

5= (p(t),¥(t))
ds = |(¢/(t), ¥/ ()] dt = |7(t)] dt
b
/ f(s) ds:/ F((@(t), (@) |7 ()| dt.
¢ a
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Pro prostorové kiivky se pracuje se tfemi sloZkami

b
L0 as = [ peo. 00, 7000+ 020) + R0 at.

Priklad. Spoctéte kiivkovy integral 1.druhu funkce z+y pfes obvod trojiihelnika s vrcholy (0, 0), (1,0), (1,1).

Priklad. Necht' je ddna redlnd funkce H na hladké kiivce C' = [0, 1] (jde o jednotkovy interval na redlné
ose).
Necht’ jsou ddny dvé parametrizace ¢ : [a, 8] — C a f : [a,b] — C' s rostoucimi funkcemi ¢ a f.

Pak
/C H(s) ds = / * Hior /() dr / " Hio(r) ¢'(r) ar.
b b
/C H(s) ds = / H(f () £2(0) dt = / H(f(1)) f/(t)dt.

Dokazte, Ze se jednd o stejny vysledek pii obou parametrizacich.

Podobné

PouZijeme substituci 7 = ¢~ 1(f(t)). Pak

b
- / H(f(®) f(t) dt
A je to.

KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU

DEFINICE. Necht je dana rovinnd po Castech hladka orientovana kiivka C funkcemi ¢, ¢ na intervalu
[a, D] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, fo).

Pak se definuje kiivkovy integral 2.druhu funkce f podle kiivky C jako
b

/;f(S)dt:/C(h(m,y) dx + fa(@,y) dy) :/a (f1(e(®), v ()& (1) + fa(t), (1) (1)) dt.

Prvni dva integraly jsou ekvivalentni formy zdpisu kfivkového integrdlu 2.druhu, tfeti integral je jeho defi-
nice pomoci obycejného integralu redlné funkce jedné proménné na intervalu.

Bude-li funkce f s hodnotami v roving€ nebo prostoru chipana jako vektor, bude se téZ znacit tu¢né jako f.
Pro kiivku uvazujeme bod kfivky jako vektor t(t) = (x(t),y(t)). Pak formdlné ziskdme vektor dt =
(dx, dy).Zde dx/dt = ¢/(t)a dy/ dt = ¢/(¢), odtud vyjadiime dx a dy a pouZijeme nasledné substituci
ve tvaru

dt = (dx, dy) = (¢/(t), ¢/ (t)) dt = 7 dt .

Tedy
t = (p(t), ¥(t))
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Kdykoliv potiebujeme nahradime dx za ¢(t) dt
a podobné dy za '(t)dt. Podobné dt =
(dx, dy).

POZOROVANI. Pokud m4 smysl prava strana tak plati.

[ ra—- [ fae.
—C C

| To je dulezité pro piiklady. I
POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R2, pak

/ fdt = / fdt.
C+D C1+Dq

G

K

Piiklad. Spo¢téte kiivkovy integrdl 2.druhu z funkce (—%2, zy) po obvodu &tverce s vrcholy (0, 0), (1,0), (1,1), (0,1).
Priklad. Spo¢téte integral [, (y dx + zdy + x dz) pfes vhodnou kiivku.
Priklad. Zintegrujte konstantni vektorové pole pfes uzavienou kiivku na obrazku.
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GREENOVA VETA

| Jde o rovinnou verzi zakladni véty analyzy. I

b
| @ s = 10~ fta).
a
Kiivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chépe se pies kladnou orientaci
ktivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

VETA. (Green) Necht H je oteviena mnoZina v roviné obsahujici jednodusSe uzavienou kiivku C'i s jejim
vnittkem ¢C' a f = (f1, f2) je funkce H — R2 majici spojité parcidlni derivace na H. Pak plati

(o o N_ [ (9f2 0N e
'%(7('/1(1.]/) dx + fo(x,y)dy) = '/,’(’V ( Fr m)dxd} .

Diikaz. V piipadé, Ze C je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a,d), je diikaz snadny, protoze
podle definic piislusnych integrald je

b d b d
7fc<f1<x,y>dx+f2<x,y>dy>:/a fl(m,C)dX+/c f2<b,y>dy—/a fl(m,d)dx—/c folay) dy

a

[ (220 aay = [ (o) - a)as - [ (e - uto,0) ox

a obé pravé strany jsou stejné.

Greenovu vetu Ize psat

f et = (neax+peoa) = [ (G2 )axay.

Na levé strané se integruje ve skuteCnosti skaldrni soucin funkce f a te¢ného vektoru 7 = (dx, dy) ke
kiivee C'. Na pravé strané se integruje rotace vektorové funkce.

JestliZe se Greenova rovnost pouZije na pomocnou funkci (— fa, f1), dostava se vzorec

%Cf.dn:?é(fl(m,y)dy—fg(x,y)dx):/ic(%{;l—l—%J;Q)dXdy.
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Na levé strané se integruje ve skuteCnosti skaldrni soucin funkce f a normily n = (dy, — dx) ke k¥ivce C,
znacime analogicky f.dn. Na pravé strané se integruje divergence vektorové funkce.

VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

Necht' GG je oteviena souvisld mnozina, kterd md za hranici kone¢né mnoho disjunktnich, jednoduse uza-
vienych kiivek a H oteviena mnoZina obsahujici G U 0G.

Necht' f = (f1, fo) je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati

e plepan = [ (G250 )axay.

aG

Stejné jako u zdkladni verze Greenovy véty lze vzorec psat ve tvaru

]gG(h(x,y)dy— fa(z,y) dx) = /G <%+%—J;) dxdy .

Priklad. PouZzijte Greenlv vzorec na mezikruzi {(x,y);r < 22 +y? < R}, kde 0 < r < R pro funkci

(o3 )
POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU

POZOROVANI.
. Délka po &astech hladké kiivky C je rovna |, c ds.

. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké kiivky C, ktery md v bodé s hustotu h(s), je rovna
S h(s) ds.
C

Vv

nice (T, Ty), kde (m znac¢i hmotnost drétu)

m m

Tz:

V integralech se musi za z, y, s dosadit prislusné vyrazy podle toho, jak je kiivka C' popséana.

Citatelé ve vzorcich pro t&7i§t& dratu jsou (statické) momenty drdtu vzhledem k osdm y nebo z resp.

M

moment kfivky vzhledem k roviné xy.

Na zdklad€ Greenovy véty lze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych rovinnych mnoZin.

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven fG dx dy, tj. integralu z funkce identicky rovné 1

na G. Aby bylo mozné pouzit Greenilv vzorec, musi se vzit takové funkce f1, fo majici spojité parcidlni

derivace na G, aby % + %—f; =1.

Nabizi se né€kolik moZnosti, napt. fi(x,y) = x, fa(x,y) = 0, nebo naopak fi(z,y) = 0, fo(z,y) =y
anebo symetricky zvolené funkce f1(z,y) = z/2, fo(z,y) = y/2.

POZOROVANI.

s@= [ ady=—[ yax=3 [ way-ya.
G G 2 Joc
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Piiklad. Spoctéte plochu elipsy pomoci kfivkového integralu.

Pomoci Greenovy véty uréime obsah |G| plochy G uvnitf elipsy
2 2
x
L
a b
Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi polarnimi souradnicemi
x=(t) =acost, y=1(t)=bsint, te[-m ]

Zvolme funkei f = (f1, f2), kde funkce jsou dény vztahy f1(x,y) = —y, fa(z,y) = .
Podle Greenovy véty dostdvame

dfo(x ofi(x
téGfﬂxJDdx+fﬂzﬂ)mr:/L< ﬁg;y)— féyW)>dzdy:2/dedy

Jelikoz

Gl = [
G
hledany obsah |G| pak bude roven
1 1 (7 . .
le =7/ —ydm—i—xdy:f/ (—bsint)(—asint) + (acost)(beost)) dt — mab,
2 Jac 2 )

Priklad.

Vv

Cykloida = draha hiebiku v pneumatice
__________________________________________ >

TN
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