INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

V predchozich kapitolach bylo uvedeno mnoho piikladl na pouziti integrdlu funkci jedné proménné.

Je ziejmé vhodné mit k dispozici podobny néstroj
i pro funkce vice proménnych. Vytvorime si jej.

Na to se tésim. I

Integraly funkci vice proménnych jsou zobecné-
nim jednorozmérného ptipadu. VSimnéte si, kde
se objevi néco opravdu nového.

Budu se snazit. Podobné jako u funkci jedné pro-
ménné, Ize i integral funkci vice proménnych de-
finovat vice zptsoby.




Integrdl funkci jedné proménné byl definovin
jednak cisté analyticky (pomoci primitivnich
funkci, tedy pomoci derivace) a jednak geome-
tricky (pomoci limity obsaht jistych ploch).

ANO. To byly fundamentdlni myslenky, které
tvori jednorozmérny integral!!!

Pro funkce vice proménnych nelze pouZit pfistup pomoci primitivnich funkci, geometricky pfistup vSak pouZzit
Ize. Jsou v8ak i jiné moZnosti, napf. pomoci teorie miry nebo pomoci rozsifovani jistych linedrnich zobrazeni na
jistych prostorech funkci.

Na sta je podob integrovani ...

My pouZijeme piistup pomoci jiz definovaného
integralu funkci jedné proménné. Pak se ukéze,
Ze pro funkce pouZzivané v praxi je tento pristup
ekvivalentni geometrickému piistupu.




Podobné jako u jedné proménné slouZi zvolend
definice pro vypocet integralt, kdezto geomet-
ricky piistup slouzi k objasnéni pouZiti integrald.

Integrél tedy je mozné definovat riznymi zpu-
soby. A to se opravdu déje.

Klidek. Pro pocitani piikladi je to zpravidla
jedno. A tam, kde to neni jedno se musi definice
integrélu specifikovat.

V kapitole o aplikacich integralu byl uveden postup pro vypocet obsahu obsahu podmnoZin roviny nebo objemu
objemu podmnoZin prostoru, coz Ize chipat jako vypocet integralu funkce dvou nebo ti{ proménnych, kterd je na
dané mnoziné identicky rovna 1 a jinde rovna 0. Tento postup Ize snadno upravit pro obecné funkce.

Pouziva se trik, Ze objem télésa je roven "za-
kladna x vyska".



.obsah
.objem

Republika ve vysce 1 odpovida integraci funkce
f(z,y) = 1 na pidorysu republiky.

Nésledujici vyklad bude provadén pro funkce
dvou proménnych.

A vy si ptislu§né definice a tvrzeni modifikujte i
pro tfi proménné (popf. pro n proménnych, po-
kud je vam nejlépe ve velkém kolektivu ... ).

INTEGRACE NA INTERVALECH

Oproti redlné piimce je v roviné a prostoru vétsi variabilita mnoZin, pres které je vhodné integral definovat.

V této Casti se sezndmite s integraci na interva-
lech. Potom bude integrél zadefinovan i na obec-
néjsich mnoZinach.

DEFINICE. Necht je ddna funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d) v roving. Pak se definuje
integral funkce dvou proménnych f na I jako

[seaxas= [ ([ swmas)as

pokud m4 pravd strana smysl.



Jestlize [; f je konec¢ny, fiké se, Ze [; f konverguje.

Piimo z predchozi definice integralu plynou na-
sledujici pozorovani (viz Otdzky).

POZOROVANI.

1. Necht' [ 7/ konverguje a g je funkce na /, kterd je totoZnd s f na vnitiku intervalu I. Pak [] g konverguje a
rovnd se [ f.

2. Necht A C B jsou intervaly v roving a funkce f definovand na B md nulové hodnoty na B \ A. Pak

/f(xvy)dxd.V:/ f(z,y)dxdy
A B

jakmile ma jedna strana smysl.

Snadno se dokazi zdkladni vlastnosti integralu v rovin€. Nékteré vlastnosti obdobné t€ém z funkci jedné pro-
ménné nelze prevést (napf. integrace po castech), nékteré jsou odlozeny na pozdéji (napf. substituce).

Ta substituce je na vicerozmérné integraci nej-
kouzelngjsi. UZ se téSim.

| Doufdm, Ze i ta bude po ¢astech. I

Rekneme, Ze dva intervaly v roviné se nepiekryvaji, jestlize jejich prinik neobsahuje Zddny interval v roviné
(viz téZ Ordzky).

VETA. Necht I je interval v roving.



1. Integral na [ je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na I a pro libovolna ¢isla «, 8 € R plati
/(u/JrJ’(/ //+7’/
JI

2. Necht’ I je sjednocenim neprekryvajicich se intervalt Jy, ..., J,, a f je funkce definovand na /. Potom

/ f(x,y)dxdy 72/ f(z,y)dxdy

1=1

jakmile ma prava strana smysl.

jakmile ma jedna strana smysl.

3. Jsou-li g, h funkce definované na [ a h < g na I pak

//)S /!1»
Jr J1

jakmile maji obé strany smysl.

Tohle by opravdu mélo platit?

No jo. Je to trivialita.

Diukaz. Dikaz prvniho a posledniho tvrzeni je ponechdn tendfi.

Ve druhém tvrzeni se pro jednoduchost dikaz omezi na uzavieny interval I. Vezme se déleni intervalu (a, b)
tvofené priméty kolmych stran intervall J;, napf. vyjdou body a = z9 < 1 < ... < 2} < g4 = b. Podobné
na intervalu (c, d) vyjde déleni ¢ = z9 < y1 < ... < y; < yy+1 = d. Nyni je I sjednocenim nepiekryvajicich se
intervall I; ; = [z, 2;41] X [yj,¥yj4+1),i = 0,..., K,j = 0, ..., [. Tento systém intervalii md vlastnost, Ze priméty
na osy libovolnych dvou intervalt se bud’ neprekryvaji nebo jsou totozZné.




Ted jsem pochopil to neptekryvani.

Pro takto uspofddané intervaly se druhé tvrzeni dokdZe jednoduse piimo z definice dvojrozmérného integralu,
pouZitim souctového vzorce pro Zobecnéné Newtonovy integrly.

Plati tedy [; f(x,y)dxdy = > ” OfI (x,y)dxdy.

Kazdy interval Jy, je nyni pokryt nekteryml nepiekryvajicimi se intervaly I; j,4,j € Kp,, které maji opét
predchozi vlastnost primétd, a tedy

fJ (2,y)dxdy = Zi,jeKm fIi,j f(z,y)dxdy. &

Pozndmky 1:
1. V definici dvojrozmérného integrdlu lze misto zobecnéného Newtonova integrdlu pouZit i jiné integraly (Rie-
manndv, J-integral, K—integral nebo L—integral).

Podle obecnosti pouZzitych integraltl se dostane obecnost pfislusného integralu funkei dvou proménnych.

V tomto textu (ale vétSinou i v praxi) postaci uva-
Zovat zobecnény Newtondv integral.

2. Pro vysledek integrace je jedno, jestli je integrovand funkce definovand na hranici nebo nikoli. Jeji hodnoty na
hranici 1ze ménit bez vlivu na integraci.

Vzhledem k pouzitému integrdlu je mozné, aby integrovana funkce nebyla definovand na malé mnozin¢ uvnitf
intervalu anebo lze na této malé mnoziné hodnoty funkce zménit. Hodnotu integrélu to neovlivni.

| Co to ale znamend ,,mald mnoZzina"? I

Je potieba, aby na intervalu (a,b) existovalo jen kone¢né mnoho bodd p, kde ](d f(p,y) dy nebude mit smysl
(napf. f(p,y) neni definovano) a pro kazdé jiné p € (a, b) existuje jen kone¢né mnoho bodi ¢ € (¢, d) takovych,
ze f(p, q) neni definovano (nebo v téchto bodech neni f(p, y) spojitd).



Takovato mald mnoZina mdZe byt velmi divoka.

Je 1épe predpoklddat, Ze md tvar néjaké jednoduché kfivky (napf. kone¢né sjednoceni oblouk®). Napt. f(z,vy)
muZe byt spojitd v intervalu I kromé hranice mensiho intervalu J vloZeného do I.

To muze byt piipad druhého tvrzeni v Pozorovani, kde se hodnoty funkce na hranici mensiho intervalu zméni na
nulu.

Pri vétsi pozornosti 1ze dokonce uvazovat i nekoneéné mnoho uvedenych $patnych bodd, ale musi byt néjak hezky
rozloZeny.

Je to podobna (jen o néco slozitéjsi) situace jako
u zobecnéného Newtonova integralu.

3. Z druhého tvrzeni prvni véty vyplyvd moZnost definovat dvojrozmérny integrdl na konecnych sjednocenich
neprekryvajicich se intervalu:

Necht’ {J;}7_, je systém nepiekryvajicich se intervalii a A je jejich sjednoceni. Pak se definuje fA flz,y)dxdy =
>im1 [y, f@y) dxdy.

JestliZe je i mnoZzina A intervalem, pak je tato de-
finice v souladu s jiZ uvedenou definici integralu
na intervalu.

A chybélo malo aby se to nepovedlo.




Konec pozndmek 1.

Priklady 1:
Zkontrolujte (v prvnim integralu je I = (1,2) % (3,4), vedruhém I = (1,3) x(2,5) avetfetim I = (0,1) x (0, 1)):

dx dy 2,01 1 25
e A _ dx = log ==
/[(x—l-y)2 /1 <z+3 :z:+4) YR

3 2 S
1052 609
/ (5:621/ — 23/3) dxdy == / ( S —) dx = —154,
I 1 2 2

.772 1
dxdy = 4dx =7 /12.
/I o xdy /0 ma/ddx =7/

| Integrovat jsem nezapomnél. I

Konec ptikladu 1.
Otazky 1:
1. Ukazte, ze plati (I = (a,b) x (¢, d), g je funkce na (a,b), h je funkce na (¢, d)):

b ~d

'/[.!J(I)h(:u)dxdy:/a g(:L‘)dx./c h(y)dy,

jakmile prava strana existuje.
2 Ukate, ze [; dxdy je obsah obdélniku I.
3. Oznadi-li se p(I) obsah intervalu I, pak plati

inf{f(z,y); (z,y) € }u(l) < /Ifﬁsup{f(w,y);(w-,y) € I u(l),

pokud [; f existuje.

4. Dokazte, Ze

jestlize f I f existuji a J,, jsou oteviené intervaly obsahujici bod (z, ), jejichZ strany konverguji monoténné k 0.

5.Necht a < a< f<bac<y<d<d,I=(ab)x(c,d),J = (a,p) % (v,d)afunkce f je definovand na I
arovnd O na I\ J. Ukaite, Ze potom [; f = [, f.

6. Necht' F' je spojitd funkce na uzavieném omezeném intervalu I = [a, b] X [c,d] a jeji druhd smiSend derivace
Fy je na I rovna f. UkaZte, Ze potom

/I.f:F(a7c)fF(b,c)JrF(b,d)fF(a,d).



| TADY SE NECO DEJE!!! I

Konec otazek 1.

| Snazil jsem se ... I
Cviceni 1:

2
Priklad. Spoctéte integral z funkce f(x,y) = 2zy + % na intervalu 7 = (0,1) x (0,1).

Reseni. Bude se integrovat pies Ctverecek.

| Kam na to lidi chodi . .. I

. 1/2 . . ’U2
/ 20y + — dr dy = / 2cy dr dy + / — dz dy.
- <Ol)><(01) x h (OL)X(OL) b (Ofl>><(ofl> x

Podle definice je uvedeny soucet integrali roven

1 1 1 1 ,yZ
/ (/ 2y dy) dx + / (/ — dy> dx.
Jo \Jo Jo \Jo T

Tedy postupnym integrovanim dostdvidme

Z aditivity integrdlu mame

1

/2 1 1 1 1
/ 20y + — dox dy = / r dx +/ —dr = = + = (+00) = 0.
J(0,1)x(0,1) x Jo 0o 3z 2

W=
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Podle zavedené terminologie tedy integrdl exis-
tuje, ale nekonverguje.

| To vzdycky popletu, alespori si to myslim ;-) I

Priklad. Spocitejte integrél z funkce f(z,y) = —log(z) log(y) na intervalu I = (0, 1) x (0, 1).
Reseni. Podle definice plati

g 1 1
/ —log(z)log(y) dz dy = / (/ —log(x) log(y) dy> dz.
h (Otl)x(otl) JO JO

Postupnym integrovanim dostdvdme
1

/ —log(z)log(y) dz dy = / log(z) do = —1.
(0,1)%(0,1) 0

VyuZili znalost jednorozmérného interdlu

1
/ log(x) dz = —1,
0

ktery se spocte snadno metodou per partes.

| Ani pfi integrovani se nesmi{ usnout . .. I
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Ani jsem se o to nesnaZil ...

Konec cviceni 1.
Existence integralu

V &asti o existenci Newtonovych integralt bylo ukdazano, Ze integral z omezené spojité funkce na omezeném
intervalu konverguje, tedy existuje a je konecny.

To je klicova zdleZitost. DokdZeme si to i pro vi-
cerozmérny integral.

Je-li ddna omezend spojitd funkce f na omezeném intervalu I v roviné, mél by integral z f pies I kon-
vergovat. Viechny vnitfni integraly | Cd f(x,y) dy konverguji a rovnaji se néjakému Cislu zdvisejicimu na
x, oznali se g(z). Aby bylo moZné opét pouZit uvedenou existenéni vétu pro funkce jedné proménné na
S f g(x) dx, je nutné védét, Ze g je na (a, b) spojitd a omezend. Omezenost je zfejma a spojitost je dokdzdna
v kapitole o integrdlech s parametrem.

To jsem se muzel hodné snazit, aby platily i tako-
véto vecicky. Uf.

Lze tedy tvrdit a pouzivat toto:

12



VETA. Je-li f spojita omezena funkce na omezeném intervalu 7, pak [] f konverguje.

| Tu vétu davno znam. I

Vzhledem k monoténnosti integralu, plati i zde srovndvaci kritérium:

VETA. Je-li f spojité funkce na intervalu 7 a0 < f < gna I, pak 7 [ konverguje, jakmile [; g konverguje.

| Tu vétu davno znam. I

Geometricky pristup
Necht’ T je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na I.
Pro kazdé x € [a, b] existuje y5 € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,yz)(d — ¢).

Posledni souin je spojitd funkce = (podle pfedchozi &asti) a [} f = (d — ¢) |, f f(z,yz) dx.
Tedy existuje p € (a,b) tak, ze [} f = (d —c)(b—a)f(p,yp).

Tim je dokdzdno ndsledujici tvrzeni (véta o
sttedni hodnoté pro integrdly funkci dvou pro-
ménnych):

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] X [c, d], pak existuje bod (p, q) lezici
uvnitt I tak, ze [; f = f(p.q)(d —¢)(b— a).

13



Integral ma tedy geometricky vyznam, a to ob-
jemkvédru nad I s vyskou rovnou néjaké funkéni
hodnoté.

Podobné jako u Newtonovych integralt se nyni
dostane:

VETA. Necht' f je spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] X [c, d] a pro kazdé n € N jsou
zvolena rozdéleni a = xg < x1,, < ... < X, , = bintervalu [a,blac =yo < y1.n < ... < Yp,,p = d
intervalu [c, d] takova, Ze délky jednotlivych intervali nepfesahuji 1/n.

Pak pro libovolné zvolend ¢isla p; , € [2i—1,n, Tin), Gjn € [Yj—1,nsYjn] j&

kn,ln

hllz,” Z S (Pins djn )(-I"i,n - 41'1',71.77)(!/]',71 - ,I/ijl.n) - /[ f(x, !/) dxdy.

ij=1

Newton a Riemann, na to nemam.
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Dukaz. Necht’ € > 0. ProtoZe f je stejnomérné spojitd na I, existuje n tak, Ze na jednotlivych intervalech
Jij = [Tim — Ti—1,n] X [Yj;n — Yj—1,n] se hodnoty funkce f nelisi o vice neZ e.

Podle prvni vlastnosti integralu je [; f(x,y) dxdy = Zf’;f’{ [, f(z,y)dxdy.
W (2%]

Podle piedchoziho tvrzeni plati fJi,j flz,y)dxdy = f(p;n,q;,n)(xi’n — %i—1n)Yjn — Yj—1,n) PrO
n&jakd p; ,, € [Ti—1,5, i nl 4§, € [Yj—1,m Yjnl-
Nasledujici postup je ziejmy:

kil
‘ /If(%y) dxdy = Y fWins i) @i — Tio10) Yin — Yj—10)
ij=1
kn,ln
S| s dxdy - fingin) @i = 2100050~ vi-10)
ij=1 “Jij
knln
f (0} s @) = F Wi 5.0 1@ — Tim1,0) (Y0 — Yj—1,0)
9 .]7
ij=1
kI
e (@im—2ic10)Yjn — Yj—1n) = (b —a)(d —c).
t,j=1

IN

IN

IN

Mnoho pismenek a indexd, ba. I

Uvedend limita naznacuje prakticky vyznam in-
tegralu funkci dvou proménnych:

Je-li f >0, pak [ 7 f je roven objemu t€lesa kolmého na rovinu xy, s dolni podstavou rovnou I a s ,horni
podstavou" rovnou grafu funkce f.

15



Sam to neumim fict struénéji. Tak je to asi dobre.

Geometricky piistup md velky vyznam pfi apli-
kacich integralu, jak bude vidét v dalSich kapito-
lach.

Fubiniova véta

V definici integrdlu funkce dvou proménnych se nejdiive integruje podle proménné y a potom podle pro-
ménné .
Neni divod, pro¢ pocitat integral zrovna v tomto poradi.

z X2

Vznik4 otdzka, zda ptfehozenim poradi integrovani (tj. nejdfive podle x a potom podle y) vyjde stejné Cislo.

Nasledujici véta 1ikd, Ze pro spojité funkce ano.

VETA. (Fubini) Necht' funkce f(x,y) je spojitd na intervalu I = [a, b] x [c, d]. Potom

‘/H‘b (/{d f(z,y) d,\') dx = _/(jd ( {Ab Fla,y) dx) dy |

1

jakmile m4 jedna strana smysl.
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A jak na to pijdem? PouZijem geometrickou in-
terpretaci, kterd nezavisi na prohozeni os = a y.

Zase jde o drobny formalizmus. V prvni pilce
dikazu se nic nedéje, a v druhé taky nic.

Dukaz. Necht’ € > 0. PouZije se znadeni z pfedchoziho dikazu.

ProtoZe f je stejnomérné spojitd na I, existuje n tak, Ze na jednotlivych intervalech J; ; = [; 5, — %51 ] X
[Yj,n — Yj—1,n) se hodnoty funkce f nelisi o vice nez e.

Podle prvni vlastnosti integrélu je [ f(z,y) dxdy = f’;’l’{ [ Ji f(z,y) dxdy.

Podle véty o stfedni hodnoté plati
[ ) dxdy = £ ) @i~ 2i1.0) Wi = 5-10)

pro né&jakd pj , € [¥i—1,n, Tinl, @5, € [Yi—1,n: Yjin]-

Stejné lze postupovat u integralu s prehozenym poradim integrace a dostane se
| rewaydx = @ ) s = 2ot g = -1

X 2 1 /!
pro n&jakd py , € [¥i—1m, Tisnl, 45, € [Yj—1,m5 Yjinl-
Tim se dostava

‘/sz f(x,y)dxdy /J” f(z,y)dy dx

kn,ln
< Z 1f P @5n) = F O @ )i — Tim1.0) Wjn — Yj—1,n)
ij=1
kn,ln
< ¢€ Z (Tin = Ti—10)(Yjn — Yj—1,n) = (b —a)(d —c).
,j=1

ProtoZe ¢ bylo libovolné, musi platit tvrzeni véty.
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BTW. Vsimli jste si té pulky?

Tato dulezitd véta znamend, Ze neni tfeba hlidat
poradi integrace a je mozné vyuZit vhodné&jsiho
poradi.

V prikladech jsou uvedena zajimava vyuziti Fu-
biniovy véty.

Poznamky 2:

1. Limita souctd v geometrickém popisu integrdlu mize existovat i pro nespojité funkce a dokonce i v
ptipadé, kdy integral na pravé strané neexistuje. Touto limitou se definuje tzv. Riemanniv integral funkci
dvou proménnych.

Uvedena véta tikd, Ze pro spojité funkce na kompaktnim intervalu je Riemanntiv integrdl roven integralu z
definice na zacatku kapitoly.

Definice integralu pomoci uvedenych souctd ma vyhodu v nazornosti a nevyhody v tom, Ze se neda pouzit
k normalnim vypoctiim a Ze je omezena na kompaktni mnoziny. V dalsich krocich je nutné definici riznymi

v v Vv

zpusoby rozsifit na obecnéj$i mnoziny a znovu dokazovat prislusna tvrzeni.

Pfistup uvedeny v tomto textu (tj. nejdiive pro-
brat integral na intervalu a pak na obecnéjsich
mnoZzindch) je uveden z didaktickych davodau.
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2. Je nutné podotknout, Ze ndzev Fubiniova véta neni v piipad€ zobecnéného Newtonova integrdlu pfili§
vhodny. Uvedené tvrzeni bylo samoziejmé pro tyto integrdly zndmé dlouho pfed Fubinim. Italsky matema-
tik Fubini toto tvrzeni dokazal pro Lebesgueovy integraly a pro mnohem obecnéjsi funkce, nez se pouzivaji
v tomto textu. Jsou ucebnice, kde se uvedené tvrzeni pro zobecnéné Newtonovy integrdly nazyva véta o
zdméné poradi integrace.

Tomu rozumim. Kde je ale to "pofadi integrace?

Uvidite v prikladech, Ze existuji dvojrozmérné
integraly, u kterych integrace podle jednoho po-
fadi soufadnic lze spocitat a podle druhého po-
radi spocitat nejde nebo velmi sloZité.

Pomoci Fubiniovy véty lze pocitat i jednoroz-
mérné integraly. Jednd se vlastné o integrovani
funkci podle parametru.

To musi ale byt nepékny trik! Zkusim to na né-

i
¥
¥
i

koho ...
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| Chci si hrat . .. I

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. Necht' funkee f je definovanana I = (0,1) x (0, 1) predpisem

0, proy > x;
ren={ 3
L proy < .

Pak ]01 f(z,y)dy =sinzatedy [; f =1 —cos(1).

Ukazte, Ze volbou druhého poradi integrace se dostanete do potizi:

/1 = ,/: </01 f(@,y) dx) dy .

| To bolelo ... I

1.0 a
r —x
/ dx
o logx

1ze spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro z € (0, 1) je 2t — 2% =logx jab ¥ dy.
Potom

1..b a 1 b b 1 b
x’ —x . 1 b+1
/ T 7T 4x= / (/ 2¥ dy) dx = / ( / 2¥ dx) dy = ——dy = log - .
0 10g:L‘ 0 a a JO ! 1 +1

a y + a

2. Integral
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Na jednom misté pfedchoziho vypoctu je tieba

predpokladat, Ze -1 neleZi mezi Cisly a, b ani se
jim nerovna.

| Zjistéte, kde presné. I

2 b2
o p—art _ bx

—2 (1X 3

0 X

kde 0 < a < b < +00 (pouZzijte rovnost fooo 6_7’2 dx = /7 /2 vypotitanou v Prikladech 4)
Konec prikladi 2.

Podobnym zplisobem spoététe integral

Cviceni 2:
Pfiklad. UvaZujte funkci
z? —
(22 +y2)?

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné = a potom podle proménné y.

flz,y) =

Reseni.

1 1.2 2 1 1 5 1
e =y 0 -z / 1
—— 55 dz | di = ~ | & /——= dx d:l - = —— dy =
/0 (/0 (2% +y?)? ) ! /0 </0 Ox <w2+y2> ) T T2

= —(arctan(l) — arctan(0)) = 72

Nyni integrujme stejnou funkci ale v opaéném poradi, tj. nejprve podle proménné y a potom podle proménné

Z.
1 -1 /2_ 2 -1 1 o -1 1
o \Jo (@*+y%) o \Jo 9y \z°+y o L+

= (arctan(l) — arctan(0)) = g
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HA!!! CO TO BYLO???

| Bylo to moc snadné? I

Vidime, Ze tomto pifipadé zdvisi vysledek na po-

fadi integrace.

Tedy
2 — y2

./(071)><(0,1) (22 +y2)?

neexistuje.

Kdyby totiz existoval, pak by podle Fubini-
ovy véty musel pii libovolném pofadi integrace
funkce f vyjit stejny vysledek.
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A to je vzdycky tak neocekavané? To si budu ra-

déji kontrolovat predpoklady ...

Konec cviceni 2.

Uceni 2:
Konec uceni 2.

INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Tak jako v pffpadé funkci jedné proménné, nebude se tento text zabyvat integraci na co nejobecnéjSich
podmnoZindch roviny nebo prostoru.

V dal$im textu budou hlavné pouZivany spojité funkce na polootevienych mnoZinach, a to jesté v jistém
smyslu hezkych.

Hezké mnoZiny se v praxi vyskytuji nejcastéji.

Oteviené mnoZiny redlnych ¢isel jsou sjednocenim nejvysSe spocetné mnoha otevienych intervald. Integraly
pres oteviené mnoziny na R se tedy daji popsat jako soucty integrald pres intervaly.

S malymi rozdily se da teoreticky postupovat i v roviné a prostoru. Pro prakticky vypocet v§ak tento piistup
neni vhodny, protoze popis intervald v roviné, jejichZ sjednoceni je dand oteviena mnoZina, byva obtiZny.

Proto bude uvedena obdobn4 definice jako v pfedchozi ¢asti. Zakladni definice se omezi na mnoZiny, které
nazveme fypu «: polooteviend mnoZina G v roviné je typu a, jestliZe jeji projekce na osu x je interval
(oznadi se G'x) a pro kazdé p € G x je prinik G s kolmici na osu x v bod€ p opét interval (oznaci se G).

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G C R? typu o Pak se definuje
dvojrozmérny integral funkce f pfes mnozinu G rovnosti

Jwpasay= [ ([ s,

existuje-li prava strana.
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JestliZze [, f je konecny, fikd se, Ze [ f konverguje.

A tahle jednoduchd pozorovani pro pravé defino-
vany integrdl (na mnoZinich typu «) se dokazi
stejné jako pro integdl na intervalech.

POZOROVANI.

1. Necht' |, ¢ | konverguje a g je funkce na G, kterd je totoznd s f na vnitiku mnoZiny G. Pak /. ¢ 9 konverguje
arovnd se [ f

2. Necht G C H jsou mnoZiny typu « a funkce f definovand na H md nulové hodnoty na H \ G. Pak

/G f(a, y) dxdy = /H f(a, ) dxdy

jakmile ma jedna strana smysl.

I dal$i zdkladni vlastnosti dvojrozmérného inte-
grdlu na mnoZindch typu « jsou stejné jako na
intervalech:

Dvé mnoziny typu « se neprekryvaji, jestlize jejich prinik ma prazdny vnitiek.
VETA. Necht' G je podmnoZina roviny typu cv.

1. Integrdl je linedrni, tj. pro libovolné funkce f, g na G a libovolna ¢isla «, € R plati

[(ar+sg=af s+s] g
JG JG JG

. Necht' GG je sjednocenim nepfekryvajicich se mnozin G1, ..., Gy, typu a a f je funkce definovand na G.

Potom
/ f(z,y)dxdy *Z f(z,y)dxdy

Ja;

jakmile ma prava strana smysl.

\®]

jakmile ma jedna strana smysl.

3. Jsou-li g, h funkce definované na G a h < g na G pak

//zé /g«
Ja Ja

jakmile maji obé strany smysl.
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To mi néco pripomina.
Presné jako zdkladni vlastnosti integrilu na interv:

Dikaz. V dikazu druhého tvrzeni je opét tfeba najit rozdéleni G' na nepiekryvajici se mnoZiny typu «
takové, Ze praméty na osy libovolnych dvou téchto mnozin se bud’ nepfekryvaji nebo jsou totozné.

K tomu si sta¢i uvédomit, Ze priméty mnoZzin GG; na osy jsou intervaly a staci vzit spole¢né rozdéleni téchto
intervall na kazdé ose.

Misto intervall I; ; z diikazu stejného tvrzeni pro intervaly se vezmou priniky /; ; N G, Jinak je postup
stejny. O

Podobné jako pro intervaly 1ze nyni definovat dvojrozmérny integral na konecnych sjednocenich neptekry-
vajicich se mnoZin typu o

Necht’ {G;}7_, je systém neprFekryvajicich se mnoZin typu o a A je jejich sjednoceni. Pak se definuje
Ja £ y)dxdy = S0 fo flr.y) dxdy.

Jestlize je i mnozina A mnoZinou typu «, pak je
tato definice v souladu s jiZ uvedenou definici in-
tegrdlu na intervalu.

Nyni bude uveden vztah definovaného integralu
na mnozinach typu « k dfive definovanému inte-
gralu na intervalech.

JestliZze je mnoZina G sjednocenim spocetné mnoha neprekryvajicich se intervali, je integral funkce na G
souctem integralt této funkce na pokryvajicich intervalech?

Obecné to platit nemuZe, uz proto, Ze tuto (obecné nekone¢nou) fadu nelze néjak ptirozené usporadat (na
rozdil od intervalti na pfimce). Rada tedy musi konvergovat absolutné, dany integral v§ak absolutné konver-
govat nemusi.

Je proto nutné se omezit na funkce absolutné integrovatelné, tj. funkce f majici konvergentni integrély

Ja I Ja 1f
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VETA. KaZzda oteviend podmnoZina roviny je sjednocenim spocetné mnoha neptrekryvajicich se kompakt-
nich intervald.

Diikaz. Necht' G je oteviend podmnoZina roviny. Pro n € N se oznali A, rozdéleni roviny na uzaviené
tverce piimkami kolmymi na osy a prochédzejicimi body k + /2", kde k € Z,i = 1,2, ...,2™.

Dile se oznali G sjednoceni vSech intervalt z A1, které lezi v G a G, sjednoceni G, 1 a vSech intervali
z Ay, které leZi v G a neptekryva se se Zadnym intervalem pouzitym pro konstrukci G,,_1.

Mnoziny G, tvori rostouci posloupnost (uzavienych) mnoZin, které jsou sjednocenim spocetné mnoha
nepiekryvajicich se kompaktnich intervalt.

Zbyvé ukazat, Ze | JGr, = G. Pro bod a € G existuje n a uzavieny interval I z A,, obsahujici a a leZici
v G. Tento interval I bud’ je ¢asti néjakého intervalu z A; pouZzitého pro konstrukci G, s k& < n (potom
a € G}) nebo nikoli, a pak bude I pouZzit pro konstrukci G471 — potom a € G4 1.

|
e

G)

[lal=el/

[
T~

Situaci popsanou v tvrzeni se bude kratce fikat
rozdéleni na intervaly.

VETA. Necht G je mnoZzina typu « a f je absolutné integrovatelna funkce na . Potom pro kazdé
rozdéleni G na intervaly {.J,, } plati

f(z y)dxdy = Z flz,y)dxdy,

/II

n=1
kde fada na pravé strané absolutné konverguje.

Dukaz. Vzhledem k ptedpokladu absolutni integrovatelnosti f l1ze pfedpokladat, Zze f > 0. Potom je zfejmé,
ze [ f(z,y)dxdy > 3207 [, fla,y)dxdy.

Oznatise A, =Ji=1"J;al,, = (go(x) ¥(z)) N Ay, Potom funkce gy, (z fI f(z,y) dy konver-
guji bodové k funkci g(x f@O (@) (z,y) dy podle &tvrté vlastnosti Newtonova 1ntegralu

Nyni se pouZije véta o prehozeni limity a integrélu (integrovatelnd majoranta je |g|):

/Gf(af,y) dxdy = /abg(x)dx =

b
lim/ gn(x)dX:lim/ f(z,y)dydx =
" Ja noJAy

h}ln;/JZ f(a:,y)dde:nz:l/Jn f(z,y)dxdy.
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Zde A, je kone¢né sjednoceni interval. <&

Predchozi tvrzeni se vhodné pouziva v dikazové
technice. Dtikaz se provede na intervalech a po-
tom pomoci souéti prevede na obecnéj$i mno-
Ziny.

Poznamky 3:
1. Uvedena definice je schvalné napsand ve tvaru vhodném pro jesté obecnéjsi mnoziny, kdy projekce G x
a pruniky G, nemuseji byt intervaly.
Pro obecnéjsi integrdly mohou byt tyto mnoZiny mnohem sloZitéj$i neZ intervaly (nebo jejich konecna
sjednoceni).

A ted’ néco na vysvétlenou k predchozimu di-
kazu: Co byly ty zdhadné funkce p a )?

V piipadé pouzitém v definici je G'x rovno néjakému intervalu, napt. (a, b) a kazdy interval G je napr.
tvaru (cg, dy). Pak lze integrdl psat ve tvaru

/G f(z,y)dxdy = /ab ( (;jn f(x,y) dy) dx.

Krajni body ¢;, dz jsou vlastné hodnoty néjakych funkei ¢, ¢ definovanych na (a, b), tj. ¢ = p(z),dy =
y(x). TakZe mnoziny G pouZité v definici jsou vlastné mnoZiny leZici mezi grafy dvou funkci nad néjakym
intervalem.

Ziejmé je vhodné pozadovat ¢ < 1). Nejcastéji pouzivané piipady v tomto textu budou spojité funkce ¢, 1.
2. Na zdkladé druhého tvrzeni v pozorovéni 1ze zvolit jesté jeden piistup ke zkouman{ integrald funkei vice
proménnych.

Obecnou podmnozinu A roviny lze vlozit do néjakého intervalu I a dodefinovat f(x,y) = 0 pro (z,y) ¢ A.
Pak 1ze pouZit definici integrdlu na intervalu z predchozi ¢asti.

Takto dodefinovand funkce vSak na onom inter-
valu neni obecné spojitd, i kdyZ f na A spojita
byla.
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Z ptedchoziho pozorovani vyplyvd, Ze nezdlezi na tom, jaky interval obsahujici mnoZinu A se zvoli. Je
mozné zvolit celou rovinu, byva vSak vhodnéjsi volit interval co nejmensi.

V jednotlivych pfipadech je nutno uvazit, zda je vhodné&jsi integrovat pies lep$i mnoZinu (interval) a ztratit
spojitost funkce (body nespojitosti ale pak tvofi malou mnoZinu) anebo integrovat pies hor$i mnozinu ale
spojitou funkci.

3. Véta o vyjadfeni integrdlu na GG jako soucet integrdlti na intervalech vytvéfejicich rozdéleni mnoziny G
dévé ndvod, jak rozsitit Riemanntv integrdl z intervali na obecnéj$i mnoZiny.

Je vidét, Ze takto se dostane jen tzv. absolutn& konvergentni integrdl, coZ znamend, Ze [ |f| konverguje
pokud [ f konverguje.

Riemanniv integral 1ze definovat i pfimo na obecnych mnozinach pomoci pokryti mnoziny G nepiekryva-
jicimi se intervaly urCitého priméru. Pak nékteré intervaly obsahuji i body nelezici v dané mnozing. Je to
jakdsi aproximace mnoZziny G shora, tj. sjednoceni pouzitych intervalt je vétsi nez G. U véty pouzivajici
rozdéleni G na intervaly se pouziva aproximace zdola.

V matematice je vZdy mnoho cest vedoucich k
jednomu cili.

Ze bych z toho mél radost . . .

Konec pozndmek 3.

Priklady 3:
Jestlize je mnoZina, pres kterou se md integrovat, zaddna nikoli pomoci ohranicujicich funkci jedné pro-
ménné, ale bud’ pomoci implicitné zadané funkce nebo je popsana vlastnostmi dvojic bodl, byva nekdy
obtizné stanovit meze piislusnych jednorozmérnych integrali.

Casto pomuze predstava nebo nakresleni oné
mnoziny.
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1. Spoitejte integrél funkce f pres mnozinu G = {(z,y);z +y > 1,22 +y> < 1}.

| MnoZinu G si nakreslete. I

Projekce G na osu z je interval (0, 1). Pro kazdé z € (0,1) je G5 = (1 — z,V1 — 22), tj. G je mnoZina
lezici mezi grafy funkci 1 — z a V1 — 22 na intervalu (0, 1). Tedy

Lo=[ (7 rema)a

2. Spocitejte integral funkce f pfes mnozinu G' = {(z,y);y < 4, 2z < y < 3z}.

| Mnozinu G si nakreslete. I

Projekce G na osu z je interval (0, 2). Na intervalu (0,4/3) jsou intervaly G, rovny (2z, 32), na intervalu
(4/3,2) jsou rovny (2z,4).

Integral se tedy musi kvili vypocétu rozdé€lit na dva scitance (v tomto piipadé lze pouzit ziménu poradi
integrace a pak neni nutné integrdl rozdélovat):

/Gf:/o4/3( jf(x,y)dy) dx+[53( ;f(:c,y)dy) dx.

Najdéte podobnym zpiisobem meze integralti pro integraci pies mnozinu G = {(x,y);y < 1,z > y?/2, 2%+
2
Yy < 5}

Konec priklada 3.

Cviceni 3:

Pfiklad. Vypoctéte integral
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Reseni. Integral vypo&itame tak, 7e nejprve funkci zy? zintegrujeme podle proménné y (kde meze integralu
jsou 22 a ) a potom podle proménné z (od 0 do 1).

Pozor, takto jime ofiSek bez rozlousknuti sko-
rapky. Ve skuteCnosti feZeme ostoSest pro

vSechna x od 0 do 1 a pak pro pevné z piislusny
fez spocitime. Nakonec to dointegrujeme pres x.

Tedy
/T 2y dy = 11(15 — ’1;6) = 1(14 — ”1?7)

Tuto budeme nyni integrovat podle x

Tedy pouhou jednu Ctyficetinu za veliky kus
mého zivota :-(

Konec cviceni 3.
Ucdfdiec uceni 3.
Existence integralu

Nasledujici existen¢ni véty pro integraly na mnoZinach typu « jsou stejné jako pro integrily na intervalech.
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V prvnim tvrzeni je vSak potfeba jeden dalsi predpoklad na mnozZinu G, totiZ Ze hranice je v jistém smyslu
Spojitd.

VETA. Necht

P < y jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G = {(z,y);z € (a,b), p(x) <
y < 1p(z)}. Pak [,

f konverguje pro kazdou omezenou a spojitou funkci na G.

Y
T

Pouzivdme podminky povédomé z jednorozmér-

ného integralu.

p(z)
Dikaz. Stali ukdzat, Ze funkce [ f(x,y) dy je spojitd funkce na (a, b).
o(z)
To je dokazéano v kapitole o integrdlech s parametrem pro konstantni funkce ¢, 1.

Diikaz bude proveden za dodate¢ného predpokladu, Ze f je spojitd a omezend i na néjaké oteviené mnoZiné
obsahujici uzdvér mnoziny G.

Necht’ z,, — x v (a, b). Potom

Y(zn) P(z)
)/ f(en,y)dy - f(z,y) dy‘
w(zn) o(x)
w(x) P(z) Y(zn)
| [ tewway + [ (e - )y [ ) ay
e(zn) p(z) YP(2)
P(z)
< Mlp(zn) — ()| + /( : |f(2n,y) = fz,9)| dy + Mp(xn) — ()],
p(x

kde M je horni mez funkce | f| na (a, b).

V poslednim fadku ziejmé konverguji prvni a posledni ¢len k 0. Prostiedni ¢len konverguje k O podle
véty o spojitosti integralu s parametrem.

| Jak jsme pouZili dodate¢né predpoklady? I

<
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Nasledujici srovndvaci kritérium plyne jedno-
duse ze zakladnich vlastnosti integralu.

| Jako u fad a jednorozmérného integralu. I

Fubiniova véta

V nésledujicim tvrzeni se predpokladd, Ze mnozina G typu « je stejného typu i vzhledem k ose y: projekce
G na osu y je interval Gy a priiseciky mnoZiny G' s kolmicemi na osu y v bodech jsou intervaly G,.

VETA. (Fubini) Necht G je mnoZina typu o vzhledem k osam z i y. Je-li f spojitd na G a absolutn&
integrovatelnd, pak

o U Fema)ax= [ (]

jakmile [ f konverguje.

flx,y) dx) dy,

v
Y

Dukaz. ProtoZe f je absolutné integrovatelna, lze fG f vyjadiit jako soucet fady z integrald | In f, kde
{Jn} je rozdéleni G na intervaly. Pro kazdy integrdl [ Jn f jiz plati Fubiniova véta. Nyni se opét pouZije
véta o vyjadieni |, ¢ J pomoci souttu S I f, tentokrat jiZ s pfehozenim poradi integrace. <&

Vsiméte si, Ze rozdéleni G na intervaly nebylo
definovano v zdvislosti na praimétech G, proto
vyjde stejné podle osy x 1 y.

Poznamky 4:
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1. Dikaz prvni existencni véty bez predpokladu spojitosti f na oteviené mnoziné obsahujici uzavér mnoziny

vvvvvv

2. Véta o zaméné poradi integrace plati (se snadnym dikazem) pro nepiekryvajici se sjednoceni mnozin
typu uvedenych ve Fubiniové vété.

Konec poznamek 4.

Priklady 4:
1. Piehod’te poradi integrace u integralu f02 I 3325'3 f(x,y)dydx.
Meze v druhém integralu znamenaji, 7e 22 < y < 2z, takZe y/2 < x < /y.Protoze 0 < z < 2, je
0<y<d4daplati {(z,y);2% <y <2z,0<z <2} ={(z,9);y/2<z<y,0<y<4}.

Vysledkem je tedy integral f(;l fy‘g f(x,y)dxdy.

To byla rychlovka. I

Je nutné davat pozor, protoze prevod intervald
nemusi byt tak pfimy, jako byl v uvedeném pfi-

2. Napiste pro [, ob& mozna pofadi integrace, je-li G = {(z,y);0 <y < 1, 22 +y? < 5,y% < 2z}. PHi
jednom poradi budete muset integral rozepsat jako soucet tf{ integralt, pii druhém poradi to nutné nebude.

| Zkuste nakreslit obrazek mnoziny G. I

Cvigeni 4: Piiklad. M&jme funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) ER?: 0 <z < a, 0 < y < z}, kde
a > 0, viz obrazek.

Konec prikladu 4.
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/

A

I
Necht’ funkce f spliiuje predpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé poradi integrace (t.j. podle kluka i
holcicky).
Reseni. Mame integral

f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

[ (] renan) as

Zménime potadi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné = a potom podle proménné y.

Jak je vidét z obrazku, hledany integral bude

/oﬂ (/ya f(@y) dm) dy.

| Ja fandil obéma stejné ... I

Pfiklad. M&jme funkci f definovanou na mnozing M = {(z,y) € R?: 0 < 2 < 2, x < y < 2z}, viz
obrizek.

TS
T ISS

|
N,

Necht’ funkce f spliiuje pfedpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé pofadi integrace.

Reseni. Mame integral

/ f(y) dz dy,
M
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ktery je podle definice roven integralu

/02 ( :E f(@y) dy) da.

Zménime poradi integrace, tj. nejprve budeme integrovat podle proménné x a potom podle proménné y. Jak
je vidét z obrazku, hledany integral bude nyni souctem dvou integrala

/02 </;f(x,y)dx) dy+/24 (/;f(;v,y)dgg> dy.

Ja fandil klukovi ... I

Pfiklad. Mé&jme funkci f definovanou na mnoziné M = {(z,y) € R? : 0 < z < 2a, V2ar — 22 < y <
V2azx}, viz obrézek.

N

—

f

Necht funkce f spliiuje predpoklady Fubiniovy véty. Proved’te obé poradi integrace.

Regeni. Mdme integral
/ f(z,y) dz dy,
M

ktery je podle definice roven integralu

2a V2az
/o ( \/mf(%y) dy) da.

Zaménime poradi integrace, tj. nejprve integrovat podle proménné = a potom podle proménné y.
Nejprve si uvédomme, jak vlastné vypadd mnozina M. Proménnd x probihd interval (0, 2a), to je jasné.

Proménnd y leZ{ pro kazdé (pro tuto chvili pevné) z v intervalu (v2ax — x2,v/2ax). To znamend mezi
kfivkami v2az — 22 a v2ax.

Prvni z nich je ptlkruznice se sttedem v bodé (a, 0) a polomérem a, coZ snadno zjistime vypoctem

y =V 2ax — 2,

y2 = 2ax — £L‘2,
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(z —a)?® +y? = d’.

Druha z kiivek, tedy v/ 2ax, je graf funkce "druhd odmocnina."Pfi zdméné poradi se nejprve integruje podle
proménné z.
Z obrézku je patrné, Ze pro y € (0, a) musime integrdl podle = rozdélit na soucet dvou integrdld, a sice
2 - - i L - -
na integral pies interval (4-,a — \/a? 4+ y?) a na integrdl pfes (a + \/a? 4+ y2,2a). Pro y € (a,2a)
2
y

integrujeme podle x pfes interval (5, 2a).

Dostdvame tak vysledek

2a V2ax
(z,y)dy | dx
‘/0 (mf( ) ./)
a ra—y/a?+y? -2a
— flx,1 d:1:+/ f(z,y) dz | dy+
J </ (CRILER —y ) ,

2a
/ 2 f(z,y)dz | dy.

| My hol¢icky mame vzdycky nejvic prace . .. I

SUBSTITUCE

Konec cviceni 4.

Jak 1ze prevést substitucni vétu z jedné promeénné

na vice proménné?

Jednak se transformuje mnoZina, ptes kterou se
integruje a jednak se transformuje funkce, kterd
se integruje!
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Uz to vypadalo, Ze se sem nikdy nedostaneme . ..

Nejdfive je nutné se podivat na transformaci mnoZin. Na pfimce zobrazi spojita funkce interval na interval.
V roviné muze spojitd funkce zobrazit interval napf. na kruZnici, tj. na mnoZinu bez vnitfnich bodu.

Predné je proto nutné pro substituce nalézt
vhodné funkce! A to d4 praci.

Je potieba, aby se oteviend mnoZina pfevedla opét na otevienou mnoZinu a jeji hranice na hranici nové
mnoziny.
Stejné jako u jedné proménné musi byt transformacni zobrazeni prosté.

Ziejmé musi byt i spojité a, protoZe se v transformaci funkce opét vyskytnou derivace, mély by byt i
parcidlni derivace transformace spojité.

Bude nutné pridat jesté jeden pfirozeny pozadavek odpovidajici nenulovosti derivace.

Dtikaz nasledujici véty je komplikovany a vyzaduje jisté znalosti z geometrie roviny, které jdou nad ramec
tohoto textu. Proto diikaz uveden nebude.

VETA. Necht' G je oteviend mnozina v roviné a funkce v = ¢(z,y), v = ¥(x, y) jsou definovdny na G.
Necht jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Funkce ¢, 1) maji spojité parcidln{ derivace na G.

2. Determinant

9o OV
oy 0Jy

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,1)) : G — R? je prosta.
Potom @ zobrazuje GG na otevienou mnozinu H.

Uvedeny determinant se zna¢i J(i, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo struénéji Jacobidn. Zobrazeni
® majici uvedené tfi vlastnosti pfedchozi véty se nazyva regularni zobrazeni.
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Regularni zobrazeni jsou jakési plastické defor-
mace defini¢niho oboru. Lokdlné (v bod€) se
plastickd hmota defini¢niho oboru zfedi s koefi-
cientem rovnym Jacobidnu.

| To, Ze vse vyjde je moje dilo. Jsem na to pys$ny! I

Dik. BTW, je to v podstaté to samé jako v jedno-
rozmérném piipadé. Hm ...

VETA. Necht' (p,) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoziné GG a f je spojité zobrazeni na H. Potom
(H je obraz G)

/. f(z,y)dxdy = / flo(u,v), Y (u,v))|J(p, )] du dv,
JH JG

jestlize ma jedna strana smysl.

Vzhledem k podobnosti s jednorozmérnym pfi-
padem se budeme soustfedit na odchylky ;-)

Poznamky 5:

38



1. Casto se pojem reguldrni zobrazeni pouZiva pro zobrazeni splitujici jen prvni dvé podminky predchozi
definice, tj., zobrazeni nemusi byt prosté. Pro tcely substituce v integrdlu je v§ak nutné pouZit prostd zob-
razeni, proto byla tato podminka zahrnuta do definice reguldrniho zobrazeni.

Kdyby prosté nebylo, mohli bychom jeho obraz
"zintegrovat"tfeba pétindsobné.

Substituce je pouze jenom upliacani hmoty do
lepsiho tvaru. Je to dplné jasné.

V piipadé funkei jedné proménné definované na intervalu dava uvedend definice reguldrniho zobrazeni
funkce majici nenulovou spojitou derivaci na daném intervalu (tfeti podminka o prostém zobrazeni je spl-
néna automaticky).

Pokud se reguldrni zobrazeni oteviené mnoziny GG na otevienou mnozinu H rozsifi spojit€ i na hranici
mnoziny (G, zobrazuje tuto hranici na hranici mnoziny H (nemusi vSak byt na hranici prosté).

A co pro neomezené mnoZiny???

2. Pro funkce jedné proménné se uvedend formulace véty o zaméné proménnych v integrdlu na prvni pohled
1is1 od dfive uvedené véty o substituci.
Tam byl jacobidn (tj. derivace (') bez absolutni hodnoty. Ale meze a, b mohly byt uspoiddany jako a > b.

Pak se prehozenim mez{ zménilo znaménko a to vlastné zméni ¢’ na |¢’|.
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To si dobie promyslete.

Uvédomte si, Ze pokud zobrazeni ¢ mélo v néja-
kém bod¢ derivaci zdpornou a navic vSude spoji-
tou nenulovou, byla derivace zdporna vSude (ne-
mohla se pres nulu "piehoupnout"), a tedy zobra-
zeni bylo klesajici a proto a > b.

Konec poznamek 5.

Ptiklady 5:
1. Polarni souradnice.
Zaména polarnich soufadnic r, v za kartézské souradnice x, y je ddno vzorci z = rcos o,y = rsina.

Spoctéte, Ze jacobidn J = 7.

Toto zobrazeni je prosté pro r € (0, c0) a pro « z libovolného otevieného intervalu (a, a + 27) a tedy v celé
roviné kromé bodil uzaviené polopiimky vychdzejici z pocétku a svirajici s kladnym smérem osy x thel a.
Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnoziné neovlivni hodnotu integralu.

2. M se spoéitat obsah mnoziny G = {(z,%); 2z < y*> < 3z,1/y < x < 2/y}.

Uvedené nerovnosti dévaji navod polozit u = zy, v = y2 /x.

Mnozina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém ziejmé existuji spojité parcidlni derivace uvedenych zobra-
zeni.

Nyni vypoététe z obou rovnosti z a y: © = /u2/v,y = J/uv (0bé nové proménné jsou také kladné).
Vypocet byl jednoznaény, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G nainterval u € (1,2),v €
(2,3). Zbyva spotitat jacobidn: .J = (3v) ™!, coZ je na vySetfované mnoZiné nenulové.

Pokud spoétete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 33> /x, coZ je 3v a tedy prevracend hod-
nota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné (viz Otdzky).

Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.

. ) 2 o . . «
3. Laplaceiv integrdl L = fooo e~ dx Ize snadno spoéitat pomoci Fubiniovy véty.
.y e 2
Vzpomeriite si, Ze primitivni funkce k e ~*
spocitat obvyklym zptisobem.

oo o0 o
2= / e dx / eV dy = / 9% dxdy |
0 0 K

kde K je prvni kvadrant.

nelze napsat zndmymi funkcemi a Ze tedy tento integrdl nelze

Spoctéte
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V poslednim integralu zaved’te poldrni soufadnice a dostanete integral

w/2 e9) 9
/ da/ re” " dr,
0 0

ktery snadno spoctete. Vysledkem bude L = /7/2.

To je pardda. Tenhle integrdl mne vZdy piijemné
prekvapi.

Konec prikladu 5.

Otazky 5:

1. Upravte definici regularniho zobrazeni a vétu o substituci pro jednorozmérny piipad a ukazte, Ze dosta-
nete véty o substituci pro Newtonuv integral.

A jaképak md asi parcidlni derivace identické
zobrazeni?

el

Ted’ je trosku t€Zsi tvrzeni, ale VELICE uZitecné.

2%, Dokazte nasledujici tvrzeni: Zobrazuji-li uw = ¢(x,y),v = ¥(x,y) reguldrné otevienou mnoZinu G na

mnoZinu H a (g, h) je inverzni zobrazeni H — G, pak J(p,v) = 1/J(g, h), dosadi-li se do pravé strany
za w, v jejich vyjdadreni v x, .

[Pouzijte parcidlni derivace slozenych funkci.]
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| To je sqély. To pouzivam rad. I

Alespori jeden ten jacobidn se ale musi nékde na-
jit, neni-liZ pravda.

Ano. Mimochodem, diky nagim definicim se R?
chova jako hmota a substituce tomu rozumi. To
je hezké.

Konec otazek 5.

Cviceni 5:

| Ne vsechno jde dobfte fezat. I
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| Napiiklad kokosovy ofech je zaludna potvora. I

s 2%

KdyZ se na kokosovy ofech podivas kouzelnymi
brylemi, je hranaty a dobfe se feZe.

Misto kouzelnych bryli sta¢i tu mnoZinu trans-
formovat na hez¢i mnoZinu pomoci substituce.

| Substituce je zdkladem mnohych kouzel . .. I
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Napiiklad substituce y = 1/ transformuje nés§

x-ovy dvorek [0, 1] na y-ovy lan [1, +oc0].

| A to se u nekonecna jesté musi premyslet. I

Substituce je nejcasteji pouzivana na kulaté veci

jako ofech, ten se pretransformuje na kvadr a ten
se dobre feze.

| Zkusime dvojrozmérny ofech. I

Ofech v roviné je napiiklad H = {(z,y) : z° + y° < 1}.
Zaména polarnich soutadnic r, o za kartézské soufadnice z, y dand vzorci
T =rcosa,y =rsina

s jacobidnem J = r ndm dovoli (SUBSTITUCE) napsat ofech takto G = {(r,a) : 0 <r < 1,0 < a <
27}
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| Polarni ofech je hranaty a bude se dobfe fezat. I

Polarni soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0,00) a pro « z libovolného otevieného intervalu
(0,27) a tedy v celé roviné kromé bodl uzaviené polopiimky vychdzejici z pocatku a svirajici s kladnym
smérem osy x thel 0.

Podle véty o substituci bude platit pro rovinnou velikost ofechu (integrujeme f(z,y) = 1)

[ #wpaxdy = [ fe(r0), 60010, 0)] du do,
JH JG

/ 1dxdy:/ r du dv.
H G

tedy

| A vpravo je to hranaté, tedy se to snadno spocte. I

| Podobné se transformuji takzvané "koko-bello". I
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Radgji bych opravdu fezal hranaty ofech, ale ne-
vim, jak bude chutnat ten hranaty.

Mimochodem, néjaké body ofechu zmizely (pro
a = 0), coZ nevadi.

Existuji i jednodussi substituce. Napfiklad v =
Y, v = x. Hod{ se na néco?

. ) . . ) .
/ </ 1 dy> dx = / 1 dxdy = / 11| du dv = / (/ 1 (11)) du .
JO JO JH JG J0 JO

| Prohozeni. I
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| Prohozeni. Jednou mne prohozeni bolelo. I

Piiklad. Vypocitejte integral funkce f(z,y) = 22 + y® na mnoziné M = {z* + y* < 1}.

ResSeni. Pro vypocet zvolime polarni soufadnice. Provedeme tedy substituci
T =7rcosp, Yy =rsinep.

Jak snadno zjistime, vzorem mnoZiny M je mnoZina

PN
S
m
N
A
A
H/_/

{(r, ©) : 7 < (cos* ¢ +sin )

| Jsem HAPPY !!! I

Plati tedy

1
1

C ) T -(cos? p+sint ) ,
/ (x4 y*)dedy = / dp / rordr
M 0

J—m J0

1 /" ) . _
:1/ (COS41,9+81114L,9) 1d99:-~-: .
J =T

A co kdyby ti Mikulds s Certem pfinesli substituci

T =r,/C0Sp, Y =ry/sinep?
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| Jsem HAPPIER !!! I

Problém byva s tim, jak najit pfi dané substituci
obraz mnoziny. Zpravidla staci vzorecek, kterym
je mnoZina definovéna pro (x, y) pfepsat pomoci
substitu¢nich vzorecku.

A to samé je pfi celém integrovdni. PrepiSe se
podle substituce mnozina, funkce i ta tajuplna
dz dy = |J| du dv. Tedy substituce z jedné
vody nacisto.

i
¥
¥

"Vypocitejte integral funkce x + y namnoziné {1 < z +y <2, 3 <z —y < 4}"
se po substituci  +y = u, x — y = v tvaii

"VypoCcitejte integral funkce « - |J| na mnoZiné {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je determinant

3 (u—wv)

50 (u—v)

Q

o

%(u +v)
0%(71, + )

Q‘Q

Néco se ale muselo udélat. Najit inverzni for-
mulku pro z a y. ProtoZe ta substituce je obecné
zéludna.
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Pokud bych uhodl substituci ve tvaru x = u + v,

y = u — v, byl bych vysmatej. Jenom bych to
prepsal.

| J4 jsem taky vysmat4. I

TROJROZMERNE INTEGRALY

Konec cviceni 5.

Teorie trojrozmérného integralu je obdobna teorii
dvojrozmérného integrdlu a v mnoha piipadech
je zména jen formalni.

Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy tfi jednorozmérnych
integralil) vzorcem

/Gf(:n,y,z)dxdydz:/:(/Hf(x,%z)dydz)dx,

kde (a, b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu x a H je projekce mnoZiny G do roviny yz.

Pro pouZiti predchozi ¢asti je tfeba poZadovat, aby H byla typu a nebo konecné sjednoceni takovych nepte-
kryvajicich se mnoZin a projekce G do osy z byl interval nebo koneéné sjednoceni intervalt. Tyto mnoZiny
se mohou také nazyvat typu « (nebo jsou to sjednoceni kone¢né mnoha nepiekryvajicich se mnozin typu
Q).
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Podivejte se nyni po fadé€ na tvrzeni pro dvojroz-

mérné integraly:

Pozorovani a zdkladn{ vlastnosti jsou stejné.

Véta o rozdéleni otevienych mnoZin na intervaly je stejna.

Stejny je i popis integralu pomoci souétu integrali pres néjaké rozdéleni na intervaly.
Stejné jsou i vety o existenci.

Fubiniova véta plati i pro trojrozmérné integraly:

Trojrozmérny integrdl spojité absolutné integrovatelné funkce lze pocitat v jakémkoli poradi souradnic.

Moznosti téchto poradi je Sest a je asi zbytecné je
tu vSechny vypisovat. Prosim.

Tvrzeni o zdaméné soufadnic za jiné se také zméni
jen formalné.
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Nejdiive se zadefinuje reguldrni zobrazeni pro-
storu do sebe:

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = p(z,y,2),v = ¥(x,y,2),w = 7/x,9, 2),
které maji nasledujici vlastnosti:

1. Funkce @, ¥, T maji spojité parcialni derivace na G.

2. Determinant

99 OV Ot
by by O
i

:
8% ow  dw

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,1,7) : G — R3 je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldrni a zobrazuje GG na otevienou mnoZinu. Uvedeny determinant je Jacobiho
determinant nebo Jacobidn a znali se J(p, ¥, 7).

Plati tvrzeni

VETA. Necht’ (¢, ¥, 7) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité zobrazeni na GG. Potom
(H je obraz G)

/ f(z,y,z)dxdydz = / flo(u,v,w), Y(u, v, w))|J (e, ¥, 7)| du dv dw,
JH JG

jestliZe ma jedna strana smysl.

| TO jsem byl ja. Byla to skvostna chvilka :-) I
Priklady 6:

1. Urcete prislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro fG [ kde G = {(z,y,2);z >
0,y>0,z2>0,x+y+ 2z <3}
Zieméje0 <z <3 —2x—y,0<y<3—20<x <3, takze vysledkem je

3 3—x pr3—z—y
/ / / f(x,y,z)dzdy dx.
0 JO 0
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2. Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné poldrni soufadnice pro dvé proménné s nezménénou
zbyvajici proménnou:

r=rcosa, Yy=rsina, z=z.
Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u poldrnich soufadnic a Ze toto zobrazenfi je prosté pro
r>0,a € (a,a+ 27), 2z € R, kde a je néjaké libovolné redlné &islo.
Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R? kromé& jedné poloroviny (podobné jako jedna polopiimka u poldrniho
zobrazeni).

Ma se spocitat integral

2 2z—22 ra
/ / / 222 + y? dxdy dx.
0 JO 0

Zavedenim vdlcovych soufadnic se dostanou meze z € (0,a),r € (0,2cos @), o € (0, 7/2) a integrl

a rm/2 fr2cosa
/ / / 2r? dr dadz = 84%/9.
0 JO 0

3. Sférické souradnice jsou obdobou poldrnich soutadnic o jednu dimenzi vyse. Bod (z, y, z) se promitne
do roviny 2y nabod (z/,y"). Opét se oznali 7 (resp. 7') vzdélenost bodu (x, y, z) (resp. (', y')) od pocatku
a déle (3 thel, ktery svird spojnice bodu (z,y, z) s pocdtkem s rovinou zy (tento thel se bere v intervalu
[~m/2,7/2]). Potom 2’ = 7’ cos v,y = r’ sin c, kde « je stejny thel jako u poldrnich soufadnic. Vyjddie-
nim 7’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosfl, y=rsinacosf, z=rsinf,

Spoctéte jacobidn a dostanete —r2 cos 3.

Sférické zobrazeni tedy bude reguldrni napt. na mnoZiné r» > 0, € (0,27),8 € (—m/2,7/2) a zobrazi
tuto mnoZinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny uréené osou z a kladnou osou x. Tato mnoZina je
opét mala vzhledem k integraci a zmény funkce na ni neovlivni vysledek integrace.

sféra

Lze opét ménit vhodné intervaly dhlu « a tak otacet polorovinu kolem osy z.

Spoctéte objem elipsoidu daného vztahem 22 /a? + 42 /b + 22/c* < 1 pro a,b,c > 0. Pouzijte modifi-
kované sférické souradnice x = ar cos awcos 3,y = brsin «.cos 3, z = rsin (3, takZe jacobian bude roven
r2abecos f (spoététe ho). Dostanete integral pres interval, ktery se d4 napsat jako soudin tif jednorozmér-
nych integralu s vysledkem 4mabe/3.

Sférické souradnice odpovidaji zemépisnym (se-
verni $itka, zapadni délka).
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To teda pouZzijeme GPS a glébus.

Konec prikladi 6.

Otéazky 6:
1. Dokazte prislusna tvrzeni obdobna dokdzanym tvrzenim pro dvojrozmérny integral.

2. Napiste alespon jednu rovnost pro zdménu poradi integrace v trojrozmérném integralu.

Konec otazek 6.

Cviceni 6:

Uvédomte si, Ze substituce je vlastng jiny zptisob

parametrizace.

Maéme svét parametri, jakych-si pomocnych pro-
ménnych, které pomoci zobrazeni popisuji pt-
vodni svét. To je tedy jistd deformace svéta pa-
rametry. Jeji lokaln{ expanze je korigovana tim
Jacobidnem.

Tedy substituce je zobrazeni, pomoci n¢hoz je

nase mnozina zaddna v "parametrickém tvaru".
O.K.

¥
¥
i
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ANO.

Konec cviceni 6.

STANDARDY z kapitoly

INTEGRALY FUNKCI VICE PROMENNYCH

Zékladem integrace funkci vice proménnych je

integrace pfes fezy.

DEFINICE. Necht je déna funkce f(z,y) definovand na intervalu I = (a,b) X (¢, d) v roviné. Pak se

definuje integral funkce dvou proménnych f na I jako
b d
[ famaxay= ([ fpay)ax,
1 a c

pokud md prava strana smysl.

Jestlize [; f je konecny, fiké se, Ze [ f konverguje.

Jo, a celé to je linedrni, aditivni a jde to pocitat

po hranatych kouscich.

»=c
X,  x3=b



Jo, a ty integrdly jsou Newtonovy (nebo Rie-
mannovy, pripadné J-integral, K-integral ¢i L-
integral).

Integrél z « + y na intervalu I = (1, 3) x (2, 5) se pocitd podle definice

/I(m—i—y)dxdy:/lg(/25(m+y)dy>dx:...

Existence integralu

| Klic¢ova véta je tahle: I

VETA. Je-li f spojitd omezend funkce na omezeném intervalu I, pak ([’, f konverguje.

Ted” pozor: na neomezenych intervalech nebo u
neomezenych funkcfi se hraje na majoranty !!!

VETA. Je-li f spojita funkce naintervalu I a0 < f < gna [, pak ]1 f konverguje, jakmile f[ g konverguje.

Geometricky pristup
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Uvaha o tani ledu: integrél je roven objemu hra-
nolu s vySkou rovnou hodnoté v jednom bodé
(nevi se ve kterém).

Necht’ T je nyni kompaktni interval [a, b] X [c, d] a funkce f je spojitd na I.

Pro kazdé x € [a, b] existuje y; € (¢, d) tak, Ze fcd flz,y)dy = f(z,yz)(d — ¢).
Posledni souin je spojitd funkce z a [; f = (d — ¢) f(f flz,yz) dx.

Tedy existuje p € (a,b) tak, Ze [; f = (d — c)(b—a) f(p, yp)-

Uvaha o tani ledu funguje:

VETA. Je-li f spojitd funkce na kompaktnim intervalu I = [a,b] x [c, d], pak existuje bod (p, ¢) leZici
uvniti I tak, ze [, f = f(p,q)(d — ¢)(b — a).

Predchozi dvaha provedend na malych obdélnic-
cich dava rovnost mezi dvojrozmérnym Newto-
novym integrdlem a dvojrozmérnym Riemanno-
vym integrdlem (pro spojité funkce na kompakt-
nich intervalech).

Fubiniova véta

Nasledujici véta fikd, Ze pro spojité funkce lze

prohodit poradi integrace dxdy = dy dx.

i alke 4
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VETA. (Fubini) Necht' funkce f(z,%) je spojitd na intervalu I = [a, b] X [c, d]. Potom

'/u.b <./(:d f(z,y) d)v) dx = /(:d ( u.{) f(z,y) (1X> dy,

jakmile ma jedna strana smysl.

Dokazuje se pomoci piedchozi tivahy i Rieman-
nove interpretaci dvojrozmérného integralu.

Tato dulezitd véta znamend, Ze neni tfeba hlidat
porad{ integrace a je mozné vyuZit vhodnéjsiho
poradi. Klasicky je tento priklad:

Funkce f je definovdnana I = (0,1) x (0,1) pfedpisem

0, proy > x;
L proy < .

N O

Jde spocitat jen jednim smérem: fol f(z,y)dy =sinzatedy [; f =1—cos(1).

Nékdy je v jednorozmérném integrandu videt, Ze
vznikl jako vnitfni integrdl v dvojrozmérném in-
tegralu. Pak si napiSeme jak to vypadalo pred
tim zintegrovanim, piehodime potadi integrace
(kdyZ to jde) a zkusime spocitat ...
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Takto integral

1.0 a
¥ -2
/ dx
o logx

Ize spocitat pomoci Fubiniovy véty, pokud si v§imnete, Ze pro « € (0, 1) je ab — 20 = [; x¥Ylog x dy.

Potom

1.0 a 1 b b 1 b

x’ — , , 1 b+1
/ S dxz/ (/ xY dy) dx:/ (/ xY dx) dy:/ ——dy = log - .
0 log z 0 Ja a 0 a Y+1 a+1

Pfiklad. UvaZzujte funkci

22 — o2
(22 + 42)2

definovanou na intervalu (0, 1) x (0, 1). Integrujte f nejprve podle proménné = a potom podle proménné y.

flz,y) =

Reseni.

-1 -1 2 2 -1 -1 -1
¢ —y 0 —x 1
—— %55 dzr ) dy = — | —5——= ) dz ) dy = — —— dy =
/0 (/0 (% +y?)? > ! /0 (/0 Oz (:L'2+y2> > ! /0 T+y? Y

= —(arctan(1l) — arctan(0)) = 72.

Nyni integrujme stejnou funkci ale v opaéném potadi, tj. nejprve podle proménné y a potom podle proménné

1l .22 1 15 , 1
/ /7“’ Y dy) do / /,— ) dy dw:/ = da=
Jo \Jo (2% +y?)? Jo \Jo Oy \a? +y? Jo 1+a?

(arctan(1l) — arctan(0)) = g

Predchozi piiklad ukdzal, Ze nékdy na poradi in-
tegrace zdlezi. POZOR!!!

INTEGRACE NA OBECNYCH MNOZINACH

Integraci rozsifime z interval na obecnéjs$i mno-
Ziny. Zacneme s témi, které maji primét na osu x
jeden interval a jeho bodim odpovidaji fezy in-
tervaly. Budeme témto mnoZindm fikat mnoZiny

typu o.

Polooteviend mnozina G v roving je typu «, jestlize jeji projekce na osu x je interval (oznaci se G x') a pro
kazdé p € Gx je prinik G s kolmici na osu x v bodé€ p opét interval (oznaci se Gyp).
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A nyni rozsifime definici integrdlu na mnoZiny
typu «. Integrovat se bude pres primét a v ném
pres fezy:

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na polooteviené mnoziné G C R? typu a. Pak se definuje
dvojrozmérny integral funkce f pres mnozinu GG rovnosti

Jpwpasay= [ ([ sewas)ex.

existuje-li prava strana.

Jestlize [ f je koneCny, fikd se, Ze [ f konverguje.

Existence integralu

Pro omezenou spojitou na omezeném intervalu je
vSe v porddku. Ten vzorecek je klicovy.

VETA. Necht ¢ < 1) jsou spojité funkce na omezeném intervalu (a,b) a G = {(z,y); z € (a,b), p(z) <
y < (z)}. Pak ]( f konverguje pro kazdou omezenou a spojitou funkci na G a plati

()
. b .
/ fdxdy = / ( / flz,y)dy)dx.
JG Ja .

o(x)

Fubiniova véta

V nasledujicim tvrzeni se predpokladd, ze mnozina G typu « je stejného typu i vzhledem k ose y: projekce
G na osu y je interval G'y- a priise¢iky mnoZiny G' s kolmicemi na osu y v bodech jsou intervaly G/p.
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VETA. (Fubini) Necht' G je mnoZina typu o vzhledem k osdm x i 4. Je-li f spojitd na G a absolutng
integrovatelnd, pak

'/.71\' < CL flz,y) dy) dx = ./(.,'Y ( (y fz,y) dx) dy,

jakmile [ f konverguje.

Tak to je rozumné. Pokud tam neni zarucena ta
absolutni integrovatelnost, tak by to nemuselo
vyjit (viz o velky kus vyse).

SUBSTITUCE

Substituce u dvou proménnych pouZziva reguldr-
niho zobrazeni (Jacobidn nenulovy, nedegene-
ruje ,,dvojrozmérnost* mnoZiny) oteviené mno-
ziny GG na otevienou mnoZinu H:

VETA. Necht G je oteviend mnozina v roviné a funkce u = (z,y),v = ¥ (z,y) jsou definovany na G.
Necht’ jsou splnény nésledujici podminky:

1. Funkce ¢, 1) maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

dp  ov
dy 0Oy

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (¢, 1)) : G — R? je prosta.
Potom @ zobrazuje G na otevienou mnozinu H.

Uvedeny determinant se znali J(y, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo stru¢néji Jacobidn. Zobrazen{
® majici uvedené tfi vlastnosti predchozi véty se nazyva regularni zobrazeni.

Regularni zobrazeni jsou jakési plastické defor-
mace defini¢niho oboru. Lokdlné (v bod¢€) se
plastickd hmota defini¢niho oboru zfedi s koefi-
cientem rovnym Jacobidnu.
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Dik. BTW, je to v podstaté to samé jako v jedno-

rozmérném piipadé. Hm ...

| Takze véta o substituci zni takto: I

VETA. Necht (¢, 1) je reguldrni zobrazeni na oteviené mnoZiné G a f je spojité zobrazeni na H. Potom
(H je obraz G)

/ flz,y)dxdy = / flp(u,v), ¥ (u,v))|J (@, )| du dv,
JH JG
jestliZe ma jedna strana smysl.

Polarni souradnice.
Zaména polarnich soufadnic r, v za kartézské soutadnice x, v je dano vzorci @ = rcosa,y = rsina.
Spocte se, Ze jacobidn J = 7.
Toto zobrazeni je prosté pro r € (0, 00) a pro « z libovolného otevieného intervalu (a, a + 27) a tedy v celé
roviné kromé bodl uzaviené poloptfimky vychdazejici z pocatku a svirajici s kladnym smérem osy x thel a.
Tato mnoZina je mald ve smyslu, Ze zména hodnot funkce na této mnoziné neovlivni hodnotu integralu.
TakZe

STD(;. o) = {(r,a) € R*| 1 € (0,00),a € (0,2m)} .

Takze
STD(:L‘.,y) - {(’T~y) € R2| (y=0) = (z< 0)} :

Pomoci polarnich soufadnic spoctéte plochu
kruhu.
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A pak pomoci poldrnich soufadnic spoctéte ob-

sah mnoziny {z? + y?> < 2z}. Neudélejte to
takhle blbé:

2w r2cosa
/ ( / rdr) da .
J0O J0O

A takhle si dé€lame vlastni souradnice ( teda
vlastné substituci, ta je to hlavni):

Pfiklad. Spoctéte obsah mnoziny G' = {(x,y); 2z < y? < 3z,1/y < = < 2/y}.

Reseni. Uvedené nerovnosti ddvaji ndvod poloZit u = zy, v = y? /.

Mnozina G lezi v prvnim kvadrantu, ve kterém zfejmé existuji spojité parcidlni derivace uvedenych zobra-
zeni.

Nyni vypoététe z obou rovnosti z a y: = {/u2 /v,y = J/uv (obé nové proménné jsou také kladné).
Vypocet byl jednoznaény, coZ znamend, Ze dané zobrazeni je prosté a zobrazuje G nainterval u € (1,2),v €
(2, 3). Zbyva spotitat jacobidn: J = (3v) ™1, coZ je na vySetfované mnoZiné nenulové.

Pokud spoétete jacobidn inverzniho zobrazeni, dostanete hodnotu 3y2 /x, coZ je 3v a tedy prevrdcend hod-
nota prvniho jacobidnu. Tato situace plati obecné.

Vysledny obsah je pak roven log(3/2)/3.
Laplacetyv integral L = fooo 6_I2 dx lze snadno spocitat pomoci Fubiniovy véty.

v .y e 2 P S . <
Vzpomeriite si, Ze primitivni funkce k e ™" nelze napsat znamymi funkcemi a Ze tedy tento integral nelze
spocitat obvyklym zptisobem.

oo o0
L? = / e’ dx/ eV’ dy = / oy’ dxdy,
0 0 K

kde K je prvni kvadrant.

Spoctéte
V poslednim integralu zaved’te polarni soufadnice a dostanete integral

/2 00 9
/ da/ re” " dr,
0 0

ktery snadno spoctete. Vysledkem bude L = /7/2.
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Kulatou véc prevedeme na hranatou a bude se
dobfe fezat.

Kruh v roviné je H = {(z,y) : 22 + y? < 1}.
Zaména polarnich soufadnic r, v za kartézské souradnice x, y dand vzorci

T =TCosq,y = Trsina
s jacobidnem J = r ndm dovoli (SUBSTITUCE) napsat kruh takto G = {(r, ) : 0 <7 < 1,0 < o < 27}

tedy
/ 1dxdy:/r du dv.
H G

Pomaleji: Nejprve nahradime mnoZinu H mnoZinou H, ,y = H N STD(xyy), tedy
Hgqy ={(z,y) € STD(I’y)‘gﬂ F2 <1},

Pak piepiSeme H(,, ) na G, o) pouZitim poldrnich soufadnic (substituce (z,y) <— (r,a),z = rcosa,y =
rsin ) a dostaneme
2
G(r,a) ={(r,a) € STD(T7O[)|7” <1}.

Polérn{ soufadnice jako zobrazeni jsou prosté pro r € (0, 00) a pro « z otevieného intervalu (0, 27) a tedy
v celé roviné kromé bodt uzaviené polopiimky vychdzejici z pocétku a svirajici s kladnym smérem osy x
thel 0.

A jesté jednou poldrni soufadnice na jinou mno-
Zinu:

n
L1
2 2 G
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"Vypotitejte integral funkce  + y namnoziné {1 <z +y <2, 3<a —y < 4}"
se po substituci z + y = u, x — y = v tvai{
"Vypocitejte integral funkce u - |J| na mnozing {1 < u < 2, 3 < v < 4}, kde J je determinant

POZOR: Néco se ale muselo udélat. Najit in-
verzni formulku pro x a y (zde se muselo spocitat
T = u+ v,y = u— v). ProtoZe ta substituce je
obecné zdludna!!!

TROJROZMERNE INTEGRALY

Dvojrozmérny integrdl se (definici) prevedl na
jednorozmérny. Podobné se postupuje ve vyssich
dimenzich. Promitne se na néjaky podprostor a
pres né&j se integruji fezy:

Trojrozmérny integral se prevede na sled jednorozmérného a dvojrozmérného (a tedy tii jednorozmérnych
integrald) vzorcem

/Gf(:zc,y,z)dxdydz:/ab(/Hf(ac,y,z)dydz)dx7

kde (a,b) je interval obsahujici projekci mnoZiny G na osu x a H je projekce mnoZiny G do roviny yz.

| A takhle se to pocitd zpaméti: I

Ptiklad. Urcete piislusné meze v jednotlivych jednorozmérnych integralech pro fG fikde G ={(z,y,2);x >
0,y>0,z2>0,x+y+ 2z <3}
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Refeni. Ziejm&je 0 < 2 < 3 — 2 — 4,0 <y < 3 —z,0 < x < 3, takZe vysledkem je

3 p3—x p3—z—y
/ / / f(z,y,2)dzdy dx.
0 JO 0

Tvrzeni o zdméné soufadnic za jiné se zméni jen
formalné.

Necht’ jsou na oteviené mnoziné G definovany funkce u = p(z,y,2),v = ¥(x,y,2),w = 7/x,9, 2),
které maji nasledujici vlastnosti:

1. Funkce @, ¥, T maji spojité parcialni derivace na G.

2. Determinant

99 0% o1
b5 8¢ o
ow Ow w

je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (p,1,7) : G — R3 je prosta.

Pak se zobrazeni ® nazyva reguldrni a zobrazuje G na otevienou mnozinu. Uvedeny determinant je Jacobiho
determinant nebo Jacobidn a znali se J (¢, ¥, 7).

VETA. Necht' (¢, 1), 7) je regularni zobrazeni na oteviené mnoziné G a f je spojité zobrazeni na G. Potom
(H je obraz G3)

/ flz,y,2z)dxdydz = | f(o(u,v,w),¥(u,v,w))|J(¢, v, 7)| du dv dw,
JH G

jestliZe ma jedna strana smysl.

Ten Jacobian je ten prevodni koeficient substi-
tuce:

(#,y,2) = (9, 7)(w, 0, w)

dxdydz = |J (¢, 1, 7)| du dv dw .
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Cylindrické (valcové) souradnice jsou vlastné polarni soufadnice pro dvé proménné s nezménénou zby-
vajici proménnou:
r=rcosa, Yy=rsina, z=z.

Snadno se zjisti, Ze jacobidn je opét roven r jako u poldrnich soufadnic a Ze toto zobrazeni je prosté pro
r>0,a € (a,a+ 2m), z € R, kde a je n&jaké libovolné redlné ¢islo.

Tuto mnoZinu zobrazuje na celé R? kromé& jedné poloroviny (podobné jako jedna polopfimka u poldrniho
zobrazeni).

Stérické souradnice jsou obdobou poldrnich soufadnic o jednu dimenzi vyse. Bod (x, y, z) se promitne do
roviny zy na bod (z’,y’). Opét se oznali r (resp. ') vzddlenost bodu (z,y, z) (resp. (z’,4')) od pocatku
a déle (3 thel, ktery svird spojnice bodu (x,y, z) s pocdtkem s rovinou xy (tento thel se bere v intervalu
[~ /2,m/2]). Potom 2/ = 1’/ cos o,y = r’ sin v, kde « je stejny tihel jako u poldrnich soutadnic. Vyjadre-
nim 7’ pomoci r a 3 se dostane

r=rcosacosf, y=rsinacosf, z=rsinf,

Spoctéte jacobidn a dostanete —r2 cos 3.

Sférické zobrazeni tedy bude reguldrni napf. na mnoziné > 0,« € (0,27), 3 € (—m/2,7/2) a zobrazi
tuto mnoZinu na cely prostor kromé uzaviené poloroviny uréené osou z a kladnou osou x. Tato mnoZina je
opét mala vzhledem k integraci a zmény funkce na ni neovlivni vysledek integrace.

sféra

Spoctéte objem koule, vilce a kuZele.
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