APLIKACE

V této Casti budou pouZita tvrzeni z predchozich
kapitol o funkcich vice proménnych na rtzné
ulohy, praktické i teoretické.

Nasledujici dlohy lze zhruba rozd€lit na geometrické, algebraické a dlohy popisujici rizné stavy v nékterych
oblastech jinych véd, napt. fyziky nebo ekonomie.

| Budeme uziteCni celému svétu :-) I

GEOMETRICKE ULOHY

Mezi typické tlohy patii hledani vzdédlenosti mezi geometrickymi objekty, sestrojeni te¢nych rovin k plose
vyhovujici danym podminkdm, najit geometricky objekt spliiujici dané podminky, napt. ma jisty tvar nebo je
vhodnou ¢4sti jiného objektu (napf. vepsany do koule) nebo md minimdlni velikost povrchu, nejvétsi objem, apod..

Napiiklad tvar stfechy nad hlavou mtze zptsobit

drobné potiZe pti desti.

Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule ©2 + y2 + 22 = 4y, kterd je kolmd na roviny x —y+z = 2,z +y —2z = T.

Reieni. Teénd rovina k plose 22 + 32 — 4y + 22 = 0 v bodé (0, Y0, 20) M4 rovnici
2z0(z — o) + (290 — 4)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.

Jsou-li na sebe kolmé roviny, jsou na sebe kolmé i jejich normaly.



| Pro jistotu si to prubézné modelujte z plasteliny. I

Normaély ploch popsané implicitné jsou dany je-

jich gradienty.

V daném piipadeé to jsou tedy vektory
(220, 2yo — 4,220),(1,—1,1),(1,1,-2)

a skalarni soucin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.

Tim se dostanou dveé rovnice:

ro—yo+z = —2
ro+yo— 220 = 2.

Trteti rovnici je rovnice dané plochy, tj. povrchu koule.

VyfeSenim téchto rovnic se dostanou body dotyku te¢né roviny:

(£v/2/7,2£3v2/7,£21/2/7).

Priklad. Na svahu daném rovnici z = f(x,y) (jednotky pro x,y jsou v metrech) naleznéte ve vysce 100 metrii

mista s nejprudsi spddnici.

| To jsou nejhustsi mista na sjezdovce. I

Ptiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = 2% — y? + 8.
Reseni. Minimalizuje se funkce /(2 — 1)2 + (y — 2)2 + (z — 2)2 za podminky z = 2 — 4% 4 8.

Je zfejmé, Ze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bod¢€ jako minimum vyrazu pod odmocninou.



Bude se tedy hledat minimum funkce f(z,y,2) = (z — 1)% + (y — 2)% 4 (2 — 2)? za uvedené podminky.

Je dobré si uvédomit, Ze hledany bod na plose,
ktery bude mit nejmensi vzdalenost od daného
bodu, bude vZdycky existovat!

Hledani bodu na plose 1ze omezit na néjakou omezenou uzavienou mnoZinu, napf. prinik plochy s kouli o
sttedu v daném bodé€ a o poloméru, ktery by mél byt tak velky, aby koule plochu protinala, a souasné maly, ale
aby ji protinala v malé mnozin¢.

Resi se tedy soustava rovnic

2@ —1) =22\ =
2(y —2) + 2yA

2(z—-2)+ A
x2—y2—z+8 =

I
o o o o

Tyto rovnice je vhodné spocitat na pocitaci, ktery da vysledek

x = .82013736,y = 2.561829673, z = 2.10965398, A = —.21930795.

Priklad.

Nutno dodat, Ze uvedena soustava ma vice reSeni.

Ty ostatni ale leZi mimo vhodné zvolenou kouli
zminénou na zacatku této ulohy.

Mezi kvddry s danou délkou télesové ihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim objemem.

Necht’ ma dhlopricka délku a a kvadr strany o délkach x, y, 2.

Regeni dané tlohy tedy spocivd v hleddni maxima funkce V' = zyz za podminek z2 + y? + 22 = a® a

x>0,y >0,z>0.
Funkce V' je spojitd a kladnd na daném defini¢nim oboru.

Pokud se jedna z proménnych bliZi k 0, bliZi se i hodnota V' k 0. Funkce V' tedy nema na svém defini¢nim
oboru minimum.

v v

Zvétsi-li se defini¢ni obor pfiddinim moZnosti x = 0,y = 0,z = 0, je defini¢ni obor funkce kompaktni
mnoZinou (prinik kompaktntho intervalu [0, a] x [0,a] x [0, a] s plochou 2% + 32 + 22 = a?).



Maximum

Na této mnoziné V' nabyvd svého maxima a

nemize to byt v pridanych bodech defini¢niho
oboru.

miZe funkce V' nabyvat jen v bodech, pro které je

Yz — N2x =
rz— Ny =
xy—A2z = 0

pro néjaké .

ProtoZe z,v, z jsou nenulové, vyplyvé z rovnic vztah = y = 2 a tato hodnota se musi rovnat a/v/3, coz
plyne z dané podminky.

Priklad.

Protoze vysledkem je jediny bod, kde mize V'
nabyvat svého lokdlntho extrému a z predchozi
diskuse je zndmo, Ze v néjakém bod¢ V' maxima
nabyv4, musi to byt ziskany bod.

Najdéte kvddr (se stranami rovnobéZnymi s osami souradnic) maximdlniho objemu vepsaného do elipsoidu z2 +
2 2/Q —
y?/4+2/8 =1.
Reseni. Vrcholy kvadru budou zfejmé leZet na elipsoidu a kvadr bude symetricky okolo poc&itku.

Jednim vrcholem (z,y, z) kvddru (napf. pro > 0,y > 0,z > 0) jsou ostatni vrcholy jednozna¢né dény.
Objem kvadru se pak rovnd 8xyz.

Hleda se tedy, ve kterém bodé ma funkce f(z,y, ) = xyz maximum za podminek 22 +2/4+ 2% /8 = 1,z >
0,y >0,z>0.

Pomoci Lagrangeovych multiplikatorti se dostanou rovnice

yz+2xx = 0
xz4+yN/2 = 0
xy+ 224 = 0.

Odtud vyplyvaji rovnosti 222 = 32 /2 = 22/4.



| Pro¢ nemize byt A = 0?. I

Dosazenim do rovnice elipsoidu se dostanou body (1/v/3,2/v/3,2v/2//3).

Usudkem lze snadno zjistit, e f dosahuje své
maximum, a proto to musi byt v ziskaném bodg.

Do této Césti patii dikazy mnoha nerovnosti,
vztahl mezi Cisly a jejich riznymi rozklady. Lze
sem zafadit i proklddani pfimky danymi body
nebo metodu nejmensich Ctverci.

Priklad. Ukazte, Ze geometricky priimér n kladnych isel neni nikdy vétsi neZ jejich aritmeticky priimér.
Reseni. PoloZi se
n
Far o zn) = Y wy—n /I
=1

Ziejmé staci predpoklddat n > 2.

pro kladna ¢isla x;.

Defini¢énim oborem funkce f je oteviend mnoZina a pro ziskani moZnych kandidatii na body, kde ma tato
funkce minimum, stalf zjistit, kde se anuluji parcidlni derivace (pro jednoduchost se oznaci X = /I x;):
0 1X X
/ =l-n-——=1-——.

ox; nx; T

Z rovnic snadno vyplyva, Ze vSechna Cisla x; museji byt stejnd a rovnaji se tedy néjakému kladnému &islu a.



Priklad.

V tomto bodé je hodnota f rovna 0 a zbyva uka-

zat, Ze tam ma f minimum.

RozloZte dané kladné &islo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich soucet byl nejmensi.
Oznali se f(z1,...,2n) = > i x; a hledd se minimum f za podminek II?" ;z; = A,2; > 0 pro
kazdé i.

Pfi pouziti Lagrangeovych multiplikdtort se fesi n + 1 rovnic

A
1-A— = Oproi=1,..,n
Ty

Z prvnich n rovnic vyplyv4, Ze viechna x; jsou si rovna, a tedy podle posledni rovnice se rovnaji v/ A.

Zbyva ukdazat, Ze v ziskaném bod& nabyv4 f svého minima n V/ A. To vyplyva napf. z nerovnosti mezi geome-
trickym a aritmetickym pramérem: n VA < n /117" j2; < Y00 x5 = f(@1,...,20) .

Priklad.

| Dokézali jsme, Ze i algebraici koukaji. I

Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou pfimku, Ze soucet Ctvercii vzddlenosti onéch bodii k pFimce
Jje nejmensi.

Hledaji se Cisla a, b takova, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych bodt od pfimky ax + b je nejmensi
(budeme nejdiive predpokladat, Ze piimka neni kolma na osu x).

Vzdalenost bodu (zg, yg) od této piimky je |axg — yo + b)-

Hledajf se tedy &isla a, b tak, aby funkce f(a,b) = (a+b—2)%+ (2a+b—2)2 + (4a + b — 3)? méla minimalni
hodnotu.

Pfi predpokladu @ > 0,b > 0 mohou kritické body byt jen v bodech, kde se anuluji parcidlni derivace funkce
f (ty existuji vSude).

Dostavaji se dvé rovnice:

2a+7h = 18
Ta+3b = 7,

které maji feSeni @ = 5/14,b = 3/2.
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5x/14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pfipady, tedy na hodnoty a = 0,6 = 0.



Je-lia = 0,b> 0, pak £(0,0) = (b—2)% 4 (b —2)% 4 (b — 3)? miiZe mit extrémy jen pro b = 7/3 (tam, kde
se derivace podle b anuluje) a pak je vzddlenost daného bodu od piimky y = 7/3 rovna 2/3.

Je-lia > 0,b=0,pak f(a,0) = ((a — 2)® + (2a — 2)? + (4a — 3)? miiZe mit extrémy jen pro a = 6,/7 a pak
je vzddlenost daného bodu od pfimky y = 6x/7 rovna zhruba 1,57.

Zbyva uvazit piipad, kdy je pfimka kolma na osu z, tj. tvaru x = c.

Pak se minimalizuje funkce f(c) = (1 —¢)2 + (2 — ¢)? + (4 — ¢)?. Tato funkce miiZe mit extrém jen pro bod
¢ = 7/3 av tomto bodé je vzdalenost danmého bodu od pfimky = = 7/3 rovna 42/9.

Vysledkem je tedy pifimka y = 5x/14 + 3/2.

Piipady a = 0 a posledni piipad Sly snadno vy-
loucit dsudkem. Pfipad b = 0 Sel zahrnout do
prvniho zakladniho pfipadu. Ale nemusi tomu

tak byt vzdy.

Zkuste prozkoumat piipad, Ze se hleda primka ta-
kova, ze soulet vzdalenosti (nikoli ¢tvercu vzda-
lenosti) danych bodd od ni je nejmensi.

Metoda nejmensich Ctvercii
Jsou ddny 3 rovnice f;(x,y) = 0,7 = 1,2, 3 o dvou proménnych.

ProtoZe dané funkce maji dvé proménné, obvykle tyto rovnice nemaji feseni.

Nicméné se lze ptat, zda existuji =,y tak, aby v
néjakém smyslu byly hodnoty f; v téchto bodech
co nejblize 0.

Je nutné specifikovat, v jakém smyslu se mysli ono co nejbliZe.

V predchozim ptikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet tverci.



Druhy pfipad byva dulezit&jsi.

Znamend to, 7e se hledd bod (=, y) ve kterém mé funkce f2(z,y) + f2(z,y) + fg(x, y) nejmensi hodnotu.
Reseni nemuseji byt jednoduch4 a &asto se provadg&ji jen numericky.
Samoziejmé se v praxi vétsSinou vyskytuji tlohy s vét§im poctem rovnic a vétSim poctem proménnych.

Piiklad. Reste predchozi tlohu pro rovnice

dr+2y = 1
r—y = -1
2c+4y = 0.

Reseni. Hledaji se tedy z, y tak, aby hodnota (4z + 2y — 1)% + (z — y + 1)% + (22 4 4y)? byla co nejmensi.

J4 jeden nejmensi Ctverec mdm. Ale nemtzu ho

najit.

FYZIKALNI A JINE ULOHY.

V této Casti by se dalo zaradit mnoho tloh, ale pro skoro vSechny je nutné znat néjaké fyzikalni, ekonomické,
chemické, atd. zdkonitosti, dané néjakymi rovnostmi nebo nerovnostmi.

stavovat, coz zde ale neni mozné délat.




Pak nezbyva, neZ ony zdkonitosti zde napsat a
tim se z Ulohy stava Cisté matematicka dloha (viz
napf. nasledujici dlohu) a ty byly feSeny v pred-
chozich ¢éstech.

Piiklad. Téleso tvaru elipsoidu 4a® + y? + 422 = 16 letélo atmosférou a rozloZeni teploty na jeho povrchu
bylo rovno 8x2 + 4xy — 16z + 600. Najdéte misto na télese s nejvétsi teplotou.

Refeni. Na obrdzku je modry elipsoid fezany plochami odpovidajicimi bodiim se stejnou teplotou.

vy

Ptiklad. Podle Fermatova principu se svétlo $iri tak, aby z daného bodu dospélo do cile v nejkratsim case.

Necht’ jsou ddna dvé prostiedi rozdélend plochou z = f(x,y) a dva body A, B v prostoru, pficemZ A lezi nad
plochou a B pod plochou.

Zndte-li rychlosti svétla v obou prostiedich, uved’te postup jak zjistit cestu paprsku z A do B.

Cviceni 1: Pfiklad. Reste optimalizacni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikatori:

vy

1. NejbliZsi bod na pfimce.

2. Nejblizsi bod na roviné.

3. Nejlevnéjsi konzervu s danym objemem
4. Nejlevnéjsi bazén s danym objemem

Ve s

5. Nejlevnéjsi krabicku s danym objemem

v v

6. Nejvétsi obdélnik vepsany do kruhu
Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Nejvic mé& u Lagrangeovych multiplikatord dési

ta vazba.

Konec uceni 1.



