APLIKACE

Nésledujici ulohy lze zhruba rozd€lit na geometrické, algebraické a ulohy popisujici
rizné stavy v nékterych oblastech jinych véd, napt. fyziky nebo ekonomie.
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GEOMETRICKE ULOHY

Mezi typicke ulohy patfi hledani vzdalenosti mezi geometrickymi objekty, sestrojent
tecnych rovin k plose vyhovujici danym podminkam, najit geometricky objekt splnujici
dané podminky, napr ma jisty tvar nebo je vhodnou ¢4sti jiného objektu (napf. vepsany
do koule) nebo ma minimalni velikost povrchu, nejvetsi objem, apod..

Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule x> + y*> + z*> = 4y, kterd je kolmd na roviny
T—y+z=2,x+y—2z=".

Te¢na rovina k plose 2° + y? — 4y + 2> = 0 v bod& (z¢, o, 29) M4 rovnici
2z0(x — x0) + 2y0 — 4)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.
Jsou-li na sebe kolmé roviny, jsou na sebe kolmé 1 jejich normadly.
V daném pripad¢ to jsou tedy vektory
(2x0, 2y0 — 4, 220),(1,—1,1), (1,1, —2)

a skalarni soucin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.
Tim se dostanou dvé rovnice:
—Yo+2 = —2
To+ Yo — 229 = 2.

Treti rovnici je rovnice dané plochy, tj. povrchu koule.

VyreSenim téchto rovnic se dostanou body dotyku tecné roviny: Poznamky
(V27,2 + 3727, £24/2]7) .
Otéazky

Priklad. Na svahu daném rovnici z = f(x,y) (jednotky pro x,y jsou v metrech) na- Cvieni
leznéte ve vysce 100 metru mista s nejprudsi spddnict. Ugeni



Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x* — y* + 8.
Minimalizuje se funkce /(z — 1)2 + (y — 2)? + (2 — 2)2 za podminky z =

W — y2 + 8.

Je zfeymé, Zze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bodé jako minimum vyrazu
pod odmocninou.

Bude se tedy hledat minimum funkce f(z,y,2) = (x — 1)> + (y — 2)> + (2 — 2)* za
uvedené podminky.

Hledani bodu na ploSe Ize omezit na né¢jakou omezenou uzavienou mnoZzinu, napr.

prinik plochy s kouli o stfedu v daném bod€ a o poloméru, ktery by mél byt tak Velky,
aby koule plochu protinala, a sou¢asné maly, ale aby ji protinala v malé mnoZin¢.

Resi se tedy soustava rovnic

2 —1)—2z\ = 0
2y —2) +2y\ = 0
22—-2)+X =0

22—y —248 = 0

Tyto rovnice je vhodné spocitat na pocitaci, ktery da vysledek
x = 82013736,y = 2.561829673, z = 2.10965398, A = —.21930795 .

Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové nihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim

5 Pozndmky
objemem.

Ptiklady

Necht’ ma uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach x, y, z.

v Otazky
ReSeni dané ulohy tedy spociva v hledani maxima funkce V' = zyz za podminek cyigent
?+y’+22=a*axz>0,y>02>0.

Uceni



Funkce V' je spojitd a kladn4 na daném defini¢nim oboru.

Pl

Pokud se jedna z proménnych bliZi k 0, blizi se i hodnota V" k 0. Funkce V' tedy nema
na svém definicnim oboru minimum.

Zvétsi-li se definicni obor pridanim moznosti x = 0,y = 0,z = 0, je definini obor
funkce kompaktni mnozinou (prinik kompaktniho intervalu [0, a] x [0, a] x [0, a] s plo-
chou 22 + 3* + 2% = a?).

Maximum miize funkce V' nabyvat jen v bodech, pro které je

yz — X2x = 0
xz— Ny = 0
xy — A2z = 0

pro n¢jaké \.
Protoze x,y, z jsou nenulové, vyplyva z rovnic vztah * = y = 2z a tato hodnota se
mus{ rovnat a/+/3, coz plyne z dané podminky.

Priklad. Najdéte kvadr (se stranami rovnobéznymi s osami souradnic) maximdlniho
objemu vepsaného do elipsoidu x* + vy*/4 + 2*/8 = 1.
Vrcholy kvadru budou ziejmé leZet na elipsoidu a kvadr bude symetricky
okolo pocatku.

Jednim vrcholem (x, y, z) kvadru (napt. pro = > 0,y > 0, z > 0) jsou ostatni vrcholy
jednoznacné dany. Objem kvadru se pak rovna 8zyz.

Hleda se tedy, ve kterém bodé ma funkce f(x,y,2) = zyz maximum za podminek
w2 +y*/4+22/8 =1,2 >0,y >0,z > 0.
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Pomoci Lagrangeovych multiplikétort se dostanou rovnice

yz +2xr = 0
rz+yA/2 = 0
zy 4+ zA/4 = 0.

Odtud vyplyvaji rovnosti 222 = 3° /2 = 2%/4.
Dosazenim do rovnice elipsoidu se dostanou body (1/v/3,2/v/3,2v/2//3).
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ALGEBRAICKE ULOHY

Priklad. Ukazte, Ze geometricky prumér n kladnych Cisel neni nikdy vétsi neZ jejich arit-
meticky prumer.
Polozi se

flzy, ..., xp sz—n H” L

pro kladna Cisla x;.

Zrejmée staci predpokladat n > 2.

Defini¢nim oborem funkce f je oteviend mnozina a pro ziskdni moznych kandidatt
na body, kde ma tato funkce minimum, staci zjistit, kde se anuluji parcidlni derivace (pro

jednoduchost se oznadi X = /I z;):
af i 1X X
0x; n xz;
Z rovnic snadno vyplyv4, Ze vSechna Cisla x; museji byt stejnd a rovnaji se tedy néja-
kému kladnému ¢islu a.

Priklad. RozloZte dané kladné cislo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich
soucet byl nejmensi.
Oznalise f(xq,...,2,) = > ., x; ahledd se minimum f za podminek I17_,z; =
A, z; > 0 pro kazdé 1.
Pti pouziti Lagrangeovych multiplikatora se fes$i n + 1 rovnic
A

l—A— = 0prot=1,..,n
L
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Z prvnich n rovnic vyplyva, Ze vSechna z; jsou si rovna, a tedy podle posledni rovnice
se rovnaji v/ A.

Zbyva ukazat, ze v ziskaném bod€ nabyva f svého minima n+v/ A. To vyplyva napr.
z nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym primérem: nvA < n{/I  x; <

2?21 X, = f(iCl, ey In) .

Priklad. Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet ctvercii
vzddlenosti onéch bodu k primce je nejmensi.

Hledaji se Cisla a, b takovd, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych boda od
primky az + b je nejmensi (budeme nejdrive predpoklidat, ze primka neni kolma na osu
x).

Vzdalenost bodu (g, ) od této piimky je |axg — yo + b|.
Hledaji se tedy &isla a, b tak, aby funkce f(a,b) = (a+b—2)*+(2a+b—2)*+(4a+b—3)*
méla minimalni hodnotu.

Pti prfedpokladu @ > 0,b > 0 mohou kritické body byt jen v bodech, kde se anuluji
parcidlni derivace funkce f (ty existuji vSude).

Dostéavaji se dve rovnice:

18
7

21la + 7b
Ta + 3b

které maji feSeni a = 5/14,b = 3 /2.

Vzdalenost daného bodu od piimky y = 5x/14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.

Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pfipady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.

Je-lia=0,b> 0, pak f(0,b) = (b —2)*> + (b — 2)* + (b — 3)* miZe mit extrémy jen
pro b = 7/3 (tam, kde se derivace podle b anuluje) a pak je vzdalenost daného bodu od
piimky y = 7/3 rovna 2/3.
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Je-lia > 0,b =0, pak f(a,0) = ((a—2)*+ (2a—2)*+ (4a — 3)* mlZze mit extrémy jen
pro a = 6/7 a pak je vzdalenost daného bodu od pfimky y = 6x/7 rovna zhruba 1,57.

Zbyva uvazit pripad, kdy je primka kolma na osu z, tj. tvaru x = c.

Pak se minimalizuje funkce f(c) = (1 — ¢)* + (2 — ¢)* + (4 — ¢)?. Tato funkce mize
mit extrém jen pro bod ¢ = 7/3 a v tomto bod¢€ je vzdalenost danmého bodu od piimky
x = T7/3 rovna 42/9.

Vysledkem je tedy piimka y = 5z /14 + 3/2.

Hledan4 primka m4 tedy rovnici y = x + 1.
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Metoda nejmensich ctvercu
Jsou dany 3 rovnice f;(x,y) = 0,7 = 1,2,3 o dvou proménnych.
Protoze dané funkce maji dv€ proménné, obvykle tyto rovnice nemaji fesSeni.
Je nutné specifikovat, v jakém smyslu se mysli ono co nejbliZe.
V predchozim ptikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet ¢tvercu.

Znamena to, Ze se hledd bod (z, y) ve kterém md funkce fZ(x,y) + f3(z,y) + f3(x,y)
nejmensi hodnotu.

Reseni nemuseji byt jednoduchd a Casto se provadéji jen numericky.
Samoziejmé se v praxi vétSinou vyskytuji ulohy s vétSim pocCtem rovnic a vétSim
pocCtem promennych.

Piiklad. Reste pfedchozi Glohu pro rovnice

dr +2y = 1
r—y = —1
20 +4y = 0.

Hledaji se tedy z, y tak, aby hodnota (4x +2y —1)? + (z —y +1)? + (22 + 4y )?
byla co nejmensi.
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FYZIKALNI A JINE ULOHY.

V této Casti by se dalo zaradit mnoho tloh, ale pro skoro vSechny je nutné znét né-

jaké fyzikdlni, ekonomické, chemické, atd. zakonitosti, dané néjakymi rovnostmi nebo
nerovnostmi.

Piiklad. Téleso tvaru elipsoidu 4x> + y*> + 42* = 16 letélo atmosférou a rozloZeni

teploty na jeho povrchu bylo rovno Sz + 4xy — 162 + 600. Najdéte misto na télese s
nejveétsi teplotou.

Na obrazku je modry elipsoid fezany plochami odpovidajicimi bodim se stej-
nou teplotou.
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Priklad. Podle Fermatova principu se svétlo Siri tak, aby z daného bodu dospélo do
cile v nejkratsim Case.

Necht’ jsou ddna dvé prostredi rozdélend plochou z = f(x,y) a dva body A, B v
prostoru, pricemZ A leZi nad plochou a B pod plochou.

Zndte-li rychlosti svétla v obou prostredich, uved’te postup jak zjistit cestu paprsku z
Ado B.
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