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APLIKACE

V této Casti budou pouzita
tvrzeni z predchozich kapi-
tol o funkcich vice promén-
nych na rtizné ulohy, prak-
tické 1 teoretické.
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APLIKACE

\
V této Casti budou pouzita
tvrzeni z predchozich kapi-
tol o funkcich vice promén-
nych na rtzné udlohy, prak-
tické 1 teoretické.

\

Nasledujici ulohy 1ze zhruba rozdélit na geometrické, algebraické a tlohy popisujici
rtizné stavy v nékterych oblastech jinych véd, napft. fyziky nebo ekonomie.

\
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APLIKACE

\
V této Casti budou pouzita
tvrzeni z predchozich kapi-
tol o funkcich vice promén-
nych na rtizné udlohy, prak-
tické 1 teoretické.

\

Nasledujici ulohy 1ze zhruba rozdélit na geometrické, algebraické a tlohy popisujici
rtizné stavy v nékterych oblastech jinych véd, napft. fyziky nebo ekonomie.

\

Budeme uziteCni celému
& 25 Pozndmky
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GEOMETRICKE ULOHY




GEOMETRICKE ULOHY
'

Mezi typické ulohy patfi hledani vzdalenosti mezi geometrickymi objekty, sestrojent
tecnych rovin k plose VyhOVUJICI danym podminkam, najlt geometricky objekt splnu]101
dané podminky, napr ma4 jisty tvar nebo je vhodnou Casti jin€ho objektu (napr. vepsany
do koule) nebo ma minimalni velikost povrchu, nejvetsi objem, apod..

\/
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GEOMETRICKE ULOHY
'

Mezi typické ulohy patfi hledani vzdalenosti mezi geometrickymi objekty, sestrojent
tecnych rovin k plose VyhOVUJICI danym podminkam, Ilajlt geometricky objekt SplIlll]lCl

dané podminky, napr ma4 jisty tvar nebo je vhodnou Casti jin€ho objektu (napr. vepsany
do koule) nebo ma minimalni velikost povrchu, nejvetsi objem, apod..

\/

Napriklad  tvar  stfechy
nad hlavou mize zptsobit
drobné potize pri desti.
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Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule x> + y*> + 2*> = 4y, kterd je kolmd na roviny
r—y+z=2,x+y—2z2="1.

\




Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule x> + y*> + 2*> = 4y, kterd je kolmd na roviny
r—y+tz=2,x+y—2z="1.

'

Reseni. Te€nd rovina k plose 22 + y* — 4y + 2% = 0 v bod& (x¢, yo, 29) ma rovnici

2z0(x — xo) + (2y0 — 4)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.




Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule x> + y*> + z*> = 4y, kterd je kolmd na roviny
r—y+z=2,x+y—2z="1.

\

Te¢na rovina k plose 2° + y? — 4y + 2> = 0 v bod& (z¢, yo, 29) ma rovnici

2z0(x — xo) + (2y0 — 4)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.

\/

Jsou-1i na sebe kolmé roviny, jsou na sebe kolmé i jejich normaély.

Pro jistotu si to pribéziné
modelujte z plasteliny.
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Piiklad. Sestrojte tecnou rovinu koule x> + y*> + z*> = 4y, kterd je kolmd na roviny
r—y+z=2,x+y—2z="1.

\
Te¢na rovina k plose 2° + y? — 4y + 2> = 0 v bod& (z¢, yo, 29) ma rovnici
2z0(x — xo) + (2y0 — 4)(y — yo) + 220(2 — 20) = 0.
\

Jsou-1i na sebe kolmé roviny, jsou na sebe kolmé i jejich normaély.

Pro jistotu si to pribéziné
modelujte z plasteliny.

Normadly ploch popsané im-
plicitné jsou dany jejich gra-
dienty.
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V daném pripadé to jsou tedy vektory
(2x0, 2yo — 4,229), (1, —1,1),(1,1,-2)

a skalarni soucCin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.

\




V daném pripadé to jsou tedy vektory
(20, 2yo — 4,229), (1, —1,1),(1,1,-2)

a skalarni soucin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.

\

Tim se dostanou dveé rovnice:

|
|
N

To— Yo+ 20 =
To+ Yo — 220 = 2.
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V daném pripadé to jsou tedy vektory
(20, 2yo — 4,229), (1, —1,1),(1,1,-2)

a skalarni soucin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.

\
Tim se dostanou dvé rovnice:
To—Yo+ 20 = —2
To+ Yo — 220 = 2.
\
Treti rovnici je rovnice dané plochy, tj. povrchu koule.
\
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V daném pripadé to jsou tedy vektory
(20, 2yo — 4,229), (1, —1,1),(1,1,-2)

a skalarni soucin prvniho vektoru s obéma zbyvajicimi musi byt roven nule.

\

Tim se dostanou dveé rovnice:

|
|
N

To— Yo+ 20 =
To+ Yo — 220 = 2.

\

Treti rovnici je rovnice dané plochy, tj. povrchu koule.

\/

VyreSenim t€chto rovnic se dostanou body dotyku teCné roviny:

(£v/2/7,2 £3v/2/7,£2+/2/7)
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Priklad. Na svahu daném rovnici z = f(x,y) (jednotky pro x,y jsou v metrech) na-
leznéte ve vysce 100 metrii mista s nejprudsi spddnict.

\




Priklad. Na svahu daném rovnici z = f(x,y) (jednotky pro x,y jsou v metrech) na-
leznéte ve vysce 100 metrii mista s nejprudsi spddnict.

\/

To jsou nejhust$i mista na
sjezdovce.
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Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x° — 3> + 8.
\




Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x° — 3> + 8.

\
Refeni. Minimalizuje se funkce /(7 — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 2)? za podminky z =
z? — y? + 8.

\




Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x* — y* + 8.
\

Minimalizuje se funkce /(z — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 2)? za podminky z =
T2 — % + 8.

\

Je zfejmé, Ze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bodé€ jako minimum vyrazu
pod odmocninou.

\
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Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x* — y* + 8.
\

Minimalizuje se funkce /(z — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 2)? za podminky z =
T2 — % + 8.

\

Je zfejmé, Ze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bodé€ jako minimum vyrazu
pod odmocninou.

\
Bude se tedy hledat minimum funkce f(z,y,2) = (x — 1)> + (y — 2)> + (2 — 2)* za
uvedené podminky.

\
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Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x* — y* + 8.
\

Minimalizuje se funkce /(z — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 2)? za podminky z =
T2 — % + 8.
\

Je zfejmé, ze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bodé jako minimum vyrazu
pod odmocninou.

\

Bude se tedy hledat minimum funkce f(z,y,2) = (x — 1)> + (y — 2)> + (2 — 2)* za
uvedené podminky.

\

Je dobré si uvédomit, Ze hle-

dany bod na ploSe, ktery

bude mit neymensi vzdile-

nost od daného bodu, bude

vzdycky existovat!
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Piiklad. Najdéte vzddlenost bodu (1,2,2) od plochy z = x* — y* + 8.
\

Minimalizuje se funkce /(z — 1)2 + (y — 2)2 + (2 — 2)? za podminky z =
T2 — % + 8.
\

Je zfejmé, Ze minimum uvedené odmocniny je ve stejném bodé€ jako minimum vyrazu
pod odmocninou.

\

Bude se tedy hledat minimum funkce f(z,y,2) = (x — 1)> + (y — 2)> + (2 — 2)* za
uvedené podminky.

\

Je dobré si uvédomit, Ze hle-

dany bod na ploSe, ktery

bude mit neymensi vzdile-

nost od daného bodu, bude

vzdycky existovat!

Pozndmky

J Piiklady

Hledani bodu na plosSe lze omezit na né€jakou omezenou uzavienou mnoZzinu, napr. Otizky
pranik plochy s kouli o stfedu v daném bodé a o poloméru, ktery by mél byt tak velky, cvicens
aby koule plochu protinala, a souCasn€ maly, ale aby ji protinala v malé mnoziné.

Uceni






Resi se tedy soustava rovnic

20 — 1) — 2z =
2(y — 2) + 2y
2(z —2)+ A

-yt — 248 =

I
o oo o




Resi se tedy soustava rovnic

2 —1)—2zA = 0
2y —2) + 29\ = 0

20z—2)+A =0
2 —y? —24+8 = 0

\

Tyto rovnice je vhodné spocitat na pocitaci, ktery da vysledek
x = 82013736,y = 2.561829673, z = 2.10965398, A = —.21930795 .
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Resi se tedy soustava rovnic

2 —1)—2zA = 0
2y —2) + 29\ = 0

20z—2)+A =0
2 —y? —24+8 = 0

\

Tyto rovnice je vhodné spocitat na pocitaci, ktery da vysledek
x = 82013736,y = 2.561829673, z = 2.10965398, A = —.21930795 .

Nutno dodat, ze wuvedena
soustava ma vice reSeni.
Ty ostatni ale lezi mimo
vhodné zvolenou kouli zmi-
nénou na zacatku této ulohy.
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Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové uihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\




Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové uihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

{

Regeni. Necht md dhlopiicka délku a a kvadr strany o délkach z, y, 2.

\




Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové iihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\

Necht’ m4 uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach z, y, z.

'

Reseni dané tdlohy tedy spo&ivd v hleddni maxima funkce V' = xyz za podminek
?+yl+22=a*ax>0,y>0,2>0.

\
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Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové iihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\

Necht’ m4 uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach z, y, z.

'

Reseni dané tdlohy tedy spo&ivd v hleddni maxima funkce V' = xyz za podminek
?+yl+22=a*ax>0,y>0,2>0.

\

Funkce V je spojitd a kladn4 na daném defini¢nim oboru.

\
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Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové iihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\

Necht’ m4 uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach z, y, z.

'

Reseni dané tdlohy tedy spo&ivd v hleddni maxima funkce V' = xyz za podminek
?+yl+22=a*ax>0,y>0,2>0.

\

Funkce V je spojitd a kladn4 na daném defini¢nim oboru.

N/ N/

Pokud se jedna z proménnych blizi k 0, bliZi se 1 hodnota V" k 0. Funkce V' tedy nema
na svém definicnim oboru minimum.

\
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Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové iihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\

Necht’ m4 uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach z, y, z.

'

Reseni dané tdlohy tedy spo&ivd v hleddni maxima funkce V' = xyz za podminek
?+yl+22=a*ax>0,y>0,2>0.

\

Funkce V je spojitd a kladn4 na daném defini¢nim oboru.

N/ N/

Pokud se jedna z proménnych blizi k 0, bliZi se 1 hodnota V" k 0. Funkce V' tedy nema
na svém definicnim oboru minimum.

\

Zvétsi-1i se defini¢ni obor pridanim moZznosti x = 0,y = 0,z = 0, je definiCni obor
funkce kompaktni mnozinou (prinik kompaktniho intervalu [0, a] x [0, a] x [0, a] s plo-
chou 2% + 3* + 2% = a?).

\
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Priklad. Mezi kvddry s danou délkou télesové iihlopricky najdéte kvddry s nejvétsim
objemem.

\

Necht’ m4 uhlopricka délku a a kvadr strany o délkach z, y, z.

'

Reseni dané tdlohy tedy spo&ivd v hleddni maxima funkce V' = xyz za podminek
?+yl+22=a*ax>0,y>0,2>0.

\

Funkce V je spojitd a kladn4 na daném defini¢nim oboru.

N/ N/

Pokud se jedna z proménnych blizi k 0, bliZi se 1 hodnota V" k 0. Funkce V' tedy nema
na svém definicnim oboru minimum.

\

Zvétsi-1i se defini¢ni obor pridanim moZznosti x = 0,y = 0,z = 0, je definiCni obor
funkce kompaktni mnozinou (prinik kompaktniho intervalu [0, a] x [0, a] x [0, a] s plo-
chou 2% + 3* + 2% = a?).

\
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Na této mnoziné V' nabyva

svého rgaxima a nemuze to
byt v pridanych bodech de-
finicniho oboru.




Maximum mitze funkce V' nabyvat jen v bodech, pro které je

yz — X2x = 0
xz— N2y = 0
xy — A2z = 0

pro néjaké \.

\




Maximum muze funkce V' nabyvat jen v bodech, pro které je

yz — X2x = 0
xz— ANy = 0
xy — N2z = 0

pro néjaké \.

\

ProtoZe z, vy, z jsou nenulové, vyplyva z rovnic vztah * = y = 2 a tato hodnota se
mus{ rovnat a/+/3, coZ plyne z dané podminky.

\/
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Maximum muze funkce V' nabyvat jen v bodech, pro které je

yz — X2x = 0
xz— ANy = 0
xy — N2z = 0

pro néjaké .

\

Protoze x,y, z jsou nenulové, vyplyva z rovnic vztah * = y = z a tato hodnota se
musi rovnat a/ V'3, coZ plyne z dané podminky.

\/

Protoze vysledkem je jediny
bod, kde miize V' nabyvat

svého lokélniho extrému a z
predchozi diskuse je znamo,

ze v n¢jakém bod€ V' ma-
xima nabyvd, musi to byt
ziskany bod.
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Priklad. Najdéte kvddr (se stranami rovnobéznymi s osami souradnic) maximdlniho
objemu vepsaného do elipsoidu x> + y*/4 + 2%/8 = 1.

\




Priklad. Najdéte kvddr (se stranami rovnobéznymi s osami souradnic) maximdlniho
objemu vepsaného do elipsoidu x* + y*/4 + 2*/8 = 1.

\

Vrcholy kvadru budou zrejmé lezet na elipsoidu a kvadr bude symetricky
okolo pocatku.

\
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Priklad. Najdéte kvddr (se stranami rovnobéznymi s osami souradnic) maximdlniho
objemu vepsaného do elipsoidu x* + y*/4 + 2*/8 = 1.

\

Vrcholy kvadru budou zrejmé lezet na elipsoidu a kvadr bude symetricky
okolo pocatku.

\

Jednim vrcholem (x, y, z) kvadru (napf. pro x > 0,y > 0, z > 0) jsou ostatni vrcholy
jednoznacné dany. Objem kvadru se pak rovna S8zyz.

\
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Priklad. Najdéte kvddr (se stranami rovnobéznymi s osami souradnic) maximdlniho
objemu vepsaného do elipsoidu x* + y*/4 + 2*/8 = 1.

\

Vrcholy kvadru budou zrejmé lezet na elipsoidu a kvadr bude symetricky
okolo pocatku.

\

Jednim vrcholem (x, y, z) kvadru (napf. pro x > 0,y > 0, z > 0) jsou ostatni vrcholy
jednoznacné dany. Objem kvadru se pak rovna S8zyz.

\

Hleda se tedy, ve kterém bodé ma funkce f(z,y,2) = ryz maximum za podminek
o +y*/4+22/8 =1,z >0,y >0,z > 0.

=)
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Pomoci Lagrangeovych multiplikatort se dostanou rovnice

yz+2xxr = 0
zz+yA/2 =0
xy+ 24 = 0.




Pomoci Lagrangeovych multiplikatort se dostanou rovnice

yz+2xxr = 0
zz+yA/2 =0
xy+ 24 = 0.

¥
Odtud vyplyvaji rovnosti 22° = y*/2 = 2%/4.

\




Pomoci Lagrangeovych multiplikétort se dostanou rovnice

yz +2xr = 0
rz+yA/2 = 0
zy+2A/4 = 0.

\
Odtud vyplyvaji rovnosti 22° = y?/2 = 2%/4.

\

Pro¢ nemize byt A = 0?.
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Pomoci Lagrangeovych multiplikétort se dostanou rovnice

yz +2xr = 0
rz+yA/2 = 0
zy+2A/4 = 0.
\
Odtud vyplyvaji rovnosti 22° = y?/2 = 2%/4.
\

Pro¢ nemize byt A = 0?.

\
Dosazenim do rovnice elipsoidu se dostanou body (1/v/3,2/v/3,2v/2//3).

\/
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Pomoci Lagrangeovych multiplikétort se dostanou rovnice

yz +2xr = 0
rz+yA/2 = 0
zy+2A/4 = 0.
\
Odtud vyplyvaji rovnosti 22° = y?/2 = 2%/4.
\

Pro¢ nemize byt A = 0?.

\
Dosazenim do rovnice elipsoidu se dostanou body (1/v/3,2/v/3,2v/2//3).

\/
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Usudkem Ize snadno zjis-
tit, Ze f dosahuje své maxi-
mum, a proto to musi byt v
ziskaném bods.




ALGEBRAICKE ULOHY




ALGEBRAICKE ULOHY

Do této Casti patii dlikazy
mnoha nerovnosti, vztahua
mezi Cisly a jejich rliznymi
rozklady. Lze sem zaradit 1
prokladani pfimky danymi
body nebo metodu nejmen-
Sich Ctvercu.
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Priklad. Ukazte, Ze geometricky prumér n kladnych Cisel neni nikdy vetsi nez jejich arit-
meticky prumeér.

\




Priklad. Ukazte, Ze geometricky prumér n kladnych Cisel neni nikdy vetsi nez jejich arit-
meticky prumeér.

{

Reseni. Polozi se
flzxy, ... E z; — n YT x;

pro kladna Cisla x;.

\




Priklad. Ukazte, Ze geometricky primér n kladnych Cisel neni nikdy vetsi nez jejich arit-
meticky priumer.

\

Polozi se ;
flzy, ..., x,) = g z; — nA/ Iz
i=1
pro kladna Cisla z;.

\

Zrejmée staci predpokladat n > 2.

\
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Priklad. Ukazte, Ze geometricky primér n kladnych cisel neni nikdy vetsi nez jejich arit-
meticky priumer.

\

Polozi se
n
flzy, ..., x,) = g z; — nA/ Iz
i=1
pro kladna Cisla z;.

\

Zrejmée staci predpokladat n > 2.

\

Defini¢nim oborem funkce f je oteviend mnozina a pro ziskdni moznych kandidatt
na body, kde ma tato funkce minimum, staci zjistit, kde se anuluji parcidlni derivace (pro

jednoduchost se oznaci X = {/II!'  x;):

of 1X X
—=1-n —=1-—.
0x; nx; T;

Pozndmky
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Uceni



Z rovnic snadno vyplyva, Ze vSechna Cisla x; museji byt stejnd a rovnaji se tedy néja-
kému kladnému Cislu a.

\




Z rovnic snadno vyplyv4, zZe vSechna Cisla x; museji byt stejnd a rovnaji se tedy néja-

kému kladnému Cislu a.

\

V tomto bodé je hodnota f
rovna 0 a zbyva ukazat, zZe
tam ma f minimum.
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Priklad. RozloZte dané kladné cislo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich
soucet byl nejmens.

\




Priklad. RozloZte dané kladné c¢islo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich

soucet byl nejmensi.

\

Oznaci se f(xq, ...

A, x; > 0 pro kazdé i.

\

,Tp) = > i, x; ahledd se minimum f za podminek 17", z;
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Priklad. RozloZte dané kladné c¢islo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich
soucet byl nejmensi.

\

Oznacise f (21, ..., xn) = Y., x; ahledd se minimum f za podminek I1!" ,x; =
A, x; > 0 pro kazdé i.

\

Pfi pouziti Lagrangeovych multiplikatort se feSi n + 1 rovnic

A :
l1—A— = 0proz=1,..,n
€L
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Priklad. RozloZte dané kladné c¢islo A na ndsobek n kladnych Cisel tak, aby jejich
soucet byl nejmensi.

\

Oznacise f (21, ..., xn) = Y., x; ahledd se minimum f za podminek I1!" ,x; =
A, x; > 0 pro kazdé i.

\
Pfi pouziti Lagrangeovych multiplikatort se feSi n + 1 rovnic
A
l1—A— = 0proz=1,..,n
L
\

Z prvnich n rovnic vyplyva, Ze vSechna z; jsou si rovna, a tedy podle posledni rovnice
se rovnaji v/ A.

-=p

Pozndmky
Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Zbyva ukazat, ze v ziskaném bod€ nabyva f svého minima n+v/ A. To vyplyva napr.
z nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym primérem: nvA < n/Il x; <

i1 % = f(z1, ., Zn).
\/

Poznamky
Priklady
Otazky
Cviceni

Uceni



Zbyva ukazat, ze v ziskaném bod€ nabyva f svého minima n+v/ A. To vyplyva napr.
z nerovnosti mezi geometrickym a aritmetickym primérem: nvA < n{/I1 z; <

i1 Ti = fl@1, s Tn) -

\/

Dokazali jsme, zZe 1 alge-
braici koukaji.
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Priklad. Pro body (1,2), (2, 2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet Ctvercu
vzddlenosti onéch bodii k primce je nejmensi.

\




Priklad. Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet ctverci
vzddlenosti onéch bodii k primce je nejmenst.

\

Hledaji se Cisla a, b takova, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych boda od

primky ax + b je nejmensi (budeme nejdiive predpokladat, ze primka neni kolma na osu
x).

\
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Priklad. Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet ctverci
vzddlenosti onéch bodii k primce je nejmenst.

\

Hledaji se Cisla a, b takova, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych boda od
primky ax + b je nejmensi (budeme nejdiive predpokladat, ze primka neni kolma na osu
x).

\

Vzdalenost bodu (g, 1) od této piimky je |axy — yo + b|.

\
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Priklad. Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet ctverci
vzddlenosti onéch bodii k primce je nejmenst.

\

Hledaji se Cisla a, b takova, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych boda od
primky ax + b je nejmensi (budeme nejdiive predpokladat, ze primka neni kolma na osu
x).

\

Vzdalenost bodu (g, 1) od této piimky je |axy — yo + b|.

\
Hledaji se tedy &isla a, b tak, aby funkce f(a,b) = (a+b—2)*+(2a+b—2)*+(4a+b—3)*
méla minimalni hodnotu.

\
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Priklad. Pro body (1,2),(2,2), (4, 3) v roviné najdéte takovou primku, Ze soucet ctverci
vzddlenosti onéch bodii k primce je nejmenst.

\

Hledaji se Cisla a, b takova, Ze soucet Ctverci vzdalenosti danych boda od
primky ax + b je nejmensi (budeme nejdiive predpokladat, ze primka neni kolma na osu
x).

\

Vzdalenost bodu (g, 1) od této piimky je |axy — yo + b|.

\
Hledaji se tedy &isla a, b tak, aby funkce f(a,b) = (a+b—2)*+(2a+b—2)*+(4a+b—3)*
méla minimalni hodnotu.

\

Pti predpokladu @ > 0,6 > 0 mohou kritické body byt jen v bodech, kde se anuluji
parcidlni derivace funkce f (ty existuji vSude).

=)
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Dostavaji se dvé rovnice:

21la + 7b
Ta + 3b

Il
ﬂ

které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.

\




Dostavaji se dvé rovnice:

21la + 7b
Ta + 3b

Il
ﬂ

které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.

\
Vzdélenost daného bodu od pfimky y = 5x/14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.

\




Dostéavaji se dvé rovnice:

2la+7b = 18
Ta+3b = 7,
které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.
\
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5z /14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
\

Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pripady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.

\
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Dostéavaji se dvé rovnice:

2la+7b = 18
7Ta+3b = 7,
které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.
\
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5z /14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
\
Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pripady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.
\

Je-lia=0,b> 0, pak f(0,b) = (b —2)* + (b — 2)* + (b — 3)* miiZe mit extrémy jen
pro b = 7/3 (tam, kde se derivace podle b anuluje) a pak je vzdalenost daného bodu od
piimky y = 7/3 rovna 2/3.

\
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Dostéavaji se dvé rovnice:

2la+7b = 18
7Ta+3b = 7,
které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.
\
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5z /14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
\
Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pripady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.
\

Je-lia=0,b> 0, pak f(0,b) = (b —2)* + (b — 2)* + (b — 3)* miiZe mit extrémy jen
pro b = 7/3 (tam, kde se derivace podle b anuluje) a pak je vzdalenost daného bodu od
piimky y = 7/3 rovna 2/3.

\
Je-lia > 0,b =0, pak f(a,0) = ((a—2)*+ (2a—2)*+ (4a — 3)* mlZe mit extrémy jen
pro a = 6/7 a pak je vzdalenost daného bodu od pfimky y = 6 /7 rovna zhruba 1,57.

\
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Dostéavaji se dvé rovnice:

2la+7b = 18
7Ta+3b = 7,
které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.
\
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5z /14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
\
Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pripady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.
\

Je-lia=0,b> 0, pak f(0,b) = (b —2)* + (b — 2)* + (b — 3)* miiZe mit extrémy jen
pro b = 7/3 (tam, kde se derivace podle b anuluje) a pak je vzdalenost daného bodu od
piimky y = 7/3 rovna 2/3.

\
Je-lia > 0,b =0, pak f(a,0) = ((a—2)*+ (2a—2)*+ (4a — 3)* mlZe mit extrémy jen
pro a = 6/7 a pak je vzdalenost daného bodu od pfimky y = 6 /7 rovna zhruba 1,57.

\

Zbyva uvazit pripad, kdy je pfimka kolm4 na osu z, tj. tvaru x = c. o
oznamky

J Pfiklady
Otéazky
Cviceni
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Dostéavaji se dvé rovnice:

2la+7b = 18
Ta+3b = 7,
které maji feSeni a = 5/14,b = 3/2.
\
Vzdalenost daného bodu od pfimky y = 5z /14 + 3/2 je rovna zhruba 0,07.
\
Nyni je nutné se podivat na hrani¢ni pripady, tedy na hodnoty a = 0,5 = 0.
\

Je-lia=0,b> 0, pak f(0,b) = (b —2)* + (b — 2)* + (b — 3)* miiZe mit extrémy jen
pro b = 7/3 (tam, kde se derivace podle b anuluje) a pak je vzdalenost daného bodu od
piimky y = 7/3 rovna 2/3.

\
Je-lia > 0,b =0, pak f(a,0) = ((a—2)*+ (2a—2)*+ (4a — 3)* mlZe mit extrémy jen
pro a = 6/7 a pak je vzdalenost daného bodu od pfimky y = 6 /7 rovna zhruba 1,57.

\/

Zbyva uvazit pripad, kdy je pfimka kolm4 na osu z, tj. tvaru x = c. o
oznamky

i Priklady
Pak se minimalizuje funkce f(c) = (1 — ¢)* + (2 — ¢)? + (4 — ¢)*. Tato funkce miZe Orzky
mit extrém jen pro bod ¢ = 7/3 a v tomto bodé€ je vzdalenost danmého bodu od pifimky  cvicens

Uceni



x = 7/3 rovna 42/9.
\




x = 7/3 rovna 42/9.

\
Vysledkem je tedy pfimka y = 5z /14 + 3/2.

\




x = 7/3 rovna 42/9.
\

Vysledkem je tedy pfimka y = 5z /14 + 3/2.

\

Pripady a = 0 a posledni
pfipad Sly snadno vyloucit
usudkem. Pripad b = 0 Sel
zahrnout do prvniho zdklad-
niho pripadu. Ale nemusi
tomu tak byt vzdy.

Pozndmky
123456789

Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cvicéeni
123456789
Uceni
123456789



x = 7/3 rovna 42/9.
\

Vysledkem je tedy pfimka y = 5z /14 + 3/2.

\

\/

Pripady a = 0 a posledni
pfipad Sly snadno vyloucit
usudkem. Pripad b = 0 Sel
zahrnout do prvniho zdklad-
niho pripadu. Ale nemusi
tomu tak byt vzdy.

Hledana primka ma tedy rovnici y = = + 1.

\
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x = 7/3 rovna 42/9.
\

Vysledkem je tedy pfimka y = 5z /14 + 3/2.

\

\/

Pripady a = 0 a posledni
pfipad Sly snadno vyloucit
usudkem. Pripad b = 0 Sel
zahrnout do prvniho zdklad-
niho pripadu. Ale nemusi
tomu tak byt vzdy.

Hledana primka ma tedy rovnici y = = + 1.

\

Zkuste prozkoumat pripad,
ze se hleda primka takova,
Ze soucet vzdalenosti (nikoli
¢tvercli vzdalenosti) danych
bodi od ni je nejmensi.
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Metoda nejmensich ctvercti

\




Metoda nejmensich ctvercti

\

Jsou dany 3 rovnice f;(x,y) = 0,i = 1,2, 3 o dvou proménnych.

\




Metoda nejmensich ctvercu

\

Jsou dany 3 rovnice f;(x,y) = 0,7 = 1,2,3 o dvou proménnych.

\

Protoze dané funkce maji dvé proménné, obvykle tyto rovnice nemaji reSeni.
\
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Metoda nejmensich ctvercu

\/

Jsou dany 3 rovnice f;(x,y) = 0,7 = 1,2, 3 o dvou proménnych.

\/

ProtozZe dané funkce maji dvé proménné, obvykle tyto rovnice nemaji feSeni.

\/

Nicméné se lze ptat, zda
existuji x, y tak, aby v néja-
kém smyslu byly hodnoty f;
v téchto bodech co nejblize
0.

Pozndmky
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Metoda nejmensich ctvercu

\/

Jsou dany 3 rovnice f;(x,y) = 0,7 = 1,2, 3 o dvou proménnych.

\/

ProtozZe dané funkce maji dvé proménné, obvykle tyto rovnice nemaji feSeni.

\/

Nicméné se lze ptat, zda
existuji x, y tak, aby v néja-
kém smyslu byly hodnoty f;
v téchto bodech co nejblize
0.

\

Je nutné specifikovat, v jakém smyslu se mysli ono co nejbliZe.
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V predchozim priklad€ se myslel bud’ soucet nebo soucet Ctvercti.

\




V ptedchozim prikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet ctverctl.

\/
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V ptedchozim prikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet ctverctl.

\/

\

Znamena to, Ze se hledd bod (z, i) ve kterém ma funkce fZ(x,y) + f2(z,y) + f3(x,y)
nejmensi hodnotu.

\
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V ptedchozim prikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet ctverctl.

\
Druhy pripad byva dilezi-
t&j$1.

\

Znamena to, Ze se hledd bod (z, i) ve kterém ma funkce fZ(x,y) + f2(z,y) + f3(x,y)
nejmensi hodnotu.

'

Reseni nemuseji byt jednoducha a Casto se provadeji jen numericky.

\
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V ptedchozim prikladé se myslel bud’ soucet nebo soucet ctverctl.

\
Druhy pripad byva dilezi-
t&j$1.

\

Znamena to, Ze se hledd bod (z, i) ve kterém ma funkce fZ(x,y) + f2(z,y) + f3(x,y)
nejmensi hodnotu.

\
Reseni nemuseji byt jednoduchd a ¢asto se provadéji jen numericky.
\

Samoziejmé se v praxi vétSinou vyskytuji ulohy s vétSim pocCtem rovnic a vétSim
pocCtem promennych.

=)
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Piklad. Reste pfedchozi dlohu pro rovnice

dr +2y = 1
zT—y = —1
20 +4y = 0.




Piklad. Reste pfedchozi dlohu pro rovnice

dr +2y = 1
ey = 1
20 +4y = 0.

V
Reseni. Hledaji se tedy z, y tak, aby hodnota (4z +2y — 1)+ (z —y +1)> + (2 + 4y)?
byla co nejmensi.

\




Piiklad. Reste pfedchozi Glohu pro rovnice

dr +2y = 1
r—y = —1
2v +4y = 0.

\

Hledaji se tedy z, y tak, aby hodnota (4x +2y — 1)? + (z —y +1)* + (22 + 4y )?
byla co nejmensi.

\

Ja jeden nejmenSi Ctverec
mam. Ale nemuzu ho najit.
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FYZIKALNI A JINE ULOHY.




FYZIKALNI A JINE ULOHY.
'

V této Casti by se dalo zaradit mnoho uloh, ale pro skoro vSechny je nutné znat ne-
jaké fyzikdlni, ekonomické, chemické, atd. zakonitosti, dané néjakymi rovnostmi nebo
nerovnostmi.

\/
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\

V této Casti by se dalo zaradit mnoho uloh, ale pro skoro vSechny je nutné znat ne-
jaké fyzikdlni, ekonomické, chemické, atd. zakonitosti, dané néjakymi rovnostmi nebo

nerovnostmi.

\/

FYZIKALNI A JINE ULOHY.

Nejzajimavéjsi je tyto rov-
nosti a nerovnosti sestavo-
vat, coz zde ale neni mozné
délat.
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FYZIKALNI A JINE ULOHY.
'

V této Casti by se dalo zaradit mnoho uloh, ale pro skoro vSechny je nutné znat né-
jaké fyzikdlni, ekonomické, chemické, atd. zakonitosti, dané néjakymi rovnostmi nebo
nerovnostmi.

\/

Nejzajimavéjsi je tyto rov-
nostt a nerovnosti sestavo-

vat, coz zde ale neni mozné
délat.

Pak nezbyva, nez ony zako-
nitosti zde napsat a tim se
z ulohy stava Cisté matema-

ticka uloha (viz napf. nasle- Pozndmky

cr s 2 v 123456789
dujici ulohu) a ty byly fe- Piiklady
3 T 1 4 123456789
Seny v predchozich Castech. T
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Piiklad. Téleso tvaru elipsoidu 4x® + y* + 42° = 16 letélo atmosférou a rozloZeni

teploty na jeho povrchu bylo rovno 8z + 4xy — 162 + 600. Najdéte misto na télese s
nejveétsi teplotou.

\




Piiklad. Téleso tvaru elipsoidu 4x* + y* + 42> = 16 letélo atmosférou a rozloZeni

teploty na jeho povrchu bylo rovno Sz + 4xy — 162 + 600. Najdéte misto na télese s
nejveétsi teplotou.

\

Na obrazku je modry elipsoid fezany plochami odpovidajicimi bodim se stej-
nou teplotou.
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Priklad. Podle Fermatova principu se svétlo Siri tak, aby z daného bodu dospélo do

cile v nejkratsim case.

\




Priklad. Podle Fermatova principu se svétlo Siri tak, aby z daného bodu dospélo do
cile v nejkratsim Case.

\

Necht’ jsou ddna dvé prostiedi rozdélend plochou z = f(x,y) a dva body A, B v
prostoru, pricemz A leZi nad plochou a B pod plochou.

\
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Priklad. Podle Fermatova principu se svétlo Siri
cile v nejkratsim Case.

\

Necht’ jsou ddna dvé prostiedi rozdélend plochou z = f(x,y) a dva body A, B v
prostoru, pricemz A leZi nad plochou a B pod plochou.

\

Zndte-li rychlosti svétla v obou prostredich, uved’te postup jak zjistit cestu paprsku z
Ado B.

tak, aby z daného bodu dospélo do

=
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CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na primce.

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na primce.

\

2. Nejblizsi bod na roviné.

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na primce.

\

2. Nejblizsi bod na roviné.

\

3. Nejlevnéjsi konzervu s danym objemem

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na primce.

\

2. Nejblizsi bod na roviné.

\

3. Nejlevnéjsi konzervu s danym objemem
\

4. Nejlevnéjsi bazén s danym objemem

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na ptimce.

\

2. Nejblizsi bod na roviné.

\

3. Nejlevnéjsi konzervu s danym objemem
\

4. Nejlevnéjsi bazén s danym objemem

\

5. Nejlevnéjsi krabicku s danym objemem

\




CvicCeni 1 :

Pfiklad. Reste optimalizaéni dlohy s pomoci Lagrangeovych multiplikdtora:

\

1. Nejblizsi bod na primce.

\

2. Nejblizsi bod na roviné.

\

3. Nejlevnéjsi konzervu s danym objemem

\

4. Nejlevnéjsi bazén s danym objemem

\

5. Nejlevnéjsi krabicku s danym objemem

\
6. Nejvétsi obdélnik vepsany do kruhu




Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

Nejvic mé u Lagrangeovych
multiplikatorti dési ta vazba.




Konec uceni 1.




