EXTREMY FUNKCI VICE PROMENNYCH

DEFINICE. Funkce f vice proménnych. md v bodé C' € D(f) lokdlni maximum, resp. lokdlni minimum, jestlize
existuje okoli U bodu C' takové, Ze f(C') je maximdlni (resp. miniméln{ ) hodnota f na U N D(f).

Funkce f mad v C' lokdlni extrém, jestlize md v C' lokalni maximum nebo lokaln{ minimum.

Absolutni maximum funkce f na mnoziné A C D(f) je hodno ta max{f(z,y);(x,y) € A}. Podobné se
definuje absolutni minimum, dohromady se nazyvaji absolutni extrémy.

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrému slovo maximdlni slovem nejvétsi (resp. slovo minimdlni slovem
nejmensi ), dostdva se definice ostrych lokélnich extrémii.

| Vritil jsem se do mladi ... I

VETA. Funkce f definovand na polooteviené mnoziné¢ A miize mit lokdlni extrém pouze v nasledujicich bodech:
1. v hraniénim bodé A, patfi-li do defini¢niho oboru;
2. ve vnitinim bodé A, ve kterém f nemd nékterou z parcidlnich derivaci 1.f.;

3. ve vnitinim bodé A, kde ma f vSechny parcidlni derivace 1.f. rovny 0.

Jde o jednoduché odvozovani pomoci vysledki
pro funkce jedné proménné (proved’te to).

Body popsané v predchozi vété se nazyvaji kri-
tické body (pro lokdlni extrémy).




Na mém starém klobouku byly taky kritické
body.

oo |

DUSLEDEK. Necht v oteviené mnoZingé G mé funkce f vSechny parcidlni derivace 1.F. Ma-li f vbodé C € G
lokdln{ extrém, anuluji se v tomto bod¢ parcidlni derivace 1.f. (tedy i smérové derivace).

Stejné jako u funkci jedné proménné OPAK NE-

PLATI! Uved'te piiklad.

| Napiiklad moje staré sedlo. I

VETA. Necht mi funkce f(x,y) spojité parcidlni derivace 2.¥. v oteviené mnoZin& G a pro P € G je %(P) =
8L (p) =o0.
Y

Ozna¢me F'(h, k) druhy diferenciél (h % + k:%)Qﬂp), coz je kvadratickd forma proménnych h, k.

Potom



1. Je-li F' pozitivné definitni, nabyva f v P ostré lokdlni minimum.

2. Je-li F' negativné definitni, nabyva f v P ostré lokalni maximum.

3. Je-li F indefinitni, nenabyva f v P lokdlni extrém.

4. Je-li F' semidefinitni, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci F' rozhodnout.

Diikaz. Podminky tvrzeni umoZiiuji napsat Tayloriv vztah do fddu 2 pro bod @ blizko bodu P:

F(Q) = (P)+ df(P) + 5 4(T)

kde bod T leZi mezi body P a Q. Prvni diferencidl df(P) je roven 0. Nyni je diikaz jiZ jasny.

Jde o kvadratickou aproximaci funkce. Tedy na-
hradime funkci jakymsi paraboloidem. Pokud je
funkce vétsi neZ paraboloid prochdzejici grafem
funkce, jde o minimum.

| Ted’ to jenom spocitat . .. I

Pomocny paraboloid hlidajici graf funkce zespodu ukazuje na lokadlni minimum:
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To, kam kouka kvadratickd forma druhych parci-
alnich derivaci, pozndme podle uvedenych testa.

U funkce 27 + 4% nic nepozndme. Ten test je je-
nom kvadraticky.

Niésledujici tvrzeni je zndmé z algebry a dokdze
se snadno ,dpravou na ctverec".

VETA. Kvadratickd forma F z predchozi véty je

1. pozitivné definitni pravé kdyz

.[,1?;77(P) > 0 a ,f,17,77<P> ) ./A;I/,ll(P) > /;21/(P)*

2. negativné definitni pravé kdyz ’
f;r:z'(l)) <0a fzz(P)- fgy(l)> > f,fg/(l)>§

3. indefinitni praveé kdyZ fy.(P) - fyy(P) < f“f,y(l));

4. semidefinitni pravé kdyZz fr..(P) - fyy(P) = f%y(P)',

TakZe nemusim premyslet. Pokud si tedy tohle

budu pamatovat ...




DUSLEDEK. Necht md funkce f(z, ) spojité parcidlni derivace 2.¥. v oteviené mnoZin& G apro P € G je 3—5, (P)= % (P)=0.

Jestlize fro(P) - fuy(P) > f2,(P), pak f md v bodé P ostry lokdlnf extrém (maximum pro f(P) < 0,
minimum pro fzz(P) > 0).

Poznamky 1:

Stejné jako u funkcei jedné proménné Ize do mno-
ziny kritickych bodd pfidat dals$i body, aniz se
tim porusi vysledné tvrzeni.

2 Absolutni extrémy.
Ziejmé je kazdy absolutn{ extrém i lokdlnim extrémem. Opak neplati.

Pro vyhledani absolutnich extrém spojité funkce na kompaktni mnozin€ staci vzit hodnoty funkce ve vSech kritic-
kych bodech a najit nejvetsi a nejmensi hodnotu. Dalstho ovéfovani neni tieba, protoZe spojitd funkce na kompaktni
mnoZziné ma vZdy oba absolutni extrémy.

Na nekompaktnich mnoZindch je tfeba byt opatrny. I kdyZ je nekompaktni mnoZina uzaviend (obsahuje tedy svou
hranici, ale neni omezend), mohou hodnoty funkce na néjaké posloupnosti jdouci do nekonecna byt vétsi (nebo
mens{) neZ maximum (nebo minimum) z hodnot v kritickych bodech.

Je-li mnoZzina, na které se hleda extrém, oteviend a omezend, je disjunktni se svou hranici a opét mohou hodnoty
funkce na néjaké posloupnosti konvergujici k bodu hranice byt vétsi (nebo mensi) nez maximum (nebo minimum)
z hodnot v kritickych bodech.

Pokud se funkce d4 spojit€ rozsifit i na hranici, dostane se spojitd funkce na kompaktni mnoziné, pokud je pavodn{
mnoZina omezend. Pak Ize pouzit postup uvedeny vyse ve druhém odstavci.

Pokud je mnoZina, na které se hledaji extrémy neomezend, je nutné uvazovat i limity funkce na posloupnostech z
dané mnoZiny konvergujici k nekone¢nu.

3 Kvadratické formy.
n

Pfipometite si, Ze kvadratickd forma K(z) = )  a;jz;v; (matice (a;;) je symetrickd) se nazyvé pozitivné

ij=1
definitni (nebo negativné definimi), jestlize pro jakoukoli volbu hodnot @ = (z1, ..., zy) riznou od (0,..,0) je
K(x) > 0 (nebo K(z) < 0, resp.).
Nazyva se indefinitni, jestlize nabyva jak zapornych, tak kladnych hodnot. Nazyva se semidefinitni, jestlize nabyva
pouze nezapornych nebo pouze nekladnych hodnot a hodnoty 0 v néjakém nenulovém bodé.

Definitnost kvadratické formy lIze zjistit pfevedenim matice (a;;) na diagondlnf tvar.

Jsou-1i vS§echny prvky diagondly kladné (nebo zdporné), je forma pozitivne (resp. negativné) definitni, obsahuje-
li diagondla prvky zdporné i kladné, je forma indefinitni a ve zbyvajicim pfipadé (diagondla obsahuje O a ¢isla
stejného znaménka) je semidefinitni.

U kvadratické formy dvou proménnych je zjis-
téni definitnosti zv1asté jednoduché (viz Otdzky).




4. Je-li kvadratickd forma druhych parcidlnich derivaci funkce f v néjakém bod¢ indefinitni, ma f v tomto bodé
tzv. sedlovy bod.

Tento pfipad nemuZe nastat u funkci jedné pro-
ménné.

Ostatni piipady jsou u funkci jedné proménné ob-
dobné: druhd derivace je bud’ kladnd (minimum)
nebo zdpornd (maximum) nebo nulova (nelze
rozhodnout).

4. Stejné jako u funkci jedné proménné byva nékdy jednodussi rozhodovat o druhu extrému nikoli pomoci druhych
derivaci, ale dsudkem.

Byva to v pfipadech, kdy jsou druhé derivace komplikované.

Konec poznamek 1.

Priklady 1:
1. Najdéte lokalni a absolutni extrémy funkce 23 — 6z — 6y + 6y + 33> na R2.

Jsou dva kritické body (0, —1), (2, 1). V prvnim je piislu$nd kvadratickd forma indefinitni a ve druhém je pozitivn&
definitni. Absolutni extrémy nejsou.

| Proved’te podrobnosti. I

2. Najdéte absolutni extrémy funkce sin - + siny + sin(x + y) na otevieném Ctverci (0, 7/2) x (0,7/2).

Uvnitf &tverce je jeden kriticky bod (7/3,7/3) s hodnotou 3v/3/2. Snadno se zjisti dosazovanim hranice (y =
0,2 = 7/2,y = 7/2, 2 = 0), Ze hodnoty funkce na hranici jsou mensf nez 3v/3/2. V tomto bodé je tedy absolutni
maximum, absolutni minimum neexistuje (proc¢?).

3. Najdéte absolutni extrémy funkce 23 + »3 — 3zy na mnozing {(z,%);0 < z < 3,0 < y < 222,

Podobnym postupem jako v pfedchozim piikladé zjistite absolutni minimum v (1,1). Absolutni maximum neexis-
tuje.

Konec prikladu 1.



Otazky 1:

1. Uved’te ptiklad funkce dvou proménnych, kterd méd v néjakém bodé obé& parcidlni derivace (spojité) nulové, ale
nemd v onom bod¢ lokdlni extrém.

2. Uved’te priklad funkce dvou proménnych definované na vnitiku jednotkového kruhu, ktera nema zadny lokalni
extrém.

3. Uved’te priklad funkce dvou proménnych definované na uzaviené mnoziné (oteviena mnozina spolu s hranicf)
kterd nema zadny lokalni extrém.

4. Ukazte, 7e kvadratickd forma az? + 2bzy + cy? je pozitivné (nebo negativng) definitni pravé kdyz ac > b* a
a > 0 (resp. a < 0).
Je indefinitni pravé kdyZ ac < b? a je semidefinitni pravé kdyz ac = b2.

Konec otazek 1.

Cviceni 1:

Piiklad. Spoctéte extrémy funkce f(z,y) = 22 + 22y — 4z + S8y na obdélniku 0 < z < 1,0 < y < 2.
Reseni. Oznaéme si zkoumany obdéInik K.
Spocitame parcidlni derivace a uréime, Ze jediny kriticky bod funkce f nelezi ve zkoumané mnoziné K.

Tedy f jako spojita funkce na kompaktni mnoziné¢ K nabyva na K absolutniho minima a maxima na hranici
K.

Tuto hranici budeme parametrizovat pomoci 4 kiivek a budeme zkoumat extrémy funkce jedné proménné
na defini¢nim oboru téchto kiivek.

Napiiklad ¢ast hranice Hy lezici v ose x jde parametrizovat
¥1 (t) - (tv 0)

na intervalu [0, 1].
Tedy na intervalu [0, 1] zkoumdme extrémy funkce

Flp1(t,0) =12 —4t .
Minima na H; se nabyva v (1,0), maxima v (0,0).
Podobné s dal$imi useky hranice K.
Vysledek vznikne porovndnim hodnot v kandiddtech na minimum a maximum.

Obrazek grafu funkce

Vsimnéme si jednoduchého faktu, Ze ve funkci
f(z,y) = 2% + 2zy — 4z + S8y mame pro pevné
2 na starost linearni funkci, pro pevné y kvadra-
tickou a vzdy otocenou nahoru.




Tedy Zadny bod roviny neni bodem ostrého lo-

kéalniho maxima. Aha.

Piiklad. Funkce f(z,y) = 22 4 3> md v po&atku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o extrém.
Reseni. Diky chovani na ose 3 zde neni lokélni extrém.

Na kubické parabole 3/° stoji funkce 2.

Obrazek grafu funkce

Ptiklad. Funkce f(z,y) = 22 4 3% md v po&atku kriticky bod. Zjistéte, zda se jedna o extrém.

(22

Reseni. Ovéfime podminku pozitivni definitnosti formy druhych parcialnich derivaci pomoci ovéfeni pod-
minky fzz(P) > 0a fze(P) - fyy(P) > f2,(P) pro P = (0,0).
V nasem piipadé jde o vztah 2 > 0 a 2 - 2 > 02, ktery plati.

V pocatku ma funkce ostré lokdlni maximum.

Nezapomeiite, Ze se jednd o kvadraticky test a Ze
nedovede vSechno.




Obrézek grafu funkce

i
¥
¥
i

Navic jsem si v§iml, Ze jde pouZit jenou ve vniti-
nich bodech. Smila.

Pokud najdeme na hranici mnoZiny bod, v némz
se vzhledem k hranici nabyva extrému, nemusi to

znamenat extrém vic¢i mnoziné.

Napiiklad po&atek je pro funkci 2 +sin y docela
dobrym kandidatem na ostré lokdlni naximum na
poloroviné z > 0, nicméné mu to ten sinus v
libovolném okoli pocatku bude Skodolibé kazit.

Na to se rad Skodolibé podivam:




V okoli takovych bodlii musime nasadit 100 pro-
cent osobniho kouzla.

Budu se snazit takové zdSkodniky odhalit po
primkach, po paraboliach a na ty nejzaludnéjsi
vytdhnu s €.

| GOOD LUCK! I

Konec cviceni 1.
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Ted’ poradim, jak zkoumat extrémy funkci vice
proménnych v praxi:

Nasledujicim radam plné davéfuji!!!

1. Pfi zkoumani extrému na polooteviené mnoziné A se postupuje podobné jako v jednorozmérném piipadé.
Nejdfive se zjisti kritické body uvniti A.

2. Na rozdil od jednorozmérného ptipadu, kde byly nejvySe dva hrani¢ni body u intervalu, ve vicerozmér-
ného piipadu jsou hranice nekoneéné mnoZiny.

3. Nastésti vSak v praxi byvaji tyto hranice vét§inou kfivkami a tedy popsdny spojitymi funkcemi jedné
proménné. Dosazenim téchto funkci do zkoumané funkce se dostane funkce jedné proménné a pro ni lze
zjistit kritické body.

5. Je v8ak nutné si uvédomit, Ze takto ziskané napf. lokdlni minimum je lokdlnim minimem pouze pro
hranici a nikoli pro mnoZinu A.

6. V nekterych specidlnich ptipadech je moZné zkoumdanim funkce v okoli takového lokdlniho extrému
vzhledem k hranici ur¢it, zda je lokdlnim extrémem i vzhledem k A.

7. Nicméné, vZdy lze srovnanim hodnot na vSech ziskanych kritickych bodech zjistit absolutni extrémy.

V podstaté je tam feCeno, Ze se postupuje podle
selského rozumu.

11



| Ach jo, to neni dobrd zprava ... I

| Ukazte, Ze plati nasledujici tvrzeni. I

VETA. Necht A je polooteviena omezend mnozina v roving a jeji hranice patfici k A je grafem paramet-
ricky zadané kiivky = = ¢(t), y = ¥(t),t € I.

Pak absolutni maximum (minimum) spojité funkce f definované na A je maximdlni (resp. minimdlni)
hodnota f na kritickych bodech f uvnité A a na kritickych bodech funkce f(¢(t),%(t)),t € I.

| .. .jak jiz bylo feceno. I

V ptipad€, Ze je hranice zaddna implicitn€, neni
vidy mozné dosadit do funkce f(x,y) za y
funkci popisujici hranici!

12



V tomto piipadé¢ lze pouzit tzv. metodu Lagran-
geovych multiplikdtort.

Jde o jemnou zdleZitost, ddvejte na ty multiplika-
tory pozor.

| Ja t€m multiplikatordm fikam konstanty. I

BUNO nuly ;-)

VETA. Necht A je grafem implicitng zadané kiivky g(z,y) = 0, funkce f je definovdna na n&jaké
oteviené mnoziné U obsahujici A a plati:

1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fddu na U,

ox

2. pro kazdy bod (x,y) € A je bud’ @(.r, y) # 0 nebo %(.r, y) # 0.

13



Ma-li f v bodé P € A lokdlni extrém, pak existuje redlné Cislo A tak, Ze

o(f +Ag)
ox

O(f +Ag)

P)=0,
(P)=0 0y

(P)=0.

Dukaz.

Za predpokladl predchozi véty se funkce

F(z,y,\) = f(z,y) + Ag(2,y)

nazyva Lagrangeova funkce a parametr A Lagrangetv multiplikator.

Tvrzeni pak fikd, Ze kritické body P funkce f
na A odpovidaji kritickym bodim (P, \) funkce

F na n&jaké oteviené mnoziné U (4. grad(f +
Ag)(P, ) =0).

| UkédZeme pouZiti na piikladé. I

Necht’ je A je grafem implicitné zadané k¥ivky g(z,y) = = +y—2, funkce f(z,y) = 22+ je definovana

na oteviené mnozing U = R2. Hleddme extrémy f na A.

Vidime, Ze plati:
1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na U;;
2. pro kazdy bod (z,) € A je 9(x,y) # 0.

Maé-li f v bodé P € A lokdlni extrém, pak existuje redlné ¢islo A tak, Ze

o(f +Ag) (f +Ag)

P:
5 (P)=0, 99

(P)=0, g¢(P)=0.

14



Tedy hleddme bod P = (x,y) € A a X tak, aby

(f +Ag) o(f +Ag)
P)=0 P)=0 P)=0.
P =0, SR =0, g(p)

Tedy feSime soustavu

20+ = 0

2y + A

z+y—1 = 0.

Spocteme feseniz = 1,y =la ) = —2.

Tedy bod, ktery je podeziely z nabyvéni extrému f na A, je bod P = (1, 1). Vzhledem k tomu, Ze funkce
f je na A zdola omezend a neni zhora omezena, nasli jsme bod absolutniho minima.

Tedy pro funkci f+\g = 22 +y° —2x—2y+2 =
(x —1)2 + (y — 1)% je bod (1, 1) kritickym.

Tak jsme pfemistili paraboloid z pocatku do
(1,1). Hle hle hle.

Zjist ovani, zda v P opravdu lokdlni extrém na-
stane, lze opét pfenést na zjisténi, zda prisluSny
bod (P, \) je lokdlnim extrémem funkce F' =
f + Ag na oteviené mnoziné.

15
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| To je opravdu dilezitd informace. I

ProtoZe derivace podle téeti proménné funkce F'(x,y, A) v ptislu$né kvadratické formé vypadnou, dostanou
se nésledujici postacujici podminky:

VETA. Za piedpokladi predchozi véty se ozna&i H(h, k (h 4 k)2F(P). V kvadratické formé H

0 )
se nahradi h nebo k druhou proménnou z rovnice h 5% (F ) + kS ”(P)

Dy 0 a ziska se kvadraticka forma

Hi(t ) = at? jedné proménné.

. Je-lia > 0, nabyva f v P ostré lokalni minimum.

Je-li a < 0, nabyva f v P ostré lokaln{ maximum.

. Je-li a = 0, nelze o lokdlnim extrému f v P pomoci H rozhodnout.

Dukaz.

Necht’ napf. g—g(P) # 0. Potom h = —k:Zj 83; a koeficient a z pfedchozi véty se rovnd

9z(P) P ga%(P)
9y(P) 95(13) .

fmc - 2fgcy

V ndsledujici ¢asti bude predpokladano, ze
vSechny parcidlni derivace 1.f. pouZivanych
funkecf existujf a jsou spojité.

Zkouma-li se funkce tfi proménnych, mohou pro vdzané extrémy nastat dvé zdkladni situace. Postupy jsou
stejné, jako v pfedchozim pfipadé a podrobnosti budou vynechany.

L. Pro extrémy funkce tif proménnych f(z,y, z) na mnoziné A uréené rovnici g(z,y,z) = 0 se hledaji
extrémy funkce F(x,y, 2, \) = f(x,y,2) + A\g(x,y, 2).

Pfedpokladem je nenulovost alespoti jedné z derivaci gz, gy, g v kaZdém bodé A (tj., hodnost 1 matice
gradg v kazdém bodé A).

16



Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim ex-
trémem f na A, je tedy rovnost gradF’ = 0.

Postacujici podminky pak ddva definitnost kvadratické formy H dvou proménnych, kterd vznikne z kvad-

ratické formy tff proménnych H (h, k,1) = (h + k + 1)2>F(P) dosazenim za jednu prom&nnou z rovnice
0, 0, 0

h a*f;(P) +k a—g(P) +1 8—‘;(13) =0.

Jde o podobnou zileZitost jako pro jednu pod-

minku.

| Pozor na podobnosti a ochylky! I

II. Pro extrémy funkce tif proménnych f(z, y, z) namnoZiné A urené rovnicemi g(z,y, z) = 0, h(z,y,z) =
0 se hledajf extrémy funkce

F(z,y, 2z, \ 1) = f(2,y,2) + Ag(w,y,2) + ph(z,y, 2) -

Piedpokladem je hodnost 2 matice s fadky gradg, gradh v kazdém bodé A.
Nutnou podminkou, aby bod P byl lokdlnim extrémem f na A, je tedy rovnost gradF’ = 0.

Postacujici podminky pak dava definitnost kvadratické formy H jedné proménné, kterd vznikne z kvadra-
tické formy tif proménnych H (h, k,1) = (h + k + 1)2F(P) dosazenim za dvé proménné z rovnic

dg dg g, o\
Oh Oh Oh

Pozndmky 2:
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Ulohy, kde se hledaji extrémy funkce spliiujici n&jakou dalsi podminku, se Casto nazyvaji vazané extrémy
protoZze jsou vdzané danou podminkou nebo podminkami.

Pii hledani vazanych extrémi je mozné v nékterych piipadech pouzit jak Lagrangeovych multiplikatort tak
vypocitat z dané podminky napf. y a dosadit do zkoumané funkce (tim se podminky zbavite).

Neni obecné zfejmé, kterd z obou metod je v da-
ném piipadé jednodussi. V Prikladech 2 takové
situace najdete a muZete ozkouset obé metody.

Nékdy byva vhodné ptejit k jinym souradnicim, napt. k poldrnim nebo sférickym.
Mohou se tak zna¢né zjednodusit rovnice kiivek, které slouzi jako podminky, za kterych se extrémy hledaji.
Napf. pri hledani extréma funkce zy za podminky :172/8 + y2/2 = 1 je vhodné zadat x = 2v/2cost,y =

V2sint.

| Obecné se vyplati pfi feSeni nespat. I

Pro vyhledani kritickych bodd neni vzdy nutné zjistit i hodnotu multiplikdtoru A.

Pro zjistovani druhu extrému pomoci kvadra-
tické formy je vSak hodnota tohoto multiplikd-
toru potieba.

Geometricky znamend rovnost grad f (P) = A gradg(P), Ze oba vektory jsou linedrné zavislé, (majf stejny
nebo opacny smér).

Vektor gradg(P) je smér normaly ke kiivce nebo plose uréené funkci g v bodé P.

Vektor gradf(P) je smér nejvétsiho spadu na grafu f a souCasné normadla ke kfivce nebo plose urcené
rovnici f(z,y) = f(P), resp. f(z,y,2) = f(P).

Ma-li f v P lokdlni extrém, musi mit tyto vektory stejny nebo opacny smér a tedy kiivky g(x,y) =
0, f(z,y,2) = f(P) maji v P spole¢nou tecnu.
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To je podstata. Nastane dotyk g(z,y) = 0 s vl-
noplochou f(z,y,z) = ¢ pro vhodnou hodnotu
c.

| Dik za ten dotyk. I

Na nalezeni bodu néjaké plochy, ktery je nejblize pocatku, je vidét geometricky vyznam Lagrangeovych
multiplikatort v pfipad€ o dimenzi vys$sim.
Jestlize se postupné zvétsuji poloméry A kouli se stfedem v pocdtku, az se koule dotkne plochy v bodé

P, d4 se oCekdvat, Ze tetné roviny obou ploch budou v P stejné. To opét znamend rovnost grad f(P) =
Agradg(P).

Zkusim to s kopacakem ... I

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. Najdéte bod v roviné 2z + y — z = 5 nejbliZe pocatku.
Minimalizujete funkci 22 + 42 + 22 pfi podmince 22 + y — z = 5. Vyjde bod (5/3,5/6, —5/6).
2. Najdéte absolutni extrémy funkce sinz + siny + sin(z + y) na uzavieném &tverci [0, /2] x [0, 7/2].
(Pokracovani prikladu z Prikladii 1.)
Uvniti ¢tverce je jeden kriticky bod (7/3, 7/3). Postupné se dosazuji ¢asti hranice (y = 0,z = 7/2,y =
7/2, 2 = 0) a dostanou se kritické body pro hranici ¢tverce: ¢tyfi vrcholy a body (7w/2,7/4), (7/4,7/2).
Srovnanim hodnot ve viech ziskanych bodech se dostane maximum funkce 3v/3/2 v bodé (7/3,7/3) a
minimum 0 v bodé (0, 0).

3. Najdéte lokdlnf a absolutni extrémy funkce 2> + 3 — 3y na mnozing {(x,y);0 < 2 < 3,0 < y < 222,
(Pokracovani ptikladu z Prikladii 1.)
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Uvnitf mnoziny existuje jediny kriticky bod (1, 1), ve kterém je piislusnd kvadratickd forma pozitivné
definitni a tedy je v tomto bodé lokdlni minimum s hodnotou -1.

Pro hranici y = 0 se dostane rostouci funkce 3. Na hranici = 3 m4 funkce lokalni minimum v bodé v/3.
Na zbyvajici hranici m4 funkce lokdlni minimum v {/5/16.

Viechny kritické body jsou (0,0), (3,0), (3,18), (1,1), (3,v/3), ({/5/16,2{/(5/16)2. Srovnanim hodnot
v téchto bodech se dostane absolutni minimum v (1,1) a absolutni maximum v (3,18).

Uvahami lze zjistit moznost lokdlnich extrému v ostatnich bodech. V bod¢ (0,0) neni lokdlni extrém (funkce
je tam na hranici rostoucf) a ani v bod& (3, /3) nenf lokaln{ extrém (funkce tam klesa smérem k -1 v
bodé (1,1) a stoupd smérem k vrcholim — podobné v bodé ( {/5/16,2 /(5/16)2. V bodé (3,0) je lokalni
maximum.

4. Najdéte lokdlni extrémy funkce 22 + 232 za podminky 2 — 2z + 2y% + 4y = 0.

Vyjde lokdlni minimum v (0,0) a lokdlni maxi-
mum Vv (2,-2). Jsou to absolutni extrémy?

5. Najdéte body na priniku ploch 22 = z? + y% s z = 1 + z + y nejbliZe pocatku. Reste pomoci Lagran-
geovych multiplikdtort.
(Vyjdou body (—1 ++/2/2, -1 ++/2/2, =1 4+ /2).)

Zx 2

6. Obdélnik o obvodu 2s se otaci kolem jedné strany. Najdéte délky jeho stran takové, aby objem vzniklého
rotacniho télesa byl nejvetsi.

(Vyjde (s/3,25/3).)
Konec piiklada 2.

Cviceni 2: Piiklad. Naleznéte extrémy funkce f(z,y) = 2% — y% namnozing U = {(z,y) € R? : 22 + 9% < 1}.

Regeni. Vidime, Ze funkce f mé v politku sedlovy bod. Extrémy na U tedy musi f nabyvat na hranici
A=0U.

Nasadime metodu Lagrangeovych multiplika-
toru.

Oznatme g(x,y) = 22 4+ 3% — 1. Tedy A je mnoZina nulovych bodi funkce g.

Vidime, Ze plati:
1. f, g maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu na R?;

2. pro kazdy bod (z,y) € B = (A\ {(1,0),(—1,0)}) je %Z(:L’,y) # 0.
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Ma-li f v bodé P € B lokdlni extrém, pak existuje redlné Cislo A tak, Ze

o(f + Ag)
ox

a(f + Ag)

(P=0. 2

(P)=0, g¢g(P)=0.

Tedy hleddme bod P = (x,y) € B a A tak, aby

o(f + Ag)
ox

(P)=0, W(p):o, g(P) =0.

Tedy feSime soustavu 3 rovnic o 3 nezndmych

20+ N2x =
—2y+ X2y =
22+ y2 —1

Spocteme feseni jako trojice (z,y, A), vysledek je (0,1, 1), (0,—1, —1).
Tedy body, které jsou podezielé z nabyvani extrému f na B, jsou body P; = (0, 1), P, = (0, —1).

Podobné muzeme zkoumat chovani v bodech (1,0) a (—1,0). Zaménime proménné x a y ve vété o impli-
citnich funkcich a dostaneme podezielé body P = (1,0), P4(—1,0).

| Jako bychom otocili soufadnicové osy. I

Presny dukaz toho, které body jsou body ostrého lokdlniho minima, se zjisti elementarni dvahou.

Celkové jsme tedy nasli dvé lokdlni minima a dvé
lokdlni maxima na A.

Pokud bychom hledali extrémy pouze na B, mohli jsme napiiklad v bodé P; hledat extrémy funkce f +
Mg =2z — 1.

Takto tedy dostaneme body (0, y), v nichZ jsou lokdlni neostré extrémy. To potvrzuje existenci extrémd na
B.

Obrazek
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Konec cviceni 2.
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