PARCIALNI DERIVACE

Jak derivovat realné funkce vice proménnych, aby bylo mozné tyto derivace pouzit
podobné jako derivace funkci jedné proménné? Jestlize se okopiruje definice z jedné
proménné, dostane se pro bod P z R", n > 1, a funkci f n proménnych limita

i TP+ 1) = £(P)
h—0 h

)

coZ ma obecné smysl jen pro redlnd Cisla h. V Citateli 1ze h chdpat jako n-tici, kde
jsou samé 0 kromé jedné souradnice rovné h. Takto definované operace se nazyvaji
parcidlni derivace, protoZe pouZivaji vlastnosti funkce f jen ¢astecné, jen v oné nenulové
soufadnici.

DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bodé (z, y)
svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(x, o) (resp. f(xo,y)) v
bod¢ x (resp. yo).

Znaci se

D e o) o )
e L0, Yo) , Tesp. ay L0, Y0) -

Obcas se pouzivd znaceni f,(xo, yo), resp. fy(xo, yo).

Parciélni derivace %(:co, o) odpovida obycejné derivaci funkce jedné proménné, kte-

rou ziskdme pomoci fezu rovnobézného s osou z a z:

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
smérové
compos
implic
grad
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



REZ

Parcialni derivace 3—5(:60, o) odpovida obycCejné derivaci funkce jedné proménné, kte-

rou ziskdme pomoci fezu rovnobézného s osou y a z:

z
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Pro existenci parcialnich derivaci v bodé (¢, 3y) staci, aby funkce byla definovana na
LKiizi" se sttedem v (zg, yy), coZ samoziejmé neni prili§ vhodné pro studium vlastnosti
funkce.

(%> %)

Protoze se u parcidlnich derivaci jedna o derivaci funkce jedné proménné, plati pro
aritmetické operace s parcidlnimi derivacemi stejnd tvrzeni jako pro derivace funkci
jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je stejnd jako u jedné proménné, tedy
ma-li smysl prava strana):

U funkci jedné proménné méla existence vlastni derivace v bodé za nésledek spojitost
funkce v onom bod¢. U funkci vice promeénné nestaci pro spojitost v bod€ ani existence
vlastnich parciadlnich derivaci v okoli onoho bodu (viz Piiklady). Je nutné dodat dalsi
predpoklad:
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VETA. Maé-li funkee f : R? — R omezené parcialni derivace v okoli néjakého bodu,
je v tomto bodé spojita.

Derivace redlné funkce f jedné proménné v bodé z, znamenala geometricky smérnici
teCny ke grafu funkce v bodé€ (z, f(xg)).

Piislusné rovnice teCen maji rovnice (psané vektorové), kde oznacime zy = f(xq, yo):

(il?, Y, Z) - (xo, Yo, ZO) + u(lv 0, fx(xm y())) ,u € R
(z,y,2) = (20, Y0, 20) +v(0,1, fy(zo, %)) ,v € R.
Linedrni kombinace vektorli na pravych stranich rovnic urcuje rovinu
z— 20 = fu(®o,y0)(® — x0) + f, (%0, Y0)(¥ — Yo) -
Pokud by méla analogie s funkcemi jedné proménné platit i pro tento pripad dvou
proménnych, uvedend rovina by méla byt teCnou rovinou ke grafu funkce f v bodé

(20, Yo, 20)- To znamend, Ze v n€jakém okoli bodu (z, 39, 29) jsou body grafu blizko
bodtiim roviny a ¢im blize k (g, 3o, o), tim bliZe jsou body grafu a roviny navzajem.

Z
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Takovyto vztah existoval, pravé kdyz existovala vlastni derivace f'(x), a proto pro
funkce jedné proménné nema velky smysl tento vztah specidlné pojmenovavat.

f(@o+h,yo + k) = f(xo,90) + fulzo, yo)h + fy(xo, o)k + |(h, k)|p(h, k),
kde i h,k) = 0.
3 w(h, k)
Tuto diileZitou situaci je vhodné formalizovat a zavést jako vhodny pojem:

DEFINICE. Diferencidl v bod& (x, o) funkce f : R* — R je linedrni zobrazeni
D : R? — R takové, Ze (pro body (z + h, y + k) z n&jakého okoli bodu (g, y))

f(xO + hayO + k) — f(anyO) + D(h7 k) + |(h7 k)‘gp(h, k) )

kde i hok) = 0.
e<h’ggos0( k)

Ma-li f v bodé (xy, yo) diferencial, fika se, Ze je diferencovatelnd v tomto bodé.

Vztah parcidlnich derivaci a diferencidlu poskytuje ndsledujici tvrzeni. o
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Jednoduchym dutsledkem existence diferencidlu je spojitost. Dokazte nasledujici tvr-
zeni.

VETA. Mi-li f : R* — R v bodé (0, yo) diferencidl (specidln€, ma-li v tomto bodé
spojité parcidlni derivace), je v tomto bodé spojita.

Dal$im tvrzenim, kde diferencidl pomtize, je parcidlni derivace sloZzené funkce.

VETA. Necht f(x,y) ma diferencidl v bodé (z, yo), funkce = = p(u,v),y = q(u,v)
maji diferencidl v bod¢€ (ug, vy) a g = p(ug, vo), Yo = q(ug, Vo).

Pak F(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) ma diferencidl v bodé (ug, vy) a pro parcialni deri-
vace plati (vzorce jsou uvedeny bez bodu (z, 1), (1o, Vo))

oF Of Jp N Jof 0Oq oF Of OJp N of . Jq
Oou Oxr Ou Oy Ou’ Ov Oxr Ov Oy Ov’

Jestlize funkce p, g zavisi jen na jedné proménné, napr. na u, pisSi se ve vzorci pro F;,, =
F' misto p, a g, derivace p’ a ¢/, resp. LEKCE18-PAR
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aritmetika
mixed
smer

Misto zuzeni funkce na primky rovnobé€zné s osami lze derivovat (jako funkce jedné spojitost

smerové

proménné) zuzeni funkce na libovolnou primku prochdzejici danym bodem. compos
A\ . A\ . /7 A\ . v / 0 . / W . . 1 1.
Smérem v roviné je minén vektor v roviné o délce 1 (tj., bod na jednotkové kruznici). gua
Pozna
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Je-li « thel, ktery svird vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bodé
(€0, y0) je rovna

s, 0 .
8_£<x0’ Yo) * COS v + a—g(xo, Yo) - sinav.

Funkce nemusi byt v néjakém bodé spojitd 1 kdyZ v ném ma derivace ve vSech smérech
(viz Priklady).

Parcidlni derivace vysSich rada se definuji stejné, jako derivace vyssich rada pro funkce

jedné proménné.

a f v, L4 yd . o ., , .
Napt. - Jroyor? Znact druhou parcidlni derivaci podle x z parcidlni derivace podle y z

parcialni derlvace funkce f podle x.

Tj., nejdrive derivujeme f podle z, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle
x.

V pripad¢ spojitych derivaci na poradi derivaci nezaleZi (viz nasledujici tvrzeni). Tj.,

v predchozim pripadé€ by bylo mozné napf. nejdiive derivovat podle y a pak trikrat podle
x.
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Ma-li funkce vice proménnych vSechny parcidilni derivace v néjakém bodé az do rddu
n spojité, pak u vSech parcidlnich derivaci v tomto bodé do vddu n nezdleZi na poradi
derivovani.

V Otdzkdch je navod na funkci, kterd nema zaménné parcidlni derivace.
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Z mnoha ptikladli implicitné zadanych kfivek vite, Ze Casto (skoro vzdy) je moZné
takovou kfivku povazovat za graf funkce na né€jakych jejich ¢astech, napt. u kruznice.

Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tii proménnych (j. f(x,y,z) = 0) se pfevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):
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VETA. Necht funkce f tif prom&nnych je definovana v okoli bodu (z, yo, z) a plati:

e f(x0,0,20) =0,

e f ma v okoli bodu (z, yo, z0) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,

1 %(x()?y(); ZO) 7é 0.

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (g, 4o, o) a jedina funkce ¢ defino-
vanana [/ x J tak, ze

1. QO(.fo, yO) = <0»
2. f(x,y,¢(x,y)) = 0 pro vSechna (z,y) € [ x J
3. pmana I X J spojité€ parcialni derivace az do fadu n

4. parcidlni derivace funkce ¢ jsou rovny

8_90 _ _%((I,y),g&([E,y)) 8_90 _ Fy((xay)a gO(ZIZ,y))
Or  ((z,y) 0(z,y)" 0y g(x,y),el@,y)

Pozndmky 2 Pfiklady 2 Cviceni 2

Existuje jesté jedno dilezité pouziti diferencidld, a to je obdoba Taylorovych poly-
nomt a prislusnych aproximaci:




VETA. Mi-li f spojité parcidlni derivace az do f4du n + 1 v intervalu I okolo bodu
(a,b), pak pro (z,y) € I plati

. fﬁj) 1, b ;
) = 32900 ()

= + @ 9) ~ @)

kde £V je j-ta derivace f ve sméru (z,y) — (a,b) a (¢, d) je bod leZici na dsecce mezi
body (a,b) a (z,y).

" (hgy + k) f(a,b)
j!
(ha% + ka%)nﬂf(C, d) LEKCEI18-PAR
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kde dje diferencidl proménnych h, k.

VETA. Necht f md spojité parcidlni derivace prvniho fadu v intervalu I okolo bodu
(a,b). Pak pro (z,y) € I existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a, b) a (z,y) takovy, Ze

1) = ) = e ) = ) §—§<c, d)-(y—b).

Cviceni 2-5




U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teCny ke grafu funkce
v daném bodé.

Tyto teCny urCuji nadrovinu teCnou ke grafu funkce — u funkce dvou proménnych se
tedy jedna o teCnou rovinu k plose.

Ma-li f v bod€ (xg, yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici
of of
(2 = f(20,%0)) = (z — z0) %(IO; Yo) + (¥ — Yo) a—y(%, Yo)
chédpat jako teCnou rovinu grafu funkce f.
Tecnd rovina je tedy ddna bodem dotyku (¢, yo, f (o, yo)) a vektory (1,0, %(wo, Y0)),

(0,1, g—i(a:o, Yo)). Tecny grafu f v libovolném sméru lezi v tecné roviné.

Vzorce pro teCny a teCné roviny kiivek a ploch pouzit 1 pro kfivky a plochy zadané
implicitné nebo parametricky.
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1. Tecna kiivky zadané implicitné rovnici f(x,y) = 0 je ve svém bodé€ (xg, o), kde

g—Jyf # (0, dana vektorem (—%, %) a jeji normala vektorem (%, g—g).

Tato teCna ma tedy rovnici
(z — o) fu(0, Yo) + (¥ — v0).fy(%0, %) = 0.

2. Te¢nd rovina plochy zadané implicitné rovnici f(x, y, z)=0 je ve svém bodé (xg, Yo, 20),

i) ) ) 0 Of Of\ s ove ) of of d
kde a_ﬁ =+ (0, dana vektory (—a—JZC, 0, a_i)v (O,—a—i, a—g),]ejl normala vektorem (6—5, a—i, 8—£)

Tato teCnd rovina m4 tedy rovnici
(.CC — :130>fx(330, Yo, Z()) + (y _ yO)fy(:EO) Yo, ZO) + (Z - ZO)fz(ajO) Yo, ZO) =0.

3. Te¢na krivky zadané parametricky rovnicemi z = ¢(t),y = ¥(t),z = 7(t) je ve
svém bod¢ (xg, yo, 20), pro t = ty, dana vektorem (' (ty), ¥/ (to), 7' (to))-

DEFINICE. Gradient funkce f(zy,...,x,) v bod¢€ (ay, ..., a,) je vektor
gradf = (fo, (a1, ..y an), ooy fo, (@1, ...iap)) .
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grad bez proménné Ize chdpat jako operator (-, 6_y) a potom je grad f hodnotou ope-

ratoru v bodé f (nebo vysledek vyndsobeni vektoru grad skaldarem f).
Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u, v) je v piipadé spojitych parcidlnich derivaci

tedy rovna skaldrnimu soucinu grad f - (u, v). LEKCE1S-PAR
Operator gradje linearni a na soucinech se chova obdobné, jako derivace: parc-der
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gradient
tlaku

g el

&

Skalarni soucin grad- gradse znaci jako A, coz je Laplacetv operator:
P
02 Oy?

Af
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