PARCIALNI DERIVACE

Jak derivovat realné funkce vice proménnych, aby bylo mozné tyto derivace pouzit
podobné jako derivace funkci jedné proménné? Jestlize se okopiruje definice z jedné
proménné, dostane se pro bod P z R", n > 1, a funkci f n proménnych limita

o f(P+ )~ f(P)
h—0 h ’

coZ ma obecné smysl jen pro redlnd Cisla h. V Citateli 1ze h chdpat jako n-tici, kde
jsou samé 0 kromé jedné souradnice rovné h. Takto definované operace se nazyvaji
parcidlni derivace, protoZe pouZivaji vlastnosti funkce f jen ¢astecné, jen v oné nenulové
soufadnici.
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DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bod¢ (x, )
svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(x,yy) (resp. f(xo,y)) v
bod¢ x (resp. yo).
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DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bod¢ (x, )
svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(z,yq) (resp. f(zo,y)) v
bod¢ x (resp. yo).

|

Znaci se
9 (oo ) s 1esp. 2L (0, 30)
(937 Lo, Yo) , p. (9y Lo, Yo) -
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DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bod¢ (x, )
svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(z,yq) (resp. f(zo,y)) v
bod¢ x (resp. yo).

|

Znaci se
9 (oo ) s 1esp. 2L (0, 30)
(937 Lo, Yo) , p. (9y Lo, Yo) -

\

Obcas se pouziva znaceni f, (o, yo), resp. f,(xo, Yo)-

\/
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DEFINICE. Parcidlni derivace funkce f podle prvni (druhé) proménné v bod¢ (x, )
svého defini¢niho oboru je derivace funkce jedné proménné f(z,yq) (resp. f(zo,y)) v
bod¢ x (resp. yo).

|

Znaci se
9 (oo ) s 1esp. 2L (0, 30)
(937 Lo, Yo) , p. (9y Lo, Yo) -

\

Obcas se pouziva znaceni f, (o, yo), resp. f,(xo, Yo)-
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Parcialni derivace %(:{:0, o) odpovida obycejné derivaci funkce jedné proménné, kte-
rou ziskdme pomoci fezu rovnobézného s osou z a z:

REZ
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Parcialni derivace 2—5(560, o) odpovida obycejné derivaci funkce jedné proménné, kte-

rou ziskdme pomoci fezu rovnobézného s osou y a z:

z
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Pro existenci parcidlnich derivaci v bodé (¢, 3y) staci, aby funkce byla definovana na
LKiiZi" se sttedem v (zg, yy), coZ samoziejmé neni prili§ vhodné pro studium vlastnosti
funkce.
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Pro existenci parcidlnich derivaci v bodé (¢, 3y) staci, aby funkce byla definovana na
LKiiZi" se sttedem v (zg, yy), coZ samoziejmé neni prili§ vhodné pro studium vlastnosti
funkce.

550 %)

Proto bude v dalSim pred-
pokladano pro existenci
parcialnich derivaci
funkce f v (29, y0), Ze f je
definovana v okoli bodu
(QZ' 05 yO)'
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Protoze se u parciadlnich derivaci jedna o derivaci funkce jedné proménné, plati pro
aritmetické operace s parcidlnimi derivacemi stejnd tvrzeni jako pro derivace funkci
jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je stejnd jako u jedné proménné, tedy
ma-li smysl prava strana):
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Protoze se u parcidlnich derivaci jednd o derivaci funkce jedné proménné, plati pro
aritmetické operace s parcidlnimi derivacemi stejnd tvrzeni jako pro derivace funkci
jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je stejnd jako u jedné proménné, tedy
ma-1i smysl prava strana):

{
VETA.

d(f+yg) _Of + 99 9 -9) _Of g+ [ S(z/

ox oxr Oz’ ox ox
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Protoze se u parcidlnich derivaci jednd o derivaci funkce jedné proménné, plati pro
aritmetické operace s parcidlnimi derivacemi stejnd tvrzeni jako pro derivace funkci
jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je stejnd jako u jedné proménné, tedy
ma-1i smysl prava strana):

\

VEIA of+g) Of g Af-g) 8f %,
+9_ g "9) . ._9
Ox _8x+8x’ or Oz g+1 oxr’

oflg) _F-9—Ff 5
ox g2 '




ProtoZe se u parcidlnich derivaci jednd o derivaci funkce jedné proménné, plati pro
aritmetické operace s parcialnimi derivacemi stejna tvrzeni jako pro derivace funkci
jedné proménné (platnost nasledujicich rovnosti je stejna jako u jedné proménne, tedy
ma-li smysl prava strana):

¥
VETA.

of+9) _0f 09 0(f-g9) _0f g
or  Ox 8x or Oz .

of 0g
oflg) _ 29— 5
ox g2 '

Je to fakt. Jde pri tom o
funkci jedné proménné. Ta
druha je jenom jakysi pa-
rametr. Tedy KONSTANTA
'
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Dikaz. Necht' ] je interval v R? a f m4 omezené parcidlni derivace uvnitf I (ozna¢me
S horni hranici absolutnich hodnot parcidlnich derivaci f uvnitt I'). Zvolte uvnitt / body
(x,y) a (z+h, y+k) (pak I obsahuje uvnitt i isecky mezi body A = (x,y), B = (z+h, y)
amezi B = (z + h,y),C = (z + h,y + k)). Funkce f spliluje predpoklady véty o
stfedni hodnoté na obou tsekach (upresnete tento vyrok) a existuji body P, () na téchto
useckach tak, ze

f(B) = f(A) = fuo(P)h, [f(C) = f(B) = f,(Q)k.

odtud vyplyva vztah |f(x + h,y + k) — f(x,y)] < S( ), a tedy i spojitost f v
bodé (z,y). &

\
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U funkci jedné proménné méla existence vlastni derivace v bod€ za nasledek spojitost
funkce v onom bodé. U funkci vice proménné nestaci pro spojitost v bodé ani existence
vlastnich parcidlnich derivaci v okoli onoho bodu (viz Priklady). Je nutné dodat dalsi
predpoklad:

Dikaz. Necht' ] je interval v R? a f m4 omezené parcidlni derivace uvnitf I (ozna¢me
S horni hranici absolutnich hodnot parcidlnich derivaci f uvnitt I'). Zvolte uvnitt / body
(x,y) a (z+h, y+k) (pak I obsahuje uvnitt i isecky mezi body A = (x,y), B = (z+h, y)
amezi B = (z + h,y),C = (v + h,y + k)). Funkce f spliiuje predpoklady véty o
stfedni hodnoté na obou tsekach (upresnete tento vyrok) a existuji body P, () na téchto
useckach tak, ze

f(B) = f(A) = fuo(P)h, [f(C) = f(B) = f,(Q)k.

odtud vyplyva vztah |f(x + h,y + k) — f(x,y)] < S( ), a tedy i spojitost f v
bodé (z,y). &

Specidlné je tedy f spojita
v n¢jakém bodé, ma-li spo-
jité€ parcidlni derivace na né-
jakém jeho okoli.
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Derivace redlné funkce f jedné proménné v bodé x( znamenala geometricky smérnici
teCny ke grafu funkce v bodé (o, f(xg)).

\




Derivace redlné funkce f jedné proménné v bodé x( znamenala geometricky smérnici
tecny ke grafu funkce v bodé (xg, f(xg)).

\

Totéz samoziejmé plati pro
parcidlni derivace funkce
vice proménnych.

Prislusné rovnice teCen maji rovnice (psané vektorové), kde oznac¢ime zy = f(xq, yo):
(Qf,y,Z) - (33(),3/(),20) +u(1,0,fx(:130,y0)) , U € R
(Sl?,y,Z) - (CC(),C(/O,Z())+U(O,1,fy(x0,y0)),?} € R.

Linearni kombinace vektorti na pravych stranich rovnic urcuje rovinu

z — 20 = fo(Z0, Yo)(T — o) + fy(Z0, Y0) (¥ — Yo) -

Pokud by méla analogie s funkcemi jedné promeénné platit i pro tento pripad dvou
proménnych, uvedend rovina by méla byt teCnou rovinou ke grafu funkce f v bodé
(%0, Yo, 20). To znamend, Ze v n&jakém okoli bodu (z, yo, z9) jsou body grafu blizko
bodiim roviny a ¢im blize k (¢, yo, 20), tim bliZe jsou body grafu a roviny navzajem.
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Pro funkce jedné€ proménné
byla takova aproximace vy-
jadrena zbytkem v Taylo-
rové rozvoji: f(xg + h) =
f(xo) + f'(zo)h + [hle(h),

kde Ii = 0.
de hli%go(h) 0
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Pro funkce jedné€ proménné
byla takova aproximace vy-
jadrena zbytkem v Taylo-
rové rozvoji: f(xg + h) =
f(@o) + f'(xo)h + [h]o(h),

kde 1
de hli%g&(h) 0.

\

Takovyto vztah existoval, prave kdyZ existovala vlastni derivace f’(z), a proto pro

funkce jedné promeénné nema velky smysl tento vztah specialné pojmenovavat.
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V naSem pripad¢ dvou pro-
ménnych se vySe uvedena
vlastnost teCné roviny pre-
pisSe nasledovne:
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V naSem pripad¢ dvou pro-
ménnych se vySe uvedena
vlastnost teCné roviny pre-
pisSe nasledovne:

f(ilio + h,yo + /‘J) = f(flﬁoa yo) + fw(an yo)h + fy(éon yo)]‘t? + ‘(ha k‘)’@(ha k) 5

kde i ho k) =0.
e<h,k€ri090( k)

\

LEKCE18-PAR

parc-der
aritmetika
mixed

smer

spojitost
smerové

compos

implic

grad

Pozndmky

12345678

Ptiklady

12345678

Otéazky

12345678

Cvicéeni

12345678

Uceni

12345678

9

9

9



V naSem pripad¢ dvou pro-
ménnych se vySe uvedena
vlastnost teCné roviny pre-
pisSe nasledovne:

f(ilio + h, yo + k‘) = f(f)?o, yo) + fx(an yo)h + fy(éon yo)k? + ‘(ha k‘)’@(ha k) 5
kde lim ng(h, k) = 0.

(h,k)—
\
Tuto diilezitou situaci je vhodné formalizovat a zavést jako vhodny pojem: LEKCE1S-PAR
parc-der
DEFINICE. Diferencidl v bodé (zg, o) funkce f : R> — R je linedrni zobrazeni = mued
D : R? — R takové, Ze (pro body (x + h,y + k) z n&jakého okoli bodu (¢, 1)) spojitost
f(gjo =+ ha Yo =+ k) — f(x()a yO) + D(hv k) + ’(hv k)‘SO(ha k) ) f&ﬁ?fs
rad
kde lim Qp(h, ]f) = 0. TPognéirﬂk}i/( 7809
(,£) =0 Piiklady
Ma-li f v bodé (xy, yo) diferencidl, fikd se, Ze je diferencovatelna v tomto bode. otz D
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Je-li funkce diferencova-
telna v né¢jakém bode, je
definovana v né¢jakém okoli
tohoto bodu.

Nékdy je vhodnéjsi psat
misto |(h, k)|p(h, k) vyraz
hip(h, k) + kr(h,k) (viz
Otdzky).
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Vztah parcialnich derivaci a diferencidlu poskytuje néasledujici tvrzeni.

Dukaz. Necht' D je diferencidl funkce f v (g, o), tj. D(h, k) = ah + bk pro né€jaka
Cisla a, b a plati rovnost z definice diferencidlu. JestliZe se polozi £ = 0 a celd rovnost se
vydéli h, dostane se

f(zo+ h,90) — f(wo, yo)
h

Pravé strana ma pro h — 0 limitu rovnou a a tedy existuje i limita levé strany a je rovna
a. Limita levé strany je v§ak rovna f,(xg, o). Podobné pro f,(xo, vo).

=a+ p(h,0).

Nyni dokdzeme druhé tvr-

zeni. Musime dokazat nasle-
dujici rovnost:

I f(xo+ h,y0+ k) — f(zo,90) — falzo, yo)h — fy(z0, yo)k
11m
(h, )0 (R, k)]

= 0.
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Prvni{ dva Cleny v Citateli se rozepiSi do tvaru f(xo+h, yo+k) — f(xo, yo+k)+ f(xo, yo+
k) — f(xo,y0) a na prvni dva a zbylé dva Cleny se pouZije véta o stfedni hodnoté. Cely
zlomek po uprave dostane tvar (c lezi mezi xg a xg + h, d lezi mezi yg a yy + k)

h(fl'<c7 Yo + k) - fm(l’o, yO)) + k(fy(iUo, d) - fx(x()a yO))

[(h, k)| |
PouzZitim spojitosti derivaci a odhadi |(i‘lh,|€)|, | (]Lk,LN < 1 se snadno zjisti, Zze zlomek ma
limitu rovnou 0. <&

=
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Jednoduchym dutsledkem existence diferencidlu je spojitost. Dokazte nasledujici tvr-
zeni.

VETA. Mi-li f : R* — R v bodé (0, yo) diferencidl (specidln€, ma-li v tomto bodé
spojité parcidlni derivace), je v tomto bodé spojita.

Jaky je vztah tohoto tvrzeni
k predchozimu vztahu spoji-
tosti a parcialnich derivaci?
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Dalsim tvrzenim, kde diferencidl pomiize, je parcidlni derivace sloZené funkce.

Parcialni derivace slozené
funkce je komplikovanéjsi
nez u jedné proménné, pro-
toze se promeénnd, podle
které se integruje, obecné
vyskytuje v obou promén-
nych vnéjsi funkce.
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DalSim tvrzenim, kde diferencidl pomiize, je parcidlni derivace sloZzené funkce.

Parcialni derivace slozené
funkce je komplikovanéjsi
nez u jedné proménné, pro-
toze se promeénnd, podle
které se integruje, obecné
vyskytuje v obou promén-
nych vnéjsi funkce.

Na to si davejte pozor. Parci-

alni derivace slozené funkce

je zajimavy strojek, ktery

spolu prozkoumame: paodar
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VETA. Necht' f(z,y) ma diferencial v bod& (z, yo), funkce = = p(u,v),y = q(u, v)
maji diferencidl v bodé (ug, vg) a zg = p(ug, vo), Yo = q(ug, vo).

\




VETA. Necht' f(z,y) ma diferencial v bod& (z, yo), funkce = = p(u,v),y = q(u, v)
maji diferencidl v bodé (ug, vg) a zg = p(ug, vo), Yo = q(ug, vo).

\

Pak F(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) ma diferencial v bodé (ug, vy) a pro parcidlni deri-
vace plati (vzorce jsou uvedeny bez bodu (g, vo), (ug, vo))

8F_8f.8p+8f.8q 8F_8f.8p+(9f.(9q
Oou Oxr Ou Oy Ou’ Ov Ox Ov Oy Ov’

Jestlize funkce p, ¢ zavisi jen na jedné proménné, napr. na u, pisi se ve vzorci pro F,, =
F' misto p, a g, derivace p’ a ¢/, resp.

\




VETA. Necht f(x,y) m4 diferencidl v bod& (z, y), funkce = = p(u, v),y = q(u,v)
maji diferencial v bod¢€ (ug, vg) a xg = p(ug, vo), Yo = q(ug, Vo).

\

Pak F(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) ma diferencidl v bodé (u, vy) a pro parcidlni deri-
vace plati (vzorce jsou uvedeny bez bodi (z, 1), (1o, Vo))

0F_8f.@p+@f.8q 8F_8f.8p+8f.8q
ou Oxr Ou Oy Ou’ Ov Oxr Ov Jy Ov’

Jestlize funkce p, g zavisi jen na jedné proménné, napr. na u, pisi se ve vzorci pro F;,, =
F' misto p, a g, derivace p’ a ¢, resp.

\

To je ten strojek. Derivuje
se podle kazdé "mezipro-
ménné" a ty pak podle nasi
proménné. Pak to posCitime
na jednu hromadu.
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Dukaz. Staci dokdzat tvrzeni pro funkce p(u), q(u) jedné proménné, dikkaz obecného
tvrzeni ma stejny postup. Parcialni derivace funk01 jsou brany jen v uvedenych bodech s
nulovymi indexy a proto tyto body ve vzorcich vynechame, tj. napt. f, znaci f.(xo, yo).

\
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Dukaz. Staci dokazat tvrzeni pro funkce p(u),
tvrzeni ma stejny postup. Parcialni derivace funkc:1 jsou brany jen v uvedenych bodech s
nulovymi indexy a proto tyto body ve vzorcich vynechame, tj. napt. f, znaci f,(xq, yo).

\

( ) jedné promenne dikaz obecného

Pro jednoduchost budou vy-
nechény i indexy O u bodi,
ve kterych se_derivace vy-
Setfuji. Pracuje se v né-
jakych okolich prislusnych

bodii, kde uvedené parcidlni

derivace existuji.

LEKCE18-PAR

parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
smerové
compos
implic
grad
Pozndmky
123456
Ptiklady
123456
Otéazky
123456
Cviceni
123456
Uceni
123456

9

9

9

9

9



Dukaz. Staci dokdzat tvrzeni pro funkce p(u), q(u) jedné proménné, dikkaz obecného
tvrzeni ma stejny postup. Parcialni derivace funk01 jsou brany jen v uvedenych bodech s
nulovymi indexy a proto tyto body ve vzorcich vynechame, tj. napt. f, znaci f,(xq, yo).

\

Pro jednoduchost budou vy-
nechény i indexy O u bodi,
ve kterych se_derivace vy-
Setfuji. Pracuje se v né-
jakych okolich prislusnych
bodi, kde uvedené parcialni
derivace existuji.

\

Podle predpokladu plati f(z + h,y + k) = f.h + f,k + |(h,k)|p(h, k), kde ¢ ma
limitu 0 v pocatku. Podobné plati p(u + h) = p(u) + p'(u)h + |h|(h),q(u + h) = ExcEis.PAR
q(u)+q (u)h+|h|7(h), kde funkce 1, 7 maji limitu O v bodé 0. Ukolem je vyjadfit vhodng ~ Paeder

aritmetika

F(u+h),tj. f(p(u+h),q(u+h)). Do posledni funkce se dosadi misto p(u+h) a g(u+h) _ mixed

smer

vyrazy z jejich uvedeného rozvoje a dostane se f(p(u) + (p'(u)h + |h|1p(h)), g(u) +  spoiitost

(¢'(u)h + |h|T(h))). m?;‘?
grad
‘ Pozndmky
Priklady

Otéazky
Cviceni

Uceni



Dukaz. Staci dokdzat tvrzeni pro funkce p(u), q(u) jedné proménné, dikkaz obecného
tvrzeni ma stejny postup. Parcialni derivace funk01 jsou brany jen v uvedenych bodech s
nulovymi indexy a proto tyto body ve vzorcich vynechame, tj. napt. f, znaci f,(xq, yo).

\

Pro jednoduchost budou vy-
nechény i indexy O u bodi,
ve kterych se_derivace vy-
Setfuji. Pracuje se v né-
jakych okolich prislusnych
bodi, kde uvedené parcialni
derivace existuji.

\

Podle predpokladu plati f(z + h,y + k) = f.h + f,k + |(h,k)|p(h, k), kde ¢ ma
limitu 0 v pocatku. Podobné plati p(u + h) = p(u) + p'(u)h + |h|(h),q(u + h) = ExcEis.PAR
q(u)+q (u)h+|h|7(h), kde funkce 1, 7 maji limitu O v bodé 0. Ukolem je vyjadfit vhodng ~ Paeder

aritmetika

F(u+h),tj. f(p(u+h),q(u+h)). Do posledni funkce se dosadi misto p(u+h) a g(u+h) _ mixed

smer

vyrazy z jejich uvedeného rozvoje a dostane se f(p(u) + (p'(u)h + |h|1p(h)), g(u) +  spoiitost

(¢'(u)h + |h|T(h))). m?;‘?
grad
‘ Pozndmky
Priklady

Otéazky
Cviceni

Uceni



Na tento tvar se pouZije
vyraz pro diferencidl funkce
f a dostane se (v po-
slednim vyrazu jsou pro
struCnost pouzity vyrazy
H = p'(w)h + |n|y(h), K =
q'(w)h + [h|7(R))

F(u+h) = F(u)+ fo(p'(wh + [hl(R) + f,(¢ (w)h + |h|T(h)) + |(H, K)|p(H, K)
= F(u) + fup' (wh + f,q' (u)h + \h]@(h) +7(h) + |

Zbyva ukazat, Ze posledni vyraz ve velké zavorce ma limitu O v bodé h = 0. Ale ¢(h) +
7(h) ma limitu O podle predpokladu, vyrazy H, K maji také limitu O v h = 0 (a tedy i
¢©(H, K) ma limitu 0) a vyraz |(H, K)|/|h| je omezeny. &

=)
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To je jasné. Ten dikaz ne-
muze byt jednodussi nez pro
jednu proménnou. SORRY.
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To je jasné. Ten dikaz ne-
muze byt jednodussi nez pro
jednu proménnou. SORRY.

Takové dikazy mam rad.

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Misto zuzeni funkce na primky rovnobézné s osami lze derivovat (jako funkce jedné
proménné) zuzeni funkce na libovolnou pfimku prochazejici danym bodem.

\
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Misto zuzeni funkce na primky rovnobézné s osami lze derivovat (jako funkce jedné
proménné) zuzeni funkce na libovolnou pfimku prochazejici danym bodem.

\

Smeérem v roviné€ je minén vektor v rovin€ o délce 1 (tj., bod na jednotkové kruznici).

\/
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Misto zuzeni funkce na primky rovnobézné s osami lze derivovat (jako funkce jedné
proménné) zuzeni funkce na libovolnou pfimku prochazejici danym bodem.

\

Smeérem v roviné€ je minén vektor v rovin€ o délce 1 (tj., bod na jednotkové kruznici).

\/

DEFINICE. Necht' (u,v) je jednotkovy vektor v roviné. Pak derivace ve sméru (u, v)
funkce f dvou proménnych v bod¢ (g, 1) je derivace funkce f(xg+ 1t - u,yo + 1t - v)
jedné proménné ¢ v bodé ¢t = 0.

—p

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
smerové
compos
implic
grad
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



Derivace ve sméru lze jed-
noduse vyjadrit podle parci-
alnich derivaci:




Derivace ve sméru lze jed-
noduse vyjadrit podle parci-
alnich derivaci:

\

VETA. M4-li f v bod& (0, yo) ob€ parcidlni derivace spojité, pak derivace f ve sméru
(u,v) v bod€ (xg, yo) je rovna

0 0
a—i(fﬁoayo) “U+ a_;Z(xO?yO) .




Derivace ve sméru lze jed-
noduse vyjadrit podle parci-
alnich derivaci:

\

VETA. Mi-li f v bod€ (x(, yo) ob€ parcidlni derivace spojité, pak derivace f ve sméru
(u,v) v bod€ (g, 1) je IOVHd
of of
+ = Yo) - V.
@) -t 5 (w0, 10)
LEKCE18-PAR
‘ paref;i%getika

mixed

Dukaz. Zderivujete-li funkci f(xo+t-u, yo+1t-v) podle t a pouzijete pfedchozi tvrzeni o e
derivaci sloZzené funkce (nyni jsou p a q funkce jedné proménné), dostanete dokazovany  spojitost

, smérové
vyraz. & compos
implic
grad
Pozndmky
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Je-li « thel, ktery svira vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bodé
(x0, yo) je rovna
of of

—— (0, Yo) - cos a + =—(x0, yo) - sin .

ox oy




Je-li « thel, ktery svira vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bodé
(%0, yo) je rovna
of of

%(azo, Yo) + cosa + =—(xg, o) - sin v .

0y

Tedy parcidlni derivace
slouZi jako jakysi generator
derivaci ve sméru.
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Je-li « thel, ktery svira vektor (u, v) s osou x, pak derivace f ve sméru (u,v) v bodé
(%0, yo) je rovna
of of

%(:co, Yo) + cosa + =—(xg, o) - sin v .

0y

Tedy parcidlni derivace
slouZi jako jakysi generator
derivaci ve sméru.

% je parcidlni derivace f ve
sméru (1,0) a g—i je parcialni
derivace f ve sméru (0, 1).
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Funkce nemusi byt v néjakém bod¢ spojitd i kdyZ v ném ma derivace ve vSech smérech
(viz Priklady).

\




Funkce nemusi byt v néjakém bodé€ spojita 1 kdyz v ném ma derivace ve vSech smérech

(viz Priklady).
\

To je zéasadni zaludnost
funkci vice proménnych.
Pozor na to!!!
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Funkce nemusi byt v néjakém bodé€ spojita 1 kdyz v ném ma derivace ve vSech smérech
(viz Priklady).

\

To je zéasadni zaludnost
funkci vice proménnych.
Pozor na to!!!

LEKCE18-PAR
parc-der

Dokonce  nestaci zkoumat aritmetika
ani "parcialni derivace podél mixed

00 v smer
parabol” a podobné!!! spojitost
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Parcidlni derivace vys$ich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce
jedné proménné.

\




Parcidlni derivace vys$ich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce
jedné proménné.

\
Napt. = g J(; 5 znaci druhou parcialni derivaci podle x z parcialni derivace podle y z
parcidlni derlvace funkce f podle x.

\
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Parcidlni derivace vys$ich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce
jedné proménné.

\
Napt. = g J(; 5 znaci druhou parcialni derivaci podle x z parcialni derivace podle y z
parcidlni derlvace funkce f podle x.

\

Tj., nejdrive derivujeme f podle x, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle
x.

\
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Parcidlni derivace vys$ich fadu se definuji stejné, jako derivace vyssich fada pro funkce
jedné proménné.

4 ., , . . ., P A
Napf'. #yf;ﬂ znaci druhou parcidlni derivaci podle x z parcidlni derivace podle y z

parcidlni derivace funkce f podle z.

\
Tj., nejdrive derivujeme f podle x, pak vysledek podle y a pak vysledek dvakrat podle

\

i

Na takové hracky jsem pfi-
praveny. Jesté lepsi by bylo,

kdyby vSechny proménné LEKCEIS-PAR
byly konstanty najednou. B itmetika
mixed

smer
spojitost
smeérové

# compos
implic
grad
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v
X

V pripadé€ spojitych derivaci na poradi derivaci nezdlezi (viz nasledujici tvrzeni). Tj.,
predchozim pripadé€ by bylo mozné napf. nejdiive derivovat podle y a pak trikrat podle

\
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V pripadé€ spojitych derivaci na poradi derivaci nezdlezi (viz nasledujici tvrzeni). Tj.,
v predchozim pripad¢ by bylo mozné napt. nejdrive derivovat podle y a pak trikrat podle

95

\

To je ZASADNI VEC:
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V pripadé€ spojitych derivaci na poradi derivaci nezdlezi (viz nasledujici tvrzeni). Tj.,
v predchozim pripad¢ by bylo mozné napt. nejdrive derivovat podle y a pak trikrat podle

95

\

To je ZASADNI VEC:
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Dukaz. ProtoZe jsou obé derivace 2.fadu v (xg, yo) spojité, existuji ony i parcidlni de-
rivace 1.fadu v néjakém otevieném okoli tohoto bodu. V nasledujicim postupu budou
Cisla h, k brana tak mald, Ze prislusSné pouZité body lezi v tomto okoli.

\
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Dukaz. ProtoZe jsou obé derivace 2.fadu v (xg, yo) spojité, existuji ony i parcidlni de-
rivace 1.fadu v néjakém otevieném okoli tohoto bodu. V nasledujicim postupu budou
Cisla h, k brana tak mald, Ze prislusSné pouZité body lezi v tomto okoli.

I
Podle definice je f.(xo,y0) = limu—o(f(xo + R, y0) — f(z0,%0))/h a foy(zo, y0) =
limy—o( fz(20, Yo + k) — fu(@0,%0)) /K, 1.
flxo+h,y0+ k) — f(zo+ h,yo) — fzo,yo + k) + f(z0, yo)

fry(o, o) = i Jin hk |

(Uvédomte si, Ze f,.(xo, yo) je limita téhoZ vyrazu, jen s pfehozenymi obéma limitami.)
Zvoli se g(y) = (f(zo + h,y) — f(x0,y)/h, takze vyraz v limité je roven (g(yo + k) —
9(yo)/k

\

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
smérové
compos
implic
grad
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



Dukaz. ProtoZe jsou obé derivace 2.fadu v (xg, yo) spojité, existuji ony i parcidlni de-
rivace 1.fadu v néjakém otevieném okoli tohoto bodu. V nasledujicim postupu budou
Cisla h, k brana tak mald, Ze prislusSné pouZité body lezi v tomto okoli.

I
Podle definice je f.(xo,y0) = limu—o(f(xo + R, y0) — f(z0,%0))/h a foy(zo, y0) =
limy—o( fz(20, Yo + k) — fu(@0,%0)) /K, 1.
flxo+h,y0+ k) — f(zo+ h,yo) — fzo,yo + k) + f(z0, yo)

fry(o, o) = i Jin hk |

(Uvédomte si, Ze f,.(xo, yo) je limita téhoZ vyrazu, jen s pfehozenymi obéma limitami.)
Zvoli se g(y) = (f(zo + h,y) — f(x0,y)/h, takze vyraz v limité je roven (g(yo + k) —
9(yo)/k

\

Ted” se pouzije nckolikrat
véta o stredni hodnoté:
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Podle této véty je posledni vyraz roven ¢'(d), coz je (f(xo + h,d) — f(xo,d)/h, kde d
je bod lezici mezi v, yo + k. Op€tnym pouZzitim véty o stfedni hodnoté se posledni vyraz
zméni na f,,(c, d) pro néjaky bod lezici mezi x, xo + h.

Dlouhy zlomek v limité se
zkratil na f,,(c, d) a jeho li-
mita je rovna f,.(zo, ¥o).
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Podle této véty je posledni vyraz roven ¢'(d), coz je (f(xo + h,d) — f(xo,d)/h, kde d
je bod lezici mezi v, yo + k. Op€tnym pouZzitim véty o stfedni hodnoté se posledni vyraz
zméni na f,,(c, d) pro néjaky bod lezici mezi x, xo + h.

Dlouhy zlomek v limité se
zkratil na f,,(c, d) a jeho li-
mita je rovna f,.(zo, ¥o).

Pouzili jsme spojitost dru-
hych derivaci v (xg, yp).
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Podle této véty je posledni vyraz roven ¢'(d), coz je (f(xo + h,d) — f(xo,d)/h, kde d
je bod lezici mezi v, yo + k. Op€tnym pouZzitim véty o stfedni hodnoté se posledni vyraz
zméni na f,,(c, d) pro néjaky bod lezici mezi x, xo + h.

Dlouhy zlomek v limité se
zkratil na f,,(c, d) a jeho li-
mita je rovna f,.(zo, ¥o).

Pouzili jsme spojitost dru-
hych derivaci v (xg, yp).
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V béznych situacich to tak
opravdu bude.




Obdobné pro dalsi smiSené
parcidlni derivace:




\

Ma-li funkce vice proménnych vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé az do rddu
n spojité, pak u vSech parcidlnich derivaci v tomto bodé do vddu n nezdleZi na poradi

derivovdani.

\

Obdobné pro dalsi smiSené
parcidlni derivace:
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Obdobné pro dalsi smiSené
parcidlni derivace:

\

Ma-li funkce vice proménnych vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé az do rddu
n spojité, pak u vSech parcidlnich derivaci v tomto bodé do vddu n nezdleZi na poradi
derivovdni.

\
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Obdobné pro dalsi smiSené
parcidlni derivace:

\

Ma-li funkce vice proménnych vSechny parcidlni derivace v néjakém bodé az do rddu
n spojité, pak u vSech parcidlnich derivaci v tomto bodé do vddu n nezdleZi na poradi
derivovdani.

\
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V Otdzkdch je navod na funkci, kterd nema zaménné parcidlni derivace. Poznamky
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Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, Ze

O (ao.) = 210, Kde g(t) = Flao + t,u).

Jak bylo feceno, pro parcidlni derivace f v bodé (0, 0) staci, aby f byla definovana na
osach x a y.

\




Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, Ze

O (ao.) = 210, Kde g(t) = Flao + t,u).

Jak bylo feceno, pro parcidlni derivace f v bodé (0, 0) staci, aby f byla definovana na
osach x a y.

\

Pak samozfejmé nemusi existovat derivace v Zadnych jinych smérech.

\




Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, ze
O d
9 (wo.0) = <210), ke glt) = Flao+t.30).

Jak bylo feceno, pro parcidlni derivace f v bodé (0, 0) staci, aby f byla definovana na
osach x a y.

\

Pak samozfejmé nemusi existovat derivace v Zadnych jinych smérech.

\

I kdyZ bude f definovéana v okoli (0, 0), a obé parcidlni derivace v tomto bod¢ existuji,
derivace v jinych smérech nemusi existovat (viz Priklady).

\




Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, ze
O d
6_52@07 Yo) = Ef(()) , kdeg(t) = flzo +1,50) .

Jak bylo feceno, pro parcidlni derivace f v bodé (0, 0) staci, aby f byla definovana na
osach x a y.

\

Pak samozrejmée nemusi existovat derivace v zadnych jinych smérech.

\

I kdyz bude f definovéana v okoli (0, 0), a obé parcialni derivace v tomto bod¢ existuji,
derivace v jinych smérech nemusi existovat (viz Priklady).

\

Ani spojitost f v okoli (0, 0)
k tomu nestaci. UZ jsem se
taky spalila.
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2. Existence derivaci ve vSech smérech v daném bod¢ implikuje spojitost f v tomto
bodé na kazdé primce obsahujici dany bod, nikoli vSak v onom bodé€ (k bodu je mozné
se bliZit po jiné kiivce) (viz Priklady).

\




2. Existence derivaci ve vSech smérech v daném bod¢ implikuje spojitost f v tomto
bod¢ na kazdé primce obsahujici dany bod, nikoli vSak v onom bodé (k bodu je mozné
se blizit po jiné kiivce) (viz Priklady).

\

V tomhle punktu mne nic
neprekvapi. Alespon jednu
chybu tu udéla kazdy.
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3. Mé-li funkce f diferencidl v okoli bodu (z¢, o) a jeji parcidlni derivace prvniho
fadu maji diferencial v (xg, yo), fikd se, Ze f ma v (zy, yo) diferenciél 2.fadu, ktery ma

tvar
Fee(0, Yo) B2 + 2f ey (0, Yo )Rk + fyy (%0, Yo)k*

coZ se pii pouziti znakd O d4 formaln& psat ve tvaru (h -2 +k -2)2 f (rozepiste).
prip p 9z % By P

\




3. Ma-li funkce f diferencial v okoli bodu (x, %) a jeji parcidlni derivace prvniho
fadu maji diferencial v (x, 1), fika se, ze f ma v (xg, yo) diferencial 2.fadu, ktery ma

tvar
fxx(an y())hQ + 2f17y<3307 yO)hk + fyy(aj()a yO)k2 ’

coZ se pri pouziti znakd 0 da formalné psat ve tvaru (h % +k 0%)2 f (rozepiste).

\

To dava navod, jak defino-
vat a popsat n-ty diferencial:
(h s +k5)"f
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3. Mé-li funkce f diferencidl v okoli bodu (xg,yg) a jeji parcialni derivace prvniho
fadu maji diferencial v (x, 1), fika se, ze f ma v (xg, yo) diferencial 2.fadu, ktery ma

tvar
For(T0, Yo)B* + 2f 2y (0, yo) Rk + £y (@0, Yo) K,

coZ se pri pouziti znakd 0 da formalné psat ve tvaru (h 0% +k 0%)2 f (rozepiste).

\

To dava navod, jak defino-
vat a popsat n-ty diferencial:
(h s +k5)"f
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Tvrzeni o zadménnosti deri-
vaci f,, = f,» se miZe zdat
podivné, protoze pro jeho
ovéfeni je nutné obé deri-
vace spocitat a zjistit zda
jsou spojité.
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Tvrzeni o zadménnosti deri-
vaci f,, = f,» se miZe zdat
podivné, protoze pro jeho
ovéfeni je nutné obé deri-
vace spocitat a zjistit zda
jsou spojité.

Pravda pravdouci. Na tohle
slySim.
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Tvrzeni o zadménnosti deri-
vaci f,, = f,» se miZe zdat
podivné, protoze pro jeho
ovéfeni je nutné obé deri-
vace spocitat a zjistit zda
jsou spojité.

Pravda pravdouci. Na tohle
slySim.
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Napf. parcialni derivace
raciondlnich funkci jsou

zase _raciondlni funkce,
parcidlni derivace goni-

ometrickych funkci jsou
zase goniometrické funkce,
apod.
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Napf. parcialni derivace
raciondlnich funkci jsou

zase _raciondlni funkce,
parcidlni derivace goni-

ometrickych funkci jsou
zase goniometrické funkce,
apod.

Tedy z vody se udéla jenom
vodova polivka. O.K.
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\

D4 se dokazat, ze pro zdménnost druhych derivaci staci existence druhého diferenci-

alu.

\/

Napf. parcialni derivace
raciondlnich funkci jsou

zase _raciondlni funkce,
parcidlni derivace goni-

ometrickych funkci jsou
zase goniometrické funkce,
apod.

Tedy z vody se ud€ld jenom
vodova polivka. O.K.
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\

D4 se dokazat, ze pro zdménnost druhych derivaci staci existence druhého diferenci-

alu.

\/

Napf. parcialni derivace
raciondlnich funkci jsou

zase _raciondlni funkce,
parcidlni derivace goni-

ometrickych funkci jsou
zase goniometrické funkce,
apod.

Tedy z vody se ud€ld jenom
vodova polivka. O.K.

Diferencidly se Casto piSi ve tvaru

df(z,y) = folz,y)dx + fy(z,y)dy.

Druhé a vy3$3i diferencidly se mohou znadit symboly d?f, d3f ....
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5. Vzorec pro derivaci sloZené funkce 1ze prepsat do kratSiho (ale ne tak popisného)
tvaru g, = fyu + f,0u (pod. pro derivaci podle v).

\




S. Vzorec pro derivaci slozené funkce lze prepsat do kratsiho (ale ne tak popisného)
tvaru g, = f,pu + f,%u (pod. pro derivaci podle v).

\/

Protoze se v prvni parci-
alni derivaci slozené funkce
vyskytuji nové 1 staré pro-
ménné (tj. w,v 1 x,y), je
treba pri opétném derivo-
vani davat velky pozor (viz
Priklady).
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6. Bylo jiz naznaCeno, Ze diferencial m4 vztah k tecné rovin€ grafu funkce.

\




6. Bylo jiz naznaCeno, Ze diferencial m4 vztah k tecné rovin€ grafu funkce.

\

Tecna rovina ke grafu funkce f(z, y) ve vnitinim bodé (x, yo) definiéniho oboru D( f)

ma rovnici
z = f(xo,y0) + fo(z0, o) — T0) + fy(0, %0) (¥ — o) -




6. Bylo jiz naznaCeno, ze diferenciidl ma vztah k teCné rovin€ grafu funkce.

\

Tecna rovina ke grafu funkce f(x, y) ve vnitinim bod¢ (z, yo) definicniho oboru D( f)

ma rovnici
& = f(ﬂfoa yo) + fzr(il“o, y())(ﬂﬁ — 330) + fy<5'7()7 yo)(y - yo) .

Direncidl znamend line-
arni aproximaci funkce.
Tedy graf jde aproximovat
rovinou.
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6. Bylo jiz naznaCeno, ze diferenciidl ma vztah k teCné rovin€ grafu funkce.

\

Tecna rovina ke grafu funkce f(x, y) ve vnitinim bod¢ (z, yo) definicniho oboru D( f)
ma rovnicli

z = f(zo,Y0) + fz(Z0, Yo)(x — o) + fy(T0, Y0) (¥ — vo) -

Direncidl znamend line-
arni aproximaci funkce.
Tedy graf jde aproximovat
rovinou.
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Diferencidl ma tedy jasny
geometricky vyznam.




Diferencidl ma tedy jasny
geometricky vyznam.

Pokud existuje. T.j. pokud
napiiklad ma f v (xg, )
spojit€ parcidlni derivace
1.fadu.
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Diferencidl ma tedy jasny
geometricky vyznam.

Pokud existuje. T.j. pokud
napiiklad ma f v (xg, )
spojit€ parcidlni derivace
1.fadu.

Nebo zkusim graf pohladit.
Kdyz bude hladky, je tam.
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Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :

1. Pro funkci f(z,y) = 23y — sin(xy?) jsou parciélni derivace rovny

fo =37y — y*cos(zy?), f, =2 — 2wy cos(xy?).




Priklady 1 :

1. Pro funkci f(z,y) = 23y — sin(xy?) jsou parciélni derivace rovny

fo =37y — y*cos(zy?), f, =2 — 2wy cos(xy?).

\

Parcialni derivace druhého radu:

foz = 6y + y*sin(zy?)
fuy = 37% — 2y cos(xy?) + 2zy° sin(xy?)

fyy = —2x cos xy2 + 4x2y2 sin xy2 :
yy




Priklady 1 :

1. Pro funkci f(x,y) = 23y — sin(zy?) jsou parcidlni derivace rovny

fo =37y — y*cos(zy?), f, =2 — 2wy cos(xy?).

\

Parcialni derivace druhého radu:

fue = 62y + y' sin(zy?)
Joy = 322 — 2y Cos(xy2) + 2xy3 Sin(xyZ) :

fuy = =22 cos(wy?) + 4z*y* sin(ay?) .

Pro kontrolu ovérte, zZe

fy:c — f:cy
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2. Pro vypocet derivace funkce 22 /y ve sméru vektoru (1, +/3) v bodg (1, 2) je nejprve
nutné upravit dany vektor na jednotkovy (1/2,+/3/2) a teprve potom pouZit vzorec.

\




2. Pro vypocet derivace funkce 22 /y ve sméru vektoru (1, +/3) v bodg (1, 2) je nejprve
nutné upravit dany vektor na jednotkovy (1/2,+/3/2) a teprve potom pouZit vzorec.

\

Protoze gradf = (2z/y, —x°/y?), coZ je v daném bod& vektor (1, —1/4), je skaldrni
soucin (a tedy hledand derivace) rovny (1, —1/4) - (1/2,4/3/2) = 1/2 — \/3/8.

—p




3. Maji se spocitat druhé smiSené parcidlni derivace f,, slozené funkce f(x,y) =
223y, kde x = u® + v?,y = wv. Nejdifve se spocitd derivace prvniho fddu f, = 62%y -
2u + 23 - v.

\




3. Maji se spocitat druhé smiSené parcialni derivace f,, sloZzené funkce f(z,y) =
223y, kde x = u® + v?,y = wv. Nejdifve se spocitd derivace prvniho fddu f, = 62%y -
2u + 2x° - v.

\/

Méné zkuSeny poctar si
muize psat funkci f jako
223 (u, v)y(u, v).
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3. Maji se spocitat druhé smiSené parcialni derivace f,, sloZzené funkce f(z,y) =
223y, kde x = u® + v?,y = wv. Nejdifve se spocitd derivace prvniho fddu f, = 62%y -
2u + 2x° - v.

\/

Méné zkuSeny poctar si
muize psat funkci f jako
223 (u, v)y(u, v).

\/

Vysledek se zderivuje podle v (ale z, y jsou také funkce v, takZe se derivuje podle v
funkce 62%(u, v)y(u, v)2u + 223 (u, v)v:
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3. Maji se spocitat druhé smiSené parcialni derivace f,, sloZzené funkce f(z,y) =
223y, kde x = u® + v?,y = wv. Nejdifve se spocitd derivace prvniho fddu f, = 62%y -
2u + 2x° - v.

\
Méné zkuSeny poctar si
muize psat funkci f jako
223 (u, v)y(u, v).

\

Vysledek se zderivuje podle v (ale z, y jsou také funkce v, takZe se derivuje podle v
funkce 62%(u, v)y(u, v)2u + 223 (u, v)v:
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3. Maji se spocitat druhé smiSené parcialni derivace f,, sloZzené funkce f(z,y) =
223y, kde x = u® + v?,y = wv. Nejdifve se spocitd derivace prvniho fddu f, = 62%y -
2u + 2x° - v.

\
Méné zkuSeny poctar si
muize psat funkci f jako
223 (u, v)y(u, v).

\

Vysledek se zderivuje podle v (ale z, y jsou také funkce v, takZe se derivuje podle v
funkce 62%(u, v)y(u, v)2u + 223 (u, v)v:
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mixed
smer
‘ spojitgst )
SIMErove
V tomto jednoduchém pripad€ bylo také moZn€ dosadit do definice f za x a y vyrazy {oEe
s u, v a derivovat jednoduchou (tj. nikoli sloZenou) funkci. grad
4. Funkce nemusi byt v néjakém bodé spojitd i kdyZ v ném ma derivace ve vSech 1235456789
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Ukazte, ze tento pripad na-

stane fun%«:e s hodnotami
:z: + y°) mimo pocatek

a s hodnotou 0 v pocatku.
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5. Obvyklym prikladem na nezaménnost parcidlnich derivaci 2.fadu je funkce s hod-
notou xy jakmile 0 < y < x nebo z < y < 0 a s hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech
roviny. Ovéfte.

\




5. Obvyklym prikladem na nezaménnost parcialnich derivaci 2.rddu je funkce s hod-

notou xy jakmile 0 < y < x nebo z < y < 0 a s hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech
roviny. Ovérte.

\

O\géftg si to nekde beze
svedku.
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5. Obvyklym prikladem na nezaménnost parcialnich derivaci 2.rddu je funkce s hod-

notou xy jakmile 0 < y < x nebo z < y < 0 a s hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech
roviny. Ovérte.

\

O\géftg si to nekde beze
svedku.

\/

Tato funkce ma v (0,0) derivace ve vSech smérech.

\
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5. Obvyklym prikladem na nezaménnost parcialnich derivaci 2.rddu je funkce s hod-
notou xy jakmile 0 < y < x nebo z < y < 0 a s hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech
roviny. Ovérte.

\

O\géftg si to nekde beze
svedku.

\/

Tato funkce ma v (0,0) derivace ve vSech smérech.
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5. Obvyklym prikladem na nezaménnost parcialnich derivaci 2.rddu je funkce s hod-
notou xy jakmile 0 < y < x nebo z < y < 0 a s hodnotou 0 ve vSech ostatnich bodech
roviny. Ovérte.

\

O\géftg si to nekde beze
svedku.

\/

Tato funkce ma v (0,0) derivace ve vSech smérech.

‘ . 214 v z 00 v ., LEKCE18-PAR
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Vhodnou definici (misto zy)
lze nalézt spojitou funkci s
nezadménnymi derivacemi.
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6. Funkce majici hodnotu 0 v po¢atku a hodnoty z%y/(z*+?) jinde, byla pouZita jako
priklad na nespojitost v poCatku, prestoze existuji stejné limity, blizite-1i se po primkach.

\



file:afvp.nespojitost

6. Funkce majici hodnotu 0 v po¢étku a hodnoty z%y /(2" +4?) jinde, byla pouZita jako
priklad na nespojitost v poCatku, prestoze existuji stejné limity, blizite-1i se po primkach.

\

Tato funkce ma derivace v
pocatku ve vSech smérech.
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7. Funkce +/|x||y| je spojita a ma v pocatku parcidlni derivace 1.fddu, ale nemd tam
jiné smérové derivace.

\




7. Funkce +/|z||y| je spojitd a ma v pocatku parcidlni derivace 1.fadu, ale nemd tam
jiné smérové derivace.

\

Zkoumejte chovani na osach
kvadrantd.

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



7. Funkce +/|z||y| je spojitd a ma v pocatku parcidlni derivace 1.fadu, ale nemd tam
jiné smérové derivace.

\

Zkoumejte chovani na osach
kvadrantd.
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Otazky 1 :

1. Kde musi byt minimdlné definovana funkce f, aby formdlné¢ méla smysl definice

fxy?
-




2. Ukazte, Ze ziskate ekvivalentni pojem diferencialu, jestlize v jeho definici zaménite
\(h, k)|@(h, k) vyrazem hi(h, k) + k7(h, k).

=)




3. Ovéite ndsledujici vzorecky pro parcidlni derivace 2.fadu slozené funkce f(z,y)
kde x = g(u,v),y = h(u,v) a derivace jsou zdménné:

\




3. Ovéite ndsledujici vzorecky pro parcidlni derivace 2.fadu slozené funkce f(z,y)
kde x = g(u,v),y = h(u,v) a derivace jsou zdménné:

\

fuu — fxocgz + 2fxyguhu + fyyhi + fa:guu + fyh(’LL’LL) )
fuv — fx:cgugv + fxy(guhv =+ gvhu) + fyyhuhv + fxguv + fyh(U’U) )

foo = fmgg + Qfa:ygvhv + fyth% = [l fyh(m}) .




3. Ovéite ndsledujici vzorecky pro parcidlni derivace 2.fadu slozené funkce f(z,y)
kde x = g(u,v),y = h(u,v) a derivace jsou zdménné:

|
fuu — fasocgz + foyguhu + fyyhz =+ fxguu + fyh(uu> )
fuv — fxxgugv + fxy(guhv + gvhu) =+ fyyhuhv + fxguv + fyh(U’U) )
foo = fmgg + Qfmygvhv + fythzj = [l fyh(vv) .

|

To je teda husty.




4. Uved’te Laplaceovu rovnici 8‘9—;2 flz,y)+ ;—;2 f(z,y) = 0 pomoci polarnich soufadnic
x =ucosv,y = usinv. (Vysledkem je f,, + fvv/u2 + fu/r =0.)

\




4. Uved’te Laplaceovu rovnici 63—52 flz,y)+ aa_; f(z,y) = 0 pomoci polarnich soufadnic
x =ucosv,y = usinv. (Vysledkem je f,, + fvv/u2 + fu/r =0.)

\

Neznam nikoho, kdo to da
napoprvé.




4. Uved’te Laplaceovu rovnici 0‘7—; (x,y)+ 00—; f(x,y) = 0 pomoci polarnich soutadnic
x =ucosv,y = usinv. (Vysledkem je f,, + foo/u® + fu/7 = 0.)

\

Neznam nikoho, kdo to da
napoprve.
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5. Ukazte, ze ma-li f v bod¢€ (xy,yy) diferencial, jdou s jeho pomoci spocitat smérové
derivace.

\




5. Ukazte, ze ma-li f v bod¢€ (xy,yy) diferencial, jdou s jeho pomoci spocitat smérové
derivace.

\

Méam dobrou radu: Napred
si nachystejte ten vzorecek.

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flx,y) =2+ (y—1) arcsin\/g.




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci
f(z,y) =2+ (y — 1) arcsin \/% :
\

Reseni. Musime uvazovat pouze nezaporna a.

\




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flx,y) =2+ (y—1) arcsin\/;.
\

Reseni. Musime uvazovat pouze nezaporna a.

\

Navic diky funci arkussinus musi byt a < 1.

\




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flx,y) =2+ (y—1) arcsin\/g.

Reseni. Musime uvazovat pouze nezaporna a.

\

Navic diky funci arkussinus musi byt a < 1.

\

V bodé a = 1 nebo a = 0 pijde o jednostrannou derivaci.

\




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flx,y) =2+ (y—1) arcsin\/g.

Reseni. Musime uvaZovat pouze nezdporn a.
\
Navic diky funci arkussinus musi byt a < 1.
\
V bodé a = 1 nebo a = 0 pijde o jednostrannou derivaci.
\
Pifimym vypoctem dostaneme
N 1
fel@y) =1+1/2 (g =) —my™——
. _z




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte v bodé (a, 1) parcidlni derivaci f, pro funkci

flx,y) =2+ (y—1) arcsin\/;.
\

Reseni. Musime uvazovat pouze nezaporna a.

\

Navic diky funci arkussinus musi byt a < 1.

\

V bodé a = 1 nebo a = 0 pijde o jednostrannou derivaci.

\

Pifimym vypoctem dostaneme

folz,y)=14+1/2 (y

WF'
\

Pro a € (0, 1) pijde o jednostranné derivace, spocteme je pomoci véty o jednostranné
derivaci jako limity derivaci.







Ted” vazné. Funkce je na
fezu y = 1 rovna z, tedy
parcidlni derivace podle x je
rovna 1. Sorry.
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Ted” vazné. Funkce je na
fezu y = 1 rovna z, tedy
parcidlni derivace podle x je
rovna 1. Sorry.

Pristé si budu davat pozor.
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Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci
flz,y) = Jzy .




Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci
flz,y) = Jzy .

'

Reseni. Na osach jde o nulovou funkci.

\




Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci
flz,y) = Jzy .
V

Reseni. Na osach jde o nulovou funkci.

\

Tedy jsou v pocatku nulové 1 parcidlni derivace podle obou proménnych.

\




Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci
flz,y) = Jzy .
V

Reseni. Na osach jde o nulovou funkci.

\

Tedy jsou v pocatku nulové 1 parcidlni derivace podle obou proménnych.

\

Podivame se na graf:
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Jeste jednou s kandidatem na teCnou rovinu.
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Na ose prvniho kvadrantu

zy je funkce rovna v/z2,
tedy o dotyku neni ani reci.
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Na ose prvniho kvadrantu

zy je funkce rovna v/z2,
tedy o dotyku neni ani reci.

Ta plachta je tim vétrem
moc zvednuta. Je to tak.
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Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci

flz,y) = Vs + 3.




Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci
fl@,y) = Vi + 43
\

ResSeni. Na oséch jde o linearni funkci a parcidlni derivace jsou obé jednicky.

\




Pfiklad. Spoctéte f,.(0,0) a f,(0,0) pro funkci

flz,y) = Vs + 3.

ResSeni. Na oséch jde o linearni funkci a parcidlni derivace jsou obé jednicky.

Podivame se na graf:
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Jeste jednou s kandidatem na teCnou rovinu.

+0.5 0

05 ] y
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Priklad. Zkoumejte v okoli pocatku

e vyt




Priklad. Zkoumejte v okoli pocatku

1
e vyt

V

Reseni. V polarnich soufadnicich se jedna o funkci




Priklad. Zkoumejte v okoli pocatku

\
R

4 /

eseni

1

e vyt

. 'V polarnich souradnicich se jednd o funkci

1
e .

Jde tedy v podstaté o funkci
jedné promeénné v roviné x z,
ktera rotuje okolo osy z.
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Jde o pckny poharek (podstava je teCna rovina):
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Piiklad. Ovéite zdménnost f,, = f,. pro funkce

2
¥ .




Piiklad. Ovéite zdménnost f,, = f,. pro funkce

2
¥ .

\

Resent. ¥




\

Piiklad. Ovéite zdménnost f,, = f,. pro funkce

Resent.

2
¥ .

U tohoto ptikladu se zapo-
time :-)




frje




frje

:Ey2y2
x
\
Jay Je 2 2
Y31 y
0 %Y n(x)+2x Y
T T




frje

fuy je

fyJe




frje

fuy je

fyJe

fya Je




Je to prostinké. Diky :-(




Je to prostinké. Diky :-(

TéZzko na cvicisti, lehko u
pisemky.
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Pfiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R?.

\




Pfiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R?.

{

Reseni. Odhadujeme pomoci trojihelnihové nerovnosti

[f(@,y) = f(@o,90)| < |f(2,y) — flz, yo)l + | f (2, 90) — (2o, 90)| -




Pfiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R?.

{

Reseni. Odhadujeme pomoci trojihelnihové nerovnosti

[f(@,y) = f(@o,90)| < |f(2,y) — flz, yo)l + | f (2, 90) — (2o, 90)| -
\

Prvni ¢len na pravé strané odhadneme pomoci Lagrangeovy véty
[f(@,y) = f@,90)] < |fylz, ] - [y =yl < K- |y —wo)l -




Pfiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R?.

{

Reseni. Odhadujeme pomoci trojihelnihové nerovnosti

[f(@,y) = f(@o,90)| < |f(2,y) — flz, yo)l + | f (2, 90) — (2o, 90)| -
\

Prvni ¢len na pravé strané odhadneme pomoci Lagrangeovy véty
[f(@,y) = f@,90)] < |fylz, ] - [y =yl < K- |y —wo)l -

\

Tedy na malém okoli je tento vyraz maly.

\




Pfiklad. Dokazte, Ze je-li funkce f(x,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R?.

{

Reseni. Odhadujeme pomoci trojihelnihové nerovnosti

[f(@,y) = f(@o,90)| < |f(2,y) — flz, yo)l + | f (2, 90) — (2o, 90)| -
\

Prvni ¢len na pravé strané odhadneme pomoci Lagrangeovy véty
[f(@,y) = f@,90)] < |fylz, ] - [y =yl < K- |y —wo)l -

\

Tedy na malém okoli je tento vyraz maly.

\

Druhy ¢len je na malém okoli bodu (z, yy) maly.

\




Pfiklad. Dokazte, ze je-li funkce f(z,y) spojitd v R pro kazdé pevné y € R a f, je
omezend v R?, pak je f spojitd v R

{

Reseni. Odhadujeme pomoci trojuhelnihové nerovnosti

(2, y) = (o, m0)| < |f(2,y) = flz,90)| + 1 f (2, 90) — (2o, 90)| -
\

Prvni Clen na pravé stran¢ odhadneme pomoci Lagrangeovy véty
[f (@, y) = f(@,h0) < [y, &) - [y —wol < K -y — o)l -

\

Tedy na malém okoli je tento vyraz maly.

 /
Druhy ¢len je na malém okoli bodu (z, yy) maly. ;alfgg;ns-mn
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Ted si vezmu € a d a dukaz
dokonCim.




Priklad. Spoctéte

O*u N 0*u N 0*u
ox?  0y? 022
pro funkci :
u(z,y, z) = :
VT + 92 + 22




Priklad. Spoctéte

pro funkci

Reseni.

0%u N 0*u N 0*u
ox?  0y? 022
(@, 2) :
u(z,y, z) = .
VT + 92 + 22

Nebyt téch zlomki a od-
mocnin, Sel bych do toho.




Priklad. Spoctéte
0u N 0u N 0°u
ox?  Oy?> 022

pro funkci

u(x, y, 2) = NEr

Nebyt téch zlomki a od-
mocnin, Sel bych do toho.
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Tedy uvedena funkce fesi
Laplaceovu rovnici.




Priklad. Spoctéte derivaci libovolné funkce v libovolném sméru.

\




Priklad. Spoctéte derivaci libovolné funkce v libovolném sméru.

V
Reseni. Napiiklad derivace f(z,y) = = + 2y ve sméru v = (3, 4) je rovna
3 4
1-242. -
5 - 5




Priklad. Spoctéte derivaci libovolné funkce v libovolném sméru.

\
Reseni. Napiiklad derivace f(z,y) = = + 2y ve sméru v = (3, 4) je rovna
3 4
1-242. -
5 - 5
\

Ty konstanty se zdaji v po-
radku, az na tu pétku :-(




Konec cvicCeni 1.




Z mnoha prikladti implicitné zadanych ktivek vite, Ze Casto (skoro vzdy) je mozné
takovou kiivku povazovat za graf funkce na né€jakych jejich Castech, napr. u kruznice.

\




Z mnoha prikladti implicitné zadanych ktivek vite, Ze Casto (skoro vzdy) je mozné
takovou kiivku povazovat za graf funkce na né€jakych jejich Castech, napr. u kruznice.

\

Kdy tomu tak je, vysvétluje
nasledujici tvrzeni:




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (z, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (z, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (z, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

- g_gj;(x(hy()) 7& 0.

\




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (¢, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

1 g_g];(xmy()) 7& 0.

\

Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (¢, ) a jedina funkce ¢ definovana na
I tak, ze  /




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (¢, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,
\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

1 g_g];(xmy()) 7& 0.

\

Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (¢, ) a jedina funkce ¢ definovana na
I tak, ze  /

1. p(xo) = Yo,  /




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (¢, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

1 g_g];(xmy()) 7& 0.

\

Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (¢, ) a jedina funkce ¢ definovana na
I tak, ze  /

1. p(xo) = Yo,  /

2. f(x,p(z)) = 0 pro vSechnax € | \ /




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (¢, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

1 g_g];(xmy()) 7& 0.

\

Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (¢, ) a jedina funkce ¢ definovana na
I tak, ze  /

2. f(x,p(z)) = 0 pro vSechnax € | \ /

3. o ma na [ spojité derivace az do fadu n \




VETA. Necht funkce f dvou proménnych je definovana v okoli bodu (¢, 1) a plati:
° f(x()a yO) — 0,

\

e f ma v okoli bodu (g, yy) spojité parcidlni derivace az do fadu n > 1, \ /

- g_gjj(x())y()) 7& 0.

\

Pak existuje interval U = I x J okolo bodu (¢, ) a jedina funkce ¢ definovana na
I tak, ze

2. f(x,p(z)) = 0 pro vSechnax € | \ /
3. o ma na [ spojité derivace az do fadu n \

4. derivace funkce ¢ je rovna







¥
Dukaz. Necht' [ =[xy — r,x0 + 7] X [yo — S, Yo + 5| je interval, na kterém jsou splnény
predpoklady véty a plati tam g—g(x, y) > 0 (ptipad < 0 je obdobny). Funkce f(x¢,y)
je rostouci na [yy — s,40 + s| v bod€ yy ma hodnotu 0, takze f(xg,yo — s) < 0 a
f(zo,yo+s) > 0. ProtoZe f je spojitd na I, miZzeme zmensSit r tak, Ze f(z,yp—s) < 0Oa
f(z,yo+s) > 0 prokazdé x € [xg — r, ¢ + r]. Pro kazdé takové x musi tedy existovat
jediné y € (yo — s,yo + s) tak, ze f(x,y) = 0. Toto y se oznadi p(x).

\/
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¥
Dukaz. Necht' [ =[xy — r,x0 + 7] X [yo — S, Yo + 5| je interval, na kterém jsou splnény
predpoklady véty a plati tam g—i(x, y) > 0 (ptipad < 0 je obdobny). Funkce f(x¢,y)
je rostouci na [yy — s,40 + s| v bod€ yy ma hodnotu 0, takze f(xg,yo — s) < 0 a
f(zo,yo+s) > 0. ProtoZe f je spojitd na I, miZzeme zmensSit r tak, Ze f(z,yp—s) < 0Oa
f(z,yo+s) > 0 prokazdé x € [xg — r, ¢ + r]. Pro kazdé takové x musi tedy existovat
jediné y € (yo — s,yo + s) tak, ze f(x,y) = 0. Toto y se oznadi p(x).

\

Uvédomte si, ze uvedeny
postup zarucuje spojitost ¢
na (rg —r,xo+7).

Zbyva dokdzat tvrzeni o derivaci funkce . Ze spojitosti f,, f, na I plyne existence
diferencidlu funkce f. PrisluSny vztah lze napsat ve tvaru
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[, y)—f(z,y) = folz, y)(@1—2)+ fy (2, y) (1 —y)+H@1—2)Y(z1—2, y1—y)+Hy1 —y) 7 (T 28981 —y) ,

kde funkce v, 7 maji limitu O v bodé (0,0). Necht’ nyni y; = ¢(z1),y = ¢(x). Potom je
leva stran rovnost rovna 0 a Gpravou (pro x # x1) se dostane

plz) — (@) fy(@, (@) — (1 — 91 — y)
Ty — & folz,0(2) —7(z1 — 2,91 — )
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of
Prav4 strana ma pro z; — « limitu —gfc“—“”("’);, a tedy existuje i limita levé strany, coz je

Fyl‘,(pJI

@' (z).
i




Pravd strana ma pro x; — x limitu — 9%

o' (z).

of
M, a tedy existuje 1 limita levé strany, coz je

oy (T,p(T

&
Odtud jiz plyne (indukci)
existence a spojitost deri-
vace az do radu n funkce .

>
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Kdo si promysli vétu o im-
plicitnich funkcich, tak si
vSimne, ze jsme schopni v
daném bod¢ spocitat deri-
vaci neznamé funkce ¢. To
je prece kouzelné.
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Kdo si promysli vétu o im-
plicitnich funkcich, tak si
vSimne, ze jsme schopni v
daném bod¢ spocitat deri-
vaci neznamé funkce ¢. To
je prece kouzelné.

Napiiklad  pro  funkci
flz.y) = z° + ¢* — 1
dostaneme 22 + ¢*(z) = 0,
coZ zCerstva zderivujeme.
Pokud zndme = = 0,
©(0) = 1, spocteme
¢'(0) = 0a ¢"(0) = —1/2.
Tak derivujeme, kolikrat
chceme.
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Kdo si promysli vétu o im-
plicitnich funkcich, tak si
vSimne, ze jsme schopni v
daném bod¢ spocitat deri-
vaci neznamé funkce ¢. To
je prece kouzelné.

Napiiklad  pro  funkci
flz.y) = z° + ¢* — 1
dostaneme 22 + ¢*(z) = 0,
coZ zCerstva zderivujeme.
Pokud zndme = = 0,
©(0) = 1, spocteme
¢'(0) = 0a ¢"(0) = —1/2.
Tak derivujeme, kolikrat
chceme.
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Nebo musime :-(




Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez diukazu):

\
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Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez diukazu):

\
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Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tfi proménnych (tj. f(x,y,z) = 0) se pfevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):

\

VETA. Necht funkce f tif proménnych je definovana v okoli bodu (zg, yo, 29) a plati:

o f(zo,yo0,20) =0,




Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):

\

VETA. Necht funkce f tif proménnych je definovana v okoli bodu (zg, yo, 29) a plati:

o f(zo,yo0,20) =0,
|

e f ma v okoli bodu (z, yo, z0) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,

\




Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):

\

VETA. Necht funkce f tif proménnych je definovana v okoli bodu (zg, yo, 29) a plati:

(20, Yo, 20) = 0,

of
\

e f ma v okoli bodu (z, yo, z0) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,
\

L %(x(]?y()a Z()) 7é 0.

\




Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):

\

VETA. Necht funkce f tif proménnych je definovana v okoli bodu (zg, yo, 29) a plati:

(20, Yo, 20) = 0,

of
\

e f ma v okoli bodu (z, yo, z0) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,
\

L %(x(]?y()a Z()) 7é 0.

\

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (z, 9o, z0) a jedind funkce ¢ defino-
vana na [ x J tak, ze

\




Zatimco implicitni funkce dvou proménnych se prevede po Castech na funkce jedné
proménné, implicitni funkce tif proménnych (tj. f(x,y,2) = 0) se prevede na funkce
dvou proménnych a tam se vyskytuji parcidlni derivace. Proto je tento pripad explicitné
uveden (uz bez dikazu):

\

VETA. Necht funkce f tif proménnych je definovana v okoli bodu (zg, yo, 29) a plati:

(20, Yo, 20) = 0,

of
\

e f ma v okoli bodu (z, yo, z0) spojité parcidlni derivace az do fadun > 1,
\

L %(x(]?y()a Zo) 7é 0.

\

Pak existuje interval U = I x J x K okolo bodu (z, 9o, z0) a jedind funkce ¢ defino-
vana na [ x J tak, ze

\ {
1. QO(SU(), yO) = 20,







\
2. f(x,y,p(x,y)) = 0 pro vSechna (z,y) € [ x J




\
2. f(x,y,p(x,y)) = 0 pro vSechna (z,y) € [ x J

\

3. oména [ x J spojité parcidlni derivace az do fadu n

\




\
2. f(x,y,p(x,y)) = 0 pro vSechna (z,y) € [ x J

\

3. oména [ x J spojité parcidlni derivace az do fadu n

\

4. parcialni derivace funkce ¢ jsou rovny

8@ o %((I,y),g@(%,y)) 0_90 - Fy((xay)vsp(xvy))

% B _%((az,y),go(x,y)) 7 8y . %((Q?,y), gO(CC,y)) |




Poznamky 2 :

Uvedené véty o implicitnich funkcich se pouzivaji v pripadech, kdy ze zadani rovnice
f(z,y) = 0nebo f(x,y, z) = 0 nelze jednu proménnou vypocitat pomoci zbyvajicich.

\




Poznamky 2 :

Uvedené véty o implicitnich funkcich se pouzivaji v pripadech, kdy ze zadani rovnice
f(z,y) = 0nebo f(x,y, z) = 0 nelze jednu proménnou vypocitat pomoci zbyvajicich.

\

Presto 1ze napsat derivace této zavislosti jedné proménné na zbyvajicich proménnych
(i kdyz v implicitnim tvaru) a lze tedy napf. zkoumat pribéh funkce nebo najit jeji ex-
trémy.

\




Poznamky 2 :

Uvedené véty o implicitnich funkcich se pouzivaji v pripadech, kdy ze zadani rovnice
f(z,y) = 0nebo f(x,y,z) = 0 nelze jednu proménnou vypocitat pomoci zbyvajicich.

\

Presto 1ze napsat derivace této zavislosti jedné proménné na zbyvajicich proménnych
(i kdyZ v implicitnim tvaru) a Ize tedy napf. zkoumat priibéh funkce nebo najit jeji ex-

trémy.

\

V tom je ta sila. Derivujeme
neznamou funkci.
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Poznamky 2 :

Uvedené véty o implicitnich funkcich se pouzivaji v pripadech, kdy ze zadani rovnice
f(z,y) = 0nebo f(x,y,z) = 0 nelze jednu proménnou vypocitat pomoci zbyvajicich.

\

Presto 1ze napsat derivace této zavislosti jedné proménné na zbyvajicich proménnych
(i kdyZ v implicitnim tvaru) a Ize tedy napf. zkoumat priibéh funkce nebo najit jeji ex-

trémy.

\

V tom je ta sila. Derivujeme
neznamou funkci.
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Rad objevuji Neznamé ...




Za predpokladi véty o implicitnich funkcich Ize derivace pocitat formaln€ z rovnosti
f(z,y) = 0 podle vzorce o sloZzené funkci; y se povaZuje za funkci z a derivuje se funkce
flz,y(z)):

folz,y) + fylz,y)y' = 0.




Za predpokladi véty o implicitnich funkcich Ize derivace pocitat formaln€ z rovnosti
f(z,y) = 0 podle vzorce o sloZzené funkci; y se povaZuje za funkci z a derivuje se funkce
flz,y(z)):

folz,y) + fylz,y)y' = 0.

Ted” se ukaze, kdo umi
opravdu derivovat . . .




Za predpokladi véty o implicitnich funkcich Ize derivace pocitat formaln€ z rovnosti
f(z,y) = 0 podle vzorce o slozené funkci; y se povazuje za funkci x a derivuje se funkce

f(x,y(z)):
fo(z,y) + fy(@,9)y = 0.

Ted” se ukaze, kdo umi
opravdu derivovat ...

\

Pri druhé derivaci implicitné zadane funkce je mozné bud’ derivovat vzorec pro prvni | oo oo o
derivaci, nebo je mozné derivovat dvakrat danou funkci dvou proménnych, tj. jesté jed- pare-der |
nou derivovat predchozi rovnost pro v’ (viz PFiklady). et
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V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZzit.

\




V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZzit.

\

V okoli t€chto bodi mdme obvykle vice moZznosti, jak definovat jednozna¢nou funkci,
jejiz graf bude na kfivce lezet.

\




V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZzit.

\

V okoli t€chto bodi mdme obvykle vice moZznosti, jak definovat jednozna¢nou funkci,
jejiz graf bude na kfivce lezet.

\

Napft. u kruznice to jsou body, kde je tena rovnobézna s osou ¥, na lemniskaté (os-
micka) to je stied, kde se protinaji dvé Casti grafu.

\




V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZzit.

\

V okoli t€chto bodi mdme obvykle vice moZznosti, jak definovat jednozna¢nou funkci,
jejiz graf bude na ktivce lezet.

\

Napft. u kruznice to jsou body, kde je tena rovnobézna s osou ¥, na lemniskaté (os-
micka) to je stied, kde se protinaji dvé Casti grafu.

\

V prvnim piipad€ lze zaménit osy a v téchto bodech pak 1ze najit funkci x = ¥ (y),
ktera v okoli daného bodu je jednozna¢nym feSenim rovnice f(x,y) = 0 (protoze parci-
alni derivace podle x je nenulova).

\




V bodech, kde je parcidlni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZzit.

\

V okoli t€chto bodi mdme obvykle vice moZznosti, jak definovat jednozna¢nou funkci,
jejiz graf bude na ktivce lezet.

\

Napft. u kruznice to jsou body, kde je tena rovnobézna s osou ¥, na lemniskaté (os-
micka) to je stied, kde se protinaji dvé Casti grafu.

\

V prvnim piipad€ lze zaménit osy a v téchto bodech pak 1ze najit funkci x = ¥ (y),
ktera v okoli daného bodu je jednozna¢nym feSenim rovnice f(x,y) = 0 (protoze parci-
alni derivace podle x je nenulova).

\

Ve druhém pripadé to nejde (protoze obé€ parcidlni derivace jsou v pocatku rovny 0) a
musi se volit jiné metody.

\




V bodech, kde je parcialni derivace podle zavisle proménné rovna nule, nelze vétu
pouZit.

\

V okoli té€chto bodi mame obvykle vice moZnosti, jak definovat jednoznacnou funkci,
jejiz graf bude na ktivce lezet.

\

Napf. u kruznice to jsou body, kde je teCna rovnob€zna s osou y, na lemniskate (os-
micka) to je stied, kde se protinaji dvé Casti grafu.

\

V prvnim piipadé€ 1ze zaménit osy a v téchto bodech pak lze najit funkci x = (y),
ktera v okoli daného bodu je jednozna¢nym feSenim rovnice f(x,y) = 0 (protoze parci-
alni derivace podle x je nenulova).

Ve, druhém Pfipadé to nejde (protoze obé parcialni derivace jsou v poCatku rovny 0) a {prcEispar
musi se volit jiné metody. parc-der
aritmetika
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Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. Ovéite u lemniskaty (2* + y)* + a*(y* — 2*) = 0, Ze v bodech (£a, 0) je parcidlni
derivace podle y rovna 0 a parciélni derivace podle x nenulova kdeZto v pocatku jsou
obé parcialni derivace nulové.

2 =a? cos 20




Priklady 2 :

1. Ovéite u lemniskaty (2* + y)* + a*(y* — 2*) = 0, Ze v bodech (£a, 0) je parcidlni
derivace podle y rovna 0 a parciélni derivace podle x nenulova kdeZto v pocatku jsou
obé parcialni derivace nulové.

2 =a? cos 20




Presto se 1 v tomto specidl-
nim pripadé daji obé vétve
ktizici se v pocatku popsat
dvéma funkcemi majici spo-
jit€ derivace (pomoci vy-
feSeni dvou kvadratickych
rovnic).
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2. Na pomoc lze v nékterych piipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky = = (1), y =

h(t).
\




2. Na pomoc lze v nékterych piipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky = = (1), y =

h(t).
\

Je nutné najit intervaly pro parametr ¢, ve kterych je jedna z funkci ¢, 1) prosta.

\




2. Na pomoc lze v nékterych piipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky = = (1), y =

h(t).
\

Je nutné najit intervaly pro parametr ¢, ve kterych je jedna z funkci ¢, 1) prosta.

Pak je y = (¢~ (z)) nebo z = (v~ ().




2. Na pomoc lze v nékterych piipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky = = (1), y =
h(t).
\

Je nutné najit intervaly pro parametr ¢, ve kterych je jedna z funkci ¢, 1) prosta.

\

Pak je y = ¢(¢ ™" (z)) nebo x = p(¥~(y)). ,

Najdéte takové oteviené intervaly pro lemniskatu danou rovnostmi
P +1) ot -1
IS T AT

t € (—00,4+00).

)




2. Na pomoc lze v nékterych piipadech vzit parametrické vyjadieni kiivky z = (), y =

h(2).
\

Je nutné najit intervaly pro parametr ¢, ve kterych je jedna z funkci ¢, 1) prosta.

\
Pak je y = 1(¢ ™' (x)) nebo x = (1~} (y)). |
Najdéte takové oteviené intervaly pro lemniskatu danou rovnostmi

tt*+1) t(t?—1)
- T 1 . 4 - T 1 . 1 te_ 7+ .
T A YT (=00, +00)

Ziskané intervaly by mély
pokryvat celé R.
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3. U funkci tif proménnych x = ¢(u,v),y = ¥(u,v),z = 7(u,v) (jednd-li se o
plochu) je nutné umét na néjakych mnozinich jednoznacné vypocitat u, v napr. z prvnich
dvou rovnic a dosadit do tieti rovnosti.

\




3. U funkcf tif proménnych x = ¢(u,v),y = ¥(u,v),2 = 7(u,v) (jednd-li se o

plochu) je nutné umét na néjakych mnozinich jednoznacné vypocitat u, v napr. z prvnich
dvou rovnic a dosadit do tieti rovnosti.

\

Najdéte takové co nejvetsi mnoziny pro kulovou plochu danou rovnostmi

r =sinucosv, y=sinusinv, z=cosu, u€l0,x],ve]l02n],




4. U implicitné zadané funkce  — 3° = 0 je parcidlni derivace podle y rovna 0, ale
presto funkce ¢ existuje na celém R.

\




4. U implicitné zadané funkce x — y> = 0 je parcidlni derivace podle y rovna 0, ale
presto funkce ¢ existuje na celém R.

\

Podminka o nenulovosti
parcidlni derivace ve vété

o 1implicitnich  funkcich
tedy neni nutnd, je pouze
postacujici.
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5. Spoctéte parcidlni derivace 2.¥adu pro kardioidu (22 + y? — 2ax)? = 4a?(2® + y?).

=




6. Vypoctéte druhé derivace funkce y(z) zadané implicitné rovnici 2ty —2y° + 2 /y =

Konec piikladi 2.




Cviceni 2 :

Ptiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kiivce
ot — (243t t7+4).
Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?

\




Cviceni 2 :

Ptiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kiivce
p:t— (2+3t,t°+4).
Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?

¥
Reseni. Vzdalenost bodu (z, i) od po¢atku oznacime f(z,y) = /22 + y2.

\




Cviceni 2 :

Ptiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kiivce
p:t— (2+3t,t°+4).

Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?

\
Reseni. Vzdalenost bodu (x, ) od poéatku oznadime f(x,y) = v/22 + y2.
\

Zkoumame tedy v bodé ¢t = 1 vyraz

dlet) _of dr_of dy
dt Or dt Oy dt




Cviceni 2 :

Ptiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kiivce
p:t— (2+3t,t°+4).

Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?

\
Reseni. Vzdalenost bodu (x, ) od poéatku oznadime f(x,y) = v/22 + y2.
\

Zkoumame tedy v bodé ¢t = 1 vyraz

dlet) _of dr_of dy
dt Or dt Oy dt

\
Zde pro piehlednost pouzivame pomocné funkce x(t) = 2+ 3t a y(t) = t*+4, kterymi
popisujeme slozky zobrazeni .

\




Cviceni 2 :

Ptiklad. Rovinny mravenec se pohybuje po kiivce
p:t— (2+3t,t°+4).

Jakou rychlosti se vzdaluje od pocatku vt = 1?

\
Reseni. Vzdalenost bodu (x, ) od poéatku oznadime f(x,y) = v/22 + y2.
\

Zkoumame tedy v bodé ¢t = 1 vyraz

dlet) _of dr_of dy
dt Or dt Oy dt

\
Zde pro piehlednost pouzivame pomocné funkce x(t) = 2+ 3t a y(t) = t*+4, kterymi
popisujeme slozky zobrazeni .

\ |
Vypocet dava v/50/2.




Vzdy musime  poscCitat
vSechny pfirastky zavisejici
na t. Zde f zdavisela na x
a y. Ty zase na t. SCita se

vhodna kombinace téchto
velicin.
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Vzdy musime  poscCitat
vSechny pfirastky zavisejici
na t. Zde f zdavisela na x
a y. Ty zase na t. SCita se

vhodna kombinace téchto
velicin.

Ani nechci premyslet, jak to
nakreslit ;-)
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Priklad. Spoctéte pomoci véty o implicitnich funkcich v bod€ x = 1 derivaci funkce
y = y(x) definované implicitnim vztahem

yz—zc:O.




Priklad. Spoctéte pomoci véty o implicitnich funkcich v bod€ x = 1 derivaci funkce
y = y(x) definované implicitnim vztahem

yz—zc:O.
\ /

Reseni. Oznaéime f(z,y) = y*> — 2. V bodé (x,y) = (1,1) ovéfime predpoklad
oL =2y A0

\




Priklad. Spoctéte pomoci véty o implicitnich funkcich v bod€ x = 1 derivaci funkce
y = y(x) definované implicitnim vztahem

v —z=0.
\
Reseni. Oznaéime f(z,y) = y*> — 2. V bodé (x,y) = (1,1) ovéfime predpoklad
oL =2y A0

\
Tedy na okoli U bodu z = 1 existuje funkce y = (x) vyhovujici (1) = 1, f(z, p(x)) =
0.

\




Priklad. Spoctéte pomoci véty o implicitnich funkcich v bodé z = 1 derivaci funkce
y = y(x) definované implicitnim vztahem

v —z=0.

\

Reseni. Oznacime f(z,y) = y> — x. V bodé (z,y) = (1,1) ovéfime predpoklad

Tedy na okoli U bodu = = 1 existuje funkce y = () vyhovujici p(1) = 1, f(z, p(x)) =
0.

\
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Hlavnim ndstrojem je rovnost f(z,y(z)) = 0 na U. V naSem piipadé y*(z) — z = 0.

\




Hlavnim néstrojem je rovnost f(x,y(x)) = 0 na U. V naSem piipadé y*(z) — x

\

Tyto rovnost miizeme do ne-

konecna derivovat a budeme
zase dostdvat rovnosti.

0.

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Hlavnim néstrojem je rovnost f(x,y(x)) = 0 na U. V naSem piipadé y*(z) — x

\

Tyto rovnost miizeme do ne-

konecna derivovat a budeme
zase dostdvat rovnosti.

4

Po prvnim derivovanim dostaneme

2u(x)y' (z) —1=0.

0.
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Hlavnim néstrojem je rovnost f(x,y(x)) = 0 na U. V nafem pifpadé y*(z) — z = 0.

\

Tyto rovnost miizeme do ne-

konecna derivovat a budeme
zase dostdvat rovnosti.

4

Po prvnim derivovanim dostaneme

2y(a)y (@) —1=0.

J LEKCE18-PAR
P . / parc-der

Po dosazeni x = 1 a y(1) = 1 do rovnice dostaneme 3/'(1) = 1/2. aritmetika
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Podobné jde derivovat dal
(1 v jinych bodech) a zjistit
napriklad konkdvitu zkou-
mané funkce.

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobné jde derivovat dal
(1 v jinych bodech) a zjistit
napriklad konkdvitu zkou-
mané funkce.

Vsimnéme si, ze v bodé
(0,0) neSla véta pouzit
pro nesplnéni predpokladu
o f, # 0. Nicméné v
okoli bodu x = 0 funkce
y = y(x) existuje. Naopak
pro f(z,y) = y*> — x takovd
funkce neexistuje.
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Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bo-
dem pro funkci z = z(x, y) zadané implicitnim vztahem

o’y =1,




Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bo-
dem pro funkci z = z(x, y) zadané implicitnim vztahem

o’y =1,
\ /

Reseni. Polozime f(z,y, z) = 2% +y>+ 22— 1. Bod (0,0, 1) je nulovym bodem funkce
f.

\




Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bo-
dem pro funkci z = z(x, y) zadané implicitnim vztahem
o’y =1,
\
; Reseni. Polozime f(z,y, z) = 2% +y>+ 22— 1. Bod (0,0, 1) je nulovym bodem funkce

\
Navic f, = 2z, Tedy f.(0,0,1) = 2 # 0. Tedy diky spojitosti vSech potfebnych
derivaci existuje na okoli U bodu (0, 0) funkce z = z(z, y) vyhovujici na U vztahu

f(z,y,2(z,y)) =0.




Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bo-
dem pro funkci z = z(x, y) zadané implicitnim vztahem

o’y =1,
\ /

Reseni. Polozime f(z,y, z) = 2% +y>+ 22— 1. Bod (0,0, 1) je nulovym bodem funkce
f.

\
Navic f, = 2z, Tedy f.(0,0,1) = 2 # 0. Tedy diky spojitosti vSech potfebnych
derivaci existuje na okoli U bodu (0, 0) funkce z = z(z, y) vyhovujici na U vztahu

f(z,y,2(z,y)) =0.

\

Tedy v dané situaci na U plati

z° +y* + 2%(z,y) = 0.




Priklad. Zjistéte pomoci véty o implicitnich funkcich, zda bod (0, 0) je kritickym bo-
dem pro funkci z = z(x, y) zadané implicitnim vztahem

o’y =1,
\ /

Reseni. Polozime f(z,y, z) = 2% +y>+ 22— 1. Bod (0,0, 1) je nulovym bodem funkce
f.

\
Navic f, = 2z, Tedy f.(0,0,1) = 2 # 0. Tedy diky spojitosti vSech potfebnych
derivaci existuje na okoli U bodu (0, 0) funkce z = z(z, y) vyhovujici na U vztahu

f(z,y,2(z,y)) =0.

\

Tedy v dané situaci na U plati

z° +y* + 2%(z,y) = 0.




To je ta slavna identita.




Budeme tuto identitu deri-
vovat podle x a .




Budeme tuto identitu deri-
vovat podle x a .

Dostaneme dvé rovnice
0z(z,y)
2 0+ 2 . = 0
r+0+2z(z,y) 5
0
0+ 2y + 2z(x,y) - z(aa;y) = 0.




Budeme tuto identitu deri-
vovat podle x a .

Dostaneme dv€ rovnice
0z(w,y)
2 042 : — 0
r+0+2z(z,y) 5
0+ 2y + 22(x,y) - 8’2(85’;3” ~ 0.
Tedy v bodé x = 0,y = 0 a 2(0,0) = 1 dostaneme
aZ(aj’ y) o O
ox N
0z(x,y)
= 0.
dy




Budeme tuto identitu deri-
vovat podle x a .

Dostaneme dv€ rovnice
0z(w,y)
2 042 : — 0
r+0+2z(z,y) 5
0+ 2y + 22(x,y) - 8’2(85’;3” ~ 0.
Tedy v bodé x = 0,y = 0 a 2(0,0) = 1 dostaneme
aZ(aj’ y) o O
ox N
0z(x,y)
= 0.
dy




Tedy se jednda o kriticky
bod.




To bylo jednoduché. A je to
tak vzdy.




To bylo jednoduché. A je to
tak vzdy.

\

Dalsi derivace vyssich fadi dostaneme opét derivovanim dvou ziskanych identit. Se
znalosti bodu (x, y), jeho funk¢ni hodnoty, parcidlnich derivaci prvniho fadu spocitame
parcidlni derivace druhého fadu. A tak dal.

\




To bylo jednoduché. A je to
tak vzdy.

\

Dalsi derivace vyssSich radi dostaneme opét derivovanim dvou ziskanych identit. Se

znalosti bodu (x, y), jeho funkéni hodnoty, parcidlnich derivaci prvniho fadu spocitime
parcialni derivace druhého radu. A tak dal.

\/
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Priklad. Zjistéte v okoli bodu (z,y,z) = (1,1,1) derivace z, a y, feSeni z = z(x),
y = y(x) soustavy dvou rovnic s parametrem x:

c+y+zr = 3
r—zy+z = 1.




Priklad. Zjistéte v okoli bodu (z,y,z) = (1,1,1) derivace z, a y, feSeni z = z(x),
y = y(x) soustavy dvou rovnic s parametrem x:

c+y+zr = 3
r—zy+z = 1.

'

ResSeni. SpoCteme
O(xz+y+zx—3) O(x+y+zz—3)

. oy 0z
J = O(z—ay+2—1) O(v—ay+z—1)
oy 0z




Priklad. Zjistéte v okoli bodu (z,y,z) = (1,1,1) derivace z, a y, feSeni z = z(x),
y = y(x) soustavy dvou rovnic s parametrem x:

c+y+zr = 3
r—zy+z = 1.

\

ResSeni. SpoCteme
O(xz+y+zx—3) O(x+y+zz—3)

J = | dy 0z |
O(z—ay+2—1) O(v—ay+z—1)
dy 0z
\
Tedy




Priklad. Zjistéte v okoli bodu (z,y,z) = (1,1,1) derivace z, a y, feSeni z = z(x),
y = y(x) soustavy dvou rovnic s parametrem x:

3
L.

r+y+zx
r—xy+=z

'

ResSeni. SpoCteme

O(x+y+zex—3) I(x+y+zz—3)
J = Jy 0z
O(z—ay+2—1) O(v—ay+z—1)
oy 0z
\
Tedy
J=| L §| =1+ 40,
\

Pouzijeme vétu o implicitnich funkcich a dostaneme okoli U bodu x = 1 na kterém
jeou definovany funkce y = y(z) a z = z(x).

—p




Dosadime dvé identity na U

r+y(x)+ z(x)r = 3
r—aylx)+z(x) = 1.




Dosadime dvé identity na U

r+y(x)+ z(x)r = 3
r—aylx)+z(x) = 1.

\

Zderivujeme identity podle x

1+ yu(x) + 25(x)x + 2(x) = 0
1 —y(x) — xzy(x) + 2:(x) = 0.




Dosadime dvé identity na U

r+y(x)+ z(x)r = 3
r—aylx)+z(x) = 1.

\

Zderivujeme identity podle x

1+ yu(x) + 25(x)x + 2(x) = 0
1 —y(x) — xzy(x) + 2:(x) = 0.

\

Dosadime x = 1, y(1) = 1 a 2(1) = 1 a ze soustavy dvou rovnic spocitime y,(1) a
2:(1).

\




Dosadime dvé identity na U

r+y(x)+ z(x)r = 3
r—aylx)+z(x) = 1.

\

Zderivujeme identity podle x

1+ yu(x) + 25(x)x + 2(x) = 0
1 —y(x) — xzy(x) + 2:(x) = 0.

\

Dosadime x = 1, y(1) = 1 a 2(1) = 1 a ze soustavy dvou rovnic spocitime y,(1) a
2:(1).

\
Spocteme y,(1) = —1 a z,(1) = —1.




BTW feSeni je moZno spoci-
tat:




BTW feSeni je moZno spoci-
tat:

Qr+xr-1 —2x+x>+3
&= = Y =
x2+1 z2+1




BTW feSeni je moZno spoci-
tat:

Qr+xr-1 —2x+x>+3
z = = f—
x2+1 1 z2+1

\

Z toho jdou ty derivace ovéfit.

\




BTW feseni je mozno spoci-
tat:

—2r+zx2—1 —2x+x%+3
N 241

\

Z toho jdou ty derivace ovérit.

\
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2 (o, 92, 2(z)) = (






Podivame se na obrazek

4
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Podivame se na obrazek

Je docela sympatické, ze
y.(1) < 01 z,(1) < 0. Tedy
zkoumand kirivka se pribli-
Zuje ose .
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Podobné bychom fesili sou-

stavu n rovnic o0 m nezna-
mych a n — m parametrech.
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Podobné bychom fesili sou-

stavu n rovnic o0 m nezna-
mych a n — m parametrech.

Kazdou identitu bychom de-
rivovali podle vSech para-
metri. Ziskame n(n — m)
rovnic, z nichZz vyfesime
vSechny parcidlni derivace
pro n neznamych podle n —
m parametru.
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Podobné bychom fesili sou-

stavu n rovnic o0 m nezna-
mych a n — m parametrech.

Kazdou identitu bychom de-
rivovali podle vSech para-
metri. Ziskame n(n — m)
rovnic, z nichZz vyfesime
vSechny parcidlni derivace
pro n neznamych podle n —
m parametru.

Prosil bych o pozornost.
Umim jenom kvadratické
rovnice.
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Piiklad. Plochy z(z,y) = 0 a z(z,y) = y(y* — x) se v okoli poatku protinaji v
trojzubci. Jaky ma tento trojzubec vztah k vét€ o implicitnich funkcich?

\




Piiklad. Plochy z(z,y) = 0 a z(z,y) = y(y* — x) se v okoli poatku protinaji v
trojzubci. Jaky ma tento trojzubec vztah k vét€ o implicitnich funkcich?

‘

Reseni. Plochy se protinaji na ose z a parabole y> — z = 0.

\




Piiklad. Plochy z(z,y) = 0 a z(z,y) = y(y* — x) se v okoli poatku protinaji v
trojzubci. Jaky ma tento trojzubec vztah k vét€ o implicitnich funkcich?

‘

Reseni. Plochy se protinaji na ose z a parabole y> — z = 0.

\

Pocatek je bodem, v jehoZ zddném okoli U neni mozné urcit jednu funkci y = y(x),
jejiz graf by v U pokryl vSechny spolecné body obou zadanych ploch.

\




Piiklad. Plochy z(z,y) = 0 a z(z,y) = y(y* — x) se v okoli poatku protinaji v
trojzubci. Jaky ma tento trojzubec vztah k vét€ o implicitnich funkcich?

\
Reseni. Plochy se protinaji na ose z a parabole y> — z = 0.
\
Pocatek je bodem, v jehoZ zddném okoli U neni mozné urcit jednu funkci y = y(x),
jejiz graf by v U pokryl vSechny spolecné body obou zadanych ploch.
\
V jeho okoli nejde pouzit véta o implicitnich funkcich. Opravdu
O(z(y* —
dy




Obrazek obou ploch:
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Obrazek obou ploch:

Tedy se ani nedivim.
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Podobnd situace nastava u
kruznice na levém a pra-

vém kraji, protoze tam nejde
kruznici lokdlné pokryt jed-
nim grafem.
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Podobnd situace nastava u
kruznice na levém a pra-

vém kraji, protoze tam nejde
kruznici lokdlné pokryt jed-
nim grafem.

Neplacte lidickové. Casto
jde trochu otocit souradni-
cové osy a najednou to pu-
jde.

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobnd situace nastava u
kruznice na levém a pra-

vém kraji, protoze tam nejde
kruznici lokdlné pokryt jed-
nim grafem.

Neplacte lidickové. Casto
jde trochu otocit souradni-
cové osy a najednou to pu-
jde.

Smér os nema zpravidla fy-
zikdlni smysl, kdezto sa-
motny problém zpravidla
ano.
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Konec cviceni 2.




Ex1stuJe jesté jedno dtlezité pouziti diferencidld, a to je obdoba Taylorovych poly-
nomu a prisluSnych aproximaci:

VETA. Mi-li f spojité parcidlni derivace aZ do fadu n + 1 v intervalu I okolo bodu
(a,b), pak pro (x,y) € I plati

n_ () b '
flay) = 30 y) — @,

: C ,
- J ) oo b n+1

kde ffj ) je j-ta derivace f ve sméru (x,y) — (a,b) a (¢, d) je bod leZici na tseCce mezi
body (a, b) a (x, 1)

Diikaz. Dtikaz snadno vyplyne z Taylorovy véty pro jednu proménnou. Staci zvolit
g9(t) = fla+i(z —a),b+tly —a)), te[0,1],
a funkci g rozvinout v bodé ¢ = 0 do bodu ¢ = 1 podle Taylorovy véty. &

\

LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
sméroveé
compos
implic
grad
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ex1stuJe jesté jedno dtlezité pouziti diferencidld, a to je obdoba Taylorovych poly-
nomu a prisluSnych aproximaci:

VETA. Mi-li f spojité parcidlni derivace aZ do fadu n + 1 v intervalu I okolo bodu
(a,b), pak pro (x,y) € I plati

n_ () b '
flay) = 30 y) — @,

: C ,
- J ) oo b n+1

kde ffj ) je j-ta derivace f ve sméru (x,y) — (a,b) a (¢, d) je bod leZici na tseCce mezi
body (a, b) a (x, 1)

Diikaz. Dtikaz snadno vyplyne z Taylorovy véty pro jednu proménnou. Staci zvolit
g9(t) = fla+i(z —a),b+tly —a)), te[0,1],
a funkci g rozvinout v bodé ¢ = 0 do bodu ¢ = 1 podle Taylorovy véty. &

\
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Stejné jako u funkci jedné
proménné se polynom na
pravé strané¢ nazyva Taylo-
riv polynom funkce f v
bodé (a,b) fadu nejvyse n,
a posledni Clen na pravé
stran€ se nazyva zbytek.
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Vzorec z Taylorovy véty lze
psat v nasledujicim tvaru:




Vzorec z Taylorovy véty lze
psat v nasledujicim tvaru:

" (hgr + kg) f(a,b)

fla+hb+k) = ! 4
/=0 Z
+(ha% + k)" f(c, d)
(n+1)! ’

kde
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Vzorec z Taylorovy véty lze
psat v nasledujicim tvaru:

" (hgr + kg) f(a,b)

fla+h,b+ k)= y +
/=0 Z
Oy ke
(n+1)! ’

kde

(hﬁ 52 Y f(a, b) = Z (J > h%f—i%(a, b) .

ox oy

\

Jeste jedna moznost zapisu pomoci diferencidlu:

"\ (hdé’ f(a, b hde" ! f(c, d
flathbrb) =3 jgf( e (n+fl()!7 )

J=0
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kde dje diferencidl proménnych h, k.




Specidlnim pripadem Taylo-
rovy véty (pron = 0) je véta
o stiedni hodnoté pro funkce
vice promennych.
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Specidlnim pripadem Taylo-
rovy vety (pron = 0) je véta
o stfedni hodnoté pro funkce
vice proménnych.

\

VETA. Necht f ma spojité parcidlni derivace prvniho fadu v intervalu I okolo bodu
(a,b). Pak pro (z,y) € I existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a,b) a (z,y) takovy, Ze

i) = ) = ) = )b §—§<c, d)-(y—b).




Specidlnim pripadem Taylo-
rovy véty (pron = 0) je véta
o stiedni hodnoté pro funkce
vice promennych.

\

VETA. Necht f md spojité parcialni derivace prvniho fadu v intervalu / okolo bodu
(a,b). Pak pro (x,y) € I existuje bod (¢, d) lezici mezi body (a, b)

of of

f(@,y) = fla,b) = 5-(¢,d) - (x —a) + F~(c,d) - (y = D).

ox 0y

a (x,y) takovy, Ze

Hlavnim  néstrojem  pfi
zkoumani  funkci  vice
proménnych je rozum.
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Cviceni 2-5 :

Ptiklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.

\




Cviceni 2-5 :

Ptiklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.

'

Reseni. Dostaneme podle obecného vzoreCku

n_ ()
T(fa,y),w =,y =bm) =30 ) (o p)p

=0 7




Cviceni 2-5 :

Ptiklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.

'

Reseni. Dostaneme podle obecného vzoreCku

D)) (0,) — (a, B

g
T(f(ZC,y),CIZ =a,Yy = b7n>22+

=0 7

\
V konkrétnich prikladech dostaneme napriklad

T (sin (2° +y°) [z =0,y =0],6) =2® +y* — 1/62° — 1 /292" — 1/2y"2* — 1/64°
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Cviceni 2-5 :

Ptiklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.

'

Reseni. Dostaneme podle obecného vzoreCku

D)) (0,) — (a, B

g
T(f(ZC,y),CIZ =a,Yy = b7n>22+

=0 7

\
V konkrétnich prikladech dostaneme napriklad

T (sin (2° +y°) [z =0,y =0],6) =2® +y* — 1/62° — 1 /292" — 1/2y"2* — 1/64°

¥
T(2x2—xy—y2—6x—3y—|—5,[x:1,y:—2],1):5

T(2:c2—:cy—y2—6x—3y—|—5,[$=1792—2]72):
—5—(y+2° = (2 -1 (y+2)+2 (z—1)°




Cviceni 2-5 :

Ptiklad. Zkontrolujte pouZiti Taylorovy véty na funkce vice proménnych.

'

Reseni. Dostaneme podle obecného vzoreCku

D)) (0,) — (a, B

g
T(f(ZC,y),CIZ =a,Yy = b7n>22+

=0 7

\
V konkrétnich prikladech dostaneme napriklad

T (sin (2° +y°) [z =0,y =0],6) =2® +y* — 1/62° — 1 /292" — 1/2y"2* — 1/64°

¥
T(2x2—xy—y2—6x—3y—|—5,[x:1,y:—2],1):5

T (22> —ay -y’ =6z =3y +5,[r=1y=-2]2) =
—5—(y+2—(z—1) (y+2)+2 (x—1)°




T 3
(33 y’ - Zy | — - —
+ 9% + 22
3T
y?[
_]_
7y
1
, 2 1],1) 0




T (2 +y’+2°—3ayz,[xr=1y=1,2=1],1) =0

T (2 +y*+2°—3ayz,[x=1y=1,2=1],2) =
=3(x—-1°-3@E-1)y-1)-3E-1)(=-1+
B3y—1)°+30E-1°-3@Fy—1(E-1




T (2 +y’+2°—3ayz,[xr=1y=1,2=1],1) =0

T (2 +y*+2°—3ayz,[x=1y=1,2=1],2) =
=3(x—-1°-3@E-1)y-1)-3E-1)(=-1+
B3y—1)°+30E-1°-3@Fy—1(E-1

T [r=1Ly=1,2)=z+(x—1)(y — 1)




T (2 +y’+2°—3ayz,[xr=1y=1,2=1],1) =0

T (2 +y*+2°—3ayz,[x=1y=1,2=1],2) =
=3(x—-1°-3@E-1)y-1)-3E-1)(=-1+
B3y—1)°+30E-1°-3@Fy—1(E-1

T [r=1Ly=1,2)=z+(x—1)(y — 1)

TV x=1y=1,3)=c+ -1 (y—1)+1/2 (y—1)(z —1)°




T (2 +y’+2°—3ayz,[xr=1y=1,2=1],1) =0

T (2 +y*+2°—3ayz,[x=1y=1,2=1],2) =
=3(x—-1°-3@E-1)y-1)-3E-1)(=-1+
B3y—1)°+30E-1°-3@Fy—1(E-1

T [r=1Ly=1,2)=z+(x—1)(y — 1)

TV x=1y=1,3)=c+ -1 (y—1)+1/2 (y—1)(z —1)°

T (e“cos(y),[r=0,y=0],2) =1+x —1/2¢9* + 1/22*




T (2 +y’+2°—3ayz,[xr=1y=1,2=1],1) =0

T (2 +y*+2°—3ayz,[x=1y=1,2=1],2) =
=3(x—-1°-3@E-1)y-1)-3E-1)(=-1+
B3y—1)°+30E-1°-3@Fy—1(E-1

T [r=1Ly=1,2)=z+(x—1)(y — 1)

TV x=1y=1,3)=c+ -1 (y—1)+1/2 (y—1)(z —1)°

T (e“cos(y),[r=0,y=0],2) =1+x —1/2¢9* + 1/22*




T (e"cos(y),[r =0,y =0],4) =
—14+2—1/2¢9°+1/22% — 1/229* +1/6 2% +
+1/24 2t + 1/249* — 1/4 2%




T (e"cos(y),[r =0,y =0],4) =
—14+2—1/2¢9°+1/22% — 1/229* +1/6 2% +
+1/242* +1/24y* — 1/42%°

Jak se dalo Cekat, ale pocitat
bych to zadarmo nechtél.




Konec cviceni 2-5.




U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teCny ke grafu funkce
v daném bodé.

\




U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teCny ke grafu funkce
v daném bodé.

\

Totéz samoziejmé plati pro
parcidlni  derivace funkce
vice proménnych.




U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teCny ke grafu funkce
v daném bodé.

\
Totéz samoziejmé plati pro
parcidlni  derivace funkce
vice proménnych.

\

Tyto teCny urcuji nadrovinu te€nou ke grafu funkce — u funkce dvou proménnych se
tedy jedna o teCnou rovinu k plose.

\




U funkci jedné proménné znaci derivace geometricky smérnici teCny ke grafu funkce
v daném bodé¢.

\

TotéZ samoziejme plati pro
parcidlni derivace funkce
vice proménnych.

\

Tyto teCny urCuji nadrovinu teCnou ke grafu funkce — u funkce dvou proménnych se
tedy jedna o teCnou rovinu k plose.

\/
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Ma-li f v bod€ (xg, yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici

(2 = f(z0,0)) = (z — o) g—i(ﬂﬁo, yo) + (¥ — o) 2—5(330, Yo)

chdpat jako te¢nou rovinu grafu funkce f.

\




Ma-li f v bodé (g, yo) spojité parcidlni derivace, 1ze rovinu danou rovnici

(2 = f(zo, %)) = (x — x0) g—£<$(), Y) + (¥ — W) g—JyC(SUo, Yo)

chdpat jako te¢nou rovinu grafu funkce f.

\

Tecna rovina je tedy dana bodem dotyku (g, yo, f(xo, yo)) a vektory (1,0, %(azo, Y0)),
(0,1, %<x0’ Yo)). Tecny grafu f v libovolném sméru lezi v tecné roviné.

z
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Vzorce pro teCny a teCné roviny kiivek a ploch pouzit 1 pro kiivky a plochy zadané
implicitné nebo parametricky.

\




Vzorce pro teCny a tecné roviny kiivek a ploch pouzit i pro kiivky a plochy zadané
implicitné nebo parametricky.

\

Pozor na to. Musime se po-
lehnout na spravné navyky!




Vzorce pro teCny a teCné roviny kiivek a ploch pouzit 1 pro kiivky a plochy zadané
implicitné nebo parametricky.

\

Pozor na to. Musime se po-
lehnout na spravné navyky!

Dokazte jednotlivé déle
uvedené  vzoreCky  pro
teCnou rovinu pouzitim NGRS
/v , o parc-der
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1. TeCna kiivky zadané implicitné rovnici f(x,y) = 0 je ve svém bodé€ (xg, o), kde

g—gj =+ 0, dana vektorem (—‘;—5, ?TD a jeji normala vektorem (g—ﬁ, g-;). |




1. TeCna kiivky zadané implicitné rovnici f(x,y) = 0 je ve svém bodé€ (xg, o), kde

g—gj =+ 0, dana vektorem (—g—;, g—ﬁ) a jeji normala vektorem (g—ﬁ, %)° |

Tato teCna ma tedy rovnici

(x — x0) fu @0, y0) + (¥ — o) fy (0, y0) = 0.




1. TeCna kiivky zadané implicitné rovnici f(x,y) = 0 je ve svém bodé€ (xg, o), kde

‘;—5 =+ 0, dana vektorem (—g—;, g—i) a jeji normala vektorem (g—ﬁ, 2—5). |

Tato teCna ma tedy rovnici

(2 — 20) fo(z0, Y0) + (¥ — v0) fy(0, o) = 0.

Vyzkousejte na kruznici a
uverite.




2. Te¢nd rovina plochy zadane implicitné rovnici f(x, y, z)=0 je ve svém bod¢ (x, 4o, 20

kde gf # (, dana vektory ( O, gi ), (0,—%, gf ), jeji normdla vektorem (gf : g]yc : gﬁ ).
\




2. Te¢nd rovina plochy zadane implicitné rovnici f(x, y, z)=0 je ve svém bod¢ (x, 4o, 20

kde gf # (, dana vektory ( O, gi ), (0,—%, gf ), jeji normdla vektorem (gf : g]yc : gﬁ ).
\

Tato teCna rovina mé tedy rovnici

(CC _ xO)fx(x()) Yo, Z()) + (y _ yO)fy<x07 Yo, ZO) + (Z _ Z())fz(x()) Yo, ZO) =0.




3. Tecna kiivky zadané parametricky rovnicemi x = ¢(t),y = (), z =
svém bodé (z, yo, 20), pro t = ty, dana vektorem (¢’(t¢), ¢’ (to)

~
/N
<~
(=]
~——
~—— ~




Vektor %, g—g), popf.

Of OF OF\ :. 101 % ev E
(75 3y 57)» Je dileZity a md
své vlastni oznaceni: ~




Vektor (%, %0),  popt.

af of 0 927 By
(55,55, 90, je diilezity a md

své vlastni oznaceni: ~

\
DEFINICE. Gradient funkce f(zy,...,x,) v bod¢€ (ay, ..., a,) je vektor

gradf = (fo, (a1, ..oy an), ooy fo, (@1, ..iap))
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Vektor (%, %0),  popt.

af of 0 927 By
(55,55, 90, je diilezity a md

své vlastni oznaceni: ~

\
DEFINICE. Gradient funkce f(zy,...,x,) v bod¢€ (ay, ..., a,) je vektor

gradf = (fo, (a1, ..oy an), ooy fo, (@1, ..iap))

Jde o velice uziteCny po-
jem, o CemZ se jeSté pre-
svédcime.
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Gradient je smér nejvétsiho
rastu funkce. Podle néj leze
1 beruska.
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Pro kfivku f(z,y) = 0 nebo
plochu f(z,y,z) = 0 je
gradf smér normdly v da-
ném bod¢.
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Pro kfivku f(z,y) = 0 nebo
plochu f(z,y,z) = 0 je
gradf smér normdly v da-
ném bod¢.
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Gradient nékdy koukd tam,
nekdy jinam. J4 se v tom ne-
vyznam.




grad bez proménné Ize chédpat jako operator (a%, a%) a potom je grad f hodnotou ope-

ratoru v bod€ f (nebo vysledek vyndsobeni vektoru gradskaldrem f).

\




grad bez proménné Ize chédpat jako operator (a%, a%) a potom je grad f hodnotou ope-

ratoru v bod€ f (nebo vysledek vyndsobeni vektoru gradskaldrem f).

\

Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u, v) je v pfipadé spojitych parcidlnich derivaci
tedy rovna skalarnimu soucinu gradf - (u, v).

\




grad bez proménné Ize chédpat jako operator (a%, a%) a potom je grad f hodnotou ope-

ratoru v bod€ f (nebo vysledek vyndsobeni vektoru gradskaldrem f).

\

Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u, v) je v pfipadé spojitych parcidlnich derivaci
tedy rovna skalarnimu soucinu gradf - (u, v).

\

Operator gradje linearni a na soucinech se chova obdobné¢, jako derivace:

grad( f + g) = gradf + gradg, grad fg) = f gradg + g gradf .




orad bez proménné lze chéapat jako operator (%, a%) a potom je grad f hodnotou ope-

ratoru v bod€ f (nebo vysledek vyndsobeni vektoru gradskalarem f).

\

Parcidlni derivace funkce f ve sméru (u, v) je v pripadé spojitych parcidlnich derivaci
tedy rovna skalarnimu soucinu gradf - (u, v).

\

Operator gradje linedrni a na soucinech se chova obdobné, jako derivace:

grad f + ¢g) = gradf + gradg, grad fg) = fgradg + g gradf .

Jde o formélni vypocty.
Jde o uziteCnd pravidla, ale
hlavni vyhoda je v uvolnéni
operatoru od funkce.
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Pro funkci f popisujici tlak
vzduchu je jeji gradient
smér, odkud fouka vitr.
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%

W,

Pro funkci f popisujici tlak
vzduchu je jeji gradient
smér, odkud fouka vitr.

gradient
tlaku
vzduchu
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A podle gradientu najdu
kamna ;-)




Skalarni soucin grad- gradse znaci jako A, coZ je Laplacetiv operator:
O
- 0x Oy?’

Af




Skalarni soucin grad- gradse znaci jako A, coz je Laplacetv operator:
O
- 0x2 Oy?

Af

Tento operator popisuje na-
priklad rozlozeni teploty v
rovnovazném stavu.




Poznamky 3 :

1 Tecny a tecné roviny.
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Poznamky 3 :

1 Tecny a tecné roviny.

\

Ve vsech uvedenych ptipadech majl vhodny geometricky vyznam ty situace, kde pfi-
slusné parcialni derivace jsou spojité (popr. existuje diferencidl).

\/

Dalsim omezenim mize byt bod dotyku. VétSinou to byva vnitifni bod defini¢niho
oboru. Na hranici nemusi byt geometricka interpretace vhodna.

\

Je uveden vzorec pro teCnu ke kiivce v prostoru zadané parametricky. Ziejmé se do-
stane vzorec pro rovinnou kiivku, kdyZ se vynecha treti proménna.

\

Jsou mozné dalsi pripady definice kfivek, napft. jako prinik dvou ploch. I v téchto
pripadech existuji vzorce pro teCny, které jsou vSak trochu slozitéjsi. Najdou se v uCeb-
nicich diferencidlni geometrie.

=




2 Gradient.




2 Gradient.

Musi se davat pozor na rozdilné geometrické vyznamy gradientu u funkce vice pro-
ménnych z = f(x,y) a implicitné zadané funkce f(z,y) = 0.

\




2 Gradient.

Musi se davat pozor na rozdilné geometrické vyznamy gradientu u funkce vice pro-
ménnych z = f(x,y) a implicitné zadané funkce f(z,y) = 0.

\

V prvnim pripadé€ se jednd o
smér nejvétstho ristu nebo
spadu plochy, ve druhém o
smér normdly k plose.
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Gradient se také nékdy znaci symbolem V (Cti nabla).

\




Gradient se také nékdy znaci symbolem V (Cti nabla).

Pak V -V = A.

\




Gradient se také nékdy znaci symbolem V (Cti nabla).

Pak V -V = A.

\

Na techto hracickach je cosi
ptivabného.




Gradient se také nékdy zna¢i symbolem V (Cti nabla).

 /
Pak V -V = A.

\

Na techto hracickéch je cosi
puvabného.

\

Existuje vyznacna tfida tzv. harmonickych funkci, coZ jsou funkce f(x,y), pro které
je A f = 0 v kazdém bodé jejich defini¢niho oboru. Pouzivaji se v teorii potencidlu. LEKCE1S-PAR
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Priklady 3 :

1. Ukazte na priklad€, Ze se te¢na rovina u kfivé plochy mize s plochou protinat napf.
v nékolika pfimkéch (v okoli te¢ného bodu).

=




2. Pro funkci 2 = 2 + y se ma najit v bod¢ (1, 1) smér nejvétsiho ristu. Vypolte se
gradient (2z, 2y), ktery ma v daném bodé hodnotu (2,2), takZe smér nejvétsiho ristu je

(1/v/2,1/v2).
\




2. Pro funkci 2z = 2° + y° se md najit v bodé (1, 1) smér nejvétsiho ristu. Vypolte se
gradient (2x, 2y), ktery ma v daném bodé hodnotu (2, 2), takzZe smér nejvétsiho riistu je

(1/v/2,1/v2).
4

Dava to mimo toho smeéru 1
smysl?

Konec priklada 3.
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Otazky 3 :

1. Odivodnéte, ze gradf ukazuje smér nejvétsiho ristu funkce f.

\




Otazky 3 :

1. Odivodnéte, Ze gradf ukazuje smér nejvetsiho rastu funkce f.

\

Pouzijte toho, Ze skalarni
soucin dvou vektorii ma nej-
vetsi nebo nejmensi hodnotu
pro linearné zavislé vektory.
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Otazky 3 :

1. Odivodnéte, Ze gradf ukazuje smér nejvetsiho rastu funkce f.

\

Pouzijte toho, Ze skalarni
soucin dvou vektorii ma nej-
vetsi nebo nejmensi hodnotu
pro linearné zavislé vektory.
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2. Lezi-li kiivka C' popsana parametricky (z = o(t),y = ¥(t),z = 7(t)) v plose
flz,y,2) = 0,je f(o(t),y(t), 7(t)) = 0 pro vSechna piipustna ¢ a tedy i derivace této
funkce jediné proménné je O.

\




2. Lezi-li kiivka C' popsana parametricky (z = o(t),y = ¥(t),z = 7(t)) v plose
flz,y,2) = 0,je f(o(t),y(t), 7(t)) = 0 pro vSechna piipustna ¢ a tedy i derivace této
funkce jediné proménné je O.

\

Vypoctem této derivace ukazte, ze vektor gradf je kolmy na plochu f(z,y, z) = 0.

\




2. Lezi-li kiivka C' popsana parametricky (z = o(t),y = ¥(t),z = 7(t)) v plose
flz,y,2) = 0,je f(o(t),y(t), 7(t)) = 0 pro vSechna piipustna ¢ a tedy i derivace této
funkce jediné proménné je O.

\

Vypoctem této derivace ukazte, ze vektor gradf je kolmy na plochu f(z,y, z) = 0.

\

U funkci vice proménnych
s1 musime zvyknout na fadu
veci.




2. Lezi-li kiivka C' popsand parametricky (x = ¢(t),y = ¥(t),z = 7(t)) v plose
flz,y,2) = 0,je f(e(t),y(t), 7(t)) = 0 pro vSechna piipustna ¢ a tedy i derivace této
funkce jediné proméenné je 0.

\

Vypoctem této derivace ukazte, Ze vektor grad f je kolmy na plochu f(x,y, z) = 0.

\

U funkci vice proménnych
si musime zvyknout na radu
vect.
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3. Kazdy graf funkce z = f(x,y) je plocha popsand implicitné vyrazem z — f(z,y) =
0.

\




3. Kazdy graf funkce z = f(x,y) je plocha popsand implicitné vyrazem z — f(z,y) =
0.

\

Pouzijte této interpretace k vyjadieni normaly grafu funkce z = f(x,y).

\




3. Kazdy graf funkce z = f(x,y) je plocha popsand implicitné vyrazem z — f(z,y) =
0.

\

Pouzijte této interpretace k vyjadieni normaly grafu funkce z = f(x,y).

\

A pak si to néjakou dobu pa-
matujte . ..




3. Kazdy graf funkce z = f(x, y) je plocha popsana implicitné vyrazem z — f(z,y) =
0.

\

Pouzijte této interpretace k vyjadfeni normaly grafu funkce z = f(x,y).

\

A pak si to néjakou dobu pa-
matujte . ..
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4. Necht’ je plocha ddna parametricky rovnostmi z = p(u, v),y = ¥(u,v), 2 = 7(u, v)
a (o, Yo, 20) je bod leZici na této plose (urCeny parametry g, vp).

\




4. Necht’ je plocha ddna parametricky rovnostmi z = p(u, v),y = ¥(u,v), 2 = 7(u, v)
a (o, Yo, 20) je bod leZici na této plose (urCeny parametry g, vp).

\

Tecnd rovina v tomto bodé ma pak rovnici, kterd je nejlépe popsana determinatem
(derivace se berou v bod€ (g, vp)):

r—=To Y—Y < — %0
Pu zpu Ty
Po ¢v Ty




4. Necht’ je plocha dana parametricky rovnostmi x = p(u,v),y = ¥ (u,v), z = 7(u, v)
a (xo, Yo, 20) je bod lezici na této plose (urceny parametry wug, vp).

\

TecCna rovina v tomto bodé¢ ma pak rovnici, kterd je nejlépe popsana determinatem
(derivace se berou v bodé (ug, vy)):

r—xo Y—Yo < — 20
©Ou WUy Tu
QO’U wl TL‘

Ovérte tuto skuteCnost na

kulové ploSe zadané para-
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Nevim jak vy, ale ja si mys-
lim, Ze zde strasi.




Konec otazek 3.

Nevim jak vy, ale ja si mys-
lim, ze zde strasi.

Ne, to jsou jenom dobra
kouzla. Klidek.
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CviCeni 3 :

Priklad. Zkoumejte, v jakych bodech ma figurka sné¢huldka teCnou rovinu a jde pohla-
dit.

\




Cviceni 3 :

Priklad. Zkoumejte, v jakych bodech ma figurka snéhuldka teCnou rovinu a jde pohla-
dit.

\
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Reseni. PopiSeme se jednotlivé casti povrchu snéhuldka pomoci grafti funkci dvou
proménnych a miiZeme zkoumat spojitost parcidlnich derivaci.

\




Reseni. PopiSeme se jednotlivé casti povrchu snéhuldka pomoci grafti funkci dvou
proménnych a miiZeme zkoumat spojitost parcidlnich derivaci.

\

Pokud bude potfeba, snéhuldka na chvilku polozime, abychom popsali vSechny Casti
jeho povrchu pomoci funkce dvou proménnych.

\




Reseni. PopiSeme se jednotlivé Casti povrchu snéhuldka pomoci grafi funkci dvou
proménnych a miiZeme zkoumat spojitost parcidlnich derivaci.

\

Pokud bude potreba, snéhuldka na chvilku polozime, abychom popsali vSechny Casti
jeho povrchu pomoci funkce dvou proménnych.

\

Moc se mi ho hladit nechce.
Vypada jako umély.

‘ LEKCE18-PAR
parc-der
aritmetika
mixed
smer
spojitost
smérové
compos
implic
grad
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Reseni. PopiSeme se jednotlivé ¢asti povrchu snéhuldka pomoci grafi funkci dvou
proménnych a miiZeme zkoumat spojitost parcidlnich derivaci.

\

Pokud bude potreba, snéhuldka na chvilku polozime, abychom popsali vSechny Casti
jeho povrchu pomoci funkce dvou proménnych.

\

Moc se mi ho hladit nechce.
Vypada jako umély.
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Konec cviceni 3.
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