FUNKCE VICE PROMENNYCH

V redlnych situacich zaviseji déje obvykle na vice proménnych neZ jen na jedné (napf. na teploté i na tlaku),
zavislost na jedné proménné je spiSe vyjimkou.

OBECNOSTI

Redlnd funkce vice proménnych je zobrazeni definované na né¢jaké podmnoziné (na svém defini¢nim oboru)
euklidovského prostoru R™ (pro n > 1) s hodnotami v R.

Protoze body R jsou n-tice redlnych ¢&isel (x1,x2, ..., zy), byva takovdto funkce f Casto znacena jako
f(x1,xa, ..., zy), coZ vysvétluje termin vice proménnych.

Naopak, funkce jedné redlné proménné s hodnotami v néjakém euklidovském prostoru je zobrazeni f : R —
R™ a je to vlastné n-tice (f1, f2, ..., fn) redlnych funkci jedné redlné proménné (f}, je sloZeni f s projekci R™ na
k—tou slozku, tj. fi. () je k-t4 soufadnice bodu f(x)) — ovéite si to.

Zobrazeni f : R¥ — R™ je tedy n—tice redlnych funkci k—prom&nnych. Kazdé takové zobrazeni se nazyvé
Sfunkce vice proménnych, pokud k > 1. Je-li n = 1, jedna se o redlnou funkci.

KONVERGENCE V RV

Pred zkoumanim funkci jedné proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné piimky.
Ze stejného divodu nasleduje popis nékterych vlastnosti roviny a prostoru, které budou v nasledujicim textu
Casto pouzivany.

Vzpometite si z geometrie na pojem vzdélenosti bodu p od bodu g znaleny |p — g|:

p—al = /(b1 — 41)> + (P2 — 42)2.
(Pro body p, g, ... budou Casto Cisla pq, pa, resp. g1, g2, atd., znalit piislusné souradnice téchto boda.)

Vzhledem k tomu, Ze nékteré pojmy pro R™ jsou jen formdlni modifikaci obdobnych pojmi z R, nebudou k
nim uZ uviadény dal$i poznadmky.

Nejdrive je vhodné urcit vlastnosti podmnoZin roviny. Uvédomte si, Ze na rozdil od piimky, kde jsou zdkladnim
kamenem usecky (tj. intervaly), je riznorodost obdobnych mnozin v roviné velka (kruhy, elipsy, ¢tverce, kosodél-
niky,...).

DEFINICE.

1. MnoZina A v R? se nazyva omezend, jestlize existuje n € N tak, Ze |a| < n pro kazdé a € A.

2. Interval J v R? je souéin intervalii v R, tj. J = I1 x I, kde Iy, I jsou intervaly v R.
Tento interval J se nazyva otevieny (nebo uzavieny), jestlize jsou oba intervaly I7, I oteviené (resp. uza-
viené).

3. MnoZina U v roving je okoli bodu p, jestliZe existuje otevieny interval J tak, Ze p € J C U.

4. Posloupnost {py } bodl v roving konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p obsahuje skoro v§echna
Pn-

5. Podmnozina A roviny se nazyva uzaviend, jestlize limity posloupnosti z A lezi v A.

Omezend uzaviend mnoZina se nazyva kompaktni.

Podmnozina A roviny se nazyva oteviend, jestlize Zddna posloupnost z doplitku mnoziny A nekonverguje k
bodu v A. (Tj. doplnék mnoZiny A je uzaviena mnozina.)



6. Bod p je hromadnym bodem mnoZiny A, jestlize kazdé okoli bodu P obsahuje nekone¢né mnoho bodd A.
Hranice oteviené mnoZiny A je mnozina vSech hromadnych bodi A neleZicich v A.

Mnozina, kterd vznikne z né¢jaké oteviené mnoziny pridanim ¢ésti jeji hranice, se bude nazyvat polooteviena.

POZOROVANI.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyZ obsahuje vSechny své hromadné body.

2. Mnozina A je oteviend, jestlize s kazdym jejim bodem p lezi v A i néjaky otevieny interval obsahujici p (tj.
A je okolim kazdého svého bodu)

3. MnoZina je omezen4, jestliZe je obsaZend v néjaké kouli se stfedem v pocatku.

Pro konvergenci v R™, n > 1, plati obdobné véty s obdobnymi diikazy jako pro konvergenci na piimce, kromé
nékterych vét obsahujici nerovnosti.

Prostor R™ bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily bodti v R™ nebudou pouzivany).

Plati

e pozorovani o jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limité podposloupnosti;

e charakterizace limit kromé 5.tvrzeni o supremu a infimu;

e charakterizace konvergence pomoci Bolzanovy—Cauchyovy vlastnosti posloupnosti.

e limita souctu a ndsobku konstantou.

e Bolzanova-Weierstrassova véta: Z kazdé omezené posloupnosti v R™ 1ze vybrat podposloupnost konvergujici

v R™.

Poznamky 1  Priiklady 1  Otazky 1

Cviceni 1

VLASTNOSTI FUNKCI V RV

Casto se i u funkci vice prom&nnych, napf. f (z,y), pouzivd jedna proménnd, kterd se bude znacit velkym
pismenem kvili odliSeni. TakZe pro f(z,y) je f(P) hodnota funkce f v bodé P = (z,y). Je mozné si body P
predstavovat jako vektory.

DEFINICE. Funkce vice proménnych, kterd mé jednobodovy obor hodnot, se nazyva konstantni (tedy f(P) =
f(Q) pro vSechna P, Q € D(f))).

Grafem konstantni funkce dvou proménnych je rovina rovnobézna s rovinou z, y nebo jeji ¢ast.
Funkce f vice proménnych se nazyva sudd (resp. lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je symetricky kolem O (tj.
P e D(f)praivekdyz —P € D(f))a f(—P) = f(P) (resp. f(—P) = — f(P)) pro vSechna P € D(f).

Graf sudé funkce dvou proménnych je symetricky podle osy z.

Graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

Funkce f vice proménnych je omezend (resp. shora omezend nebo zdola omezend), jestlize jeji obor hodnot
mad uvedenou vlastnost, tj. existuje &islo & tak, ze |f(P)| < k (resp. f(P) < k, nebo f(P) > k) pro vSechna
P e D(f).



DEFINICE. Jsou-li f,g funkce dvou proménnych, zna¢i max{f, g}, min{f, g}, f + g, f - g, f /g funkce, které
maji za hodnotu v bodé P postupné

max{f(P),g(P)}, min{f(P),g(P)}, f(P)+g(P), f(P)-g(P), f(P)/g(P) .

SloZeni f o g zobrazeni ¢ z podmnoZiny R™ do R¥ a zobrazeni f z podmnoZiny R* do R™ je zobrazeni z
podmnoziny R™ do R" kterd md v bodé¢ P € R™ hodnotu f(g(P)).

SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloupnost { P, } z D( f) konver-
gujici k P necht lim f(P,) = f(P). Pak se fik4, Ze f je spojitd v bodé P a tento bod se nazyva bodem spojitosti
funkce f.

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, fikd se, Ze f je spojitd na mnoziné A.

Je-1i f spojita v kazdém bodé€ svého defini¢niho oboru, fika se, Ze f je spojita.

VETA. N asledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f vice proménnych a bod A jejiho defini¢niho oboru:
1. Funkce f je spojitd v bodé A.
2. Pro kazdé okoli U bodu f(A) existuje okoli V bodu A takové, ze f(x) € U jakmile x € V ND(f).
3. Pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze |f(P) — f(A)| < ¢ jakmile P € D(f) a |P — A| <.
I diikaz nasledujiciho tvrzeni je stejny jako dikaz odpovidajici véty pro jednu proménnou, protoze se vlastné
pouziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti v R.
VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé P, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g} f + g, f-ga f/g (v piipadé
g(P) # 0) spojité v bodé P.

Definuje-li se polynom dvou proménnych z,y jako funkce vznikla pouZzitim kone¢né mnoha uvedenych arit-
metickych operaci na funkce f(z,%) = z a g(x, y) = y, jsou polynomy spojité funkce na R2.



Raciondlni funkce dvou proménnych jsou podily polynomi dvou proménnych a jsou tedy spojité na svém
defini¢nim oboru.

VETA. Necht' g : R" — RF je spojitd v bodé P a f : R¥ — R™ je funkce spojitd v g(P). Pak sloZeni f o g je
spojité v bodé P.

Jsou-li napf. g1, go funkce dvou proménnych spojité v bod€ (z,y) a f je funkce dvou proménnych spojitd v
bod¢ (g1(x,y), 92(x,y)). je funkee f o (g1, g2) spojitd v bode (z,y).
Je-li f spojitd funkce vice proménnych, je i | f| spojitd funkce.

LEMMA. Je-li f spojitd na intervalu I a P, @ jsou body I s hodnotami f(P) < 0 < f(Q), pak existuje R € I's
hodnotou f(R) = 0.

Diikaz. Use¢ka spojujici body P a Q lei celd v I a dé se popsat jako mnozina {(1—t)P +tQ;t € [0, 1]}. Funkce
g : [0,1] — R definovand jako g(t) = f((1 — t)P + tQ) je spojitd funkce jedné proménné (ukaZte to) a podle
Bolzanovy véty existuje ¢ tak, Ze g(t) = 0. Tedy existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

VETA. Spojitd funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

VETA. Spojita funkce zobrazuje kompaktni mnoZinu na kompaktni podmnoZinu R.

Dilkaz. Necht' f je spojitd funkce definovand na kompaktni mnoZiné A C R™ a {x,} je posloupnost v obraze
f(A) konvergujici v R*. Pro kazdé n € N existuje P, € A tak, Ze f(P,) = xy. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy
véty existuje (protoZe A je omezend) konvergentni podposloupnost { P, } s limitou P. ProtoZe A je uzaviend, je
P € A. Ze spojitosti f vyplyva, Ze body f(Py,, ) konverguji k f(P). Limita posloupnosti {x, } tedy lezi v f(A),
z &ehoZ vyplyvi, Ze f(A) je uzaviend i omezena.

DUSLEDEK. Spojita redlna funkce vice proménnych dosahuje na uzaviené omezené mnozin¢ A své nejvetsi a
nejmensi hodnoty, tj., existuji body
C, D € Atakové, Ze

f(C)=sup f(P), [f(D)= inf f(P).

PeA PeA

LIMITA

DEFINICE. Necht' C je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.

Rikdme, Ze limita funkce f v bodé C se rovna A
(znaceni th(] f(P) = A, nebo f(P) — Apro P — (), jestlize lim f(P,) = A pro kazdou prostou posloupnost

{Pn} C D(f)} konvergujici k C.
Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné proménné.

VETA.
1. Necht' C' € D(f) je hromadnym bodem D( f). Funkce f je spojitd v bodé C pravé kdyz jl)in( f(P)=f(C).
2. Funkce md v daném bod¢ nejvyse jednu limitu.

3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:

(@) lim [(P)=A;



(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V bodu C takové, ze f(P) € U jakmile P € VN D(f), P #
C.

(c) Pro kazdé e >0 existuje § >0 takové, Ze |f(P)— A| < € jakmile P € D(f),0 < |P — C| < ¢.

4. Necht' C je hromadny bod defini¢niho oboru funkce
f + g. Pak plati (pise se lim misto PlimC ):

(a) lim(f(P)+ g(P)) = lim f(P) + lim g(P), pokud md pravd strana smysl;
(b) Im(f(P)-g

(c) lim % = ﬁjilg”gj; , pokud m4 prava strana smysl;

(P)) =lim f(P) - lim g(P), pokud m4 prava strana smysl;

5. Necht' g je funkce z R™ do R¥, f z R¥ do R™ a C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f o g. Jestlize
B =limp_,c g(P), pak limp_,c(f o g)(P) = limg_, g f(Q), pokud md pravd strana smysl a g nenabyva
hodnoty B na néjakém okoli bodu C, kromé&, mozn4, bodu C'.

6. Necht’ f, g jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A a C' bud’ hromadny bod A.

(a) Jestlize PlimC f(P) < thc g(P), pak existuje okoli U bodu C' takové, ze f(P) < g(P) pro vSechna
PeUNAP#C.

(b) Jestlize existuje okoli U bodu C' takové, ze f(P) < g(P) pro vSechna P € U N A, P # C, pak

li P) < li P kud obé limity existuji).
Plincf( )_Pincg( ) (pokud obé limity existuji)

DUSLEDEK.

1. Necht' funkce f, g, h jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A, C' je hromadny bod A, U
okoli C'apro P € ANU,P # Cje f(P) < g(P) < h(P). Jestlize existuji PlimC f(P),PlimC h(P) a

rovnaji se, pak existuje i 1imC g(P) arovnd se obéma zbyvajicim.
P—)

2. Necht’ Plimc f(P) = 0afunkce g je omezend na n&jakém okoli bodu C'. Pak plati rovnost Plimc f(P)g(P) =
0.

Pozndmky 2  Piiklady 2  Otazky 2

Cviceni 2

Implicitni popsani plochy

Kfivky v roving€ byly popsdny rtiznym zptisobem (implicitné, parametricky, pomoci polarnich soufadnic) a
Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem zadné funkce.

DEFINICE. Necht' A je polooteviend mnozina v R? a f je spojitd funkce na A.
Rovnice
f(z,y,2) =0 pro(z,y,2) € A,

popisuje implicitné plochu P = {(z,y, 2); f(z,y, z) = 0} v trojrozmérném prostoru.



V definici popsand mnozina P byla nazvana plochou. Stejné jako kfivka v roviné mtize byt degenerovana, tj.
bod (nebo naopak vyplni napf. cely Ctverec), miize i tato mnozina P byt bodem nebo kfivkou nebo i télesem. V

4N

praxi pouzivanych piipadech se vSak jednd o ,pravé" plochy.
Kfivka v prostoru se pomoci implicitniho zadan{ popisuje jako prinik dvou implicitné zadanych ploch.

Parametrické popsani mnoZin

Stejné jako v pfipadé kiivek v roviné, byvd i v prostoru price s parametrickym popisem kfivek a ploch jedno-
dussi.

DEFINICE. Necht ¢, 1, 7 jsou spojité funkce na intervalu I C R.
Rovnice
r=ot), y=¢t), z=1(t) protel

popisuji parametricky ktivku {(p(t), 1 (t), 7(t));t € I} v trojrozmérném prostoru.
Plati zde stejnd poznamka, jako u implicitné zadanych ploch, Ze vysledkem miZe byt i degenerovand plocha,
nebo naopak téleso.

Necht’ A je polooteviend mnozina v rovin€ a ¢, 1, T jsou spojité funkce na A.

Rovnice
r=¢(u,v), y=v¢(uv), z=rt(u,v) pro(u,v)ec A

popisuji parametricky plochu {(p(u, v), ¥ (u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném prostoru.

Napf. rovnice
x=z9+at,y =yo+ bt,z =29+ ct,t € (—o0,+00)
popisuje piimku prochézejici bodem (zq, Yo, z0) a majici smér vektoru (a, b, c).
Rovnice
T =x0+ aru+ agv,y = yo + biu + bov, z = zg + cru + cov
pro u, v € (—00, +00), popisuje rovinu prochézejici bodem (zg, Yo, zg) a rovnobéZnou s vektory

(a1,b1,c1), (a2,b2,c2).

Svét parametrti pfi parametrizovani roviny

Svét obrazili pfi parametrizovani roviny

Svét parametrti u Sroubovnice

Svét obrazu u Sroubovnice

Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic Povrch vélce (kolmého na rovinu zy) o stiedu v pocatku

a poloméru r bez podstav se parametricky popiSe jako
xr=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),vel,

kde I je néjaky interval v R.

V rovinach rovnobéznych s rovinou zy jsou tedy pouZzity poldrni soufadnice k popisu priniku této roviny s
plochou.

DEFINICE. Cylindrické (valcové) soufadnice bodu (z,y, z) jsou
(r,a, z), kde (r, ) jsou polarni soufadnice bodu (z, y):

r=+vaz2+y2a= arctg%(—l—w),z =z

T=rcosq,y=rsina,z=z.



Mnozina je popséna cylindrickymi soufadnicemi zaddnim funkce z(r, &) (nebo r(«, 2)).
(Uvédomte si, proc je v popisu thlu « v zavorce (+).)

Napt. plast’ kuZele s vrcholem v poéatku je ddn rovnici z = r pro a € [0, 27),r € [0,1].

Popsani mnoZiny pomoci sférickych souradnic

Povrch koule o poloméru a a stfedu v pocétku se parametricky popise jako
x=rcosfcosa,y=rcosfsina,z=rsinf, acl0,2n),8€[-7/2,7/2,r=a.
Podobnym zplsoben se urcuji zemepisné souradnice:
Volbou riznych nezapornych a lze timto zptisobem popsat kazdy bod prostoru.

DEFINICE. Sférické soufadnice bodu (z,y, z) jsou (r, «, ), kde

r =rcosffcosa,y =rcosfsina,z =rsin

Y z
r =22+ 9%+ 22 a = arctg = (+7), 3 = arctg ——— .
x /12 + y2
MnoZina je popsédna sférickymi soufadnicemi je-li zaddna funkce r(«, ), (o, ) € A. Body mnoZiny pak
maji sférické soufadnice (r(«, (), «, ), kde («, 3) probihaji mnoZinu A (ta byvé polooteviend, Casto interval na

pfimce nebo v roving).

Napf. koule o poloméru a a stfedu v pocétku je zadéna rovnici r = a pro « € [0,27), 8 € [—7/2,7/2].

Poznamky 3  Piiklady 3  Otazky 3

Cviceni 3
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