FUNKCE VICE PROMENNYCH

V redlnych situacich zdviseji déje obvykle na vice proménnych neZ jen na jedné (napf. na teploté i na tlaku),
zavislost na jedné proménné je spiSe vyjimkou.

Nicméné funkce jedné proménné tvoii modelovy
zaklad pro teorie obecnéjsich funkcei, tedy i pro
funkce dvou, tif a vice proménnych.

OBECNOSTI

Redlna funkce vice proménnych je zobrazeni definované na néjaké podmnoZiné (na svém defini¢nim oboru)
euklidovského prostoru R™ (pro n > 1) s hodnotami v R.

Protoze body R"™ jsou n-tice redlnych &isel (21,29, ..., 2y), byvé takovdto funkce f Casto znalena jako
f(x1, 29, ..., 2y), coZ vysvétluje termin vice proménnych.

Pro pochopeni i ndzornost staci probirat piipady
roviny a prostoru (tj. n = 2,n = 3).

Jsou vSak situace, kdy je vhodné;jsi pouZit obecny
ptipad R"™ nez jeho specifikaci na rovinu nebo
prostor. To je napriklad sklddani funkci vice pro-
ménnych.




Je tfeba dévat pozor. Formaln{ zdpis CEHOKO-
LIV v R” je HOROR.

Naopak, funkce jedné redlné proménné s hodnotami v néjakém euklidovském prostoru je zobrazeni f : R —
R™ a je to vlastné n-tice (f1, f2, ..., fn) redlnych funkci jedné redlné proménné (f}, je sloZeni f s projekci R™ na
k—tou slozku, tj. fi () je k-td soufadnice bodu f(x)) — ovéite si to.

Zobrazeni f : R¥ — R™ je tedy n—tice redlnych funkci k—prom&nnych. Kazdé takové zobrazeni se nazyvé
Sfunkce vice proménnych, pokud k > 1. Je-li n = 1, jedna se o redlnou funkci.

To je ono. Prectéte si to jesté pétkrat.

KONVERGENCE V RY

Pred zkoumanim funkci jedné proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné piimky.
Ze stejného divodu nésleduje popis nékterych vlastnosti roviny a prostoru, které budou v nasledujicim textu
Casto pouzivany.

Vzpomeiite si z geometrie na pojem vzddlenosti bodu p od bodu ¢ znaleny |p — q|:

p—al = /(b1 — 41)> + (P2 — 42)2.

(Pro body p, g, ... budou Casto Cisla pq, pa, resp. g1, g2, atd., znalit prislusné souradnice téchto boda.)

3/ J (9, 4)
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Vzhledem k tomu, Ze nékteré pojmy pro R™ jsou jen formdlni modifikaci obdobnych pojmt z R, nebudou k
nim uz uvadény dal$i poznamky.



Definice budou (aZ na vyjimky) uvedeny v R?
a Ctendr je zadan, aby si zformuloval piislusnou
definici v R3 nebo v R™.

Nejdrive je vhodné urcit vlastnosti podmnoZin roviny. Uvédomte si, Ze na rozdil od pfimky, kde jsou zdkladnim
kamenem tsecky (tj. intervaly), je riznorodost obdobnych mnoZin v roviné velka (kruhy, elipsy, ¢tverce, kosodél-
niky,...).

DEFINICE.

1. Mnozina A v R? se nazyva omezend, jestlize existuje n € N tak, Ze |a| < n pro kazdé a € A.

Tento interval J se nazyvd otevieny (nebo uzavieny), jestlize jsou oba intervaly I1, I oteviené (resp. uza-
viené).

3. Mnozina U v rovin€ je okoli bodu p, jestlize existuje otevieny interval J tak, ze p € J C U.

4. Posloupnost {py } bodl v roving konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p obsahuje skoro v§echna
Pn.




5. Podmnozina A roviny se nazyva uzaviend, jestlize limity posloupnosti z A lezi v A.

Omezend uzaviend mnozina se nazyva kompaktni.

(=)
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Kompakt je vzdy UZAVRENY.

| I kdyz je krabicka s CD-Ckem oteviena ;-) I

Podmnozina A roviny se nazyva oteviend, jestlize Zddnd posloupnost z doplitku mnoZiny A nekonverguje k
bodu v A. (Tj. dopln€k mnoziny A je uzaviend mnozina.)

6. Bod p je hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu P obsahuje nekoneéné mnoho bodi A.
Hranice oteviené mnoZziny A je mnozina vSech hromadnych bodt A nelezicich v A.

MnoZina, kterd vznikne z néjaké oteviené mnoZiny pfidanim Cdsti jejf hranice, se bude nazyvat polooteviend.

Pojmy vyuZivajici pojmu vzdélenost (oteviend a
uzaviend mnozina) jdou studovat v R, R™ i v
obecnych metrickych prostorech.

POZOROVANI.

1. MnoZina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.



2. Mnozina A je oteviend, jestlize s kazdym jejim bodem p lezi v A i néjaky otevieny interval obsahujici p (tj.
A je okolim kazdého svého bodu)

3. MnoZina je omezend, jestliZe je obsaZend v néjaké kouli se stredem v pocatku.

Klasické cviceni pro kazdého.

Pro konvergenci v R™, n > 1, plati obdobné véty s obdobnymi diikazy jako pro konvergenci na pfimce, kromé
nékterych vét obsahujici nerovnosti.

Prostor R"™ bude bran jako linearni prostor nad té€lesem R (souciny a podily bodd v R™ nebudou pouzivany).

Preved’te z R na R™ diikazy nasledujicich tvrzeni
(pro Bolzanovu-Weierstrassova véta je navod v
Otdzkdch).

Plati

e pozorovani o jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limité podposloupnosti;
e charakterizace limit kromé 5.tvrzeni o supremu a infimu;

o charakterizace konvergence pomoci Bolzanovy—Cauchyovy vlastnosti posloupnosti.

e limita soutu a ndsobku konstantou.

e Bolzanova-Weierstrassova véta: Z kazdé omezené posloupnosti v R™ 1ze vybrat podposloupnost konvergujici
v R"™.

Pozndmky 1:
Neexistence usporadani.

Velkym rozdilem oproti R je neexistence vhodného uspotfadani v R™ pro n > 1. Nelze tedy mluvit napf. o mono-
tonnich funkcich dvou proménnych.

V nékterych ptipadech 1ze uspordddni obejit. Napf. interval v R je vlastné tzv. konvexni mnoZina, tj. mnoZina,
ktera s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i tisecku, ktera je spojuje.



Tato definice konvexity je platnd v libovolném
R™ a lze pak definovat i konvexni a konkavni
funkce vice proménnych.

Nekonecna. V R” pro n > 1 existuje jediné nekone¢no co. Na redlné piimce bylo mozné udélat neomezenou
cestu (jednoduchou, kterd se nevracela) jen napravo (k +00) nebo nalevo (k —o0).

V roviné je takovychto neomezenych cest rizné zakfivenych a riznych smért nekone¢né mnoho a muselo by proto
byt i nekonecné mnoho nekonecen. To neni vhodné a pouziva se jen jedno nekonecno.

To, Ze je jedno nekonecno, je mi nekonecné
jedno.

Vhodnou predstavou o pfidani nekonecna je stoeni roviny do koule bez horniho (severniho) pélu.

Nekonecno je pak tento severni p6l. Jeho okoli jsou mnoziny obsahujici dopliiky kruhti (nebo kouli) se stfedem v
pocatku. Lze tedy standardné definovat konvergenci k nekone¢nu (kazdé okoli nekonecna obsahuje skoro vSechny
Cleny dané posloupnosti).

Rovina spolu s timto nekone¢nem se nazyva rozsirend rovina.

©
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() rovina

Intervaly a mnoziny. Intervaly jsou tedy obdélniky (majici strany rovnobézné s osami) a to bud’ jen jejich vnitrky,
jedna-li se o oteviené intervaly, nebo i s hranici, jedna-li se o uzaviené intervaly.

[ ]




KaZzdy kruh o stiedu x je okolim tohoto bodu. Uvédomte si, Ze mnozina U je okolim bodu xq pravé kdyz obsahuje
néjaky kruh (nedegerovany) se stftedem x.

Konec poznamek 1.

Piiklady 1:
1. Geometricky chapana hranice ¢tverce, kruhu, apod. mnoZin v roving, je hranice totoZna s hranici definovanou v
tomto textu.

2. Ctverec libovolné umistény v roviné je spolu se svou hranici uzavienou mnoZzinou, bez své hranice je otevienou
mnozinou.
3. Libovolnd pfimka v roviné je uzavienou mnoZzinou, kterd neni polooteviend.
4. Posloupnost {(n,sinn)} v roviné konverguje k oc.

Konec prikladi 1.

Otazky 1:
1. Ukazte, Ze otevieny interval je otevienou mnoZinou, uzavieny interval je uzavienou mnozinou a soucin dvou
polootevienych intervald je polooteviend mnozina.
2. (a) Ukazte, Ze posloupnost {(zy, yn)} v roviné konverguje k bodu (z, y) pravé kdyz «,, — z ayp — y.
(b) Ukazte, Ze posloupnost {(zy,yn)} v roviné konverguje k oo pravé kdyzZ jedna z posloupnosti {|xn|}, {|yn|}
konverguje k 400 (pravé kdyz {|(zn, yn)|} konverguje k co).
3. UkaZzte, Ze podmnoZina roviny je omezend pravé kdyZ jeji projekce na osu x i na osu y jsou omezené.
4.7 predchozich dvou charakterizaci konvergence a omezenosti pomoci projekci na R dokazte Bolzanovu-Weierstrassovu
vétu v roviné.

5. UkaZte, Ze projekce oteviené mnoZiny na ob& osy jsou oteviené podmnoZiny piimky.

Najdéte priklad, Ze projekce uzaviené mnoZiny
na osu nemusi byt uzaviend mnoZina.

6. Dokazte, Ze z kazdé posloupnosti v roviné 1ze vybrat podposloupnost konvergujici v rozsifené roviné (viz Po-
zndmky pro tento pojem).

7. Uvédomte si, ze okoli bodu v roviné zlstanou stejnd, definujeme-li je tak, Ze obsahuji néjaky kruh (misto
intervall) se sttedem v onom bodé.

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Piiklad. Zjistéte, zda mnozina {(z,y) € R? : 1 < 22 4 y? < 2} je polooteviend.
Reseni. Lehce vidime, Ze se jednd o mezikruZi. Podle definice jde o zdrovei o polootevienou mnoZinu.

Kdyz je v definici < nebo >, je velika Sance na
uzavienou mnozinu. Pokud jde o neostré nerov-
nosti dostaneme zpravidla oteviené mnoZziny.




Neplati to vzdy. Napiiklad R? je zdroveii ote-
viena i uzaviena :-)

Priklad. Existuje oteviend kompaktni mnoZina?

Reseni. Ano.

A neni moc velika ;-)

Priklad. Je realna osa otevienda v roviné?

ResSeni. Ne.

Vlevo a vpravo ano. Ale nahoru a dolu ne . ..

Rovina m4 svoje specifika.

L

Konec cviceni 1.

VLASTNOSTI FUNKCI V RV

Casto se i u funkci vice proménnych, napf. f(x,y), pouZiva jedna proménnd, kterd se bude znacit velkym



pismenem kvuli odliSeni. TakZe pro f(x,y) je f(P) hodnota funkce f v bodé P = (x,y). Je moZné si body
P predstavovat jako vektory.

| To si promyslete. I

| Taky se tim Setii psaci potieby a klavesnice. I

DEFINICE. Funkce vice proménnych, kterd ma jednobodovy obor hodnot, se nazyva konstantni (tedy
f(P) = f(Q) pro viechna P, Q € D(f))).

Grafem konstantni funkce dvou proménnych je rovina rovnobézna s rovinou x, y nebo jeji Cast.

Funkce f vice proménnych se nazyva suda (resp. lichd), jestlize jeji defini¢ni obor je symetricky kolem O
(. P € D(f) praivéekdyz —P € D(f))a f(—P) = f(P) (resp. f(—P) = —f(P)) pro v§echna P € D(f).
Graf sudé funkce dvou proménnych je symetricky podle osy z.

z

Graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

Funkce f vice proménnych je omezena (resp. shora omezend nebo zdola omezena), jestlize jeji obor
hodnot m4 uvedenou vlastnost, tj. existuje ¢islo k tak, ze | f(P)| < k (resp. f(P) < k, nebo f(P) > k) pro
vSechna P € D(f).



AN
/a..b\

A1 ~
/7
TN

Kazda takova vlastnost se v piikladech musi
ovérit. T.j. napriklad feSit nerovnosti a podobné
legracky.

DEFINICE. Jsou-li f, g funkce dvou proménnych, znaéi max{f, g}, min{f, g}, f + g, f - g, f/g funkee,
které maji za hodnotu v bodé P postupné

max{f(P),g(P)}, min{f(P),g(P)}, f(P)+g(P), f(P)-g(P), f(P)/g(P) .

Slozeni f o g zobrazeni g z podmnoZiny R™ do R* a zobrazeni f z podmnoziny R* do R™ je zobrazeni z
podmnoziny R™ do R kterd md v bodé P € R™ hodnotu f(g(P)).

| Zde pracujeme po prehlednost se zobrazenimi. I
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SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloupnost { P, } z D(f)
konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se fik4, Ze f je spojitd v bodé P a tento bod se nazyva
bodem spojitosti funkce f.

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, fikd se, Ze f je spojitd na mnoziné A.

Je-li f spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, fikd se, Ze f je spojita.

Spojitost se d€la pres posloupnosti. Jde to i jinak:

Nasledujici véta ukazuje alternativni moznost de-
finice spojitosti funkce vice proménnych. Dikaz
je stejny jako pro funkce jedné proménné.

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f vice proménnych a bod A jejiho definiéniho
oboru:

1. Funkce f je spojitd v bodé A.

2. Pro kazdé okoli U bodu f(A) existuje okoli V bodu A takové, Ze f(x) € U jakmile z € V ND(f).

3. Pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze |f(P) — f(A)| < ¢ jakmile P € D(f) a|P — A| <.
I diikaz nésledujiciho tvrzeni je stejny jako diikaz odpovidajici véty pro jednu proménnou, protoZe se vlastné
pouZziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti v R.

VETA. Jsou-li funkce f,g spojité v bodé P, jsou i funkce max{f, g}, min{f,g}f +g.f-ga f/g (v
piipadé g(P) # 0) spojité v bodé P.

Soucet, soucin a podil spojitych funkcf je spojita
funkce.

11



Definuje-li se polynom dvou proménnych x,y jako funkce vznikld pouZitim kone¢né¢ mnoha uvedenych
aritmetickych operaci na funkce f(z,y) = = a g(z,y) = y, jsou polynomy spojité funkce na R?.

Grafy téch f a g jsou roviny, ale dohromady se z
nich da udélat koukdm pékny gulas.

Raciondlni funkce dvou proménnych jsou podily polynoml dvou proménnych a jsou tedy spojité na svém
defini¢nim oboru.

Také dikaz spojitosti slozené funkce je stejny
jako pro jednu proménnou. Pro jednoduchost for-
mulace je tvrzeni uvedeno pro zobrazeni defino-
vand na celych prostorech.

VETA. Necht' g : R” — R” je spojitd v bod& P a f : R¥ — R™ je funkce spojita v g(P). Pak sloZeni
f o g je spojité v bodé P.

| SloZeni spojitych funkef je spojitd funkce. I

Jsou-li napf. g1, go funkce dvou proménnych spojité v bodé (z,y) a f je funkce dvou proménnych spojitd
v bodé (g1(z,v), g2(x,v)), je funkee f o (g1, g2) spojitd v bodé (z, y).
Je-li f spojitd funkce vice proménnych, je i | f| spojitd funkce.

To se dokéze opét tak, Ze | f| se napise jako slo-
Zena funkce.
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LEMMA. Je-li f spojitd na intervalu I a P, @ jsou body I s hodnotami f(P) < 0 < f(Q), pak existuje
R € I shodnotou f(R) = 0.

| Opét mame mezihodnotu. I

Diikaz. Usecka spojujici body P a @Q leZi celd v I a d4 se popsat jako mnozina {(1 —t)P +tQ;t € [0,1]}.
Funkce g : [0, 1] — R definovand jako g(t) = f((1 — t)P + ¢Q) je spojitd funkce jedné proménné (ukazte
to) a podle Bolzanovy véty existuje ¢ tak, Ze g(t) = 0. Tedy existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

Diusledkem lemmatu (se stejnym diikazem jako v
piipadé¢ jedné proménné) je tvrzeni:

VETA. Spojitd funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

Zobrazujeme do R, tam se nedd vyhybat. V pro-
storu by to tak nevyslo!

VETA. Spojitd funkce zobrazuje kompaktni mnoZinu na kompaktni podmnozinu R.

Dikaz. Necht' f je spojitd funkce definovand na kompaktni mnoziné A C R" a {x,,} je posloupnost v
obraze f(A) konvergujici v R*. Pro kazdé n € N existuje P, € A tak, Ze f(FP,) = xn. Podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty existuje (protoZze A je omezend) konvergentni podposloupnost { P, } s limitou P.
ProtoZe A je uzaviend, je P € A. Ze spojitosti f vyplyva, ze body f(Py,, ) konverguji k f(P). Limita
posloupnosti {z, } tedy lezi v f(A), z EehoZ vyplyvd, Ze f(A) je uzaviend i omezend.
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Tuto vétu nejméné stokrat pouZijete. Vérte mi.

DUSLEDEK. Spojité redlna funkce vice proménnych dosahuje na uzaviené omezené mnoziné A své nej-
veétsi a nejmensi hodnoty, tj., existuji body
C, D € A takové, ze

f(C)=sup f(P), f(D)= inf f(P).
A PeA

Tak vidite, Ze mdm pravdu. Tak se budou hledat
extrémy funkeci.

LIMITA

DEFINICE. Necht C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.

Rikdme, 7e limita funkce f v bodé C se rovna A
(znaeni Plimc f(P) = A, nebo f(P) — Apro P — (), jestlize lim f(P,) = A pro kaZdou prostou

posloupnost { P, } C D(f)} konvergujici k C.

| Tim samozfejmée nikoho neprekvapim. I

Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné proménné.
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I postupy dikazi jsou stejné a proto nebudou
opakovany; studujici by si vSak méli tato tvrzeni
sami dokdzat:

VETA.
. Necht' C' € D(f) je hromadnym bodem D( f). Funkce f je spojitd v bodé C' pravé kdyz }1111’10 f(P)= f(C).

. Funkce ma v daném bodé nejvySe jednu limitu.

. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:
lin P)=A;
() lim f(P)
(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C' takové, Ze f(P) € U jakmile P € VND(f), P #
C.
(c) Pro kazdé >0 existuje 6 >0 takové, ze | f(P)—A| < € jakmile P € D(f),0 < |P — C| < 4.

. Necht' C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce
f + g. Pak plati (pise se lim misto }111110):

(a) lim(f(P)+ g(P)) = lim f(P) + lim g(P), pokud md prava strana smysl;
(b) im(f(P)-¢g(P)) =lim f(P) - lim g(P), pokud md pravd strana smysl;

(c) lim (/E ; E?Qggpg pokud md pravd strana smysl;

. Necht' g je funkce z R™ do R¥, f z R¥ do R™ a C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f o g. Jestlize
B =limp_,c g(P), pak limp_.c(f o g)(P) = limg_.p f(Q), pokud md pravd strana smysl a g nenabyva
hodnoty B na néjakém okoli bodu C, kromé&, moznd, bodu C'.

. Necht’ f, g jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A a C' bud’ hromadny bod A.

(a) Jestlize }ym(‘f(P) < lemcg(P), pak existuje okoli U bodu C' takové, ze f(P) < g(P) pro vSechna
PeUNAP#C. )

(b) Jestlize existuje okoli U bodu C' takové, ze f(P) < g(P) pro viechna P € U N A, P # C, pak
Plim f(P) < Plimpg(]’) (pokud ob¢ limity existuji).

—C

Ta tvrzenfi sice nejsou roman, ale nemélo by byt
obtizné je plynule Cist.
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DUSLEDEK.

1. Necht funkce f, g, h jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A, C' je hromadny bod A, U okoli
CaproP € ANU,P # Cje f(P) < g(P) < h(P). Jestlize existuji Plim(vf(P), Plim(vh(P) arovnaji se,

pak existuje i F]’im(“ g(P) arovnd se obéma zbyvajicim.

| To bylo o policajtech.

2. Necht’ F]’im(‘ f(P) = 0afunkce g je omezend na néjakém okoli bodu C'. Pak plati rovnost Plim(v f(P)g(P)
0. ” o

V pifpadé thc f(z) = +oo nenf nutné v prv-

nim dasledku uvazovat funkci h, a podobné u li-
mity —oo neni nutné uvazovat funkci f.

Pozndmky 2:
Zatimco defini¢ni obor M funkce f dvou proménnych je podmnozina roviny, jeji obor hodnot je podmno-
Zina primky.

Grafem takové funkce je podmnoZina prostoru {(x, y, f(x,v)); (z,y) € M}R3.

Je to plocha s vlastnosti, Ze kazda primka rovno-
béZna s osou z protind plochu nejvyse v jednom
bodé.
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Tedy jde vlastné o toto: méte na zemi poloZenou
plachtu. Na nékterych mistech ji podeprete a tak
ziskate graf funkce dvou proménnych. Pokud pfi-
tom plachtu neprotrhnete, jde o spojitou funkci.

Takovdto funkce miZze napiiklad znazornovat
teplotu f(z,y, z) v bodé (z,y, z). PomiZeme si
barvami k oznaceni bodi se stejnou teplotou. Na-
priklad teplota v nitru Zem¢:

Skladani funkei. Skladan{ funkci vice proménnych ma vice moznosti nez u funkci jedné proménné.

Napft'., ma-li byt vysledkem fog redlna funkce dvou proménnych, miize byt f redlna funkce jedné proménné
a g redlnd funkce dvou proménnych, nebo f redlnd funkce dvou proménnych a g dvojice (g1, g2) redlnych
funkci dvou proménnych (pak (f o g)(z,y) = f(g91(z,y), g2(z,9))), atd.

Nékdy je nutné ddvat pozor. Napf. fo (g1, g2), kde f je funkce dvou proménnych a g1, g2 jsou funkce jedné
proménné muze znamenat bud’ funkci dvou proménnych, kterd v bod€ (z, y) méd hodnotu f(g1(z), g2(y))),
nebo funkci jedné proménné, kterd v bodé x ma hodnotu f(g1(x), g2(x))).
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| Je tedy nutné upresnit, o jaky piipad se jedna. I

Aritmetické operace s funkcemi f, g je moZzné definovat jen na pruniku jejich defini¢nich obort.

Aritmetika funkeci.

Neni tedy mozné pouzivat soucet funkce dvou
proménnych a funkce tff proménnych!!!

Konec pozndmek 2.

Piiklady 2:
1. Funkce z* sin(zy?) je spojita funkce.

N

2. Zjistéte moznost spojitého roziiteni funkce f(z,y) = x2y/(z2 + y?) do bodu (0,0) (tj., zda existuje
limita f(z,y) v bodé (0.0)).
3. Funkce f(x,y) = 22/(z% 4 y?) nemd limitu v po&itku, protoZe se dostanou riizné hodnoty limit po-
sloupnosti, které se k pocatku blizi po rdznych pfimkach.
Pro posloupnost {(1/n, k/n)}y je limy, f((1/n,k/n)) = 1/(1 + k?) a tedy zdvisi na volbé k.
4. Zménite-li v predchozim piikladé funkci f na z2y/(z* + y2), dostanete pfi stejné volbé posloupnosti
bliZicich se k pocatku po pfimkéch vZdy 0.
Ale blizite-li se po parabole y = 22, dostanete hodnotu 1/2.
TakZe limita této funkce v pocdtku opét neexistuje.
(22

5.  lim % = 1 podle véty o limité sloZené funkce (za vnitini funkci se pouZije z = x2 +y?).

(2)—(00) =Y
6. Funkce 1g(z/y) (22 —y%) ™! je spojitd, protoZe x/y je spojita jako raciondlni funkce, sloZeni s Ig (funkce
jedné proménné) je spojité a vynasobent s raciondlni funkei (22 — y?)~! je také spojité.

Jaky ma dand funkce defini¢ni obor? I

18



V kterych bodech hranice svého defini¢niho
oboru lze tato funkce dodefinovat tak, Ze bude v
téchto bodech spojita?

Konec piiklada 2.

Otazky 2:
1. Dokazte, ze podmnozina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloupnosti v A vybrat podpo-
sloupnost konvergujici v A.

| To je tedy dal$i mozna definice kompaktnosti. I

2. Uvédomte si, Ze tvrzeni o aritmetice okoli v R vlastné tvrdi:
VETA.
1. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim x, y z R jejich soucet x + y je spojita.
2. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim z,y z R jejich soulin xy je spojita.
3. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim z, y z R jejich podil x /y je spojita.
3. Oveite, Ze na zdkladé predchoziho odstavce je mozné dokazat spojitost souctu, atd. dvou funkci f, g

pomoci spojitosti slozené funkce pfifazujici bodu (x,y) nejdiive bod roviny (f(x,y),g(x,y)) a potom
soucet (soucin, podil) soutfadnic tohoto bodu.

4. Je funkce 222y — zy° + 6xyz> — 7 polynomem?

Jestlize ano, jak vznikla podle definice poly-
nomu?

5. Ovéite, ze defini¢ni obor raciondlni funkce je vzdy oteviend podmnoZina roviny.
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6. Dokazte, Ze Bolzanova véta plati, vezmou-li se misto intervall v defini¢cnim oboru funkce oteviené sou-
vislé mnoziny (to jsou takové oteviené mnoziny, které s kazdou svou dvojici bodl obsahuji i lomenou caru,
kterd je spojuje).

Uvazte, Ze lze pouzit i mnoZiny, které s kazdou svou dvojici bodl obsahuji i spojitou kiivku, kterd je spojuje.

Konec otazek 2.

Cviceni 2: Pfiklad. Zkoumejte funkci

Oveérte, zda
lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y).

z—0y—0" y—0x—0

2

Reseni. Lehce ovéfime, Ze funkce f je rovna 1 na xz-ové ose a —1 na y-ové ose.

O spojitém rozsiteni nemuizZe byt ani feci.

Zaména poradi limitén{ neni samoziejmé v tomto
pripadé mozna.
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Na ndsledujicim obrazku vidime pouze chovani

na osach.

Uvédomme si, Ze na skoro kazdém fezu rovno-
béZzném s osami jde o linedrni lomenou funkci

jedné proménné.

Priklad. Existuje

222 ;

lim @ —5———57
(@,9)—(0,0) T2y + (x — y)?
Reseni. V§imneme si, 7e se funkce nuluje na soufadnicovych osach.
Navic je rovna jednicce na piimce y = x.

Tedy funkce nema v pocatku limitu.

Jde to ovéfit podle definice?

Funkce ve skutecnosti vypada takto a déla pres pocatek jakysi most.
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Priklad. Existuje

lim ———5 1
(z,y)—(0,0) 27+ Y
Reseni. V§imneme si, Ze se funkce nuluje na soufadnicovych osach.
Navic je rovna 1/2 na pfimce y = = a —1/2 na pfimce y = —uz.
Schematicky

-172 y 12

Presny graf vypada takto

Pokud pouZijeme poldrni spoufadnice , jde funkce pfepsat na tvar (r, a) — cos asin a.
Tedy se funkce rovna konstanté na kazdé poloptimce vychdzejici z pocatku v roviné xy.
Jednd se tedy o péknou piimkovou plochu.

Takové triky s poldrnimi soufadnicemi pouZi-
jeme Casto.
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Tak jde sestrojit funkce, kterd md graf roven pé¢knému ctyflistku.

Priklad. Existuje

2
lim % ?

(z,y)—(0,0) T° + ¥y

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na soufadnicovych osdch.

Navic je rovna 1/2 na kubické paraboly y = 3.

Tak vidime, Ze spojitost musime ovéfovat po riz-
nych kiivkach, ale mizeme tak pouze ovéfit ne-
spojitost.

Spojitost se musi dokdzat!

Pouzijeme bud’ definici pomoci posloupnosti
nebo definici € — 4.

23



Priklad. Spoctéte
2,2

; N
lim (:17z + y2>
(@) —(0,0)

Reseni. Funk¢ni hodnota je rovna

exp(z?y” log(a? + 7)) .

| Nyni udéldme dpravy a dostaneme I

| Snad ne ! I

(2% + y?) log(a? + 7).

Upravime
2,2 2 2 LYy
2% log(x ; = |— .
|(z"y” log(z” + y7)| |;p2+;y2

s

Prvni ¢initel je omezeny &islem 1/2 (zndmy odhad).
Druhy Cinitel ma limitu 0 (vznikne ze zndmé limity lim,_.o4 zlogx s pouzitim véty o limité sloZené
funkce).

Tedy diky spojitosti exponencidly dostaneme celkovou limitu 1.

Rychle vzpominejte na dalsi uZite¢né limity!

Takhle vypadd graf u pocatku
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Konec cviceni 2.
Implicitni popsani plochy
Kfivky v roviné byly popsany riznym zpisobem (implicitn€, parametricky, pomoci polarnich soufadnic) a
Casto to byly mnoZiny, které nebyly grafem Z4adné funkce.

Podobné je tomu s kiivkami, a navic i plochami,
v 3-dimenziondlniho prostoru.

DEFINICE. Necht A je polooteviena mnozina v R? a f je spojitd funkce na A.
Rovnice

f(z,y,2) =0 pro(x,y,z) € A,
popisuje implicitné plochu P = {(z,v, 2); f(z,y, z) = 0} v trojrozmérném prostoru.

Specidlni pfipad je z = f(z,y).

2 = 42 popisuje povrch

koule o poloméru a a stfedu v pocatku.

Napf. rovnice 22 + 1% + z
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V definici popsana mnozina P byla nazvana plochou. Stejné jako kiivka v roviné muiZe byt degenerovand,
tj. bod (nebo naopak vyplni napft. cely Ctverec), mize i tato mnozina P byt bodem nebo kfivkou nebo i
télesem. V praxi pouzivanych piipadech se vSak jednd o ,pravé" plochy.

Napf. kruZnice se stfedem v pocatku a poloméru
a jako prémik povrchu koule z2 4 32 + 22 = a2
s rovinou px + qy + rz = 0:

Parametrické popsani mnozin
Stejné jako v pripadé kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popisem kiivek a ploch
jednodussi.

DEFINICE. Necht ¢, , T jsou spojité funkce na intervalu I C R.
Rovnice
z=¢(t), y=¢{), z=7() protel

popisuji parametricky kiivku {(p(t), 9 (t), 7(t));t € I} v trojrozmémém prostoru.
Plati zde stejna poznamka, jako u implicitné zadanych ploch, Ze vysledkem mtize byt i degenerovana plocha,
nebo naopak téleso.
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t=4d =2

t=0 ¢

x

Il
—_

Necht’ A je polooteviend mnoZina v roviné a ¢, ¥, T jsou spojité funkce na A.

Rovnice
xr=p(u,v), y=¢uv), z=r71(u,v) pro(u,v)e€ A

popisuji parametricky plochu {(p(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném prostoru.

Mnozina A je zde jako dvojrozmérny svét para-
metrd, které popisuji pomoci zobrazeni (u, v)

(z,y, z) trojrozmérny svét obrazti.

| To je to samé jako u kiivky. O.K. I

x=x0+at,y=yo+bt,z =29+ ct,t € (—o0,+0)

Napft. rovnice

popisuje piimku prochézejici bodem (zq, Yo, z9) a majici smér vektoru (a, b, ¢).

) Y
7

x L L L
X

Rovnice
T =x0+ aru+ agv,y = yg + biu + bov, z = zg + cru + cov

pro u, v € (—00, +00), popisuje rovinu prochézejici bodem (zq, yg, zg) a rovnobéZnou s vektory
(a1,b1,c1), (az, b2, c2).
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Zase je zde vztah mezi parametry (u,v) a jejich
obrazy (z,y, z).

Svét parametrti pfi parametrizovani roviny

Svét obrazu pfi parametrizovani roviny

z

A A A |

L R

A

A

A A
A1 7

T A T 1T 17717 17

Pz

% Ted pfijde obvykle na fadu Sroubovnice :-)

To je matematicky Sroub?

Svét parametrid u Sroubovnice
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Svét obrazu u Sroubovnice

| Je hezké, Ze si odpovidaji i barvicky. I

| To je tim, Ze jsem se hodné snazila :-) I

Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic Povrch vélce (kolmého na rovinu xy) o stiedu v po-

¢atku a poloméru r bez podstav se parametricky popise jako
x=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),vel,

kde I je n&jaky interval v R.

V rovinach rovnobéznych s rovinou zy jsou tedy pouZity polarni soufadnice k popisu prtniku této roviny s
plochou.
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Tento ,pfenos” polarnich soufadnic do prostoru
popisuje nasledujici definice.

DEFINICE. Cylindrické (vdlcové) soufadnice bodu (z,y, z) jsou
(r,a, z), kde (r, «) jsou poldrni soufadnice bodu (z,y):

r=va2+y3a= arctgg(—i—w),z =z
x
r=rcosq,y =rsinq,z==z.

Mnozina je popséna cylindrickymi soufadnicemi zaddnim funkce z(r, &) (nebo r(«, 2)).
(Uvédomte si, proc je v popisu thlu « v zdvorce (+).)

| Jde opravdu v podstaté o polarni soufadnice. I

Napt. plast’ kuZele s vrcholem v poéatku je ddn rovnici z = r pro a € [0, 27),r € [0, 1].

| Hezkej cylindr ;-) I
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Povrch koule o poloméru a a stfedu v pocatku se parametricky popiSe jako
x=rcosfcosa,y=rcosBsina,z=rsinf, «a€l0,2r),8€[-7/2,7/2],7r=a.

Podobnym zpisoben se uréuji zemépisné soutadnice:

Volbou riznych nezdpornych a lze timto zptisobem popsat kazdy bod prostoru.
DEFINICE. Sférické soutadnice bodu (x,y, z) jsou (r, o, 3), kde
r=rcosfcosq,y =rcosfsina,z =rsinf
Yy z
r =22+ 9%+ 22 a = arctg = (+7), 3 = arctg ——— .
x /.T2 + y2
MnoZina je popsdna sférickymi soufadnicemi je-li zaddna funkce (o, 3), (o, 3) € A. Body mnoZiny pak

maji sférické soufadnice (r(a, §), o, 3), kde («, 3) probihaji mnoZinu A (ta byva polooteviend, asto in-
terval na pfimce nebo v roving).

Napf. koule o poloméru a a stfedu v poétku je zaddna rovnici r = a pro a € [0,27), 8 € [—7/2,7/2].
Pozndmky 3:
V dané situaci nebyva jednoduché rozhodnout, jakou pro danou mnozinu zvolit parametrizaci.

Polarni soufadnice se hodi tam, kde se vyskytuje vyraz 22 + 42, popfipadé jeho odmocnina. V polédrnich
soufadnicich se tato podminka vyjadii jednoduseji jako 2 nebo .
Podobné je tomu u cylindrickych soufadnic.
Sférické soufadnice se hodi tam, kde se vyskytuje vyraz 2 + y® + 22, popiipadé jeho odmocnina. V
polérnich nebo sférickych soufadnicich se tato podminka vyjadii jednoduseji jako r2 nebo r.
PouZivaji se i riizné modifikace uvedenych soufadnic. Napf. vyraz 22 4 4y se zjednodusi modifikovanymi
poldrnimi soufadnicemi x = r cos o, y = 2r sin .
Konec poznamek 3.
Priklady 3:
2

1. Rovnost y = x* muze znamenat jak funkci jedné proménné (graf je parabola) tak implicitni zadani
plochy v prostoru: iy — 2 = 0, kde chybi proménna z — tj. f(z,y, 2) = y — 2.

Dovedete si predstavit tuto plochu? I
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2
2. Plocha zadana rovnost{ % + % + 22 = 4 je elipsoid.

< : - ca? L y?
3. Jakd plocha je popséna rovnosti 2—2 +97 = 27
4. Ovéite, Ze rovnost = 2sin 3, 3 € [0, 7/2], popisuje ve sférickych soufadnicich povrch koule o polo-
méru | a stfedu (0,0, 1).

Konec priklada 3.

Otazky 3:
Cylindrické souradnice
(a) Rovnost pro vypocet o neplati pro z = 0. Jak se vypocte o v tomto piipadeé?
(b) Ve vzorci pro « je v zdvorce +. Jaky je vyznam tohoto moZného vybéru?
(c) Kdy je vztah mezi (z,vy, 2) a (r, , z) jednoznacny?
Stérické souradnice
(a) Rovnost pro vypocet o neplati pro = = 0. Jak se vypocte « v tomto piipadé?
(b) Ve vzorci pro « je v zdvorce +7. Jaky je vyznam tohoto moZného vybéru? Pro¢ tato moZnost chybi ve
vzorci pro (37

(c) Kdy je vztah mezi (z, vy, 2) a (r, «, 3) jednoznaény?

Konec otazek 3.

Cviceni 3: Ptiklad. PopiSte parapetricky anuloid.
Resent. Zvolime kruZnici leZici v roving zy o polomé&ru 7 se stiedem (0, R).
Jeji parametrizaci zvolime u — (rsinu, R + r cosu).

Pro jeji rotaci okolo osy z potfebujeme dalSi parametr.

Celkové dostaneme parametrizaci anuloidu
(u,v) — (R +wucos(v/2),v,usin(v/2))

prou € [—m, 7], v € [0, 27].

| Tomu bych chtél rozumét :-) I
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Piiklad. PopiSte parametricky Mobiovu pasku.



ReSeni. Mnozina vznikne rotaci dsecky. Pfitom pomalu dsecku oto¢ime o 180 stupni.

To se zpravidla nepovede napoprvé bez chyby :-)

Konec cviceni 3.
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