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FUNKCE VICE PROMENNYCH

\

V redlnych situacich zaviseji déje obvykle na vice promennych nez jen na jedné (napr.

na teploté i na tlaku), zavislost na jedné proménné je spiSe vyjimkou.
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FUNKCE VICE PROMENNYCH

\

V redlnych situacich zaviseji déje obvykle na vice promennych nez jen na jedné (napr.
na teploté i na tlaku), zavislost na jedné proménné je spiSe vyjimkou.
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OBECNOSTI




OBECNOSTI
4

Reélnd funkce vice proménnych je zobrazeni definované na néjaké podmnoZiné (na
svém defini¢nim oboru) euklidovského prostoru R" (pro n > 1) s hodnotami v R.
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OBECNOSTI
4

Reélnd funkce vice proménnych je zobrazeni definované na néjaké podmnoZiné (na
svém defini¢nim oboru) euklidovského prostoru R" (pro n > 1) s hodnotami v R.

\

Protoze body R" jsou n-tice redlnych c&isel (z1, o, ..., x,), byva takovato funkce f
¢asto znacena jako f(x1, xs, ..., x,), cOZ vysvétluje termin vice proménnych.
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OBECNOSTI
4

Reélnd funkce vice proménnych je zobrazeni definované na néjaké podmnoZiné (na
svém defini¢nim oboru) euklidovského prostoru R" (pro n > 1) s hodnotami v R.

\

Protoze body R" jsou n-tice redlnych c&isel (z1, o, ..., x,), byva takovato funkce f
¢asto znacena jako f(x1, xs, ..., x,), cOZ vysvétluje termin vice proménnych.
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Pro pochopeni 1 nizornost
staCi probirat pripady roviny
a prostoru (tj. n = 2, n = 3).
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Jsou vsak situace, kdy je
vhodné;jsi pouzit obecny pri-
pad R" nez jeho specifikaci
na rovinu nebo prostor. To
je napriklad skladani funkci
vice promennych.
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Jsou vSak situace, kdy je
vhodné;jsi pouzit obecny pri-
pad R" nez jeho specifikaci
na rovinu nebo prostor. To
je napriklad skladani funkci
vice promennych.

Je treba davat pozor. For-

madlni zdpis CEHOKOLIV v
R" je HOROR.

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladani funkei
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Naopak, funkce jedné redlné proménné s hodnotami v néjakém euklidovském pro-
storu je zobrazeni f : R — R" a je to vlastn€ n—tice (f1, fo, ..., f,,) redlnych funkci
jedné realné proménné (f; je sloZeni f s projekci R" na k—tou slozku, tj. fr(x) je k-ta
soufadnice bodu f(x)) — ovéite si to.
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Naopak, funkce jedné redlné proménné s hodnotami v néjakém euklidovském pro-
storu je zobrazeni f : R — R" a je to vlastn€ n—tice (f1, fo, ..., f,,) redlnych funkci
jedné realné proménné (f; je sloZeni f s projekci R" na k—tou slozku, tj. fr(x) je k-ta
soufadnice bodu f(x)) — ovéite si to.
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Zobrazeni f : R¥ — R" je tedy n—tice redlnych funkci k—proménnych. Ka7dé takové
zobrazeni se nazyva funkce vice proménnych, pokud £ > 1. Je-lin = 1, jednd se o
redlnou funkci.
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Zobrazeni f : R¥ — R" je tedy n—tice redlnych funkci k—proménnych. Ka7dé takové
zobrazeni se nazyva funkce vice proménnych, pokud £ > 1. Je-lin = 1, jednd se o
redlnou funkci.

\

To je ono. Prectéte si to jeste
pctkrat.
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KONVERGENCE V RY




KONVERGENCE V RY
}

Pred zkoumanim funkci jedné€ proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné primky.
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KONVERGENCE V RY
}

Pred zkoumanim funkci jedné proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné primky.

\

Ze stejného divodu nasleduje popis nékterych vlastnosti roviny a prostoru, které bu-
dou v nasledujicim textu Casto pouZivany.
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\/

Pred zkoumanim funkci jedné proménné bylo nutné vysvétlit vlastnosti redlné primky.

\

Ze stejného divodu nasleduje popis nékterych vlastnosti roviny a prostoru, které bu-

KONVERGENCE V RY

dou v nasledujicim textu Casto pouZivany.

\

Vzpomeiite si z geometrie na pojem vzdalenosti bodu p od bodu ¢ znaceny |p — ¢:

(Pro body p, q, ... budou Casto Cisla pi, ps, resp. qi, g2, atd., znacit prislusné souradnice

téchto bod.)

p—ql =1 — @)+ (P2 — @)?.

" (4, 4,)
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Vzhledem k tomu, Ze nékteré pojmy pro R" jsou jen formalni modifikaci obdobnych
pojmil z R, nebudou k nim uz uvddény dalsi poznamky.
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Vzhledem k tomu, Ze nékteré pojmy pro R" jsou jen formalni modifikaci obdobnych
pojmil z R, nebudou k nim uz uvddény dalsi poznamky.
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Definice budou (az na vy-
jimky) uvedeny v R? a Cte-
nar je zadan, aby si zfor-
muloval prisluSnou definici
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Nejdfive je vhodné urcit vlastnosti podmnozin roviny. Uveédomte si, Ze na rozdil od
piimky, kde jsou zakladnim kamenem usecky (tj. intervaly), je riznorodost obdobnych
mnozin v rovine velka (kruhy, elipsy, Ctverce, kosod€lnikys,...).
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Nejdfive je vhodné urcit vlastnosti podmnozin roviny. Uveédomte si, Ze na rozdil od
piimky, kde jsou zakladnim kamenem usecky (tj. intervaly), je riznorodost obdobnych
mnozin v rovine velka (kruhy, elipsy, Ctverce, kosod€lnikys,...).

\

DEFINICE.

1. Mnozina A v R? se nazyvd omezend, jestlize existuje n € N tak, Ze |a| < n pro
kazdé a € A.

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladdni funkci
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2. Interval J v R? je soudin intervalt v R, tj. J = I; x I, kde I, I> jsou intervaly v R.




2. Interval J v R? je soudin intervalt v R, tj. J = I; x I, kde I, I; jsou intervaly v R.

\

Tento interval J se nazyva otevieny (nebo uzavieny), jestlize jsou oba intervaly I, I5

oteviené (resp. uzaviené).

=)
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3. Mnozina U v roviné je okoli bodu p, jestlize existuje otevieny interval J tak, ze
peJCU.




4. Posloupnost {p,,} bodl v roviné konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p
obsahuje skoro vSechna p,,.

P-4« p,




4. Posloupnost {p,} bodl v roviné konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p
obsahuje skoro vSechna p,,.

p. <
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4. Posloupnost {p,} bodl v roviné konverguje k bodu p, jestlize kazdé okoli bodu p
obsahuje skoro vSechna p,,.

p. <
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Kompakt je vzdy UZA-
VRENY.




Kompakt je vzdy UZA-
VRENY.
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Podmnozina A roviny se nazyva oteviena, jestlize Zadnd posloupnost z dopliku
mnoZziny A nekonverguje k bodu v A. (Tj. doplnék mnoziny A je uzaviend mno-
Zina.)
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Podmnozina A roviny se nazyva oteviena, jestlize Zadnd posloupnost z dopliku
mnoZziny A nekonverguje k bodu v A. (Tj. doplnék mnoziny A je uzaviend mno-
Zina.)
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6. Bod p je hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu P obsahuje neko-

necné mnoho bodid A. Hranice oteviené mnoZiny A je mnoZina vSech hromadnych
bodii A nelezicich v A.
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Podmnozina A roviny se nazyva oteviena, jestlize Zadnd posloupnost z dopliku
mnoZziny A nekonverguje k bodu v A. (Tj. doplnék mnoziny A je uzaviend mno-
Zina.)

\

. Bod p je hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu P obsahuje neko-
necné mnoho bodid A. Hranice oteviené mnoZiny A je mnoZina vSech hromadnych
bodii A nelezicich v A.

\

Mnozina, kterd vznikne z néjaké oteviené mnoZziny pridanim Casti jeji hranice, se
bude nazyvat polooteviena.
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Podmnozina A roviny se nazyva oteviena, jestlize Zadnd posloupnost z dopliku
mnoZiny A nekonverguje k bodu v A. (Tj. doplnék mnoziny A je uzaviend mno-
Zina.)
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. Bod p je hromadnym bodem mnoziny A, jestliZze kazdé okoli bodu P obsahuje neko-
necné mnoho bodid A. Hranice oteviené mnoZiny A je mnoZina vSech hromadnych
bodl A nelezicich v A.

\

Mnozina, kterd vznikne z néjaké oteviené mnoZziny pridanim Casti jeji hranice, se
bude nazyvat polooteviena.

Pojmy vyuzivajici pojmu
vzdalenost (oteviena a uza-
viend mnoZzina) jdou studo-
vat v R, R" 1 v obecnych
metrickych prostorech.
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POZOROVANL
1. MnoZina A je uzaviena, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.




POZOROVANIL.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

2. MnoZina A je otevien4, jestlize s kazdym jejim bodem p leZi v A i néjaky otevieny
interval obsahujici p (tj. A je okolim kazdého svého bodu)
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POZOROVANIL.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

2. Mnozina A je oteviend, jestlize s kazdym jejim bodem p leZi v A i néjaky otevieny
interval obsahujici p (tj. A je okolim kazdého svého bodu)

3. Mnozina je omezena, jestliZe je obsazena v néjaké kouli se sttedem v pocatku.
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POZOROVANIL.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

2. Mnozina A je oteviend, jestlize s kazdym jejim bodem p leZi v A i néjaky otevieny
interval obsahujici p (tj. A je okolim kazdého svého bodu)

3. Mnozina je omezena, jestliZe je obsazena v néjaké kouli se sttedem v pocatku.

\
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POZOROVANIL.
1. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

2. Mnozina A je oteviend, jestlize s kazdym jejim bodem p leZi v A i néjaky otevieny
interval obsahujici p (tj. A je okolim kazdého svého bodu)

3. Mnozina je omezena, jestliZe je obsazena v néjaké kouli se sttedem v pocatku.

Klasické cviceni pro kaz-
dého.
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Pro konvergenci v R", n > 1, plati obdobné véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, kromé nékterych vét obsahujici nerovnosti.

\




Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouZzivany).

\
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouzivany).

\

Preved’te z R na R" dikazy
nasledujicich tvrzeni (pro

Bolzanovu-Weierstrassova
véta je navod v Otdzkdch).
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouzivany).

\

|
Plati

e pozorovani o jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limit€¢ podpo-

sloupnosti;

Preved’te z R na R" dikazy
nasledujicich tvrzeni (pro

Bolzanovu-Weierstrassova
véta je navod v Otdzkdch).
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouZzivany).

\

Preved’te z R na R" dikazy
nasledujicich tvrzeni (pro

Bolzanovu-Weierstrassova
véta je navod v Otdzkdch).

|
Plati

e pozorovani o jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limit€¢ podpo-
sloupnosti;

e charakterizace limit kromé 5.tvrzeni o supremu a infimu; \
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouZzivany).

\
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Pro konvergenci v R",n > 1, plati obdobn¢ véty s obdobnymi dikazy jako pro kon-
vergenci na primce, krom@& nekterych vet obsahujici nerovnosti.

\

Prostor R" bude bran jako linedrni prostor nad télesem R (souciny a podily boda v R"
nebudou pouZzivany).

\

|
Plati

e pozorovani o jednoznacnosti limit, limité konstantni posloupnosti a limit€¢ podpo-

sloupnosti;

e charakterizace limit kromé 5.tvrzeni o supremu a infimu; \

e charakterizace konvergence pomoci Bolzanovy—Cauchyovy vlastnosti posloupnosti.

\

Preved’te z R na R" dikazy
nasledujicich tvrzeni (pro

Bolzanovu-Weierstrassova
véta je navod v Otdzkdch).
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e |imita souctu a nasobku konstantou. ¥




e |imita souctu a nasobku konstantou. ¥

e Bolzanova-Weierstrassova véta: Z kazdé omezené posloupnosti v R" 1ze vybrat pod-
posloupnost konvergujici v R".




Poznamky 1 :

Neexistence usporadani.

\




Poznamky 1 :

Neexistence usporadani.

\

Velkym rozdilem oproti R je neexistence vhodného usporadani v R" pron > 1. Nelze
tedy mluvit napf. o monotdnnich funkcich dvou proménnych.

\




Poznamky 1 :

Neexistence usporadani.

\

Velkym rozdilem oproti R je neexistence vhodného usporadani v R" pron > 1. Nelze
tedy mluvit napf. o monotdnnich funkcich dvou proménnych.

\

VvV nekterych prlpadech l1ze usporadani obejit. Napr. interval v R je vlastné tzv. kon-
vexni mnozina, tj. mnoZina, ktera s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i usecCku, ktera
je spojuje.

\




Poznamky 1 :

Neexistence usporadani.

\/

Velkym rozdilem oproti R je neexistence vhodného usporddani v R"” pron > 1. Nelze

tedy mluvit napt. o monotonnich funkcich dvou proménnych.

\

V nékterych pripadech lze usporddédni obejit. Napf. interval v R je vlastné tzv. kon-
vexni mnoZzina, tj. mnozina, kterd s kazdymi dvéma svymi body obsahuje i useCku, ktera

je spojuje.

\/

Tato definice konvexity je
platnd v libovolném R" a Ize
pak definovat 1 konvexni a
konkdvni funkce vice pro-
ménnych.
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Nekone¢na. ¥




Nekone¢na. ¥

V R" pro n > 1 existuje jediné nekonecno oco. Na redlné primce bylo mozné udélat
neomezenou cestu (jednoduchou, ktera se nevracela) jen napravo (k +00) nebo nalevo
(k —00).

\




Nekone¢na. ¥

V R" pro n > 1 existuje jediné nekonecno oco. Na redlné primce bylo mozné udélat
neomezenou cestu (jednoduchou, ktera se nevracela) jen napravo (k +00) nebo nalevo
(k —o00).

\

V rovin€ je takovychto neomezenych cest rizné zaktivenych a riznych smérd neko-
necné mnoho a muselo by proto byt i nekonecné mnoho nekonecen. To neni vhodné a
pouziva se jen jedno nekonecno.

\




Nekone¢na. ¥

V R" pro n > 1 existuje jediné nekonecCno oco. Na redlné primce bylo mozné udé€lat
neomezenou cestu (jednoduchou, kterd se nevracela) jen napravo (k +00) nebo nalevo
(k —00).

\

V roviné je takovychto neomezenych cest rtizné zaktivenych a rtiznych sméri neko-
neCné mnoho a muselo by proto byt 1 nekonecné mnoho nekonecen. To neni vhodné a
pouziva se jen jedno nekonecno.

\

To, ze je jedno nekonecno,
je mi nekonecné jedno.
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Vhodnou predstavou o pridani nekonecna je stoCeni roviny do koule bez horniho (se-
verniho) polu.

\




Vhodnou predstavou o pridani nekonecna je stoceni roviny do koule bez horniho (se-
verniho) polu.

\

Nekonecno je pak tento severni pdl. Jeho okoli jsou mnoZiny obsahujici dopliiky kruhti
(nebo kouli) se stfedem v pocatku. Lze tedy standardn€ definovat konvergenci k neko-
necnu (kazdé okoli nekonecna obsahuje skoro vSechny ¢leny dané posloupnosti).

\




Vhodnou predstavou o pridani nekonecna je stoceni roviny do koule bez horniho (se-
verniho) polu.

\

Nekonecno je pak tento severni pdl. Jeho okoli jsou mnoZiny obsahujici dopliiky kruhti
(nebo kouli) se stfedem v pocatku. Lze tedy standardn€ definovat konvergenci k neko-
necnu (kazdé okoli nekonecna obsahuje skoro vSechny ¢leny dané posloupnosti).

\

Rovina spolu s timto nekoneCnem se nazyva rozsirend rovina.

S(xy) sféra

() rovina




Vhodnou predstavou o pridani nekonecna je stoCeni roviny do koule bez horniho (se-
verniho) polu.

\

Nekonecno je pak tento severni pdl. Jeho okoli jsou mnoZiny obsahujici dopliiky kruhti
(nebo kouli) se stfedem v pocatku. Lze tedy standardn€ definovat konvergenci k neko-
necnu (kazdé okoli nekonecna obsahuje skoro vSechny ¢leny dané posloupnosti).

\

Rovina spolu s timto nekoneCnem se nazyva rozsirend rovina.

S(xy) sféra

() rovina

Intervaly a mnoziny. Intervaly jsou tedy obdelnﬂ<y (majici strany rovnob€zné s osami)
a to bud’ jen jejich vnitiky, jedna-li se o otevien¢ intervaly, nebo i s hranici, jedna-li se o
uzaviené intervaly.
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Kazdy kruh o stfedu z je okolim tohoto bodu. Uvédomte si, Ze mnoZina U je okolim
bodu z( pravé kdyz obsahuje néjaky kruh (nedegerovany) se stredem .

Konec poznamek 1.




Priklady 1 :

1. Geometricky chdpand hranice ¢tverce, kruhu, apod. mnoZin v roviné, je hranice
totozna s hranici definovanou v tomto textu.




Priklady 1 :
1. Geometricky chdpand hranice ¢tverce, kruhu, apod. mnoZin v roviné, je hranice

totozna s hranici definovanou v tomto textu.

2. Ctverec libovolng umistény v roviné je spolu se svou hranici uzavienou mnozinou,
bez své hranice je otevienou mnoZinou.




Priklady 1 :

1. Geometricky chdpana hranice Ctverce, kruhu, apod. mnoZin v roviné, je hranice
totozna s hranici definovanou v tomto textu.

2. Ctverec libovolng umlsteny v roving je spolu se svou hranici uzavienou mnozinou,
bez své hranice je otevienou mnozinou.

3. Libovolna pfimka v rovin€ je uzavienou mnozinou, kterd neni polooteviena.
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Priklady 1 :

1. Geometricky chdpana hranice Ctverce, kruhu, apod. mnoZin v roviné, je hranice
totozna s hranici definovanou v tomto textu.

2. Ctverec libovolng umlsteny v roving je spolu se svou hranici uzavienou mnozinou,
bez své hranice je otevienou mnozinou.

3. Libovolna pfimka v rovin€ je uzavienou mnozinou, kterd neni polooteviena.

4. Posloupnost {(n,sinn)} v roviné konverguje k co.

Konec priklada 1.
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Otazky 1 :

1. Ukazte, Ze otevieny interval je otevienou mnoZinou, uzavieny interval je uzavienou
mnoZinou a soucin dvou polootevienych intervalil je polooteviend mnoZina.

=)




2. (a) Ukazte, Ze posloupnost {(z,, y,)} v roviné konverguje k bodu (z, y) pravé kdyz
T, — T ay, — .

\




2. (a) Ukazte, Ze posloupnost {(z,, y,)} v roviné konverguje k bodu (z, y) pravé kdyz
T, — T ay, — .

\

(b) Ukazte, ze posloupnost {(z,,y,)} v rovin¢ konverguje k co pravé kdyz jedna z
posloupnosti {|x,|}, {|y.|} konverguje k +oco (praveé kdyz {|(x,, y, )|} konverguje k co).

\




2. (a) Ukazte, Ze posloupnost {(z,, y,)} v roviné konverguje k bodu (z, y) pravé kdyz
T, — T ay, — .

\

(b) Ukazte, ze posloupnost {(z,,y,)} v rovin¢ konverguje k co pravé kdyz jedna z
posloupnosti {|z,|}, {|y.|} konverguje k +o00 (pravé kdyz {|(z,, y,)|} konverguje k co).

4

3. Ukazte, Zze podmnozina roviny je omezena praveé kdyz jeji projekce na osu z 1 na
osu ¥ jsou omezené.

\




2. (a) Ukazte, Ze posloupnost {(z,, y,)} v roviné konverguje k bodu (z, y) pravé kdyz
T, — T ay, — .

\

(b) Ukazte, ze posloupnost {(z,,y,)} v rovin¢ konverguje k co pravé kdyz jedna z
posloupnosti {|z,|}, {|y.|} konverguje k +o00 (pravé kdyz {|(z,, y,)|} konverguje k co).

4

3. Ukazte, Zze podmnozina roviny je omezena praveé kdyz jeji projekce na osu z 1 na
osu ¥ jsou omezené.

\

4. 7 predchozich dvou charakterizaci konvergence a omezenosti pomoci projekci na
R dokaZte Bolzanovu-Weierstrassovu vétu v roving.

—p




5. Ukazte, Ze projekce oteviené mnoziny na ob€ osy jsou oteviené podmnoZiny primky.

\




5. Ukazte, ze projekce oteviené mnoZziny na ob€ osy jsou oteviené podmnoziny piimky.

\

Najdete prﬂdad Ze projekce
uzaviené mnoziny na osu
nemusi byt uzaviend mno-
Zina.
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6. Dokazte, ze z kazdé posloupnosti v rovin€ lze vybrat podposloupnost konvergujici
v rozSifené rovin€ (viz Pozndmky pro tento pojem).

—p




7. Uvédomte si, Ze okoli bodu v roviné zlistanou stejnd, definujeme-li je tak, Ze obsa-
huji néjaky kruh (misto intervalil) se sttedem v onom bode¢.

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Pfiklad. Zjistéte, zda mnozina {(z,y) € R*: 1 < 2> + y* < 2} je polooteviena.

\




Cviceni 1 :

Pfiklad. Zjistéte, zda mnozina {(z,y) € R*: 1 < 2> + y* < 2} je polooteviena.

'

Reseni. Lehce vidime, Ze se jednd o mezikruzi. Podle definice jde o zaroven o poloo-
tevienou mnoZzinu.

\




Cviceni 1 :

Piiklad. Zjistéte, zda mnoZina {(x,y) € R*: 1 < 2 + y* < 2} je polooteviena.

\

ResSeni. Lehce vidime, Ze se jedna o mezikruzi. Podle definice jde o zaroven o poloo-

tevifenou mnozinu.

\

KdyZ je v definici < nebo >,
je velika Sance na uzavienou
mnozinu. Pokud jde o ne-

ostré nerovnosti dostaneme
zpravidla oteviené mnoziny.
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Cviceni 1 :

Piiklad. Zjistéte, zda mnoZina {(x,y) € R*: 1 < 2 + y* < 2} je polooteviena.

\

ResSeni. Lehce vidime, Ze se jedna o mezikruzi. Podle definice jde o zaroven o poloo-
tevienou mnozinu.

\/

KdyZ je v definici < nebo >,
je velika Sance na uzavienou
mnozinu. Pokud jde o ne-

ostré nerovnosti dostaneme
zpravidla oteviené mnoziny.

Neplati to vzdy. Napftiklad
R? je zaroveil oteviend i
uzavriena :-)
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Priklad. Existuje oteviend kompaktni mnozina?

\




Priklad. Existuje oteviend kompaktni mnozina?

'

Reseni. Ano.

\




Priklad. Existuje otevienda kompaktni mnoZzina?

\

Reseni. Ano.

\

A neni moc velika ;-)
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Priklad. Je realna osa oteviena v roving?

\




Priklad. Je realna osa oteviena v roving?

'

Reseni. Ne.

\




Priklad. Je realna osa oteviena v roving?

‘

Reseni. Ne.

\

Vlevo a vpravo ano. Ale na-
horu adolune ...




Priklad. Je realna osa oteviena v rovine?

\

Reseni. Ne.

\

Vlevo a vpravo ano. Ale na-
horu a dolu ne ...

Rovina ma svoje specifika.
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Konec cvicCeni 1.




VLASTNOSTI FUNKCI V RV




VLASTNOSTI FUNKCI V RV
'

Casto se i u funkei vice prom&nnych, napft. f (x,y), pouziva jedna proménna, kterd se
bude znacit velkym pismenem kvuli odliSeni. TakZe pro f(z,y) je f(P) hodnota funkce
f vbodé P = (x,y). Je mozné si body P predstavovat jako vektory.

\




VLASTNOSTI FUNKCI V RY
'

Casto se i u funkei vice promé&nnych, napt. f (x,y), pouziva jedna proménnd, ktera se
bude znacit velkym pismenem kvili odliSeni. TakZe pro f(z,y) je f(P) hodnota funkce
f vbodé P = (x,y). Je mozné si body P predstavovat jako vektory.

\
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¥

Casto se i u funkei vice prom&nnych, napf. f (x,y), pouziva jedna proménna, kterd se
bude znacit velkym pismenem kvuli odliSeni. TakZe pro f(z,y) je f(P) hodnota funkce
fvbodé P = (x,y). Je mozné si body P predstavovat jako vektory.

\

VLASTNOSTI FUNKCI V RY

To si promyslete.

Taky se tim Setii psaci po-
treby a klavesnice.
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DEFINICE. Funkce vice proménnych, kterda mé jednobodovy obor hodnot, se nazyva
konstantni (tedy f(P) = f(Q) pro vSechna P, Q) € D(f))).

\




DEFINICE. Funkce vice proménnych, kterda mé jednobodovy obor hodnot, se nazyva
konstantni (tedy f(P) = f(Q) pro vSechna P, Q) € D(f))).

\

Grafem konstantni funkce dvou proménnych je rovina rovnobé€zna s rovinou z, y nebo

jeji Cast.

+Z
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Funkce f vice proménnych se nazyva suda (resp. lichd), jestliZze jeji defini¢ni obor je
symetricky kolem O (tj. P € D(f) pravé kdyz —P € D(f)) a f(—P) = f(P) (resp.
f(=P) = —f(P)) pro vSechna P € D(f).

\
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Funkce f vice proménnych se nazyva suda (resp. lichd), jestliZe jeji defini¢ni obor je
symetricky kolem O (tj. P € D(f) pravé kdyz —P € D(f)) a f(—P) = f(P) (resp.
f(=P) = —f(P)) pro vSechna P € D(f).

\

Graf sudé funkce dvou proménnych je symetricky podle osy z.

Z




Graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

i
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Funkce f vice promé€nnych je omezend (resp. shora omezend nebo zdola omezend),
jestlize jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje Cislo k tak, ze |f(P)| < k
(resp. f(P) < k,nebo f(P) > k) pro vSechna P € D(f).

\
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Funkce f vice promé€nnych je omezend (resp. shora omezend nebo zdola omezend),
jestlize jeji obor hodnot ma uvedenou vlastnost, tj. existuje Cislo k tak, ze |f(P)| < k

(resp. f(P) < k,nebo f(P) > k) pro vSechna P € D(f).

\

Kazda takova vlastnost se v
prikladech musi ovérit. Tj.

napriklad teSit nerovnosti a
podobné legracky.
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DEFINICE. Jsou-li f,g funkce dvou proménnych, znac¢i max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bod¢ P postupné

max{f(P), g(P)}, min{f(P), g(P)}, f(P) + g(P), f(P) - g(P), f(P)/g(P).

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladani funkei
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Jsou-li f,g funkce dvou proménnych, znac¢i max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bod¢ P postupné

max{f(P), g(P)}, min{f(P), g(P)}, f(P) + g(P), f(P) - g(P), f(P)/g(P).
{

SloZeni f o g zobrazeni g z podmnoZiny R” do R” a zobrazeni f z podmnoZiny R* do
R™ je zobrazeni z podmnoziny R” do R kterd ma v bod¢ P € R" hodnotu f(g(P)).

\/
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DEFINICE. Jsou-li f,g funkce dvou proménnych, znac¢i max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - g, f/g funkce, které maji za hodnotu v bod¢ P postupné

max{f(P), g(P)}, min{f(P), g(P)}, f(P) + g(P), f(P) - g(P), f(P)/g(P).
{

SloZeni f o g zobrazeni g z podmnoZiny R” do R” a zobrazeni f z podmnoZiny R* do
R™ je zobrazeni z podmnoziny R” do R kterd ma v bod¢ P € R" hodnotu f(g(P)).

\/

Zde pracujeme po prehled-
nost se zobrazenimi.

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladdni funkci
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloup-
nost { P, } z D(f) konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se iikd, Ze f je spojita
v bod¢ P a tento bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.

\
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SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloup-
nost { P, } z D(f) konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se iikd, Ze f je spojita
v bod¢ P a tento bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.

\

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, iika se, Ze f je spojitd na mnozine A.

\/
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SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloup-
nost { P, } z D(f) konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se iikd, Ze f je spojita
v bod¢ P a tento bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.

\

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, iika se, Ze f je spojitd na mnozine A.

\/

Je-li f spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru, fikd se, Ze f je spojita.

\
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SPOJITOST

DEFINICE. Necht f je funkce vice proménnych, P € D(f), a pro jakoukoli posloup-
nost { P, } z D(f) konvergujici k P necht’ lim f(P,) = f(P). Pak se iikd, Ze f je spojita
v bod¢ P a tento bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.

\

Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, iika se, Ze f je spojitd na mnozine A.

\/
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Nasledujici véta ukazuje al-
ternativni moznost definice
spojitosti funkce vice pro-
ménnych. Dikaz je stejny
jako pro funkce jedné pro-
ménné.
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Nasledujici véta ukazuje al-
ternativni moznost definice
spojitosti funkce vice pro-
ménnych. Dilkaz je stejny
jako pro funkce jedné pro-
ménné.

\

VETA. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f vice proménnych a bod A

jejitho definicniho oboru:

1. Funkce f je spojita v bodé A.
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Nésledujici véta ukazuje al-
ternativni moznost definice
spojitosti funkce vice pro-
ménnych. Dikaz je stejny
jako pro funkce jedné pro-
ménné.

\

VETA. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f vice proménnych a bod A

jejitho definicniho oboru:

1. Funkce f je spojitd v bodé A.

2. Pro kazdé okoli U bodu f(A) existuje okoli V' bodu A takové, ze f(x) € U jakmile

r e VND(f).
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Nésledujici véta ukazuje al-
ternativni moznost definice
spojitosti funkce vice pro-
ménnych. Dikaz je stejny
jako pro funkce jedné pro-
ménné.
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VETA. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkei f vice proménnych abod A | ESREEee

jejitho definicniho oboru: o

1. Funkce f je spojitd v bod¢ A. viasmosti funkce

2. Pro kazdé okoli U bodu f(A) existuje okoli V bodu A takové, Ze f(z) € U jakmile | charakterizace spo-
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I dikaz nésledujiciho tvrzeni je stejny jako diikaz odpovidajici véty pro jednu promén-
nou, protoze se vlastné pouZziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti
vR

\




I dikaz nésledujiciho tvrzeni je stejny jako diikaz odpovidajici véty pro jednu promén-
nou, protoze se vlastné pouziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti
vR

\

VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé P, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g} f +
g, f-gaf/g(vptipadé g(P) # 0) spojité v bod¢ P.

\




I dikaz nésledujiciho tvrzeni je stejny jako diikaz odpovidajici véty pro jednu promén-
nou, protoze se vlastné pouziva jen tvrzeni o souctu, soucinu a podilu limit posloupnosti
vR

\

VETA. Jsou-li funkce f, ¢ spojité v bodé P, jsou i funkce max{ f, g}, min{f, g} f +
g, f-gaf/g(vptipadé g(P) # 0) spojité v bod¢ P.

\

Soucet, souCin a podil
spojitych funkci je spojita
funkce.




Definuje-li se polynom dvou proménnych z, v jako funkce vznikla pouzitim konecné
mnoha uvedenych aritmetickych operaci na funkce f(z,y) = = a g(z,y) = ¥, jsou

polynomy spojité funkce na R?.

\




Definuje-li se polynom dvou proménnych x, y jako funkce vznikla pouzitim konecné
mnoha uvedenych aritmetickych operaci na funkce f(z,y) = = a g(x,y) = ¥, jsou
polynomy spojité funkce na R?.

\

Grafy téch f a g jsou roviny, LEKCEL7-EVP
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X e X - £ konvergence
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Definuje-li se polynom dvou proménnych x, y jako funkce vznikla pouZzitim koneCné
mnoha uvedenych aritmetickych operaci na funkce f(z,y) = = a g(x,y) = ¥, jsou
polynomy spojité funkce na R?.

\

Grafy té€ch f a g jsou roviny,
ale dohromady se z nich da
udélat koukdm pékny gulas.

\

Raciondlni funkce dvou proménnych jsou podily polynoma dvou proménnych a jsou
tedy spojité na svém defini¢nim oboru.

—
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VETA. Necht ¢ : R" — R¥ je spojitd v bod& P a f : R¥ — R™ je funkce spojitd v

Také dikaz spojitosti slo-
zené funkce je stejny jako
pro jednu proménnou. Pro
jednoduchost formulace je
tvrzeni uvedeno pro zobra-
zeni definovanid na celych
prostorech.

g(P). Pak sloZeni f o g je spojité v bod& P.

\
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VETA. Necht ¢ : R" — R* je spojitd v bod& P a f : R¥ — R™ je funkce spojitd v

Také dikaz spojitosti slo-
zené funkce je stejny jako
pro jednu proménnou. Pro
jednoduchost formulace je
tvrzeni uvedeno pro zobra-
zeni definovanid na celych
prostorech.

g(P). Pak sloZeni f o g je spojité v bod& P.

\

Slozeni spojitych funkci je
spojita funkce.
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Jsou-li napft. g1, g» funkce dvou proménnych spojité v bodé (x,y) a f je funkce dvou
proménnych spojitd v bodé (g1(z, y), g2(x, y)), je funkce fo(gi, g2) spojitd v bodé (z, y).

\




Jsou-li napft. g1, g» funkce dvou proménnych spojité v bodé (x,y) a f je funkce dvou
proménnych spojitd v bodé (g1(z, y), g2(x, y)), je funkce fo(gi, g2) spojitd v bodé (z, y).

\

Je-li f spojitd funkce vice proménnych, je i | f| spojita funkce.

\




Jsou-li napft. g1, g» funkce dvou proménnych spojité v bodé (x,y) a f je funkce dvou
proménnych spojitd v bodé (g1(z, y), g2(x, y)), je funkce fo(gi, g2) spojitd v bodé (z, y).

\

Je-li f spojitd funkce vice proménnych, je i | f| spojita funkce.

\

To se dokaze opct tak, Ze
| f| se napiSe jako sloZena
funkce.




LEMMA. Je-li f spojitd na intervalu / a P, jsou body / s hodnotami f(P) < 0 <
£(Q), pak existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

\




LEMMA. Je-li f spojitd na intervalu / a P, jsou body / s hodnotami f(P) < 0 <
£(Q), pak existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

\

Opét mdme mezihodnotu.




LEMMA. Je-li f spojitd na intervalu [ a P, () jsou body I s hodnotami f(P) < 0 <
f(Q), pak existuje R € I s hodnotou f(R) = 0.

\

Opét mame mezihodnotu.

\

Diikaz. Usecka spojujici body P a Q leZi celd v I a d4 se popsat jako mnoZina {(1 —
t)P +tQ;t € |0,1]}. Funkce g : [0,1] — R definovana jako ¢(t) = f((1 — t)P + tQ)
je spojita funkce jedné proménné (ukazte to) a podle Bolzanovy véty existuje ¢ tak, ze
g(t) = 0. Tedy existuje R € I s hodnotou f(R) =

-—p
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Dusledkem lemmatu (se
stejnym dikazem jako v
pripadé jedné proménné) je
tvrzeni:
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\

VETA. Spojita funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

\/

Diusledkem

lemmatu (se

stejnym dikazem jako v
pripadé jedné proménné) je

tvrzeni:
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\

VETA. Spojita funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

\/

Diusledkem

lemmatu (se

stejnym dikazem jako v
pripadé jedné proménné) je

tvrzeni:

Zobrazujeme do R, tam se
neda vyhybat. V prostoru by
to tak nevyslo!
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VETA. Spojitd funkce zobrazuje kompaktni mnozinu na kompaktni podmnoZzinu R.

\




\

Dukaz. Necht' f je spojita funkce definovand na kompaktni mnoziné A C R" a {z,,}
je posloupnost v obraze f(A) konvergujici v R*. Pro kazdé n € N existuje P, € A tak,
ze f(P,) = x,. Podle existuje (protoZze A je omezena)
konvergentni podposloupnost { P, } s limitou P. ProtoZe A je uzaviend, je P € A. Ze
spojitosti f vyplyva, Ze body f(F;, ) konverguji k f(P). Limita posloupnosti {z,} tedy
lezi v f(A), z CehoZ vyplyva, Ze f(A) je uzaviend i omezena.

\
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\

Dukaz. Necht' f je spojita funkce definovand na kompaktni mnoziné A C R" a {z,,}
je posloupnost v obraze f(A) konvergujici v R*. Pro kazdé n € N existuje P, € A tak,
ze f(P,) = x,. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje (protoZe A je omezena)
konvergentni podposloupnost { P, } s limitou P. ProtoZe A je uzaviend, je P € A. Ze
spojitosti f vyplyva, Ze body f(F;, ) konverguji k f(P). Limita posloupnosti {z,} tedy
lezi v f(A), z CehoZ vyplyva, Ze f(A) je uzaviend i omezena.

\

Tuto vétu nejméné stokrat
pouzijete. VErte mi.
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DUSLEDEK. Spojita redlna funkce vice proménnych dosahuje na uzaviené omezené
mnoziné A své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj., existuji body
C, D € Atakové, ze

f(C) =sup f(P), f(D)= inf f(P).




DUSLEDEK. Spojita redlna funkce vice proménnych dosahuje na uzaviené omezené
mnoziné A své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj., existuji body
C, D € Atakové, ze

f(C) =sup f(P), f(D)= inf f(P).

Tak vidite, Zze mam pravdu.
Tak se budou hledat extrémy
funkci.




LIMITA

\




LIMITA

\
DEFINICE. Necht' C je hromadny bod defini¢niho oboru funkce f.

\




LIMITA

\
DEFINICE. Necht' C' je hromadny bod defini¢nitho oboru funkce f.

\/

Rikdme, Ze limita funkce f v bod& C se rovni A
(znaceni ]limcf(P) = A, nebo f(P) — Apro P — (), jestlize lim f(P,) = A pro

—

kazdou prostou posloupnost { P,,} C D(f)} konvergujici k C.

\/
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LIMITA

\

DEFINICE. Necht' C' je hromadny bod defini¢nitho oboru funkce f.

\/

Rikdme, Ze limita funkce f v bod& C se rovni A
(znaceni ]limcf(P) = A, nebo f(P) — Apro P — (), jestlize lim f(P,) = A pro

kazdou prostou posloupnost { P,,} C D(f)} konvergujici k C.

\/

—

Tim samoziejmé nikoho ne-

prekvapim.
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Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné
proménné.

\




Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné
proménné.

\

I postupy dilikazi jsou stejné
a proto nebudou opakovany;
studujici by si vSak méli tato LEKCEL7-EVD
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Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné

promenné.

\

{
VETA.

1. Necht C' € D(f) je hromadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bodé C' pravé
kdyz ]l'mév f(P) = f(C).

\

I postupy dilikazi jsou stejné
a proto nebudou opakovany;
studujici by si vSak méli tato
tvrzeni sami dokdzat:
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Pro limity funkci vice proménnych plati obdobna tvrzeni, jako pro limity funkce jedné

promenné.

\

 /
VETA.

1. Necht' C' € D(f)
kdyz lim_ f(P) = f(C).

\

I postupy dilikazii jsou stejné
a proto nebudou opakovany;
studujici by si vSak méli tato
tvrzeni sami dokdzat:

romadnym bodem D(f). Funkce f je spojitd v bodé C' praveé

2. Funkce ma v daném bod¢ nejvyse jednu limitu.
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3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:

® Ji F1P) = 4

\




3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:

® Ji F1P) = 4

\

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C takové, Ze f(P) € U jakmile
PeVnD(f),P#C.

\




3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:

® Ji F1P) = 4

\

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C takové, Ze f(P) € U jakmile
PeVnD(f),P#C.

\

(c) Pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze | f(P)— A| < € jakmile P € D(f),0 <
|P—C| <.




3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:
@ lim f(P) = 4;

C
\

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C takové, Ze f(P) € U jakmile
PeVnD(f),P#C.

\
(c) Pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze | f(P)— A| < € jakmile P € D(f),0 <
|P—C| <.

\

4. Necht C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce
f + g. Pak plati (piSe se lim misto ]_];imc):

\




3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:
@ lim f(P) = 4;

C
\

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C takové, Ze f(P) € U jakmile
PeVnD(f),P#C.

\
(c) Pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze | f(P)— A| < € jakmile P € D(f),0 <
|P—C| <.

\

4. Necht C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce
f + g. Pak plati (piSe se lim misto ]_];imc):

\
(@) im(f(P) + g(P)) = lim f(P) + lim g(P), pokud ma prava strana smysl;
\




3. Je ekvivalentni pro funkci f, hromadny bod C' defini¢niho oboru f a bod A:

® Ji F1P) = 4

\

(b) Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu C takové, Ze f(P) € U jakmile
PeVnD(f),P#C.

\

(c) Pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze | f(P)— A| < € jakmile P € D(f),0 <
|P—C| <.

\

4. Necht C' je hromadny bod defini¢niho oboru funkce
f + g. Pak plati (piSe se lim misto ]_];imc):
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(@) im(f(P) + g(P)) = lim f(P) + lim g(P), pokud ma prava strana smysl;
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5. Necht ¢ je funkce z R" do R¥, f zIR¥ do R™ a C'je hromadny bod defini¢niho oboru

funkce f o g. Jestlize B = limp_c g(P), pak limp_o(f o g)(P) = limg_p f(Q),
pokud ma prava strana smysl a g nenabyvéa hodnoty B na néjakém okoli bodu C),
kromé, mozna, bodu C.
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pokud ma prava strana smysl a g nenabyvéa hodnoty B na néjakém okoli bodu C),
kromé, mozna, bodu C.
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6. Necht' f, g jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A a C' bud’ hro-
madny bod A.
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Ta tvrzeni sice nejsou ro-
man, ale nemélo by byt ob-
tizné€ je plynule Cist.
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DUSLEDEK.

1. Necht’ funkce f, g, h jsou funkce vice proménnych definované na mnoziné A, C' je
hromadny bod A, U okoli C apro P € ANU,P # Cje f(P) < g(P) < h(P).
JestliZe existuji fl)imc f(P), fl)imc h(P) arovnaji se, pak existuje i ]:l)imc g(P) arovnd se

obéma zbyvajicim. \ /
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To bylo o policajtech.
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2. Necht’ ]_:l)imc f(P) = 0 a funkce ¢ je omezend na néjakém okoli bodu C'. Pak plati
rovnost ]__l)imc f(P)g(P) = 0.

\
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V piipadé ]ll_{an(a:) = 400

neni nutné v prvnim dui-

sledku uvazovat funkci h, a
podobné u limity —oo neni

nutné uvazovat funkci f.
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Poznamky 2 :

Zatimco defini¢ni obor M funkce f dvou proménnych je podmnoZina roviny, jeji obor
hodnot je podmnoZina primky.
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Zatimco defini¢ni obor M funkce f dvou proménnych je podmnoZina roviny, jeji obor
hodnot je podmnoZina primky.
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Grafem takové funkce je podmnozina prostoru {(z, y, f(z,y)): (z,y) € M}R?.
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Zatimco defini¢ni obor M funkce f dvou proménnych je podmnoZina roviny, jeji obor
hodnot je podmnoZina primky.

\

Grafem takové funkce je podmnozina prostoru {(z, y, f(z,y)): (z,y) € M}R?.




Je to plocha s vlastnosti, Ze
kazda pfimka rovnobézna s
osou z protind plochu nej-
vySe v jednom bodé.
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Tedy jde vlastné o toto: méte
na zemi polozenou plachtu.
Na nékterych mistech ji po-
deprete a tak ziskate graf
funkce dvou proménnych.
Pokud pfitom plachtu ne-
protrhnete, jde o spojitou
funkci.
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Graf funkce tfi proménnych lezi uz ve Ctyrrozmérném prostoru.
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Graf funkce tfi proménnych lezi uz ve Ctyfrozmérném prostoru.
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Takovéto funkce muze na-
priklad znazornovat teplotu

f(a:,y, z) v bodé (z,y,z).
Pomuzeme si barvami Kk
oznaceni bodu se stejnou

teplotou. Napriklad teplota
v nitru Zeme: LEKCE17-FVP
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Skladani funkei, ¥




Skladani funkei, ¥

Skladani funkci vice proménnych mé vice moznosti nez u funkci jedné proménné.
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Skladani funkei, ¥

Skladani funkci vice proménnych mé vice moznosti nez u funkci jedné proménné.

\

Napt., ma-li byt vysledkem f o g redlna funkce dvou proménnych, miize byt f redlna
funkce jedné proménné a g redlna funkce dvou proménnych, nebo f redlna funkce dvou
proménnych a g dvojice (g1, g2) redlnych funkci dvou proménnych (pak (f o g)(z,y) =

flg1(z,y), g2(x,y))), atd.
\ /
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Napt., ma-li byt vysledkem f o g redlna funkce dvou proménnych, miize byt f redlna
funkce jedné proménné a g redlna funkce dvou proménnych, nebo f redlna funkce dvou
proménnych a g dvojice (g1, g2) redlnych funkci dvou proménnych (pak (f o g)(z,y) =

flg1(z,y), g2(x,y))), atd.
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Nekdy je nutné davat pozor. Napr f o (g1, 92), kde f je funkce dvou proménnych a
g1, g2 jsou funkce jedné proménné miiZe znamenat bud’ funkci dvou promennych ktera
v bodé€ (z,y) ma hodnotu f(gi(z), 92(y))), nebo funkci jedné proménné, kterd v bod¢ x

mé hodnotu f(gi(z), ga())).
\




Skladani funkei. ¥

Skladani funkci vice proménnych ma vice moznosti nez u funkci jedné proménné.

\

Napft., mé-li byt vysledkem f o g redlnd funkce dvou proménnych, miiZze byt f redlna
funkce jedné proménné a g redlnd funkce dvou proménnych, nebo f redlna funkce dvou
proménnych a g dvojice (g1, g2) redlnych funkci dvou proménnych (pak (f o g)(z,y) =

f(g1(z,y), g2, ))), atd.
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Nékdy je nutné davat pozor. Napt. f o (g1, g2), kde f je funkce dvou proménnych a
g1, g2 jsou funkce jedné proménné miiZe znamenat bud’ funkci dvou proménnych, ktera
v bodé (x,y) ma hodnotu f(gi(x), g2(y))), nebo funkci jedné proménné, kterd v bodé x
md hodnotu f(g1(z), g2(2))).

\

Je tedy nutné upfesnit, o
jaky pripad se jedna.
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Aritmetika funkci.
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Aritmetika funkci.
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Aritmetické operace s funkcemi f, g je mozné definovat jen na priiniku jejich definic-
nich obord.
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Aritmetika funkci.
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Aritmetické operace s funkcemi f, g je mozné definovat jen na priiniku jejich definic-
nich obort.
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Priklady 2 :

1. Funkce 2 sin(x%°) je spojita funkce.




2. Zjistéte moznost spojitého rozsiteni funkce f(z,y) = 2%y /(2 + y?) do bodu (0,0)
(tj., zda existuje limita f(z,y) v bodé (0.0)).

=)




3. Funkce f(z,y) = 2?/(z* + y*) nemd limitu v po¢dtku, protoZe se dostanou riizné
hodnoty limit posloupnosti, které se k pocatku bliZi po rtiznych ptimkach.

\




3. Funkce f(z,y) = 2?/(z* + y*) nemd limitu v po¢dtku, protoZe se dostanou riizné
hodnoty limit posloupnosti, které se k pocatku bliZi po rtiznych ptimkach.

\
Pro posloupnost {(1/n,k/n)}, je lim, f((1/n,k/n)) = 1/(1 + k?) a tedy zdvisi na
volbé k.
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3. Funkce f(z,y) = 2°/(2? + y?) nema limitu v po&étku, protoZe se dostanou rtizné
hodnoty limit posloupnosti, které se k pocatku blizi po riznych ptimkach.

\
Pro posloupnost {(1/n,k/n)}, je lim, f((1/n,k/n)) = 1/(1 + k*) a tedy zévisi na
volbé k.

\

4. Zménite-li v predchozim piikladé funkci f na z%y/(z* + 9?), dostanete pii stejné
volbé posloupnosti blizicich se k pocatku po primkach vzdy 0.

\
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3. Funkce f(z,y) = 2°/(2? + y?) nema limitu v po&étku, protoZe se dostanou rtizné
hodnoty limit posloupnosti, které se k pocatku blizi po riznych ptimkach.

\
Pro posloupnost {(1/n,k/n)}, je lim, f((1/n,k/n)) = 1/(1 + k*) a tedy zévisi na
volbé k.

\

4. Zménite-li v predchozim piikladé funkci f na z%y/(z* + 9?), dostanete pii stejné
volbé posloupnosti blizicich se k pocatku po primkach vzdy 0.

\

Ale bliZite-1i se po parabole y = 2%, dostanete hodnotu 1/2.

\/
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3. Funkce f(z,y) = 2°/(2? + y?) nema limitu v po&étku, protoZe se dostanou rtizné
hodnoty limit posloupnosti, které se k pocatku blizi po riznych ptimkach.

\
Pro posloupnost {(1/n,k/n)}, je lim, f((1/n,k/n)) = 1/(1 + k*) a tedy zévisi na
volbé k.

\

4. Zménite-li v predchozim piikladé funkci f na z%y/(z* + 9?), dostanete pii stejné
volbé posloupnosti blizicich se k pocatku po primkach vzdy 0.

\

Ale bliZite-1i se po parabole y = 2%, dostanete hodnotu 1/2.

\/

Takze limita této funkce v pocatku opét neexistuje.
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o 2.,,2
5. ( l)m% )% = 1 podle véty o limit€ sloZené funkce (za vnitini funkci se
z,y)—(0,0

pouZije z = 2% + y?).

—p




6. Funkce lg(z/y)(2? — 3°) ! je spojita, protoze x/y je spojitd jako raciondlni funkce,
sloZeni s lg (funkce jedné proménné) je spojité a vyndsobeni s raciondlni funkci (2% —
%) ™1 je také spojité.
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y*) ! je také spojité.
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6. Funkce lg(z/y)(2? — y*) ! je spojitd, protoZe z /y je spojitd jako raciondlni funkce,
sloZen{ s lg (funkce jedné proménné) je spojit€ a vyndsobeni s raciondlni funkci (2° —

y*) ! je také spojité.

\

Konec priklada 2.

Jaky ma dana funkce defi-
nicni obor?

V kterych bodech hranice
svého defini¢niho oboru 1ze
tato funkce dodefinovat tak,
ze bude v téchto bodech
Spojita?
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Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-
nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\




Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-
nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\/
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Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-
nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\/
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Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-

nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\

2. Uvédomte si, Ze tvrzeni o aritmetice okoli v R vlastné tvrdi:

VETA.

1. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim z,y z R jejich soucet x + y je spojita.

\

To je tedy dalSi mozna defi-
nice kompaktnosti.
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Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-

nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\

2. Uvédomte si, 7Ze tvrzeni o aritmetice okoli v R vlastné tvrdi:

VETA.

1. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim z,y z R jejich soucet x + y je spojita.

\

2. Funkce f(x,y) pfitazujici bodim z,y z R jejich soucin xy je spojita.

\

To je tedy dalSi mozna defi-
nice kompaktnosti.
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Otazky 2 :

1. Dokazte, Ze podmnoZina roviny A je kompaktni, pravé kdyz lze z kazdé posloup-

nosti v A vybrat podposloupnost konvergujici v A.

\

2. Uvédomte si, 7Ze tvrzeni o aritmetice okoli v R vlastné tvrdi:

VETA.

1. Funkce f(x,y) pfifazujici bodim z,y z R jejich soucet x + y je spojita.

\

2. Funkce f(x,y) pfitazujici bodim z,y z R jejich soucin xy je spojita.

\

To je tedy dalSi mozna defi-
nice kompaktnosti.
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3. Funkce f(z,y) pfifazujici bodim z, y z R jejich podil x /y je spojita.

\




3. Funkce f(z,y) pfifazujici bodim z, y z R jejich podil x/y je spojita.

\

3. Ovérte, Ze na zakladé predchoziho odstavce je moZzné dokézat spojitost souctu, atd.
dvou funkci f, g pomoci spojitosti sloZené funkce prifazujici bodu (z,y) nejdiive bod
roviny (f(z,y), g(z,y)) a potom soucet (soucin, podil) soufadnic tohoto bodu.

=)




4. Je funkce 22%y — zy° + 6xyz® — 7 polynomem?

\




4. Je funkce 22%y — 2zy° + 6zyz® — 7 polynomem?

\

Jestlize ano, jak vznikla
podle definice polynomu?
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5. Ovérte, ze definini obor raciondlni funkce je vZdy oteviend podmnoZzina roviny.

=P




6. Dokazte, Ze Bolzanova véta plati, vezmou-li se misto intervalli v definicnim oboru
funkce oteviené souvislé mnoziny (to jsou takové oteviené mnoziny, které s kazdou svou
dvojici bodi obsahuji i lomenou Caru, kterd je spojuje).

\




6. Dokazte, Ze Bolzanova véta plati, vezmou-li se misto intervalli v definicnim oboru
funkce oteviené souvislé mnoziny (to jsou takové oteviené mnoziny, které s kazdou svou
dvojici bodi obsahuji i lomenou Caru, kterd je spojuje).

\

Uvazte, Ze lze pouZzit i mnoZiny, které s kazdou svou dvojici bodl obsahuji i spojitou
ktivku, kterd je spojuje.

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Priklad. Zkoumejte funkci

f(a?,y)zz;'z-




Cviceni 2 :
Priklad. Zkoumejte funkci

f(a?,y)zz;'z-

 /
Ovérte, zda

Ak Dl ()= et Wi )




Cviceni 2 :

Priklad. Zkoumejte funkci

f(a?,y)zz;'z-

 /
Ovérte, zda

Ak Dl ()= et Wi )

{

Reseni. Lehce ovéfime, Ze funkce f je rovna 1 na x-ové ose a —1 na y-ové ose.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Zkoumejte funkci

f<x,y>=i;z-

\

Ovérte, zda
lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) .

x—0y—0 y—0 x—0

\

Reseni. Lehce ovéfime, Ze funkce f je rovna 1 na z-ové ose a —1 na y-ové ose.

\/

O spojitétm rozsifeni ne-
muzZe byt ani feci.

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladani funkei
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zameéna poradi limiténi neni
samoziejmée v tomto pripadé
mozna.
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Na néasledujicim obrazku
vidime pouze chovédni na
osach.




Na néasledujicim obrazku
vidime pouze chovédni na
osach.




Uvédomme si, Ze na skoro
kazdém rezu rovnobeézném s
osami jde o linearni lome-

nou funkci jedné proménné.
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Priklad. Existuje
22y

lim ?
(2.)—(0,0) 22Y? + (x — y)?




Priklad. Existuje

2.2
lim vy ?
(2.)—(0,0) 22Y? + (x — y)?

{

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osach.

\




Priklad. Existuje

| 22y
lim 5 o
(z9)—(00) 22Y* + (2 — )
Reseni. Viimneme si, Ze se funkce nuluje na soufadnicovych oséach.

Navic je rovna jednicce na primce y = .

\




Priklad. Existuje
22y

lim ?
(2.)—(0,0) 22Y? + (x — y)?

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osach.
Navic je rovna jednicce na primce y = .

Tedy funkce nema v pocatku limitu.

\




Priklad. Existuje

9 9
, T
lim y ?

(,9)—(0,0) 22y% + (x — y)?

{

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych oséach.

\

Navic AL rovnaJednlcce na primce y = x.
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Funkce ve skuteCnosti vypada takto a déla pres pocatek jakysi most.
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Priklad. Existuje

lim 2a:y R
(z,9)—(0,0) = + Y




Priklad. Existuje

lim Y /
(,9)—(0,0) 22 + y?

\

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osich.

\




Priklad. Existuje
lim dd .
(2.4)—(0,0) T2 + y?

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osich.
Navic je rovna 1/2 na pfimce y = x a —1/2 na piimce y = —u.

\




Priklad. Existuje
lim dd .
(2.4)—(0,0) T2 + y?

\

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osich.

\

Navic je rovna 1/2 na pfimce y = x a —1/2 na piimce y = —u.
\

Schematicky

-1/2

NS
ZDN




Presny graf vypada takto

-1/2

1/2
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Pokud pouZijeme polarni spoutadnice , jde funkce pfepsat na tvar (7, ) — cos asin a.

\




Pokud pouZijeme polarni spoutadnice , jde funkce pfepsat na tvar (7, ) — cos asin a.

\

Tedy se funkce rovna konstanté na kazdé polopfimce vychazejici z pocatku v roviné
xy.

\




Pokud pouZijeme polarni spoutadnice , jde funkce pfepsat na tvar (7, ) — cos asin a.

\

Tedy se funkce rovna konstanté na kazdé polopfimce vychazejici z pocatku v roviné
xy.

\
Jedna se tedy o péknou piimkovou plochu.

\




Pokud pouZzijeme polarni spouradnice , jde funkce prepsat na tvar (r, ) — cos asin a.

\

Tedy se funkce rovna konstanté na kazdé poloprimce vychazejici z poCatku v roviné
xy.

\

Jedna se tedy o peknou primkovou plochu.

\
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Tak jde sestrojit funkce, ktera ma graf roven péknému Ctyrlistku.
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Priklad. Existuje
T2y
lim ?
(2.49)—(0,0) 26 4 12




Priklad. Existuje
2
lim it !
(2.49)—(0,0) 6 4 72

{

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osach.

\




Priklad. Existuje

2
i e T
(2,9)—(0,0) 20 + y?

{

Reseni. VSimneme si, Ze se funkce nuluje na souradnicovych osach.

\
3

Navic je rovna 1/2 na kubické paraboly y = z~.

ve




Tak vidime, Ze spojitost mu-
sime ovéfovat po ruznych
kiivkdch, ale miZeme tak
pouze ovéfit nespojitost.
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Tak vidime, Ze spojitost mu-
sime ovéfovat po ruznych
kiivkdch, ale miZeme tak
pouze ovéfit nespojitost.
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Tak vidime, Ze spojitost mu-
sime ovéfovat po ruznych
kiivkdch, ale miZeme tak
pouze ovéfit nespojitost.

Spojitost se musi dokazat!

Pouzijeme bud’ definici po-
moci posloupnosti nebo de-
finici € — 0.
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Priklad. Spoctéte

2,2
lim 22+ 2"
(,9)—(0,0) ( / )




Priklad. Spoctéte
lim (:U2 + y2)x2y2
(z,y)—(0,0)

\

ResSeni. Funk¢ni hodnota je rovna

exp(z?y” log(z® + y7)) .




Priklad. Spoctéte

2,2
lim (x2 + yQ)J/ /
(2:5)— (0.0

\

ReSeni. FunkCni hodnota je rovna

exp(z?y” log(” + y7)) .

Nyni udélame upravy a do-
staneme
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Priklad. Spoctéte

2,2
lim (x2 + yQ)J/ /
(2:5)— (0.0

\

ReSeni. FunkCni hodnota je rovna

exp(z?y” log(” + y7)) .

Nyni udélame upravy a do-
staneme
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Snad ne !




Upravime
Y
x? + y?

|(z*y* log(z® + y*)| = | (2?4 y?) log(z® + y7)| .




Upravime

LY

2 92 2 2
1 + 2| =
|(x"y~ log(z” + y°) \x2+y2

(2° + y*) log(2* + )| .

\

Prvni Cinitel je omezeny ¢islem 1/2 (znamy odhad).

\




Upravime

Y
2%y log(2® + )| = |5~ - (=° + ) log(z® + ¢)] .
T4ty
\
Prvni Cinitel je omezeny ¢islem 1/2 (znamy odhad).
\

Druhy ¢initel ma limitu O (vznikne ze zndmé limity lim, .o, x log x s pouZitim véty o
limité sloZzené funkce).

\




Upravime

Y
2%y log(2® + )| = |5~ - (=° + ) log(z® + ¢)] .
T4ty
\
Prvni Cinitel je omezeny ¢islem 1/2 (znamy odhad).
\

Druhy ¢initel ma limitu O (vznikne ze zndmé limity lim, .o, x log x s pouZitim véty o
limité sloZzené funkce).

\

Tedy diky spojitosti exponencidly dostaneme celkovou limitu 1.

\




Upravime

|(z*y” log(2* + y°)| = |

\

LY

P (2% + y®) log(z® + y7)| .

Prvni Cinitel je omezeny ¢islem 1/2 (znamy odhad).

\

Druhy Cinitel ma limitu 0 (vznikne ze zndmé limity lim, .o, x log x s pouZitim véty o

limité sloZené funkce).

\

Tedy diky spojitosti exponencidly dostaneme celkovou limitu 1.

\

Rychle vzpominejte na dalsi
uzitecné limity!
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Takhle vypada graf u pocatku
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Konec cviceni 2.




Implicitni popsani plochy
\




Implicitni popsani plochy
\

Kfivky v roviné byly popsany riiznym zpusobem (implicitné, parametricky, pomoci
polarnich soufadnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem Zadné funkce.

\




Implicitni popsani plochy

\

Kfivky v roviné byly popsdny rtiznym zplisobem (implicitn€, parametricky, pomoci
polarnich soutadnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem Zadné funkce.

\

Podobné je tomu s kiivkami,
a navic 1 plochami, v 3-
dimenzionalniho prostoru.
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Implicitni popsani plochy

\

Kfivky v roviné byly popsdny rtiznym zplisobem (implicitn€, parametricky, pomoci
polarnich souradnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem zadné funkce.

\

\

DEFINICE. Necht' A je polooteviend mnoZina v R? a f je spojit4 funkce na A.

\

Podobné je tomu s kiivkami,
a navic 1 plochami, v 3-
dimenzionalniho prostoru.
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Implicitni popsani plochy

\

Kfivky v roviné byly popsdny rtiznym zplisobem (implicitn€, parametricky, pomoci
polarnich souradnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem zadné funkce.

\

\/

DEFINICE. Necht' A je polooteviend mnoZina v R? a f je spojit4 funkce na A.

\

Rovnice

Podobné je tomu s kiivkami,
a navic 1 plochami, v 3-
dimenzionalniho prostoru.

flz,y,2) =0 pro(z,y,2) € A,

popisuje implicitné plochu P = {(z,y, 2); f(x,y, z) = 0} v trojrozmérném prostoru.

\
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Implicitni popsani plochy

\

Kfivky v roviné byly popsdny rtiznym zplisobem (implicitn€, parametricky, pomoci
polarnich souradnic) a Casto to byly mnoziny, které nebyly grafem zadné funkce.

\

\/

DEFINICE. Necht' A je polooteviend mnoZina v R? a f je spojit4 funkce na A.

\

Rovnice

Podobné je tomu s kiivkami,
a navic 1 plochami, v 3-
dimenzionalniho prostoru.

flz,y,2) =0 pro(z,y,2) € A,

popisuje implicitné plochu P = {(z,y, 2); f(x,y, z) = 0} v trojrozmérném prostoru.

\
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Specidlni pripad je z =

f(x,y).




Napf. rovnice 22 +1y% + 2> =
a® popisuje povrch koule o
poloméru a a stiredu v po-
catku.

V definici popsana mnozina P byla nazvéana plochou. Stejné jako kiivka v roviné mize
byt degenerovana, tj. bod (nebo naopak vyplni napt. cely Ctverec), miiZe i tato mnoZina
P byt bodem nebo kfivkou nebo i télesem. V praxi pouzivanych pripadech se vSak jedna
o ,,pravé" plochy.







Kftivka v prostoru se pomoci implicitniho zadani popisuje jako prinik dvou implicitné
zadanych ploch.

\




Kftivka v prostoru se pomoci implicitniho zadani popisuje jako prinik dvou implicitné
zadanych ploch.

\

Napf. kruznice se sttedem v
pocatku a poloméru a jako
prinik povrchu koule z? +
y?> + z°> = a® s rovinou pz +
qy+rz=0:







Parametrické popsani mnozin

\




Parametrické popsani mnozin

\

Stejné jako v pripadé€ kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popi-
sem ktivek a ploch jednodussi.

\




Parametrické popsani mnozin

\

Stejné jako v pripadé€ kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popi-
sem ktivek a ploch jednodussi.

\

DEFINICE. Necht ¢, ), 7 jsou spojité funkce na intervalu I C R.
\




\/

Stejné jako v pripadé€ kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popi-
sem kiivek a ploch jednodussi.

\

DEFINICE. Necht ¢, ), 7 jsou spojité funkce na intervalu I C R.
\

Rovnice
z=ot), y=9@), z=7() potel
popisuji parametricky kiivku {(o(t), ¥(t), 7(t));t € I} v trojrozmérném prostoru.
Plati zde stejnd pozndmka, jako u implicitné zadanych ploch, Ze vysledkem miiZe byt
1 degenerovana plocha, nebo naopak téleso.

\
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\/

Stejné jako v pripadé€ kiivek v roviné, byva i v prostoru prace s parametrickym popi-
sem kiivek a ploch jednodussi.

\

DEFINICE. Necht ¢, ), 7 jsou spojité funkce na intervalu I C R.
\

Rovnice
z=ot), y=9@), z=7() potel
popisuji parametricky kiivku {(o(t), ¥(t), 7(t));t € I} v trojrozmérném prostoru.
Plati zde stejnd pozndmka, jako u implicitné zadanych ploch, Ze vysledkem miiZe byt
1 degenerovana plocha, nebo naopak téleso.

\
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Necht” A je polooteviend mnoZina v roviné a (, ¥, T jsou spojité funkce na A.

\




Necht” A je polooteviend mnoZina v roviné a (, 1, 7 jsou spojité funkce na A.

\/

Rovnice
r=opuv), y=vwu,v), z=1(u,v) pro(u,v) € A

popisuji parametricky plochu {(¢(u,v), ¥(u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném
prostoru.
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Necht” A je polooteviend mnoZina v roviné a (, 1, 7 jsou spojité funkce na A.

\/

Rovnice

popisuji parametricky plochu {(¢(u,v), ¥(u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném

prostoru.

\/

T = p(u,v),

y = P(u,v),

z =7(u,v)

pro (u,v) € A

MnozZina A je zde jako dvoj-
rozmérny svét parametrd,
které popisuji pomoci zob-
razeni (u,v) +— (x,y,2)
trojrozmérny svet obrazu.
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Necht” A je polooteviend mnoZina v roviné a (, 1, 7 jsou spojité funkce na A.

\/

Rovnice

T = p(u,v),

popisuji parametricky plochu {(¢(u,v), ¥(u,v), 7(u,v)); (u,v) € A} v trojrozmérném

prostoru.

\/

y=vY(u,v), z=r7(u,v) pro(u,v)€ A

Mnozina A je zde jako dvoj-
rozmérny svét parametrd,
které popisuji pomoci zob-
razeni (u,v) +— (x,y,2)
trojrozmérny svet obrazu.
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To je to samé jako u ktivky.
O.K.
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Napf. rovnice
r=ux9+at,y=yo+bt,z =2+ ct,t € (—00,+00)

popisuje pfimku prochézejici bodem (g, vo, 29) @ majici smér vektoru (a, b, c).




Rovnice
r=To+ a1u + av,y = Yo+ bru + bov, z = zp + cru + v

pro u, v € (—o0, +00), popisuje rovinu prochazejici bodem (¢, ¥y, zo) a rovnob&znou s
vektory
(a1, b1, c1), (az, by, ca).

\




Rovnice
r=To+ a1u + av,y = Yo+ bru + bov, z = zp + cru + v

pro u, v € (—o0, +00), popisuje rovinu prochazejici bodem (z, ¥y, 29) a rovnobéznou s
vektory
(a1, b1, c1), (az, by, ca).

\

Zase je zde vztah mezi para-
metry (u,v) a jejich obrazy
(x,9,2).




Svét parametrl pri parametrizovani roviny




Svét parametrl pri parametrizovani roviny

\

Svét obrazii pfi parametrizovani roviny







Ted’ prijde obvykle na fadu
Sroubovnice :-)
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Ted’ prijde obvykle na fadu
Sroubovnice :-)
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Svét parametrd u Sroubovnice
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Svét parametrd u Sroubovnice

\

Svét obrazu u Sroubovnice
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Je hezké, Ze si odpovidaji 1
barvicky.




Je hezké, ze si odpovidaji i
barvicky.
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Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic \ /




Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic \ /

Povrch vélce (kolmého na rovinu xy) o stredu v pocatku a poloméru r bez podstav se
parametricky popise jako

r=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),veEIl,

kde I je n€jaky interval v R.
\




Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic \ /

Povrch vélce (kolmého na rovinu xy) o stredu v pocatku a poloméru r bez podstav se
parametricky popise jako
r=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),veEIl,

kde I je n€jaky interval v R.
\

V rovinach rovnobéznych s rovinou xy jsou tedy pouzity polarni souradnice k popisu
praniku této roviny s plochou.

\




Popsani mnoziny pomoci cylindrickych souradnic \ /

Povrch vélce (kolmého na rovinu xy) o stredu v pocatku a poloméru r bez podstav se
parametricky popise jako
r=rcosu,y=rsinu,z=v, ué€l0,2n),veEIl,

kde I je n€jaky interval v R.
\

V rovinach rovnobéznych s rovinou zy jsou tedy pouzity polarni souradnice k popisu
praniku této roviny s plochou.

\

Tento ,,prenos" polarnich
soufadnic do prostoru popi-
suje nasledujici definice.




DEFINICE. Cylindrické (valcové) soufadnice bodu (z, y, z) jsou
(7, a, 2), kde (r, «) jsou polarni souradnice bodu (z, y):

\




DEFINICE. Cylindrické (valcové) soufadnice bodu (z, y, z) jsou
(7, a, 2), kde (r, «) jsou polarni souradnice bodu (z, y):

\
r= a2+ g2 0= arctg 2(+7), 2 = 2
x

T=Tcosq,y =rsina,z=2z.




DEFINICE. Cylindrické (valcové) soufadnice bodu (z, y, z) jsou
(r, o, 2), kde (r, ) jsou polarni souradnice bodu (x, y):

\
r=+vz’+y}a= arctgy(+7r), z2=2z
7

T =rcosa,y =rsina,z=z.

\

Mnozina je popsana cylindrickymi soufadnicemi zadanim funkce z(r, a) (nebo r(«, z)).
(Uvédomte si, pro¢ je v popisu thlu o v zdvorce (+).)

\/
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DEFINICE. Cylindrické (valcové) soufadnice bodu (z, y, z) jsou

(7, a, 2), kde (r, ) jsou polarni souradnice bodu (z, y):

\/

\

Mnozina je popsana cylindrickymi soufadnicemi zadanim funkce z(r, a) (nebo r(«, z)).

r=+vz’+y}a= arctgy(+7r), z2=2z
7

T =rcosa,y =rsina,z=z.

(Uvédomte si, pro¢ je v popisu thlu o v zdvorce (+).)

\/

Jde opravdu v podstaté o po-
larni souradnice.
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Napt. plast’ kuzZele s vrcholem v pocatku je dan rovnici z = r pro a € [0,27),1 €
10,1].




Napt. plast’ kuzZele s vrcholem v pocatku je dan rovnici z = r pro a € [0,27),1 €
10,1].

Hezkej cylindr ;-)




Popsani mnoziny pomoci sférickych souradnic

\




Popsani mnoziny pomoci sférickych souradnic

\

Povrch koule o poloméru a a stredu v pocCatku se parametricky popise jako
r=rcosfcosa,y=rcosfsina,z=rsinf, a€l0,2r),0€[-7/2,7/2,r=a.

\




95

\

Popsani mnoziny pomoci sférickych souradnic

\

Povrch koule o poloméru a a stredu v pocatku se parametricky popiSe jako

=rcosfcosa,y=rcosfsina,z=rsinfB, a€l0,2r),B€|-n/2,7/2,r=a.

Podobnym zpiisoben se urcuji zemépisné souradnice:
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DEFINICE. Sférické soufadnice bodu (x,y, z) jsou (r, a, ), kde

x =rcosfcosa,y =rcosfsina, z =rsin

z

r =2+ y? + 22, a = arctg 2(+7), f = arctg ————.
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Volbou riznych nezapornych a lze timto zptisobem popsat kazdy bod prostoru.

\
DEFINICE. Sférické soufadnice bodu (x,y, z) jsou (r, a, ), kde

x =rcosfcosa,y =rcosfsina, z =rsin

z

r =2+ y? + 22, a = arctg 2(+7), f = arctg ————.
75 W

\

MnoZina je popséana sférickymi soufadnicemi je-li zadana funkce r(«, 3), (o, B) € A.
Body mnoziny pak maji sférické soutadnice (r(a, 3), a, (), kde (v, 3) probihaji mno-

zinu A (ta byva polootevrend, Casto interval na pfimce nebo v roving).
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Volbou riznych nezapornych a lze timto zptisobem popsat kazdy bod prostoru.

\
DEFINICE. Sférické soufadnice bodu (x,y, z) jsou (r, a, ), kde

x =rcosfcosa,y =rcosfsina, z =rsin

z

r =2+ y? + 22, a = arctg 2(+7), f = arctg ————.
75 W

\

MnoZina je popséana sférickymi soufadnicemi je-li zadana funkce r(«, 3), (o, B) € A.
Body mnoziny pak maji sférické soutadnice (r(a, 3), a, (), kde (v, 3) probihaji mno-

zinu A (ta byva polootevrend, Casto interval na pfimce nebo v roving).
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x

LEKCE17-FVP
obecnosti
konvergence
kompaktnost
vlastnosti
konvergence
vlastnosti funkce
skladdni funkci
spojitost
charakterizace spo-
jitosti
spojitost souctu,...
spojitost sloZen{
Bolzanova véta
Weierstrassova véta
limita funkce
vlastnosti limity
funkce
plocha implicitné
plocha parametricky
cylindrické sourad-
nice
sférické souradnice
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Napf. koule o poloméru a a stfedu v pocatku je zadana rovnici » = a pro a €
0,27), 8 € [-7/2,7/2].
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Poznamky 3 :

V dané situaci nebyva jednoduché rozhodnout, jakou pro danou mnozinu zvolit para-
metrizaci.

\

Polérni soufadnice se hodi tam, kde se vyskytuje vyraz = + y?, popiipadé jeho od-

mocnina. V poldrnich soufadnicich se tato podminka vyjadii jednoduseji jako 7> nebo
T.

\

Podobné je tomu u cylindrickych souradnic.

\

Sférické soufadnice se hodi tam, kde se vyskytuje vyraz x> + y* + 2%, popiipadé jeho
odmocnina. V polarnich nebo sférickych souradnicich se tato podminka vyjadii jedno-
duseji jako r? nebo r.

\

PouZivaji se i riizné modifikace uvedenych soufadnic. Napi. vyraz 2% 4 4y se zjedno-
dusi modifikovanymi polarnimi soufadnicemi x = r cos o, y = 2r sin a.

Konec poznamek 3.
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Priklady 3 :

1. Rovnost y = 22 miZe znamenat jak funkci jedné proménné (graf je parabola) tak

implicitni zaddn{ plochy v prostoru: iy — ° = 0, kde chybi proménné z — §j. f(z,y,2) =
2
Yy — x°.

\




Priklady 3 :

1. Rovnost y = 2

implicitni zadani plochy v prostoru: y — x
2
Yy — x°.

\

2

muiZe znamenat jak funkci jedné proménné (graf je parabola) tak
= 0, kde chybi proménna z —tj. f(x,y, z) =

Dovedete si predstavit tuto
plochu?
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2.P1 A s je eli
ocha zadana rovnosti 7 + & + 2% = 4 je elipsoid.
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3. Jaka plocha je popsana rovnosti 2—3 +




4. Ovéite, Ze rovnost » = 2sin 3,3 € [0, /2], popisuje ve sférickych souradnicich
povrch koule o poloméru 1 a stfedu (0, 0, 1).

Konec piikladi 3.
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Cylindrické souradnice
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(a) Rovnost pro vypocet a neplati pro x = 0. Jak se vypocte o v tomto pripadé?
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(b) Ve vzorci pro « je v zavorce +m. Jaky je vyznam tohoto mozného vybéru?

\
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Sférické souradnice

\

(a) Rovnost pro vypocet a neplati pro x = 0. Jak se vypocCte o v tomto pripadé?

\

(b) Ve vzorci pro « je v zavorce +m. Jaky je vyznam tohoto mozného vybéru? Proc
tato mozZnost chybi ve vzorci pro 3?

\

(c) Kdy je vztah mezi (x,y, z) a (r, a, ) jednoznacny?

Konec otazek 3.
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CviCeni 3 :

Priklad. PopiSte parapetricky anuloid.
\

Reseni. Zvolime kruZznici lezici v roviné zy o poloméru r se stftedem (0, R).

\

Jeji parametrizaci zvolime u — (rsinu, R + r cos u).

\

Pro jeji rotaci okolo osy x potfebujeme dalSi parametr.
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\

Celkové€ dostaneme parametrizaci anuloidu
(u,v) — (R + ucos(v/2),v,usin(v/2))
prou € |—m, x|, v € [0, 27].
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Tomu bych chtél rozumét :-)




Priklad. PopiSte parametricky Mobiovu péasku.
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Priklad. PopiSte parametricky Mobiovu péasku.

\

Reseni. Mnozina vznikne rotaci tisecky. Pfitom pomalu tsecku oto¢ime o 180 stupiti.

\
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Priklad. PopiSte parametricky Mobiovu péasku.

\

Reseni. Mnozina vznikne rotaci tisecky. Pfitom pomalu tsecku oto¢ime o 180 stupiti.

\

To se zpravidla nepovede
napoprvé bez chyby :-)

Konec cvicCeni 3.
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