OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Diferencidlni rovnice patii mezi nejuzivan€jsi nastroje matematiky v aplikacich. Jsou
to rovnice, kde neznamou je funkce a rovnice obsahuje 1 derivace této funkce. L.ze oCe-
kavat, ze pro ziskani feSeni je potieba umét integrovat.

Teorie diferencialnich rovnice je velmi obsahld a slozita. Tato kapitola slouzi jen k
povrchni orientaci v této teorii a neni minéna jako presny matematicky vyklad. Na ne-
kterych mistech bude nutné pouzit pojmy z teorie funkci vice proménnych, kterd je
obsazena v dalSich kapitolach.

Nékteré matematické ulohy jdou priblizné spocitat selskym rozumem.

Zéakladni rozdéleni diferencialnich rovnic je na rovnice :

- parcidlni (ty pouZzivaji parcidlni derivace funkci vice proménnych),

- obycejné (ty pouzivaji derivace funkci jedné proménné).

Parcialni diferencialni rovnice se v této Casti probirat nebudou, a proto se bude v dal-

Sim privlastek ,,obyCejné" vynechdvat nebo se bude nazev obycejné diferencidlni rovnice
zkracovat na o.d.r..

Necht' F'je funkce n + 2 proménnych, n € N, a y je funkci x. Pak rovnici

F('qj? y7 y/7 ) y(n>) — 0
nazyvame obycejnou diferencialni rovnici n-t€ho fadu.

Resenim této rovnice na intervalu  je funkce y = y(x), kterd vyhovuje dané rovnici
na intervalu / (a tedy ma na [ derivace az do radu n).
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DIFERENCIALNI ROVNICE 1.RADU

Diferencidlni rovnice 1.fadu se uvadi ve tvaru obecném, t.j. F'(z,y,y") =0,
nebo ve tvaru vyfeseném pro ¢/, tj. v/ = f(z,y).

Nejjednodussi diferencialni rovnici je rovnice y' = 0. Jejim feSenim jsou konstantni
funkce.

Smér motskych proudt urcuje, kam bude plout ldhev.
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Nékdy jde o deterministickou zalezitost. Sorry.
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Nékdy zalezi taky na ndhodé. Sorry.
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Budeme zkoumat, pro které funkce f popisujici proudéni morskych prouda dostaneme
reSeni a zda bude jednoznacné€ urceno.

VETA. Existence a jednoznacnost FeSeni 1. Necht' funkce f(z,) je spojitd v okoli
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Diikaz. NaznacCime diikaz pro predpoklad spojitosti g—g(x, y) (viz Pozndmky pro postup
bez tohoto predpokladu).

Reseni obou rovnic ' = f(z,y), y(xg) = yo dohromady je ekvivalentni feseni
integralni rovnice

y(x) —yo+/f9:y )) dx

na néjakém okoli bodu x( (dokazte).

Diikaz té ekvivalence spoc¢iva v derivovani rovnosti s integralem (tim dostaneme prvni

z rovnic). Dosazenim x = x; dostaneme druhou.
Obracend implikace je snadné (jde o integral z derivace).

Nasledujici posloupnost funkci existuje na néjakém okoli bodu xy:

Yo(T) =10, Yaulx) = Y0 —l-/ f(z,yp_1(x))dx pron € N.
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Pouzitim véty o stredni hodnoté€ se dostane odhad

/35: g_g(x’ y(%))‘]yn(x) — Yp—1(2)] dx <

K max Yn(®) = Yn-1(@)||T — 20| <

IA

[Yns1(2) = yal2)|

IA A

K"z — :Co\”mgx ly1(z) — yol -

Lze nyni zvolit takové malé okoli bodu x, Zze K |xr — x| < 1/2 pro x z tohoto okolli.

V tomto okoli tedy bude pro kazdé = posloupnost {y,(z)} cauchyovska a bude kon-
vergovat k néjakému bodu, ktery se oznaci y(x).

Pomoci z kapitoly 26 se ukdze, ze funkce y fesi
uvedenou integralni rovnici.

Pro jednoznacnost viz Otdzky.
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0.D.R. SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI

Rovnice .
y = g(x)h(y)
S€ nazyva rovnice se separovanymi proménnymi, protoze se promeénné x, y daji od sebe
oddélit.

Napise-li se 3/ ve tvaru %, pak se prevodem y na levou stranu a x na pravou stranu
dostane rovnost

% — g(z)dx pro h(y) £0.

Jestlize se nyni formalné prida pred obé€ strany integral, dostane se rovnost mnozZiny
primitivnich funkci na intervalech, kde existuji:

/%—/g(ﬂf)dx,

coZ je feSeni dané rovnice v implicitnim tvaru na onéch intervalech.

Jedind dalsi feSeni zadané rovnice ¢y’ = g(x)h(y) jsou v8echny kofeny rovnice h(y) =
0, tj. jestlize h(yy) = 0, pak konstantni funkce y = ¥y je feSeni dané rovnice.

Jestlize H(y), G(z) jsou primitivni funkce k 1/h(y), g(x) resp., na intervalu /, pak pro
kazdé redlné Cislo C' je funkce y = y(x) zadana implicitnim zapisem H(y) = G(z) + C
(pokud existuje) reSenim dané rovnice na intervalu /.

Tedy v celku jde o postup:

Yy = % = g(x)h(y)
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dy = gla)dx pro h(y) #0

/dy/

y(z) = H™(G(z) + C).

s pridanim konstantnich feseni (kofend rovnice h(y) = 0).

fika, Ze feSeni dané rovnice v néjakém bod¢ (z, yy) existuje,
pokud je g spojitd v né¢jakém okoli bodu zy a h spojitd v néjakém okoli bodu . Pred-
chozi postup ukazuje, Ze feSeni mize existovat i v jinych pripadech.
Uvedena véta dale fik4, Ze je-li navic A’ na spojita v okoli y, (nebo je h ),
prochazi bodem (z, yo) jediné feSeni.

Nesmime zapomenout na to, Ze diferencidlni rovnice a jejich feseni byly po dlouhou
dobu zdrojem rozvoje matematické analyzy.

Resily se zdkladni dlohy z mechaniky, fyziky, chemie a ostatnich véd.

To soustfedilo na jejich feSeni mnoho vyznamnych matematikd.

Tim se objevilo spousta riaznych trikd na spousta riznych typua rovnic.
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0O.D.R. S HOMOGENNI FUNKCI

Funkce f(x,y) dvou proménnych se nazyva homogenni, jestlize pro libovolné nenu-
lové redlné Cislo ¢ plati f(tx,ty) = f(x,y) v celém definiénim oboru funkce f.

Speciélné tedy plati f(z,y) = f(1,y/x) pro x # 0.

V rovnici ¥ = f(x,y), kde funkce f je homogenni, 1ze substituci nové zavisle pro-
ménné u(x) = y(x)/x (a tedy 3y’ = v’z + u) prejit na rovnici se separovanymi promén-
nymi:

u'r+u=f(1,u).

Po vyfeseni této rovnice je nutné se vratit k pivodni zdvisle proménné y(x).

Ziskana reSeni jsou na intervalech neobsahujicich 0. Pokud se jednd napf. o intervaly
(—1,0) a (0, 1) a pivodni rovnice ma smysl pro néjaky bod (0, 1), je nutné hledat feSeni
yivbodéz = 0tak, aby y(0) = yy. Znamena to posunout feSeni na obou intervalech tak,
aby se jejich jednostranné limity v bodé O rovnaly Cislu y, (za podminek existenCni véty
to musi jit). Pfipomind to lepeni primitivnich funkci. Toto lepeni se pouziva i v jinych
situacich, napt. pfi hledani feSeni rovnic se separovanymi proménnymi.
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LINEARNI O.D.R. 1.RADU

Rovnice ' + p(x)y = q(x) se nazyva linearni.
Diivodem pro tento ndzev je skuteCnost, Ze leva strana je linedrni vzhledem k pro-
meénné y (viz Pozndmky).

Dusledkem je vlastnost, Ze je-li g = 0, pak linearni kombinace nekolika feSeni této
rovnice je zase jejim feSenim — overte.

Rovnice s nulovou pravou stranou se ¢asto nazyva homogenni a s nenulovou pravou
stranou pak nehomogenni.

Postupii na ziskani feSeni rovnice y' + p(z)y =
kové teseni (provedeme nejdiive formalné):

1. krok. Nejdfive se vyfesi rovnice s nulovou pravou stranou (tj. ¢’ + p(z)y = 0), coz
je rovnice se separovanymi promeénnymi. Dostaneme vysledek (podrobnosti proved’te

sami):
y(z) = Ko~ P

2. krok. Toto feseni y(x) se dosadi do piivodni rovnice ' + p(x)y =
dame, ze K je funkci x. Po tpravé dostaneme rovnici pro K:

K = q<x)€fp(z)dx

q(x) je nékolik, napft. takovéto tiikro-

q(z) a predpokla-

VyreSime integraci
K(x) = /q(m)efp(x)dx dx + C',

kde C' je libovolna konstanta.
3. krok. Obecnym feSenim ptivodni rovnice i + p(z)y = q(z) je tedy

K(gj)e_ [p(z)dx e~ [p(z)dx /q<x)€fp(x) dx dx + Ce™ [p(z)dx 7

y(z) =
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kde C je libovolné konstanta.
Uvedeny postup (zamény konstanty K za funkei K (x)) se nazyva variace konstant a
je vyhodny hlavné pro linedrni rovnice vyssiho rfadu.

Jde vlastn€ o "uhodnuti"tvaru feSeni. VyreSime nejdfive podobnou tlohu (homogenni
rovnici) k zadané tloze (nehomogenni rovnici). Pak podle vysledku té podobné ulohy
ve tvaru y(z) = K - ypn(x) zkusime hledat feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru y(x) =

K(z) - yp(z).

Uvedeny postup dava reSeni na intervalu /, pokud maji funkce p a ge/ P na tomto
intervalu primitivni funkce. V tomto pfipadé¢ ma rovnice v kazdém bod¢ (xy, ), kde
xo € I, jediné feSeni (protoze existuje jedind konstanta C' feSici danou pocéatecni pod-
minku y(xy) = yo). VEta o existenci a jednoznacnosti (pro spojitd p,q) pro linedrni
rovnice tedy vyplyva z uvedeného postupu.

Z tvaru teSeni je snadno vidét, Ze pro libovolné zy € [ a libovolné Cislo y, existuje
konstanta C' tak, Ze y(xy) = yo.

To je v souladu s
Pr.otoie \% tomto pij”fpadé je g—i(x, y) = —p(x) spojitd funkce na I, feSen{ existuji jedina,
coZ je snadno vidét 1 z uvedeného obecného feseni.

Vsimnéte si, Ze uvedené obecné feseni rovnice y' + p(z)y = ¢(z) je souétem obecného

feSeni homogenni rovnice
Cyn(z) = Ce Jp@)d

a jednoho partikularniho reSeni rovnice nehomogenni.

yo(z) = e_fp(:”)dx/q(x)efp(x)dxdx.
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Obecné feseni rovnice s nulovou pravou stranou je libovolny nidsobek (Cislem) jednoho
nenulového partikuldarniho feseni t€to rovnice.

Poznamky 1 Priklady 1 Otéazky 1

CvicCeni 1UcCeni 1
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DIFFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU

Podobné jako u rovnic 1. fadu se 1 diferencidlni rovnice 2. fadu uvadéji v implicitnim
tvaru F'(x,y,y’,y"”) = 0 nebo ve tvaru vyfeseném pro ", tj. " = f(z,y,9).

Opét je potfeba znat vétu o existenci a jednoznaénosti reSeni. V dalsi Casti bude uka-
zano, Ze feseni diferencialni rovnice 2. fadu je stejné jako feseni urcitc soustavy dvou
diferencidlnich rovnic 1. radu, a pro ty se véta o existenci a jednoznacnosti feSeni doka-
zuje podobne¢ jako pro jednu diferencialni rovnici 1. fadu.

VETA. EXlstence a jednoznacnost reSeni 2. Necht’ funkce f( y, 1) je spojita v okoli

bodu (xg, yo, y1). Pak existuje v okoli tohoto bodu feseni rovnic
y' = flz,y,9), y(xo) =10,y (x0) =y
Jsou-li navic 1 ¢ of ( Y,Y'), 3 f( y,y') spojité v okoli bodu (¢, 4o, ¥1), pak je toto feseni

jediné.

7. daného bodu danym smérem existuje reSeni.
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SPECIALNI PRIPADY FUNKCE f




Pripad Y = f(x)

Dvoji integraci se dostane

y=/(/f(x)dx)dx+01x+02.

Ve vysledku jsou dvé volitelné konstanty, které se ur¢i z poc¢atecnich podminek y(x) =

0,9/ (%0) = y1 pro feSent.
Je-li f spojitd na intervalu I, dvoji integraci 1ze provést a pro libovolna ¢isla yg, y; se
daji najit jedina C1, C' tak, Ze vysledné feseni y(x) spliiuje pocatecni podminky (ovérte).
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Pripad Y = [ (y)

Po vynasobeni rovnice faktorem 2y’ bude leva strana tvaru 2y'y” a tato funkce pro-
ménné x md za primitivni funkci y"* proménné x. Pravd strana je tvaru 2f(y)y’ a tato
funkce proménné x ma za primitivni funkci 2F(y) proménné z, kde F’ je primitivni k f.
To znamena, ze y* = 2F (y) + C.

Tim se dostala diferencidlni rovnice prvniho fadu (v implicitnim tvaru) se separova-
nymi promeénnymi.

Uvedeny postup vyzaduje opatrnost. Jednak se nasobilo 2y’ a tedy se mohla ztratit

konstantni feSeni y = yo pro f(yg) = 0. Déle je nutné se omezit jen na takové y a C1, Ze
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pripad Y = f(y')

Substituci zavisle proménné z(x) = 3/(x) se pfevede rovnice na rovnici 1.1. 2’ = f(z),

jejimz feSenim je
dz
T = =F(z)+C.
IFE
Nyni je nutné za z dosadit zpatky i’ a vyfesit diferencidlni rovnici 1.fadu xz = F(y') +
C, coz nemusi byt jednoduché.

ProtoZe se délilo funkci f, jsou dal$imi feSenimi ptivodni rovnice i linearni funkce
y = ax + b, kde a jsou kofeny rovnice f(t) = 0.
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Pripad Y = f(x,y')

/

Substituci zavisle proménné z(z) = y'(x) se prevede rovnice na rovnici 1.F.

2= f(z,z).

Jeji feSeni se musi jeste jednou zintegrovat

y:/z(a:)dx+02.

V obecném feseni pro z vyjde konstanta Cf.
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Pripad Y = f(y,y')

Dosazenim nové funkce p vztahem y' = p(y) se opét sniZi fad rovnice, protoze 3" =
P (y)y = p'p atedy dostaneme rovnici

p'p = f(y,p).

Po vyfeSeni této rovnice se musi vyfesit i rovnice 3’ = p(y).
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LINEARNI O.D.R. 2.RADU

Rovnice ; /
y' + ai(z)y’ + ao(z)y = ¢()
se nazyva linedrni.
Stejné jako u linedrnich rovnic 1. fadu je divodem pro tento nazev skutecnost, Ze leva
strana je linearni vzhledem k proménné y.

se na tento pripad aplikuje snadno: Jsou-[li funkce ay, a,, q spojité na
intervalu I, prochdzi kaZdym bodem (xy, 4o, y1) € I X R X R prdvé jedno reSeni linedrni
diferencidlni rovnice y"+a1(x)y' +ao(x)y = q(x) spliiujici rovnosti y(xo) = yo, 4y (xg) =
Y1
Necht’ koeficienty ag, a; v rovnici " + a1y’ + apy = 0 jsou konstantni a Aj, Ay jsou
kofeny tzv. charakteristické rovnice A2 + a; A + ag = 0.
Pak existuji dvé linedrné nezavisla feSeni vy, y» rovnice vy’ + a1y’ + agy = 0 tvaru

1. eM” e pokud \q, \s jsou rizné redlné kofenys;
2. xeM? eM? pokud A, s jsou stejné kofeny;
3. e*sin(fx), e* cos(fx), pokud A1, Ao jsou komplexni

koreny tvaru o £ fi.
Obecné feseni dané rovnice je pak tvaru C,y; + Csys (viz Otdzky).

Zname-li dvé linearné nezdavisla feseni y;, y» rovnice bez pravé strany, ziskdme reSeni
rovnice s pravou stranou variaci konstant, tj. feSeni je tvaru Ci(z)y; + Co(x)ys, kde
C1, (5 jsou feSeni soustavy

C’]’,y/l + C’éy? =0
Cin +Coyp =4q
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(viz Otdzky pro vysvétleni).

Je-li prava strana q(x) tvaru Py(x)e® sin(bz) (nebo cos misto sin), kde P je polynom
stupné k, je partikularni feSeni tvaru

" (Qr(x)e" sin(bx) + Ri(x)e cos(bx)) ,
kde ), R jsou polynomy stupné k a
1. r = 0, jestliZe a + bi neni kofenem charakteristické rovnice;
2. r =1, jestlize a + bi je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice;
3. r = 2, jestliZze a + bi je dvojndsobnym korenem charakteristické rovnice (pak b = 0).

Dosadi-1i se tento obecny tvar feSeni s zatim nezndmymi koeficienty v polynomech
Q, Ry do ptivodni rovnice, daji se tyto koeficienty vypocitat porovnanim koeficientt u
stejnych mocnin.

Zname-li jedno feseni u(x) linedrni rovnice y” + ay(x)y’ + ap(x)y = 0, substituci
Yy = u - 2 dostaneme rovnici

uz" + 2'(2u + a1u) = q,

u které 1ze dalsi substituci w = 2’ sniZit fad a vyfeSit.
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2. Obecné feseni homogenni rovnice je linearni kombinaci dvou linearné nezavislych
resSenti, tj. tvaru
Cry1 + Cays,
kde y1, y» jsou linearné€ nezavisla (pro («, 5) # (0,0) neni ay;(x) + Bys(x) = 0 v
Zzadném (ekv., asponl v jednom) bod¢ ).

X

3. Dvé feSeni y1, y» rovnice bez pravé strany jsou linedrné nezavisla prave kdyz tzv.
yi\x) Y2
x

Wronského determinant
yi(z) Y ‘

je nenulovy alesponl v jednom bod€ x € I (pak je nenulovy na celém 7).
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SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC

Podobné jako u jediné diferencidlni rovnice se i soustavy diferencidlnich rovnic daji
uvést bud’ v implicitnim tvaru nebo ve tvaru rozfeSeném pro derivace funkci.

Soustavy lze obvykle substitucemi prevést na soustavy 1.fadu (tj. vyskytuji se v nich
jen derivace 1.radu — viz Otdzky).

Prikladem soustavy miiZe byt soustava zachycujici pocet tto¢niki x(¢) a poCet obranct
y(t) v Case t nesmyslné valky:

/ _
z'(t) = —2y(f)
/ _
y(t) = —=(t).
, Cara Zivota LEKCE16-ODE
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;o 12345678
Yy = fl(x7y7z) Cvicent
/ 12345678

z = falz,y,2), Uteni
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kde f1, f2 jsou funkce 3 proménnych.

Diikaz. se skoro nelisi od dukazu existence a jednoznacnosti pro jednu diferencialni EKCEICODE

rovnici 1.fddu. Rozdily jsou jen formdlni dané jinou situaci. Proved’'te diikkaz sami. oby&.difr,

dif.r. 1.fadu
v o 2 o5l . . . - 17, / o . . . existence
Kazdou diferencidlni rovnici 2.fadu "’ = f(z,y, ') 1ze prevést pomoci nové zavisle — separace
P4 4 / v 2 ~ ~ R IR ; promennych
proménné z = gy na soustavu 1.radu, kterd ma stejnd reSeni pro y: homogenn
mearni r.
/ dif.r. 2.fadu
Yy = =z existence?
/ f ( ) ispeciélnl’ ptipady
YA €T <) . inedrni r.2
’ y, vlastnosti reseni
metoda reSeni
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LINEARNI SOUSTAVY

Linearni soustava diferencidlnich rovnic je tvaru

y = ay+bz+g
cy+dz+h,

7 =
kde a, b, ¢, d, g, h jsou funkce proménné x definované na intervalu /.
Tvrzeni o existenci a feSeni pro tento pripad fika:

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty lze vzdy feSit. Podobné je
tomu u linearni soustavy. Necht” jsou tedy funkce a, b, ¢, d konstantni.

DalSim predpokladem je nenulovy determinant soustavy ad — bc (rozvazte, co nastane,
je-li tento determinant nulovy).

Z posledniho predpokladu plyne, Ze 1ze vypocitat v okoli danc¢ho bodu z € [ napf. 2
z prvni rovnice a dosadit do druhé rovnice:

—ay')/b atudizy” —y'(a+d)

2=y —ay—g)/b2 =" —y(bc —ad) = bh —dyg.
Vysledkem je tedy linearni diferencidlni rovnice 2.rddu. Jejim vyfeSenim se dostane
feSen{ y ptivodni soustavy a dosazenim do z = (¢ — ay — g)/b se dostane fesen{ z.

Napr. 1ze feseni (y, z) brat jako vektor Y, koeficienty jako matici A, takZe soustavu
lze prepsat do tvaru
Y'=AY + G,
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kde G je vektor (g, h). Pro podrobnosti, jak ddle postupovat, viz Priklady.
Poznamky 3 Pfiklady 3 Otazky 3
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STABILITA RESENI

UvaZujme opét situaci utocnikl a obranci. Podle pocatecnich podminek bud’ zvitézi
utocnici, nebo obranci.

, Cara Zivota

B furkin g

Existuje linie, kterd odd€luje pocatecni podminky zarucujici preZiti jedné skupiny.

V libovolném okoli bodu na Cafe Zivota jsou pocateCni podminky vhodné pro obé
skupiny.

Pokud by valku pocital pocitac a trochu zaokrouhloval pii vypoctech, tak si nemizeme
byt jisti, zda Ize véfit vypoctlim a na ¢i vitézstvi vsadit.

Pokud soustava mé chovani takové, ze globalni chovani jejitho reseni je nezdvislé na
pocateCnich podminkdch, mame pocit stability.

Neni vZzdy mozné najit presné feseni diferencidlni rovnice pro dané pocateCni pod-
minky a je vhodné védet, zda feSeni, které jen mélo nespliuje pocateCni podminky v
bod¢ x( se malo lisi od spravného feseni na celém intervalu.

—0 5 &&= o O

utocnici

DEFINICE. Reseni 7 rovnice i = f(x,v,v/), spliiujici poéate¢ni podminky 7(zy) =
Y0,y (xg) = y1 se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro
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kazdé teSeni y Z podminky
[y(20) — yol < 6,1y (x0) — 31| <6
vyplyva

ly(z) —y(x)| < e, |y (x) =7 (x)] < e prokazdé z > xg .

Jestlize plati navic
o = _ o / L — _
lim [y(z) —g(z)| = lim [y(z) -y (z)] =0,

nazyva se y(x) asymptoticky stabilni.

Takto znazornime stabilitu resenti:

S
e t

a

b

1

-€ |

5 1
t

a

*o

Takto znazornime asymptoticky stabilni reSeni:
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asymptoticka stabilita

X0

Podobné se definuje stabilita feSeni soustavy diferencidlnich rovnic. Necht' je dana
soustava

y = filz,y,2)
Z, — fQ(xayaz)a

kde f1, f> jsou spojité funkce na intervalu I x J x K, a jsou dany pocate¢ni podminky
y(xg) = yo, 2(xg) = zgproxg € I,yg € J, 2y € K.

DEFINICE. Reseni 7, Z uvedené soustavy, které spliiuje uvedené poéateéni podminky,
se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 60 > 0 tak, Ze pro kazdé reSeni y, 2
soustavy plati

\?/&;TOOQE&J%|£‘< J, |2(xg)—20| < 0 = |y(x)—y(z)| < ¢, |z(x)—Z(z)| < € pro kazdé x > x;.

vic
resp. lim |y(z) —g(z)| = lim |z(x) — Z(x)| =0,
T—00

T—r 00

nazyva se feseni i, z asymptoticky stabilni.

LEKCE16-ODE
oby¢.dif.r.
dif.r. 1.fadu
existence
separace
proménnych
homogenn r.
linearni r.1
dif.r. 2.fadu
existence2
specidlni ptipady
linearni r.2
vlastnosti reseni
metoda reSeni
soustavy
linearni soustavy
stabilita
popis stability
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Neékdy se jeste definuje strikiné stabilni reSeni, coz je reSeni, které je souCasné stabilni
a asymptoticky stabilni. Pokud neni feSeni ani stabilni ani asymptoticky stabilni, nazyva
se nestabilni.

Nasledujici obrazek znazornuje stability nulového fesSeni homogenni linearni soustavy
dvou rovnic.

stabilni

nestabilni

asymptoticky
stabilni

Existuji dosti obecné podminky urcujici stabilitu feSeni diferencidlnich rovnic.

Pro ndzornost bude ukazéin pripad homogenni linedrni diferencidlni rovnice 2.radu s
konstantnimi koeficienty a jeho nulového feseni. Nulového feSeni proto, Ze je to tzv.
kriticky nebo singularni bod (viz Pozndmky). V tomto pripadé€ je asymptoticky stabilni
nulové reSeni 1 stabilni.

Je dobré si vSimnout, Ze odeCtenim vhodné linearni funkce (jaké?) se prevede vysSet-
rovani stability libovolného feseni na vySetrovani stability nulového rfeSeni.
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Diikaz 1ze provést vyfeSenim rovnice (proved’te).

Nazorné€ lze pojem stability ukdzat na rfeSeni homogenni linearni soustavy diferenci-
alnich rovnic s konstantnimi koeficienty

/
T =

/

y =
kde feSeni z, y jsou funkce proménné ¢ (napf. chapané jako Cas) a davaji parametrické
vyjadreni kfivky v roviné. Predpoklada se, Ze determinant soustavy ad — bc je nenulovy.
Soustavy, které neobsahuji explicitné nezdvisle proménnou, se nazyvaji autonomni a
maji specifické vlastnosti.

Bod (0, 0) v roviné je kriticky bod uvedené soustavy a jeho stabilita je dana predchozi
vétou, kde p = —(a + d),q = ad — bc.

Pomoci kofenti \;, A\, charakteristické rovnice \* — \(a-+d)+ (ad — bc) = 0 1ze rovnéz
charakterizovat stabilitu nulového rfeSeni a 1ze ji jeSté ddle rozd€lit na zajimavé pripady:

ax + by
cxr + dy,

1. Jsou-li oba kotfeny redlné, pak je nulové feseni bud’ uzel maji-li oba kofeny stejné
znaménko (asymptoticky stabilni pro plus a nestabilni pro minus) nebo sedlo maji-li
opaCni znaménka (nestabilni).

2. Jsou-li oba kofeny komplexné sdruzené, pak je nulové feSeni bud’ stred, jsou-li ko-
feny ryze imaginarni nebo ohnisko spirdly bud’ konvergujici k O (je-li realna Cast
kofenti zdpornd) nebo vzdalujici se od O (je-li redlna ¢ast korend kladnd) — v tomto
poslednim pripadé je O nestabilni.
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