NEKTERA POUZITI INTEGRALU

V této kapitole budou ukdzany jednoduché aplikace integralu.
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Zakladem tu je predstava integrdlu pomoci Ri-
emannova pristupu. Pro vypocet vyslednych
vzorcd se pak pouzivd Newtondv piistup. Vza-
jemné se tu tak snoubi oba piistupy.

Geometrické aplikace se soustfedi na obsahy ge-
ometrickych obrazct v roving, na objemy téles a
na délky ktivek v roviné.

| A to je semenisté problémi (prikladd). I

OBSAH NEKTERYCH ROVINNYCH OBRAZCU

Méfeni obecnych podmnozin Euklidovskych prostori je obtizné (a v nékterych piipadech nemozné). Touto
situaci a pfesnym matematickym piistupem se zabyva teorie miry (viz kapitolu 30). Nékteré ne zcela presné Casti
této kapitoly budou uptresnény i v kapitolach o funkcich vice proménnych.

Zde bude pojedndno o méfeni jednodussich a specidlnich mnozin, které vSak jsou zdkladem pro vétSinu pfipadd
objevujicich se v praxi.

Pro ,velikost" nékterych podmnozin R™ se pouziva riznych termind, napt. délka pro intervaly v R, obsah pro
geometrické obrazce v R?, objem pro télesa v R3.



Pfi nerozliSovani dimenze a druhu mnoZin je 1épe

pouZzivat termin mira.

Zacina se méfenim podmnoZin R.

Mirou intervalu I na pfimce s koncovymi body a, b je jeho délka |b — a| bez ohledu na to, zda je to interval
otevieny, uzavieny nebo polootevieny (tj, hranice tu nehraje Zadnou roli).

Stejny vzorec Ize pouZit i pro bod (degenerovany interval [a, a]), coZ znamend, Ze mira bodu (pfesné&ji mira
jednobodové mnoZziny) je 0.

Pro predstavu i pouZiti vSak staci mit na mysli
jen intervaly a body, snad nékdy jejich kone¢na
sjednocenti.

Jestli je v méfeni délek, ploch a objemt néjaky
zasadni problém, objevuje se uz v R. A on tam
opravdu je ;-)

Jak postupovat pti mefeni velikosti mnozin v ro-
ving?

2 vy

MnoZina se rozieZe rovnob&Znymi fezy na uzké prouzky, které se daji pfi jejich velmi malé Siice povazovat za
obdélniky a lze tedy spocitat jejich obsah.



Sectenim ploch téchto obdélnikit se dostane zhruba obsah obrazce.
Roziezdnim mnoZziny na prouzky a sectenim obsahlG obdélnikd aproximujicich jednotlivé fezy se dostane
zhruba mira mnoziny A.

Pokud se bude $ifka obdéInikd zuZovat, bude vysledné ¢islo miru 1épe vyjadfovat. V limité, tj. pro nekonecné
malou $ifku obdélniku, se dostane hledand mira.

Nepfipomina to Riemanndv pfistup definice inte-
gralu?

Oznai-li se A(t) mira primiku mnoZiny A s kolmici na osu z v bod& ¢, pak se miiZze [°7 A(z) dx povaZovat
za miru mnoziny A, pokud vSe pouZité rozumné existuje.

A

Bod ¢ si pobihd po redlné ose s "mnoZinomet-
rem", ktery mu hlasi miru fezu.




| To dava smysl pro velmi obecné mnoZiny. I

Pro pochopeni staci se omezit na jednodussi mnoZziny urcené kiivkami, jako napf. mnoziny bodd lezici mezi
grafy dvou funkci nebo vnitiky uzavienych kfivek.
Navic jen takové, Ze pouZité fezy jsou intervaly a body (moZnd nékdy jejich sjednocenti).
Je-li f(x) > 0 prox € [a,b], je podle pfedchoziho postupu obsahem mnoZiny {(z,y);x € [a,b],0 < y <
. q b . - v . . .
f(x)} integral [ f(x)dx, coZ je v souladu s dfivéjsim popisem Newtonova integrélu.
Obsah mnoZiny bodd leZicich mezi grafy dvou spojitych funkci f, ¢ na intervalu [a, b] je

b
P= [17(@) - gla)lax.

ProtoZe nebyla uvedena Zadn4 definice obsahu rovinného obrazce, 1ze posledni rovnost chapat jako definici obsahu

uvedenych mnoZin.
: ] F40]
o

a<—  —> b

Pro mnoZinu uréenou parametricky zadanou kiivkou (z = ¢(t), y = 9 (t) pro t € (a, b)) se pouzije pfedchozi
vzorec P = f:y dx(= f; f(z) dx) a dostane se

P= [ ¥(t)g(t)dt.

Vsimnéte si, Ze jsme do integralu dosadili dx =
¢/ (t) dt, coZ je "zderivovand verze" x = ().

| Ja ty dé-iks miluju. I



Vzorec b
p=| / $(0)e! (1) ]

vyjadfuje miru mnoziny bodu leZicich mezi kiivkou a intervalem na ose z, ktery obsahuje primét kfivky. Absolutni
hodnotou odstranime moZné zadporné znaménko.

Nékteré Casti jsou vSak brany se zdpornym zna-
ménkem a odecitaji se! To nastane na intervalu,

na kterém je ¢ klesajici a ¢ kladna nebo ¢ ros-
touci a 1 zdporna (viz Pozndmky).

Je-li grafem jednoduchd uzaviena kiivka (pro presnou definici viz kapitolu 22), uddva vzorec

P / P d

obsah vnitiku této kiivky.

(1), w(1)

Sla by udélat elipsa oteviend, nebo je vzdy uza-

viena?

U polarné zadanych kiivek (r = p(t) pro t € («,()) je proménnou dhel a hodnotou vzddlenost bodu od
pocatku.

Pii velmi malé zméné dt Ghlu ¢ zména r vyplni ,kfivy" trojuhelnik s vrcholem v pocatku, thlem pfi vrcholu
rovnym dt a vy$kou z po¢étku na protilehlou stranu rovnou r.

Velikost protilehlé strany je, pro velmi maly dhel dt, rovna r dt.




Obsah vzniklého trojuhelnika je tedy roven (1/2) - r - rdt.

Soucet vSech té€chto obsahd, tj. integral

1 /8

P= 5/ pz(t)dt, pro0 <a < f<2r,
[e%

urCuje miru mnoziny bodu leZicich mezi kiivkou a pfimkami prochazejicimi po¢atkem a svirajicimi s kladnou ¢asti

osy x thly «, 3, resp.

Je-li B > a4+ 2m, pocitaji se nékteré ¢asti plochy
vicekrat!

Mira mnoziny A by samozfejmé neméla zaviset od jejiho posunuti nebo otocen.

Nez4vislost pfedchoziho pfistupu na posunuti se ukdze snadno (viz Otdzky).

a pouZiji se miry B(u) fezi rovnobéZnych s osou z, tj. priniku A s kolmici na osu y v bodé w.

B (u)

«— = —> <

I kdyZ otoc¢ime republiku doleva nebo doprava,
nezvetsi se.




To si radéji prepocitam.

To znamend, Ze integral

by se mél rovnat integralu

Pro mnoziny, pouzivané v této ¢asti to opravdu
plati (je to specidlni piipad tzv. Fubiniovy véty).

Pozndmky 1:
1. Méreni délek v R. Je pfirozené, Ze mira sjednoceni dvou (nebo kone¢né€ mnoha) disjunktnich intervald je soucet
jejich délek. Miize to byt vhodné i pro protinajici se intervaly (oteviené, uzaviené)?
Predchozi tivaha se da zobecnit: mira sjednoceni spoCetné mnoha disjunktnich intervall je soucet jejich délek.

M4 smysl na R uvazovat pfipad nespocetného
systému disjunktnich intervali?

To znamend, Ze velikost spocetné mnoZiny je
vzdy nula.




S tim, Ze kazdd spocetnd mnoZina je v jistém smyslu nulova, jste se setkali v kapitole o obecném integralu.

Opravdu, tyto nulové mnoZiny maji miru rov-
nou nule a tedy existuji nespocetné mnoZiny
(napt. Cantorova mnozina), které maji miru rov-
nou nule.

2. V definici obsahu rovinné mnoziny se muze integrovat pies libovolny interval obsahujici primét mnoZiny a
krajni body intervalu 1ze odebrat.

Rezy lze také brat bez krajnich bodd (pfedpoklidddme podle predchozi &asti, Ze fezy jsou intervaly & body, nebo
jejich sjednoceni).

V tvodni kapitole o funkcich vice proménnych budou definovany oteviené podmnoziny roviny a prostoru. Praveé

Vv

tyto mnoZziny (pfipadné s pfidanou hranici) jsou nejvhodnéjsi pro interpretaci obsahu pomoci integralu.

3. Je vhodné si uvédomit, Ze i pro ,hezké" mnoziny A nemusi byt funkce A(t) spojitd. Nicméné, bude mit za body
nespojitosti jen skoky a bude mit vZdy K-primitivni funkci.

Aby mél integrél pouZity pro popis miry smysl, mély by byt miry A(t) fez kone¢né.

Nebylo vsak feceno, jaky integral se pouzivd. Pokud Newtontv, pak vSechny fezy musi mit kone¢nou miru. Po-

kud pouzijete K-integrdl, pak na nulové mnoZin€ mohou mit fezy nekone¢nou miru (pro¢?). Pokud budou mit
nekonecnou miru na nenulové mnoziné, 1ze chapat miru mnoziny A jako nekone¢nou.

Pfedchozi odstavec byl vlastné jen teoreticky. V
praxi jsou mnoziny A omezené, vyjimecné neo-
mezené, ale pak jsou ,hezky" sloZzené z omeze-
nych mnozin.

Konec poznamek 1.

Priklady 1:
1. Spoctéte obsah elipsy a to jak pomoci jejtho implicitniho vyjadieni z2 / a? + o2 / b2 = 1, tak pomoci paramet-
rického vyjadieni © = acost,y = bsint.

2. Spocitejte obsah kruhu pomoci poldrniho vyjadfeni p = r.

3. Spodtéte miru mnoziny {(z,y);y > 0,2 — 2 < y < \/z}. PouZijte oba moZné postupy (fezy kolmé na osu z,
resp. na osu ).

4. Pro parametrické vyjddieni kruznice o stfedu v (0,7) a poloméru r lze vzit & = rsint,y = r(1 + cost),t €
[0,27]. Pro t € [0,7/2] je sin rostouci a s rostoucim ¢ v tomto intervalu jdete po horni polokruznici po sméru
hodinovych ruéicek od bodu (0, 2r) k bodu (r,7) a ptislusny integrél popisuje plochu pod touto ¢vrtkruznici (k
ose x).

Pro ¢ € [7/2, 7] je sin klesajici a s rostoucim ¢ v tomto intervalu jdete po horni polokruZnici po sméru hodinovych
ruci¢ek od bodu (r, ) k bodu (0, 0) a piislusny integral popisuje plochu pod touto ¢vrtkruznici (k ose x). Vzhledem
k proménné z se integruje od 7 k 0 a tedy se ona plocha odecitd. Vysledkem na intervalu ¢ € [0, 7] je plocha pravého
pulkruhu.



Dodé¢lejte sami obéh bodu kolem celé kruznice.

Konec piiklada 1.
Otazky 1:
1. Ukazte, ze kazdy disjunktni systém intervali v R je nejvyse spocetny.
2. Uved’te pfiklad neomezené oteviené podmnoZiny R, kterd ma kone¢nou miru.

3. Ukazte, Ze mira p nekterych podmnozin redlné piimky nezdvisi na posunuti. Napt., je-li p € R a A interval nebo
kone¢né sjednoceni intervalti nebo spofetnd mnoZina, pak p(A) = u(A + p).

4. Ukazte platnost predchoziho tvrzeni pro zde pouZité specidlni podmnoZiny roviny, napf. pro mnoZiny uréené
kiivkami.

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Priklad. Jakou rychlosti musi odpalit palkat, aby mél jisty "homerun"?
Regeni. Budeme chtit zjistit rychlost vg takovou, aby mi¢ o hmotnosti m piekonal pfitaZlivost Zemé a
doletél alespon na Mésic. Zanedbame tieni.

o

ém
Proménnou gravitacni silu po draze k Mésici mu-
sime prekonat kinetickou energii udélenou pfi
startu.

Tedy spocitame prici, kterou vykondme proti gravitaéni sile F’

/ROC F(r)dr

a porovname s kinetickou energif pfi startu.

Podle gravita¢niho zdkona je mi€ pfitahovan k Zemi silou F' zdvisejici na vzddlenosti  od Zemé

Mm
2

F(r)y=c

r



kde M je hmotnost Zemé a c je konstanta.
Ozna¢me R polomér Zemé. Pak plati F'(R) = mg, kde g je gravitaéni zrychleni. Tim se zbavime konstanty
c amame )
R
F(r)= mg-y -
Pokud ma mi¢ vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kinetickd energie na pocatku

L5
—mu
2 0

alespoil rovna praci, kterou na jeho brzdéni vykond gravitacni sila Zemé
>  R? 11
/ mg— dr = lim ng2 <— + ) = mgR.
R r r—00 r R

Tedy

1
Ema)g = mgR, ¢&ili vg=+/29R.

Piiblizné dostaneme rychlost odpalu 11,2 km/s (pro konstanty R = 6,37 - 105m, g = 9,83m - s71).

| Uz jsem vidél rychlejsi odpaly. I

| Ted’ se nauc¢ime méfit v roviné. I

| Bude stacit pravitko? I
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Pfiklad. Spoctéte miru mnoZiny
A={(z,y) eR?, y>0,y>a—2, y<xz/2}.

Resenti. Jde o prinik tf polorovin. Pfi bliz§fm zkouméni vidime, Ze moZinu A tvoif trojihelnik s vrcholy
(0,0), (2,0), (4,2).

| Dejte si pozor, tady se to bude fezat. I

| Jak na to pijdeme? I

Mira mnoziny A se spoCte integraci pfes osu x, pfi¢emz musime zjistit miru fezd A(t) odpovidajicich
libovolnému ¢ € R.

Pro nékterd ¢ jde o prazdnou mnozinu, pro nékterd o interval. Funkce A(t) je nenulové pouze na intervalu
(0,4).
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A()

Na intervalu (0, 2) je A(t) = t/2, protoZe fezem je interval (0,¢/2).
Na intervalu (2, 4) je A(t) = ¢/2 — (t — 2) , protoZe fezem je interval (¢t — 2,t/2).

Hledana mira mnoZiny A se rovnd integralu

P, /ﬂo A(t) dt = '/: A(t) dt +/4A(t) dt .

— 00

A1)

Tedy

2 ¢ 4t
pE:/ —dt+/ Lo yo)di—141=2.
Jo 2 J2 \2

Jak se spocte to A(t)?

Jak vypada pro dané ¢ fez A; se zjisti snadno.
Dosadime do definice mnoziny jako parametr ¢ a
je hotovo.

Ar={(t,y) eR?  y>0,y>t—2, y<t/2}.

12



Rezem je dsecka, jeji miru umime spocitat.

Dvakrat se integrovalo, to je normalni?

Ne, Sikulové se tomu mohou vyhnout integrova-
nim pfes vodorovné fezy:

Mira mnoZiny A se nyni spoéte integraci pres osu y, pfic¢emZ musime zjistit miru fezd A(u) odpovidajicich
libovolnému u € R.

A(u)

Pro nékterd u jde o prazdnou mnoZinu, pro nékterd o interval. Funkce A(u) je nenulova pouze na intervalu
(0,2).
Na intervalu (0, 2) je A(u) = u + 2 — 2u, protoZe fezem je interval (2u, u + 2).

"A|(u)

13



Hledana mira mnoziny A se rovna integralu

00 2 2
Py = / A(u) du = /0 A(u) du = / (u+2—2u)du = 2.

Jak se spocte to A(u)?

Jak vypadd pro dané u fez A, se zjisti snadno.

Dosadime do definice mnoZiny jako parametr u
a je hotovo.

¥

Ay ={(z,u) eR? ,u>0, u>z—2 u<z/2}.

Al(u)

Rezem je tsecka, jeji miru umime spocitat.

¥

14



Pfi hledéni velikosti fezd samoziejmé zjistime i

to, které fezy se musi uvazovat pfi integrovani.

i% To se provefi.

Do tfetice spocitdme miru jako rozdil dvou inte-

gralt

4y 4
/ thf/ (t—2)dt =4—-2 = 2.
Jo 2 J2

To je sila.

15



Jak pravi klasik: Na sta je podob integrovént,

zpusoby je tieba volit.

Vsimnéte si, Ze se integruje od jedné funkce
do druhé. Pfi vodorovnych a svislych fezech se
jedna o jiné funkce.

| A nékteré jsou potvory inverznf ;-) I

OBJEM NEKTERYCH TELES

Konec cviceni 1.

Stejné jako se pocital obsah dvoudimenziondl-
niho (tj. rovinného) obrazce pomoci velikosti
jednodimenziondlnich fezi, pocita se objem tro-
jdimenziondlniho télesa pomoci dvoudimenzio-
nélnich fezi.

Nisledujici popis je op&t vhodny pro velmi obecné podmnoZiny R?, ale je 1épe mit na mysli jen geometrickd
télesa.

Necht' A je podmnoZina prostoru R3, jejiZ primét na osu x leZi v intervalu (a, b). Necht' pro kazdé t €
(a,b) je A(t) mira priniku mnoZiny A s rovinou kolmou na osu x v bodé€ ¢. Pak mira mnoZiny A je

V:/abA(a:)dx.

16



Naklonime pyramidu a feZzeme. Dostaneme
Ctvercové fezy. Pohoda.

Kouzlo spociva v tom, jak najit pékné fezy.

Podobné jako u rovinnych obrazcii je i v prostoru nékdy vhodnéjsi pouzit misto osy x jinou osu. Fubiniova
véta opét tvrdi, Ze se pro hezké mnoZiny dostane stejny vysledek.

17



yY s

Je-li A rotacni téleso, je pocitani objemu jednodussi, protoZe je snadné spocitat plochu pfislusnych fezi (tj.
kruhd).

Necht’ t€leso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a,b) kolem osy x. Pak jeho objem je dan

vzorcem , ,
V=7r/y2dX:7T/f2(x)dx.
a a

Je vidét ze vzorce i z geometrického pohledu,
Ze nezalezi na tom, jestli ma funkce kladné i za-
porné hodnoty.

18



Je-li graf funkce zaddn parametricky (x = ¢(t),y = ¢ (¢), t € (a,b)), dostane se dosazenim za x,y do

vzorce , .
V=7T/y2dX=7T/f2<.’E)dX.
a a

parametricky tvar

b
V= w/q[;Q(t)gp’(t) dt.

Mi-li rotaéni t€leso ,diru", tj, vznikne rotaci okolo osy x plochy leZici mezi grafy funkei |g| < |f|, odecte
se od objemu pro funkci f objem pro funkci g:

b
V=7r/<f2<x> ~ ?(2)) dx.

Uvedenému postupu pro ziskani predeslych vzorcu se fika metoda diskli nebo mezikruZi a je odvozen z
postupu pro objem obecnych téles.

Pro rotacni télesa lze zvolit i jiny postup, tzv. metodu valct, kdy téleso chdpeme jako sjednoceni tenkych
vélcu s osou stejnou jako je rotacni osa télesa.



Necht’ téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a,b) kolem osy z. Pak jeho objem je dédn

vzorcem d
2m /0 yp(y)dy,

kde d je maximum funkce | f| na (a, b) a p(t) je délka priniku pfimky y = ¢ s mnoZinou {(z,y);0 < y <

(@)}

Vyraz 2myp(y) je povrch vélcovitého fezu o
vysce p(y) a poloméru y.

| Slysel jsem spravné: 2 pipy? I

Z predchozich postupti byste méli snadno odvo-
dit vzorce pro objemy téles vzniklych rotaci né-
jaké jednodussi plochy kolem osy y nebo kolem
pfimky rovnobéZné s néjakou osou.
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»SC¢itaji" se obsahy mezikruZzi, jejichZ poloméry
jsou urcené vzdalenostmi hranice k ose rotace.

Pozndmky 2:
1. Pokud si zapamatujete obecny popis objemu télesa (,soucet" ptislusnych fezl), snadno a rychle odvodite
ostatni uvedené vzorce. Neni pak nutné si tyto vzorce pamatovat. Navic uvedeny popis umozni spocitat i
objemy nestandardnich téles.
2. Neni jednoduché dokazat rovnost integralli pro objem rotacnich téles ziskanych metodou diskti a metodou
valca.
Ve vzorci ziskaném metodou vdlci se samoziejmeé mlZe vzit za horni mez jakékoli Cislo vétsi nebo rovno
maximu | f|. Pro¢ se nemtiZe vzit za integraéni meze krajni body f-obrazu intervalu (a, b)?
Pro podobny vzorec rotacniho télesa s dirou (viz Otdzky) urCenou funkci g se misto 0 mize za dolni mez
vzit jakékoli ¢islo mensi nebo rovné minimu funkce |g|.

Konec poznamek 2.
Priklady 2:

1. Spoctéte podle integralniho popisu objemu télesa objem jehlanu (umistéte jehlan vhodné do soutadnic;
nejlépe tak, Ze vyska leZi na ose z a podstava v roviné x, y).

2. Spotéte objem priniku valed 22 + y2 = 4,y + 22 = 4.

Vhodné je vzit fezy kolmé na osu y.

3. Spoctéte objem rotaéniho elipsoidu vyjadieného implicitné i parametricky a metodou diskti i metodou
valca.

4. Spoctéte objem anuloidu, coZ je téleso vzniklé rotaci kruhu (mapf. o poloméru a) kolem osy disjunktni s
kruZznici (tj. ve vzdalenosti b > a od stfedu kruZnice).

Opét je prvnim krokem vhodné umisténi situace
do souradnicovych os.
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5. Spoététe objem rotaéniho t&lesa vzniklého rotaci omezené plochy mezi grafy funkei z, 2 okolo osy y.

6. Spoctéte objem rotaniho télesa vzniklého rotaci omezené plochy mezi grafy funkei /z, 2 = 4,y = 1
okolo pfimky y = 1.

Konec priklada 2.

Otazky 2:

1. Odvod’'te metodou vélci vzorec pro objem rotainiho télesa vzniklého rotaci mnoziny {(z,y); g(z) <
y < f(z),z € (a,b)} kolem osy x.

2. Odvod’te vzorce pro objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci mnoziny {(z,y); g(x) < y < f(a),x €
(a,b)} kolem osy y. Pfedpolddejte, Ze f, g jsou rostouci funkce.

3. Odvod’te vzorce pro objem rotaéniho télesa vzniklého rotaci mnoziny {(z,v);g(x) < y < f(x),z €
(a,b)} kolem pfimky y = a.

Konec otazek 2.

Cviceni 2: Pfiklad. Spocteme objem koule.

Reseni. Zvolime jednotkovou kouli
;L'2+y2+22 < r? .

Budeme fezat rovinami kolmymi k ose .

Takto ziskame kruhové fezy.

K danému ¢ je fezem mnozina
2 <r? 2.

Jde vlastné o kruh s polomérem
r2 — 42,

Tedy A(t) = w(r? — t2) a tedy objem spoiteme

oy o t3 1 4
A(t) dt = / 7r(7“2 —t2) dt = {7( <T2 t— )} = — .
3)]_, " 3

J =T J—r

| Integrovéni je pohoda. I

Konec cviceni 2.
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DELKA ROVINNYCH KRIVEK

Délka L néjaké kiivky (Cary) z bodu A do bodu B se zjisti setenim jejich velmi malych dseku ds, které je
mozné povazovat za dsecky, tj.
B
L= / ds.
A

Usetka ds je preponou pravodhlého trojihelnika se stranami dx a dy.

Aproximujeme kiivku po ¢astech useckami. A li-
mitime.

Tedy je

| Zékladni vztah pro vyjadieni ds. I

Podle zadani ktivky (jako funkce, parametricky, poldrné) se za y nebo x dosadi piislusné funkce a dostane
se

1. L= f V14 f2(x)dx, je-liy = f(z),z € (a,b);
b
2. L= [+/@2(t)+¢2(t)dt, jeliz = o(t),y = ¥(t),t € (a,b);

B
3. L= [+/p2(t) + p2(t) dt, jelir = p(t),t € (o, B).

Pozndmky 3:
1. Podle uvedeného vzorce lze pocitat délky kiivek zadanych funkcemi, pokud prislusny integral exis-

tuje. Délku krivky Ize vSak definovat obecné bez pouziti integralu jako supremum délek lomenych car,
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jejichZ body lomu lezi na dané krivce. Zkuste naznacit postup, jak dokazat ekvivalenci této definice s
nasi definici pro hezké krivky.

2. Stejné jako u obsahu a objemu neni ani u vzorce pro délku krivky stanoveno, jaky integral se ma
pouZzit.

V nékterych pripadech nelze pouZit Newtoniv integral, protoze derivace f’(x) ve vzorci nemusi ve
vSech bodech existovat.

Vvev,

V téchto pripadech je mozné bud’ pouzit obecnéjsi integral (J-integral obvykle staci) nebo rozdélit
zkoumany interval na ¢asti, kde 1ze Newtonuv integral pouZit, nebo nékdy lze pouZit inverzni funkce,
tj. divat se na kiivku jako na graf funkce = = f~1(y).

3. Existuji krivky, lezici napr. v jednotkovém kruhu, které maji nekonecnou délku.
Konec poznamek 3.
Priklady 3:
1. Spoctéte délku kruznice pomoci implicitniho, parametrického i poldrniho vyjadfeni.
2. Spoctéte délku spirdly r = €3t pro t € [0, 8].
3. Napiste integrél pro délku grafu funkce /7 na intervalu [—1, 8].

Pozor na bod 0. Zkuste v tomto piipadé pouzit

graf inverzni funkce.

| Ziskany integrdl nepocitejte — vime proc? I

4. Spottéte délku smycky kiivky zadané parametricky jako z = t2,y = t3/3 — t.

Zjistéte nejdiive hodnoty parametru pro které se
kiivka protne.)

Konec priklada 3.
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Cvicenf 3:
Priklad. Spoctéte délku tsecky z bodu (1,0) do bodu (0, 1).
Reseni. Jde o graf funkce
y=flx)=1-x
na intervalu [0, 1].

Podle vzorecku dostaneme pro délku vztah

/01\/1—%(]‘"(11:))2 dx = /(;1\/1—1—(—1)2 de = V2.

| 7da se, 7e vzorecky funguji. I

MiZeme pouZit parametricky zapis grafu pomoci funkci
z = sin’ ¢ , Y = cos? t

prot € [0,7/2].
Pak bude délka vyjddfena pomoci

/2 1 2 v 2 /2 -
[ V() (2w - Vasin® teo?t dt =
0 0

dt dt

w/2 /2
= / V2 2sintcost dt = [\@sin2 ﬂg = 2.
J0

| Nic jiného jsem necekal. I

Jesté polarné pro otrlé: I
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Usecku popiSeme polarni formulkou

1

sina +cosa

Pocita¢ spocitd za nds primitivni funkci

/.\/(sin (t) + cos (£)) 2 + (cos (£) — sin (£))* dt

(sin (t) + cos (£))*

Q

¢

(sin () + cos ()) \/é\/ (74 (cos (£))* + 4 sin (£) cos (£) + 4 (cos ()% + 1) “ein () .

A tedy diky pocitatim dostaneme zase v/2.

Pfiklad. Spoctéte obvod kruhu o poloméru 7.

Reseni. MidZeme pouzit parametricky zapis pomoci funkci
r=rsint, y=rcost

prot € [0, 27].
Pak bude délka vyjddfena pomoci

2m d 2 1v 2 2m 2
/ ) (S ae = Vi2 dt = / rdt = [tr]3" = 27

Poléarné to pijde jesté snadnéji.

Pro jednotkovy kruh je » = 1 a tedy

27
V12402dt = 2.
0

| Vtele doporucuji :-) I

Konec cviceni 3.
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POVRCH ROTACNICH TELES

Podobné jako se odvodil obsah z délky nebo objem z obsahu, da se odvodit povrch télesa z délky kiivky.

Teleso se protne rovinou kolmou napt. na osu x v
bodé ¢ a spocte se délka L(t) kiivky ohraniujici
vznikly rovinny obrazec. Tuto kifivku Ize povazo-
vat za uzky pds se Sitkou ds. VSechny tyto pasky
daji dohromady povrch S daného télesa.

Pro $itku ds se pouziji vyrazy z predchozi ¢asti o délce kiivek a dostane se:

S:/abL(x) / 2)y/ dx? + dy? —/ (@)1/1+ ( dy

Pozor, ty integraly jsou pii pocitani opravdu ne-
ptijemné.

Pro rotacni télesa je opét jednoduché spocitat
délky L(t) kruznic.
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Lx)=2rf(x)

Jestlize téleso A vzniklo rotaci grafu funkce f na intervalu (a,b) kolem osy z, pak je jeho povrch dan
vzorcem

b
27r/ [f(x)|\/1+ f2(x)dx,

Je-li graf funkce zaddn parametricky (z = @(t),y = ¥(t),
t € (a, b)), pouzije se vzorec

b
2r [ O/ + R0 .
a
V pfipad& poldrné zadané kiivky (r = p(t),t € («a, 5)):

8
on / p(8) sin(t)y/p2(1) + p2(1) ds.

a

L(x)=2rf(x)

Poznamky 4:
V Prikladech jsou uvedeny dva piiklady na spocitdni povrchu ttvaru, ktery se neziskal rotaci kiivky. Je to
utvar slozeny z usecek postavenych na néjaké kiivce v rovin€. Pak povrch je ,souctem" délek dg téchto

usecek podél kiivky v roviné, tj. f{fdsds, kde ds je obvykly malinky dilek kiivky.
Konec pozndmek 4.
Priklady 4:

1. Spoctéte povrch koule.

2. Spoctéte povrch anuloidu vznikly otd¢enim kruZnice o poloméru a, jejiz stied je vzdalen od osy otaceni
b > a.

3. Rotaci okolo osy « grafu funkce 1/« na intervalu [1, +00) vznikne dtvar, ktery md nekone¢ny povrch a
konecny objem. Ovéite.

4. Méjte pecen chleba tvaru koule. Ukazte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky maji stejné mnozstvi kurky.

5. Méjte plot postaveny na grafu funkce 2+/z, jehoz vyska v bodé (z, 21/7) md vysku 2,/x. Kolik materidlu
se spotfebuje na plot pro 0 < x < 27

6. Spocitejte povrch zdi postavené na kruznici o poloméru 2, kterd zacind v nékterém bodé kruznice a jejiz
vyska ve vzdalenosti s od tohoto bodu po oblouku kruznice je 3s.

Konec piikladu 4.

Cviceni 4:
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Pfiklad. Méjte pecen chleba tvaru koule. UkaZte, Ze vSechny krajice stejné tloust’ky maji stejné mnozstvi
karky.

Reseni. Budeme zkoumat povrch koule o poloméru R.

Uvazujme, Ze tento povrch vznikl rotaci kruznice 22 + y? = R2 okolo osy .

PopiSeme kruznici parametricky © = ¢(t) = Rcost, y = ¢ (t) = Rsint, t € (0, 2m).

Krajic odpovida jistému intervalu (a,b) C (0, 7). UvaZujeme krajice vzniklé ukrojenim pomoci roviny
kolmé k ose .

Pro vypocet povrchu vzniklého rotaci se pouZije vzorec

2w/ I /F2(0) + 02(8) de

Dostaneme tedy

b b
T / \Rsinﬂ\/RQ sint + R2cos?dt = 27 R> / |sint|dt .
Ja a
Zkusime pro jednoduchost krajice (a,b) C (0, 7/2). Pak dostaneme
b
21 R? / sintdt = 2nrR(Rcosa — Rcosb) = 2nR(xq — xp) ,
Ja
kde , = Rcosa je bod na intervalu (0, R), ktery odpovidd prvni strané krajice (pro ¢ = a), podobné
xp = Rcosb je bod na intervalu (0, R), ktery odpovidé druhé strané krajice (pro ¢t = b).

Podobné lIze zpracovat i interval (7/2, ).
Vysledkem je, Ze kirka na krajici je rovna 27 R krat tloust'’ka x, — xp.

BTW, cely pecen mé tedy povrch 47 R2. To je
tolik, jako ma veliky povrch opsany vélec.

Tedy, kdyz zapremyslime jesté troSku, valcové
mapy zemského povrchu ukazuji presné rozlohy
jednotlivych tzemi.
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Urcité Slo pouzit i jiny popis povrchu koule a
tedy jiné vzorecky.

V piipadé poldrné zadané kiivky (r = p(t) = R, t € («, 8)):

-3 B
27 / p(t)sin(t)\/p2(t) + p2(t)dt = 2m / Rsin(t)V R2 + 02dt =
J o J

B
= 271'32/ sin(t) dt = 27rR%(cosa — cos ) .
(0%

| Nastésti je to stejné. I

FYZIKALNI APLIKACE

Konec cviceni 4.

Pouziti integrdlu ve fyzice je velmi mnoho-
stranné.

V této kapitole bude uvedeno jen né€kolik zdkladnich aplikaci v mechanice.

V pozdgjsich kapitolach budou pfi riznych pfilezitostech uvedeny dalsi aplikace integralu ve fyzice.
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POHYB

JestliZe se bod pohybuje po piimce (napf. po ose x) a zna¢i-li s(¢) soufadnici bodu v ase ¢, je s (t) okamZitd
rychlost v(t) v dase t a v/ (t) = s”(t) okamZité zrychleni v Case .

| Umite to vysvétlit? I

Je-li tedy déna zdvislost rychlosti na Case funkci v(t), nent

b
/ v(t) dt = s(b) — s(a)

ujetd vzdalenost, ale zména polohy pohybujiciho se bodu.

m

Ujeta délka cesty od okamZiku ¢ = a do okamZiku ¢t = b se spocte integrilem

/a ()] dt.

| SORRY ;-) I
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CAS

TEZISTE
Zhruba feceno, soustiedi-li se do tézisté té€lesa hmotnost celého telesa, pak (tthové) momenty (vzhledem k

Vv

Podobné jako u vypoctu velikosti mnoZin je i u zjiSt ovani tézist€¢ vhodné zacit u jednodimenziondlnich
objekta (tj. drati) a postupné zvySovat dimenzi.

Vzhledem k pozdéjSimu snadnéj$imu ptistupu pomoci integrdlu funkci vice proménnych a plosSnych inte-
grald bude zvySovani dimenze ukonceno u rovinnych desek.

Tenky drat se bude v ndsledujicim postupu po-
vazovat za kfivku. Drat nemusi byt homogenni a
jeho hustota je dana néjakou funkci h.

Vv

Nejjednodussi je piipad, kdy drét je rovny — pak ho lze umistit na kladnou osu x s jednim koncem do
pocétku a druhym do bodu d, kde d je délka drétu. Hustota h je funkce definovana na intervalu [0, d].

Hmotnost M dritu se spocte ,sectenim” hmot-
nosti h(x) dx malinkych dilki dx a je tedy rovna

Jin(x) dx.

_ fodxh(x) dx ’
() dx

Necht’ je nyni drét zahnuty, napt. je grafem funkce y = f(x) na intervalu (a, b). V bodé (z, f(x)) ma drét
hustotu h(z).
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Hmotnost M drétu se opét spocte ,sectenim" hmotnosti jednotlivych dilkd ds a je tedy rovna |, 6i’h(a:) ds =

ffh(x)\/ 1+ f2(z)dx.

NN

Necht’ ma t&zisté soufadnice (7%, 7y) a ma hmotnost M. Jeho momenty vzhledem k osdm z,y budou
momenty dritu vzhledem k t€émto osdm.

Moment M, dritu vzhledem k ose x je sou¢et momenti jednotlivych dilkd, tj. ffyh(m) ds = f;f(x)h(x) V14 f2(z)dx
Moment M, vzhledem k ose y je roven fth(:u) V1+ f2(z)dx.

Porovnanim momentt M, a M, se dostanou vzorce

T — fabmh(x)\/l + f2(x)dx T fff(m)h(m)\/l + f2(x) dx.
@it P@dc Y @)V ) dx

Vzorec pro parametricky zadané kiivky se ziska
standardnim zpisobem: za x,y se dosadi pfi-
sluSné parametrické funkce ¢, ).

Pozor! Zkusime dréty s konstantni hustotou. I

Necht’ je nyni h = 1; pak je hmotnost dratu rovna jeho délce L.

Vynésobite-li vzorec pro T, jmenovatelem a déle Cislem 27, dostanete
21Ty L =5,

kde S je povrch rotacniho télesa vzniklého rotaci dratu okolo osy z.

Uvedend rovnost fikd, Ze tento povrch je rovny ploSe valcové plochy o poloméru Ty, a vy3ce L.
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Tomuto vzorci se nékdy tikd Guldinovo pravidlo pro rotaéni plochy:

VETA. Plocha rota¢niho télesa vytvoreného rotaci rovinné kiivky C' kolem pfimky p je rovna ndsobku

délky ktivky C' a obvodu kruZnice o poloméru rovném vzdalenosti tézisté krivky C' od p.

Ukdzka rotacni plochy a jejiho rozvinuti pomoci
Guldinova pravidla.

Tenkou rovnou desku (napf. plech) je mozné pokladat za mnoZinu v roviné, na kterém je definovana funkce
h(x y) udévajl’cf hustotu v bodé (z, y).

Vv

Zatim vSak neni definovan integral pres mnoZiny v roving a tak je nutné postup rozdélit. Vypocet hmotnosti
je podobny vypoctu plochy. Ud€laji se fezy desky kolmé napt. na osu x a zjisti se jejich hmotnosti a ty se
pak ,sectou".

Je-1i deska napf. mnoZinou bodt leZicich mezi grafy dvou funkci ({(z,y);z € (a,b),g9(z) <y < f(x)}) a
hustota je ddna funkci h(x, y), pak hmotnost M je rovna

M = /ab( /g::j) h(z,y) dy) dx.

AN

,séita".

Stejnym zpiisobem se ur¢i momenty desky vzhledem k osdm x, y: uréi se moment vzhledem k ose z fezu
desky kolmého na osu z a tyto momenty se ,sectou".

M, = /;( /gf(j) yh(z,y) dy) dx.

(z

Dostane se

a podobné se vypoéte My

N

f (fg(m zh(z,y dy) dx - ff( fgf(g) yh(z,y) dy) dx
' Ja (fgf(xx)) h(z,y dy) x ff( fgf(gﬂ)) h(z,y) dy) dx
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| Odvodime dalsi pravidlo: I

Necht’ je nyni h = 1; pak je hmotnost desky rovna jeho obsahu P.

Podobné jako u drétu se tpravou vzorce pro Ty dostdva

b
21Ty P = 27r/(f2(x) —¢%(x))/2dx =V

kde V je objem rotacniho t€lesa vzniklého rotaci plechu okolo osy x.

Podobné jako u plochy rotacniho télesa je tedy i objem pocitan jako by byla zdkladni plocha, ktera rotuje,

Vv

Tomuto vzorci se nékdy fikd Guldinovo pravidlo pro rotani objemy:

VETA. Objem rotac¢niho télesa vytvoreného rotaci rovinné mnoziny A kolem pfimky p, neprotinajici mno-

mnoziny A od p.

Ukézka rotacniho télesa a jejtho narovnani po-

moci Guldinova pravidla.

SILA, PRACE

Klasicky vzorec W = F'd vypocitava praci W vykonanou plisobenim sily F' po draze délky d (sila pisobi
ve sméru drahy).
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Jestlize se velikost sily v jednotlivych bodech
drahy méni, je nutné pouZit integraci.

Necht’ ve sméru osy x pisobi sila velikosti F'(x) v bodé x. Jeji prace na dseku dx je rovna f(x) dx (na tak
malém useku lze povaZovat silu za konstantnf).

Celkova prace vykonand na intervalu [a, b] piso-
benim této sily je tedy

Je-li deska ponotena kolmo do kapaliny, plisobi na maly dilek dx desky hydrostaticka sila ha dx (z jedné
strany desky), kde h je hustota kapaliny a z je vzdéalenost dilku od hladiny kapaliny.

hloubka
sila

Je-li I(z) délka mnoZiny bodl desky, které jsou vSechny vzddlené x od hladiny, je hydrostatick4 sila piso-
bici na tuto mnoZinu rovna hzl(x) dx a celkovéd hydrostatickd sila ptisobici na jednu stranu desky je tedy
i) fhxl(m) dx, kde a, b jsou nejmensi, resp. nejvetsi, vzdalenosti bodd desky od hladiny. Méni-li se hustota
kapaliny s hloubkou, misto & se piSe h(z).

Podobnym zptisobem lze pouZzivat integraly i v
dalsich situacich, vSude, kde nejsou pouZzivané
funkce konstantni a napf. méni se s casem. MiZe
to byt i vypocet Siteni chorob nebo toku financi
apod.
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Piiklady 5:
1. Necht’ se bod pohybuje po piimce rychlosti 57 cos(7t) m/sec v Case t. Zjistéte zménu polohy body od
t =0dot = 1secnebodot=3/2sec. Jakou vzdalenost bod urazil za prvni sekundu?

Mo

2. Ukazte, Ze homogenni ty¢ ma téZzisté uprostied.

Vv
M

7. Kolik prace se vykonad stlacenim péra z 2m na 1,5m, je-li konstanta péra rovna 10? (PouZijte Hooketv
zakon F' = —kx, kde F je sila, k je konstanta péra a x je prislusnd drdha.)

8. Kolik prace je potfeba k vypumpovani vody z plné nddrze tvaru polokoule o poloméru 3m umisténé
vrcholem doli do vysky 2m nad horn{ ¢ast nadrze?

9. Dvacetilitrovou nadobu tézkou 2kg naplnite vodou a vytdhnete na lané (1m lana vazi 1kg) do vysky 20m
stalou rychlosti 4m/sec. Nddoba je dérava a nahoru vytdhnete jen 101 vody. Jakou praci vykonate?

10. Jaky hydrostaticky tlak pusobi na jednu stranu desky tvaru lichobéznika ponofenou svisle do vody
s horni hranou 4m pod hladinou? LichobéZnik md spodni stranu dlouhou 8m, horni stranu 6m a vysku
rovnou 6m.

Konec piikladu 5.

Cviceni 5:

Vv

Vv

B Jzdm Jydm
T = = LY = = .
[ 1dm J1dm

Zde dm odpovidad integraci podle hmotnosti,

ktera je pti hustoté h odvozena od ds vzoreCkem
dm = hds.

Parametricky popis dratu zvolime

xr=rcost, y=rsint.

(rcost, rsint)

=1
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Pak .
_ fxdm  [frcost-h-rdt  hr¥[sint]f 0
T [1dm Jo e dt o Re[y

Podobné

~ Jydm  [frsint-h-rdt hr?[—cost]f  2r

v f1dm Jo b dt B hr[t]T

Piiklad. Kolik prace je potieba k vypumpovani vody z plné nadrZe tvaru polokoule o poloméru r = 3 m
umisténé vrcholem dolti do vysky A = 2 m nad horni ¢ast nadrze?

Reseni. Budeme uvaZovat pohyb vrstvy vody v hloubce = > 0.

7

A (x)

Jde o vrstvu o velikosti 7(r2 — z:2).

Tato vrstva bude putovat po draze x + h.

Potfebna sila bude rovna k - 7(r2 — %), kde k je tiha 1 m3 vody.

Price na vypumpovani se bude poéitat integrovanim "piispévki" jednotlivych vrstev k-m(r2 —x2) - (z+h)
podle vzorecku "prace=sila x drdha".

Tedy celkové prace bude vyjadiena integralem

225km

'/Ok~7r(r2—:172)-(.7z+h) dx = 1

préace na ni bude potieba.

| Po zintegrovani jsme hotovi. I

Konec cviceni 5.
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