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OBECNY URCITY INTEGRAL
'

Zobecnéni Newtonova nebo Riemannova integralu se definuji riznym zplisobem a
dostanou se nékdy riizné, nékdy stejné pojmy.
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V tomto textu bude postup volen jako zobecnéni Newtonova integrdlu, protoze je to
vhodny postup pro vypocet integralii.
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Funkce signum nema primitivni funkci na celém R, ale funkce |x| je spojita a primi-
tivni k signum na (—o0, 0) i na (0, +00).
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Funkce signum nema primitivni funkci na celém R, ale funkce |x| je spojita a primi-
tivni k signum na (—o0, 0) i na (0, +00).

 /
Vztah

b
/signtdt = |b] — |al,
a

zfeymé 1 v tomto pripadé odpovida tomu, co se v predchozi Casti pod integralem chapalo
(napt. vyjadfeni plochy s prisluSnymi znaménky).
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Co je vlastné potrebné pro funkci F', aby definice

b
[ @ ax=Fo) - Fo
zobecniovala Newtoniiv integral?
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Co je vlastné potrebné pro funkci F', aby definice

b
[ @ ax=Fo) - Fo
zobecniovala Newtoniiv integral?
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ProtoZe se jednd o zobecnéni, musi byt F” = f na intervalech, kde F” existuje.
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Co je vlastné potrebné pro funkci F', aby definice
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zobecniovala Newtoniiv integral?

\

ProtoZe se jednd o zobecnéni, musi byt F’ =

\/

f na intervalech, kde F’ existuje.

Pokud takovychto funkci F
je vice, musi byt =zaru-
ceno, Ze se dvé takovéto
funkce F' 1liSi na daném
intervalu o konstantu, po-

dobné, jako tomu je u primi-
tivnich funkcf.
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NULOVE MNOZINY




NULOVE MNOZINY
'

Asi by nemélo smysl, kdyby F’ neexistovala na velké mnoZziné, napf. na néjakém
intervalu.
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Jde o to urCit vhodn€ vyznam malé mnoziny. Lze pochopit, Zze konecné mnoZiny jsou
malé (vzhledem k intervaltim).
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Jde o to urCit vhodn€ vyznam malé mnoziny. Lze pochopit, Zze konecné mnoZiny jsou
malé (vzhledem k intervaltim).
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Jsou malé 1 spoCetné mnoziny? To uZz tak jasné neni, protoZze mnozina racionalnich
Cisel je spoCetna a v jistém smyslu vytvari vSechna reédlni Cisla.
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DEFINICE. MnozZina C redlnych Cisel se nazyva nulova, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuji intervaly (a,, b,) takové, Ze
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DEFINICE. MnozZina C redlnych Cisel se nazyva nulova, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuji intervaly (a,, b,) takové, Ze

1. U (an,b,) D C,
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n=1

Rik4 se, Ze vlastnost V plati skoro vSude (zkratka s.v.) na néjaké mnozine¢ M C R,
jestlize existuje nulovd mnozina C' a V plati na M \ C.
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POZOROVANL
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POZOROVANIL.
1. Kazda nejvyse spocetna podmnozina R je nulova.
2. Podmnozina nulové mnoziny je nulovd mnoZina.

3. Spocetné sjednoceni nulovych mnoZzin je nulovd mnozina.

4. Interval neni nulova mnozina.

Kdo nepozna nulovou mno-
Zinu, je u mne nula.
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Poznamky 1 :

Termin nulovd mnoZina mize mit v riznych oblastech matematiky rizné vyznamy
(n€kdy se tak nazyva prazdna mnozina). V téchto textech vSak bude vzdy pouzivan pro
pravé definovany pojem.

\
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Priklady 1 :
Cantorova mnozina je nespocetnd nulovd mnozina.

Konec piikladi 1.




Otazky 1 :

1. Dokazte pfimo, Ze mnoziny N, () jsou nulové.




2. Ukazte, ze mnozZina iracionalnich ¢isel neni nulova.




3. Ukazte, Ze posunuti a nasobek nulové mnoZziny jsou opét nulové mnoZiny.




4. Je-li A nulovd mnoZina, je mnozina R \ A hustd v R, tj. kazdy otevieny interval
mnozinu R \ A protina.

=)




(0,9)
5. R 1ze vyjadrit jako spocetné sjednoceni | | A,,, kde Aj je nulovda mnozina a mnoziny
n=0
R\ A,,n=1,2, ..., jsou oteviené a husté.

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Potiebuje snad tady nékdo
MALE MNOZINY ?
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skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Cviceni 1 :

Potiebuje snad tady nékdo
MALE MNOZINY ?

Ja bych si radéji vzal vétsi

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ptiklad. Sestrojte nekonstantni spojitou funkci na [0, 1], ktera je co s.v. konstantni.

\




Ptiklad. Sestrojte nekonstantni spojitou funkci na [0, 1], ktera je co s.v. konstantni.

\

Reseni. Zkusime najit funkci, kterd zobrazuje interval [0, 1] na sebe, je piitom spojita
a na mnoha intervalech konstantni.

\




Ptiklad. Sestrojte nekonstantni spojitou funkci na [0, 1], ktera je co s.v. konstantni.

\

Reseni. Zkusime najit funkci, kterd zobrazuje interval [0, 1] na sebe, je piitom spojita
a na mnoha intervalech konstantni.

\

Bude to takové schodisté. Po Castech konstantni funkce by nebyla pri konecné mnoha
schodech spojita.

\




Ptiklad. Sestrojte nekonstantni spojitou funkci na [0, 1], ktera je co s.v. konstantni.

\

Reseni. Zkusime najit funkci, ktera zobrazuje interval [0, 1] na sebe, je pfitom spojita
a na mnoha intervalech konstantni.

\

Bude to takové schodisté. Po Castech konstantni funkce by nebyla pri konecné mnoha
schodech spojita.

4

Slo by udélat schodité s nekoneéné mnoha schody?

\




Ptiklad. Sestrojte nekonstantni spojitou funkci na [0, 1], ktera je co s.v. konstantni.

\

Reseni. Zkusime najit funkci, kterd zobrazuje interval 0, 1] na sebe, je pritom spojita
a na mnoha intervalech konstantni.

\

Bude to takové schodiste. Po Castech konstantni funkce by nebyla pfi konecné€ mnoha
schodech spojita.

4

Slo by udélat schodisté s nekoneéné mnoha schody?

\

Podivame se na to, co s tim
ptjde ud¢lat:

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Udélame nejdfive prostredni schod, a potom nalevo a napravo od n€j udélame zase
prostfedni schod "mensiho vyznamu". To cel€ opakujeme:

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
= K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
* Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Definujeme tedy funkei f : [0, 1] — [0, 1].
\




Definujeme tedy funkei f : [0, 1] — [0, 1].

\
Zacneme v krajnich bodech intervalu: f(0) = 0, f(1) = 1.

\




Definujeme tedy funkei f : [0, 1] — [0, 1].

\
Zacneme v krajnich bodech intervalu: f(0) = 0, f(1) = 1.

\

Pak definujeme f(x) = 1/2 pro body "prostfedni"tetiny, tedy pro x € [1/3,2/3].
Pritadili jsme tedy primérnou hodnotu z hodnot v krajnich bodech intervalu.

\




Definujeme tedy funkei f : [0, 1] — [0, 1].

\
Zacneme v krajnich bodech intervalu: f(0) = 0, f(1) = 1.

\

Pak definujeme f(x) = 1/2 pro body "prostfedni"tetiny, tedy pro x € [1/3,2/3].
Pritadili jsme tedy primérnou hodnotu z hodnot v krajnich bodech intervalu.

\

Na prvni a posledni tfetiné postupujeme podobné, opét pouzijeme primérnou hodnotu
z hodnot v krajnich bodech intervalu.

\




Definujeme tedy funkci f : [0, 1] — [0, 1].

\
Zacneme v krajnich bodech intervalu: f(0) =0, f(1) = 1.

\

Pak definujeme f(z) = 1/2 pro body "prostfedni"tfetiny, tedy pro z € [1/3,2/3].
Priradili jsme tedy primérnou hodnotu z hodnot v krajnich bodech intervalu.

\
Na prvni a posledni tfetin€ postupujeme podobné, opét pouzijeme priimeérnou hodnotu
z hodnot v krajnich bodech intervalu.

\

Postup opakujeme do neko-

necna. Tim udélame neko-
necné schodisté. Sjednoceni

vSech takto pouzitych tfetin
oznaCime 7.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Spocitame, kolik lina bu-
deme na schodisté potiebo-
vat.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Mame tady jeden nejvétsi schod (1/3), dva mensi (1/9), Ctyri jest€ mensi (1/27) a tak

Spocitame, kolik lina bu-
deme na schodisté potiebo-
vat.

dal. SeCteme to jako geometrickou fadu

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Spocitame, kolik lina bu-
deme na schodisté potiebo-
vat.

\

Mame tady jeden nejvétsi schod (1/3), dva mensi (1/9), Ctyri jest€ mensi (1/27) a tak
dal. SeCteme to jako geometrickou radu

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Spocitame, kolik lina bu-
deme na schodisté potiebo-
vat.

\

Mame tady jeden nejvétsi schod (1/3), dva mensi (1/9), Ctyri jest€ mensi (1/27) a tak
dal. SeCteme to jako geometrickou fadu

\

Tedy lina budeme potiebo-
vat akorét.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Zapomneli jsme snad v defi-
nici na néjaky bod?

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zapomneli jsme snad v defi-
nici na néjaky bod?

Nevidim v naSem linu Zad-
nou racionalni ¢i iracionalni
diru.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pozor, definovali jsme za-
tim funkci s pouze spocetne
mnoho hodnotami!

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pozor, definovali jsme za-
tim funkci s pouze spocetne
mnoho hodnotami!

Tedy nezobrazuje na |0, 1]!

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zapomnéli jsme asi na
spoustu bodi. Najdeme je.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zapomnéli jsme asi na
spoustu bodi. Najdeme je.

\

NapiSeme si Cisla v [0, 1] pomoci trojkového zapisu.

\/

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zapomnéli jsme asi na
spoustu bodi. Najdeme je.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
‘ vlastnosti n.m.
v . v P . P L . J-primitivni funkce
NapiSeme si Cisla v [0, 1] pomoci trojkového zapisu. vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
‘ monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
ay a9 as J-srovnavani
= 4+ =+ —4--- absolutni spoj.okolo C
32 3 K-primitivni funkce
3 vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
‘ vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

w |



Zapomnéli jsme asi na
spoustu bodi. Najdeme je.

\

NapiSeme si Cisla v [0, 1] pomoci trojkového zapisu.

\

a a a:

3 32 3

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani

Kazdy bod takto piSeme pomoci posloupnosti {a1, as, . . . }. Bod nula odpovida {0, 0, . . . }existence K-integralu

bod 1/3 budeme pro jednoznacnost zapisu psat ve tvaru {0, 2,2, 2. . .}. (Podobné bychom

psali v desitkovém zdpisu misto jednicky 0, 9999 - - - .)

=

kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ted” pozor ! Prijde kouzlo
M

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Vnitini body prostiedni tfetiny (interval (1/3,2/3)) maji ve trojkové soustavé zapis
typu {0,1,as, ...}. Vnitini body dalSich intervalti odpovidajicich pfislusnym schodim

Ted” pozor ! Prijde kouzlo
1!

maji ve svém zapise také jednicku.

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Vnitini body prostiedni tfetiny (interval (1/3,2/3)) maji ve trojkové soustavé zapis
typu {0,1,as, ...}. Vnitini body dalSich intervalti odpovidajicich pfislusnym schodim

Ted” pozor ! Prijde kouzlo
1!

maji ve svém zapise také jednicku.

\

Existuje nespocetné mnoho posloupnosti sestavenych pouze z nul a dvojek. Tedy exis-
tuje nespocetné mnoho bodu, které nejsou uvnitt nasich schodi.

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ted” pozor ! Prijde kouzlo
1!

\

Vnitini body prostiedni tfetiny (interval (1/3,2/3)) maji ve trojkové soustavé zapis
typu {0, 1, as, ...}. Vnitini body dal§ich intervalii odpovidajicich piisluSnym schodim
maji ve svém zapise také jednicku.

\

Existuje nespocetné mnoho posloupnosti sestavenych pouze z nul a dvojek. Tedy exis-
tuje nespocetné mnoho bodt, které nejsou uvnitf nasich schodi.

\

Ale naSe schody maji pouze spocetné mnoho krajnich bodd. Proto musi byt nespocetné
mnoho bodi, ve kterych jsme jesté funkci nedefinovali.

-

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Oznacme C' podmnoZinu
0, 1], jejiz body nemaji ve
svém trojkovém zdapisu jed-
nicku.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

C je nespocetna mnozina.

4

Oznacme C' podmnoZinu
0, 1], jejiz body nemaji ve
svém trojkovém zdapisu jed-
nicku.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

C je nespocetna mnozina.

\

C' je nulovd mnoZina. (K danému € > 0 najdeme schody, na nichZ je poloZeno lino
v celkové délce vetsi 1 — €. Pak mezery mezi témito schody jde pokryt koneCn€ mnoha

Oznacme C' podmnoZinu
0, 1], jejiz body nemaji ve
svém trojkovém zdapisu jed-
nicku.

otevienymi intervaly o celkové délce menSi nez ¢ > 0.)

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

C je nespocetna mnozina.

\

C' je nulovd mnoZina. (K danému € > 0 najdeme schody, na nichZ je poloZeno lino
v celkové délce vetsi 1 — €. Pak mezery mezi témito schody jde pokryt koneCn€ mnoha

Oznacme C' podmnoZinu
0, 1], jejiz body nemaji ve
svém trojkovém zdapisu jed-
nicku.

otevienymi intervaly o celkové délce menSi nez ¢ > 0.)

\

MnozZina C' N T je spoCetna.
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Oznacme C' podmnoZinu
0, 1], jejiz body nemaji ve
svém trojkovém zdapisu jed-
nicku.
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C je nespocetna mnozina.

\

C' je nulovd mnoZina. (K danému € > 0 najdeme schody, na nichz je poloZeno lino
v celkové délce vetsi 1 — €. Pak mezery mezi témito schody jde pokryt koneCn€ mnoha
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MnozZina C' N T je spoCetna.
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Mnoziné C se rika Cantorova mnozina.
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Vratime se k naSi funkci.
Budeme definovat funkci v
bodé = Cantorovy mnoziny

C' jako suprémum hodnot
funkce na tretinovych scho-
dech vlevo od z. Tedy
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Vratime se k naSi funkci.
Budeme definovat funkci v
bodé = Cantorovy mnoziny

C' jako suprémum hodnot
funkce na tretinovych scho-
dech vlevo od z. Tedy

flx)=sup{f(t): t<x,teT}.

Takto ziskdme spojitou
funkci, kterd zobrazuje |0, 1]
na [0,1]. Je konstantni na
intervalech obsazenych v T,
jejichz celkova délka je 1.
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Této funkci se rfika Canto-
rova funkce. Je to jedna z

nejdulezitéjSich funkci v te-
or1i 1ntegrace:
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Vsimnéme si, ze Cantorova
funkce roste (o jednicku) na

nulové mnozing.
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Priklad. Dokazte, Ze mnozina redlnych Cisel neni nulova.
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Reseni. Kdyby mnoZina R byla nulovd, pokryjeme ji spo¢etné mnoha intervaly I;, I, . ..
o celkové délce mensi neZ 1. Budeme témto intervalim fikat modré.
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Duch redlnych Cisel ozil.
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Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

Reédlnou osu pokryju spo-
cetné¢ mnoha intervaly s dél-

kami mensSimi nez . Je to
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Uceni 1 :

Reédlnou osu pokryju spo-
cetné¢ mnoha intervaly s dél-

kami mensSimi nez . Je to
tedy nulova mnozina?

Zapomnél jsi na sCitani ?
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Konec uceni 1.




J-INTEGRAL




J-INTEGRAL

Budeme budovat novy inte-
gral.
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J-PRIMITIVNI FUNKCE




J-PRIMITIVNI FUNKCE
J

Podle pfedchoziho pozorovani jsou konecné a spoCetné mnoziny nulové.
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J-PRIMITIVNI FUNKCE
J
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J-PRIMITIVNI FUNKCE
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Podle pfedchoziho pozorovani jsou konecné a spoCetné mnoziny nulové.

\/

Nespocetné mnoZiny mohou ale nemuseji byt nulové.
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To naznacuje moznost, Ze nejvySe spocetné mnoziny tvori specifickou tfidu nulovych
mnoZin a Ze zobecnéné primitivni funkce definované na zakladé této tfidy by mohly byt
také néjak specifické.
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V predchozim prikladé pro signum by se dostala jind hodnota integralu, pokud by
misto zobecnéné primitivni funkce |z| byla pouZzita napt. funkce |z| + 1 na (—o0,0) a
|| na (0, +00).
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V predchozim prikladé pro signum by se dostala jind hodnota integralu, pokud by
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POZOROVANIL.
1. Kazda spojita funkce na intervalu [ ma na I J-primitivni funkci.
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Pro dadkaz tvrzeni, ze dvé
J-primitivni funkce k f se
118 o konstantu, nelze pou-

Zit v€tu o stredni hodnote,
jak tomu bylo u primitivnich
funkcich.
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118 o konstantu, nelze pou-

Zit v€tu o stredni hodnote,
jak tomu bylo u primitivnich
funkcich.

Nésledujici dikaz je o néco
slozit€jsi, nez by mohl pro
danou situaci byt, ale byl
zvoleny tak, aby z néj bylo
mozné vidét zobecnéni na

nulovou mnozinu C' misto
spocetn€ mnoziny.
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VETA. (Jednoznacnost) Dv¢ J—primitivni funkce k f na [ se 1isi o konstantu.
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Nejdiive se dokaze nésledu- obeeny integrl
jict pomocné tvrzeni, které " RoroSude.
je vSak dulezité 1 v jinych si- vkl i
L J-primitivni funkce
tuacich. vlastnosti J-p.f.
J-korektnost

pokryvaci lemma

monoténni funkce
J-integral

vlastnosti J-i.

J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce

vlastnosti K-p.f.

V tvrzeni je pouzit termin . JKekoreltnost
, ~ -integra
pokryti [a, b] systémem mno- vlastnosti K-i.
v A2 N . K-srovnavani
iinS, COZ znamena, Ze sjed- existence K. integralu
noceni vSech mnozin z S kritéria
c ekvivalence konver-
obsahuje [a, b]. sence
absolutni
konvergence

L-primitivni funkce
L-integral

Pozndmky

# 123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



LEMMA. Necht' kompaktni interval [a, b] je pokryt systémem S otevienych intervald.
Pak existuje konecny podsystém {5, ..., Si}, ktery pokryva [a,b] a S;, S; se protinaji
jen pokud |7 — j| < 1..
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LEMMA. Necht kompaktni interval [a, b] je pokryt systémem S otevienych intervald.
Pak existuje konecny podsystém {S1, ..., Sy}, ktery pokryva |a,b] a S;,S; se protinaji
jen pokud |¢ — j| < 1.
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koneénym podsystémem i interval [a, ¢| pro ¢ € (p, s), COZ je spor. e
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Dukaz. Oznalise p = sup{z € |a, ]; [a, x] Ize pokryt kone¢nym podsystémem systému S }.

Kdyby p < b, staci vzit jednu mnozinu z S, napf. (r, s), obsahujici p a potom Ize pokryt
konecnym podsystémem i interval [a, q] pro q € (p, s), COZ je spor.

Lze predpokladat, ze ziskany podsystém je minimélni, tj. po odebrini libovolného
jeho prvku zbyly systém uz |a, b] nepokryva.
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jeho prvku zbyly systém uz |a, b] nepokryva.
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Necht se ziskany konecny podsoubor sklada z intervala S, S5, ..., S se stfedy s1, so, ...,
pricemz s; < S9 < ... < Sg.
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jeho prvku zbyly systém uz |a, b] nepokryva.

\
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Jsou to prithledné vécicky.
Ted’ se vratime a dokaZeme
vétu o jednoznacnosti.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dukaz. véty. Tvrzeni staci dokdzat pro otevieny interval I = (a, b).
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Dukaz. véty. Tvrzeni staci dokdzat pro otevieny interval I = (a, b).
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Necht' C' je spocetnd mnozina bodu ¢,,n = 1,2,... z (a,b), F je spojitd na (a,b) a
F'(x) =0proz € I\ C. Ma se dokézat, Ze F' je konstantni na (a, b).
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e > 0. MtiZe se predpokladat, ze r, s € C' (jinak se C' o tyto body doplni). nulov mnozina
vlastnosti n.m.
‘ J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.

J-korektnost

pokryvaci lemma

monoténni funkce
J-integral

vlastnosti J-i.

J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce

vlastnosti K-p.f.

K-korektnost
K-integral

vlastnosti K-i.

K-srovnavani
existence K-integralu

kritéria

ekvivalence konver-

gence
absolutni
konvergence

L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dukaz. véty. Tvrzeni staci dokdzat pro otevieny interval I = (a, b).
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Necht' C' je spocetnd mnozina bodu ¢,,n = 1,2,... z (a,b), F je spojitd na (a,b) a
F'(x) =0proz € I\ C. Ma se dokézat, Ze F' je konstantni na (a, b).
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Necht' r, s € (a,b),r < s. Staci ukazat, ze |F/(r) — F'(s)| je libovolné malé. Bud’ tedy
e > (. MiZze se predpokladat, ze r, s € C (jinak se C' o tyto body doplni).
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Pro kazdé x € (a,b) existuje okoli U, = (v — d,,z + 0,) C (a,b) tak, ze |F(y

) —
F(z)| <ely—z|proy € U, pokud x ¢ C (protoze F'(z) = 0) atak, ze |F(y) — F(x)| <
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Necht' r, s € (a,b),r < s. Staci ukazat, ze | F'(r) — F'(s)| je libovolné malé. Bud’ tedy obecny integral
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vlastnosti n.m.
‘ J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost

Pro kazdé x € (a,b) existuje okoli U, = (x — 0,,x + 0,) C (a,b) tak, Ze |F(y) — = pokrswaci lemma
F(z)| < ely—z|proy € U, pokud = ¢ C (protoze F'(z) = 0) atak, Ze | F(y) — F(z)| < momcom funkee

J-integral
n _ ~ 1 1114 vlastnosti J-i.
e/2" pro y € U, pokud x = ¢, (protoze F je v ¢, spojitd). ylasmost
absolutni spoj.okolo C
‘ K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni

Sikovné jsme si udé€lali po- konvergence
, L-primitivni funkce
krytl . L-integrél
Pozndmky
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Ptiklady
123456789

Otéazky

P 535673809
Cviceni
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Podle predchoziho lemmatu Ize najit body 1 < z9 < ... < xy, tak, ze {le}’f pokryva
|, 5] a protinaji se pouze sousedni intervaly.

\/

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
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J-integral
vlastnosti J-i.
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K-integral
vlastnosti K-i.
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existence K-integralu
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gence
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konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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123456789
Cviceni
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Podle predchoziho lemmatu Ize najit body 1 < z9 < ... < xy, tak, ze {le}’f pokryva
|, s] a protinaji se pouze sousedni intervaly.

\/

Pro kazdé i existuje y; € U, N Uy, N (2, i41), pfiCemZ y; lze zvolit vétsi neZ r a
yr—1 mensi neZ s. Nyni se poloZi yp = r,y = satedyjey; < yjn1prot =0, ...,k — 1.

\/

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle predchoziho lemmatu Ize najit body 1 < z9 < ... < xy, tak, ze {le}’f pokryva
|, s] a protinaji se pouze sousedni intervaly.

\/

Pro kazdé i existuje y; € U, N Uy, N (2, i41), pfiCemZ y; lze zvolit vétsi neZ r a
Yr—1 mensi nezZ s. Nyni se p010z1 Yyo=r,yy =satedyjey; < yiiprot=0,... k— 1.

\/

Potom

Mw

|F'(r) — F(yiv1) — F(yi)| -

i=0
ProtoZe oba sousedni body v;,v;4+1 lezi v U,, po obou stranach jeho stfedu (kromé,
moznd, prvniho a posledniho intervalu), je |F'(y;11) — F(y;)| bud’ nejvyse e(yir1 — v;)

pokud z; ¢ C' anejvyse /2" pokud z; = ¢,.
\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Podle predchoziho lemmatu lze najit body x; < 29 < ...

|, s] a protinaji se pouze sousedni intervaly.

\/

Pro kazdé i existuje y; € U, N U,
Yr—1 mensi nezZ s. Nyni se p010z1 Yo =1,yr = satedyje y; < yjr1 prot =

\/

Potom

[E(r) =

ProtoZe oba sousedni body v;,v;4+1 lezi v U,, po obou stranach jeho stfedu (kromé,
moznd, prvniho a posledniho intervalu), je |F(y;.1) —

i+1

Mw

1=0

pokud z; ¢ C' anejvyse /2" pokud z; = ¢,.

\
Odtud vyplyva, ze

|F'(r) = F(s)| <

e

—1

Il
(=)

| F(Yir1) —

N (z;, x;41), priCemz y; 1ze zvolit vEtSi neZ r a

y@—l—l F(:yl)‘ .

F(y)| < ells =r) +2).

< xy, tak, ze {U,, }} pokryvé

F(y;)| bud’ nejvyse e(yi1 —

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Otéazky
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Které funkce maji J-
primitivni funkce a nemaji
primitivni funkce?

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Zrejm¢e funkce typu 81gnum a jejich posunuti a linearni kombinace (tzv. jednoduché
nebo schodovité funkce, majici jen konecn€ mnoho hodnot, které nabyvaji na konecné
mnoha intervalech).

\

Které funkce maji J-

primitivni funkce a nemaji

primitivni funkce?

obecny integral
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skoro vSude
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J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
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J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
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existence K-integralu
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gence
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konvergence
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L-integral
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\

Zrejm¢e funkce typu 81gnum a jejich posunuti a linearni kombinace (tzv. jednoduché
nebo schodovité funkce, majici jen konecn€ mnoho hodnot, které nabyvaji na konecné
mnoha intervalech).

\

Které funkce maji J-

primitivni funkce a nemaji

primitivni funkce?

Nasledujici tvrzeni tento
pripad jesSt€ vice zobecni.
Jde zde o monotonni
funkce:

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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VETA. KaZd4 monoténni funkce (a tedy 1 jejich linearni kombinace) na intervalu / ma
na tomto intervalu J-primitivni funkci.

\




VETA. KaZd4 monoténni funkce (a tedy 1 jejich linearni kombinace) na intervalu / ma
na tomto intervalu J-primitivni funkci.

\

Dukaz. Necht' f je napt. neklesajici funkce na I a C' = {¢,} je spoCetna mnoZina jejich
bodii nespojitosti (skoki).

\



aspo.nespojitost monot�nn� funkce

VETA. Kazd4 monoténni funkce (a tedy 1 jejich linearni kombinace) na intervalu / ma
na tomto intervalu J-primitivni funkci.

\

Dukaz. Necht' f je napf. neklesajici funkce na I a C' = {¢,} je spoCetnd mnozina jejich
bodu nespojitosti (skoki).

obecny integral
nulova mnozina
‘ skoro vsude
v, 1. 0 2 . L, . . vlastnosti n.m.
Oznaci-li se s, velikost skoku v bod¢ c¢,,, pak nezaporna funkce s, kterd ma v x € [  J-primitivai funkee

sz o . ce 2 lastnosti J-p.f.
hodnotu > {s,;c, < x}, se nazyvé funkce skokl. Rozdil f — s je spojitd funkce na I,  Jkorekinost

ktera tedy ma primitivni funkci na 1. polryVac! jernma

monoténni funkce
J-integral
‘ vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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aspo.nespojitost monot�nn� funkce

\

Dukaz. Necht' f je napf. neklesajici funkce na I a C' = {¢,} je spoCetnd mnozina jejich
bodii nespojitosti (skoki).

\

Oznaci-li se s, velikost skoku v bodé¢ c,,, pak nezaporna funkce s, ktera ma v € [
hodnotu » {s,;c, < x}, se nazyva funkce skokt. Rozdil f — s je spojita funkce na I,
ktera tedy ma primitivni funkci na I.

\

Snadno se zjisti, ze S(z) = Y {s,(x — ¢,); ¢, < x} je J-primitivni funkce k sna I s
vyjimecnou mnozinou C'. Tedy i funkce f ma J-primitivni funkci.

=)

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
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existence K-integralu
kritéria
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konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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aspo.nespojitost monot�nn� funkce

Monoténni funkce maji J-
primitivni funkci. Vyjimec-
nou mnozinou jsou body
skoku.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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123456789
Otéazky
123456789
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Monoténni funkce maji J-
primitivni funkci. Vyjimec-
nou mnozinou jsou body
skoku.

Ja si to myslel predem.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Poznamky 2 :

1. Pfedpoklad spojitosti u J-primitivni funkce je podstatny. Bez néj nebude platit tvr-
zeni, 7Ze dvé zobecnéné primitivni funkce k dané funkci se 1isi o konstantu.

\




Poznamky 2 :

1. Pfedpoklad spojitosti u J-primitivni funkce je podstatny. Bez néj nebude platit tvr-
zeni, 7Ze dvé zobecnéné primitivni funkce k dané funkci se 1isi o konstantu.

\

U primitivni funkce spojitost vyplyvala z existence derivace, u zobecnéné primitivni
funkce tomu tak neni a spojitost musi byt explicitné uvedena.

=




2. Mé-li f J-primitvni funkci na (a,b) a zméni-li se hodnoty f ve spocetné mnoha
bodech, ma i tato nova funkce J-primitivni funkci.

=)




3. Aby méla funkce J-primitivni funkci, nemusi byt definovdna ve spocetné mnoha
bodech. Byva vhodné pak funkci v té€chto bodech dodefinovat, nejlépe hodnotou 0.

—p




4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monoténni funkci Ize zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\




4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monoténni funkci Ize zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\

JestliZze méa néjaka funkce za body nespojitosti jen skoky, 1ze podobné jako pro mono-
tonni funkce sestrojit J-primitivni funkci.

\




4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monoténni funkci Ize zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\

JestliZze méa néjaka funkce za body nespojitosti jen skoky, 1ze podobné jako pro mono-
tonni funkce sestrojit J-primitivni funkci.

\

Funkce, které nemaji oscilace, se charakterizuji tim, Ze maji v kazdém vnitfnim bod¢
defini¢niho intervalu obé jednostranné limity. Takze plati tvrzeni:

\




4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monoténni funkci Ize zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\

JestliZze méa néjaka funkce za body nespojitosti jen skoky, 1ze podobné jako pro mono-
tonni funkce sestrojit J-primitivni funkci.

\

Funkce, které nemaji oscilace, se charakterizuji tim, Ze maji v kazdém vnitfnim bod¢
defini¢niho intervalu obé jednostranné limity. Takze plati tvrzeni:

\

Funkce, kterd md v kazdém bod¢ intervalu (a, b) obé jednostranné limity, md na (a, b)
J-primitivni funkci.

\




4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monotonni funkci l1ze zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\

Jestlize ma né€jakd funkce za body nespojitosti jen skoky, 1ze podobné jako pro mono-
tonni funkce sestrojit J-primitivni funkci.

\

Funkce, které nemaji oscilace, se charakterizuji tim, Ze maji v kazdém vnitinim bod¢
defini¢niho intervalu ob€ jednostranné limity. Takze plati tvrzent:

\

Funkce, kterd md v kazdém bod¢ intervalu (a, b) obé jednostranné limity, md na (a, b)
J-primitivni funkci.

\

Lze dodat, Ze linearni kombinace monotonnich funkci na kompaktnim intervalu jsou
tzv. funkce s konecnou variaci a daji se definovat interné ( f je funkce na [a, b]):

sup{z |f(z;) — flxig)|ja=20 <71 < ... <) =b,n € N} € R.
i=1
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4. Vétu o existenci J-primitivni funkce pro monotonni funkci l1ze zobecnit. Monoténni
funkce maji nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti, které jsou skoky.

\

Jestlize ma né€jakd funkce za body nespojitosti jen skoky, 1ze podobné jako pro mono-
tonni funkce sestrojit J-primitivni funkci.

\

Funkce, které nemaji oscilace, se charakterizuji tim, Ze maji v kazdém vnitinim bod¢
defini¢niho intervalu ob€ jednostranné limity. Takze plati tvrzent:

\

Funkce, kterd md v kazdém bod¢ intervalu (a, b) obé jednostranné limity, md na (a, b)
J-primitivni funkci.

\

Lze dodat, Ze linearni kombinace monotonnich funkci na kompaktnim intervalu jsou
tzv. funkce s konecnou variaci a daji se definovat interné ( f je funkce na [a, b]):

sup{z |f(z;) — flxig)|ja=20 <71 < ... <) =b,n € N} € R.
i=1

\

Na nekompaktnim intervalu se funkce s konenou variaci vétSinou definuji lokalné
(na kazdém kompaktnim podintervalu maji kone¢nou variaci).
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Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. Dirichletova a Riemannova funkce maji nulové J-primitivni funkce.




2. Sestrojte J-primitivni funkce k funkci [x] (celd ¢dst x) na intervalech (0, +00), (—o0, 0)

=




3. Sestrojte J-primitivni funkci k f na (0, 10), kde
0,
f(z) = { 1

Y

X
X

je suda;
je licha.




4. Sestrojte J-primitivni funkci k f na (0, 1), kde

f(@) = 0, z € (1—27%1—2%1) ksudé;
1, z€(1—27%1—-27%1) kliché.

Konec priklada 2.




Otazky 2 :

Dokazte jednoduseji tvrzeni, Ze dvé J-primitivni funkce k f na (a, b) se 1isi o kon-
stantu.

\




Otazky 2 :

Dokazte jednoduseji tvrzeni, Ze dvé J-primitivni funkce k f na (a,b) se lisi o kon-
stantu.

\

obecny integral
o . o . . nulova mnozina
Staci dokézat, ze je-i F skoro viude
ce,, ~ vlastnosti n.m.
SpO_]lta na (a, b) a ma tam J-primitivni funkce
nulovou  derivaci _vSude ylastnosti -p.f.
kromeé Spocetne mnoziny, jc pokryvaci lemma
P monotonni funkce
F neklesajici. Vintegrd]
vlastnosti J-i.

J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce

z vlastnosti K-p.f.
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K-integral
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CvicCeni 2 :

Zkusime si néco "az na spo-
cetné":
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Priklad. Necht’ spojitd funkce je rostouci ve vSech bodech az na spocetnou mnozinu
vyjimek. Dokazte, Ze je rostouci.

{

Reseni. Necht' f
spoCetna mnozina s prvky mq, ms, . .

\

Necht” f(0) =0a f(1)

Zkusime si néco "az na spo-

[0.1] — R je spojita a rostouci v bodech [0,1] \ M, kde M je

—e < (0. Dokazeme spor.
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Bude to chvilku trvat.
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Vezmeme bod m,, a najdeme ze spojitosti interval (a,,, b,) C [0, 1] \ V, obsahujici m,,
tak, Ze
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Pak definujeme funkci g, takto

gn(z), T < ap
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Polozme V,,.1 = V,, U |a,, b,] a matematickou indukeci sestrojime posloupnost funkci

{gn}-
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Posloupnost {g,(x)} je od urcitého indexu neklesajici. Ozna¢me jeji limitu g(x).
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Nyni 1ze definovat integral stejnym zplisobem, jako u Newtonova integralu.
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DEFINICE. Necht' jsou splnény nésledujici tfi podminky pro funkci f a interval [ s
hrani¢nimi body a < b:

1. funkce f md na / J-primitivni funkci F';
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Potom se definuje se J-integral funkce f:

b
() [ £dx=F@-) - Play).
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. .. . . J-primitivni funkce
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Nyni 1ze definovat integral stejnym zplisobem, jako u Newtonova integralu.
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2. existuji limity F'(a. ), F'(b_);
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Potom se definuje se J-integral funkce f:
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rozdil od terminu existuje, kdy miiZe byt hodnota integralu nevlastni).




Ze symbolu pro integral neni vidét na jakém typu intervalu / (napf. otevieném, uza-
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vieném) je integral definovan. Neni to totiz podstatné, protoZe z definice je vidét, ze
hodnota integrdlu nezavisi na tom, zda koncové body intervalu I nédlezi do /.

\

V dalSim textu bude proto Casto bez ijmy na obecnosti bran otevreny interval /.

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Ze symbolu pro integral neni vidét na jakém typu intervalu / (napf. otevieném, uza-
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VETA. (Souhrn vlastnosti J-integralu)
1. N(a,b) C J(a,b).
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4. (a) Je-li (¢,d) C (a,b), je J(a,b) C J(c,d), kde posledni inkluzi se mini zizZen{
funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je J(a,b) = J(a,c) N J(c,b).

5.Je-li f € J(a,b)je (J) [f () dt J-primitivni funkce k f na (a, b).
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fﬁ

t) dt, je-li jedna strana kone¢na.

Je to povédomé?




Je to povédomé?
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Diikaz. Vlastnosti 1 — 5 se dokaZzi pfimo z definic. Pro ovéfeni vlastnosti 6 je nutné
si uvédomit, Ze spojita funkce, ktera ma nezidpornou derivaci vSude na intervalu kromé
nejvyse spocetné mnoziny, je neklesajici (viz ndvod v Otdzkdch).

Vlastnosti 7 — 9 se dokazuji stejn€ jako podobné vlastnosti pro Newtonovy integraly.
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DUSLEDEK. Necht funkce f, ¢ jsou definovany na intervalu (a,b) kromé nejvyse
spocetné mnoziny.

1. fabf < fabg, pokud f,g € J(a,b), f(x) < g(x) na (a,b) kromé nejvyse spocetné
mnoziny;
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mnoziny;

2.1 [, f(@)ax| < [} |f(@)] dx, pokud f,|f| € J(a,b).
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Ano :-)




Existence J-integrdli a za-
vislost na parametru bude
zahrnuta v nasledujici ¢asti
do zkoumani obecnéjSich K-
integraldi.
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Poznamky 3 :

1. Hodnota Newtonova integralu nezavisela na hodnotach funkce v krajnich bodech.
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U J-integralu je navic mozné obecnd integrdl
zménit hodnoty integrované nulovd runozina
funkce ve spocetné mnoha iﬁ;&gﬁ; .
bodech, nebo tam funkci ne- J-ngg&gf;;fg#g
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StacCi proto opét celou teorii J-integralu vysvétlit na otevienych intervalech.

\
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Nicméné, je-li f definovdna napf. na uzavieném intervalu, je na stejném intervalu
definovana i J-primitivni funkce (pokud existuje) a jeji limity v krajnich bodech jsou
nahrazeny funk¢nimi hodnotami.

\
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nahrazeny funk¢nimi hodnotami.
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To znamena, Ze existence J-integrdlu je v tomto pripadé ekvivalentni s konvergenci
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Je to podstatna vlastnost a
proto je nékdy vhodné zdu-
raznit typ intervalu, na kte-
rém se pracuje.
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2. Dosti specidlnim pripadem J-integrédlu jsou situace, kdy je vyjimecnd mnoZina ko-
necna.

\
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necna.
\

Tato konecnd mnozZina rozdéluje zdkladni interval na konecné mnoho disjunktnich
intervalll a J-integral ptfes zdkladni interval je soucet Newtonovych integralli pres mensi
intervaly. Pro pfesnou formulaci viz Otdzky.

\
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To znamen4, Ze nema velky vyznam zavadét specidlni F-primitivni funkce a F-integraly
pro konecné vyjimecné mnoZziny.

\




2. Dosti specidlnim pripadem J-integrélu jsou situace, kdy je vyjimecnd mnoZina ko-
necna.

Tato koneCnd mnozina rozdé€luje zakladni interval na konecné mnoho disjunktnich
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Predchozi situaci uz nelze
obecné prenést na spocetné

vyjimecné mnoziny. Lze to
ud¢lat v pripadech, kdy vy-
jimecna mnoZina rozdeluje

zakladni interval na inter-
valy.
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3. Uvédomte si, Ze S.vlastnost vyjadfuje J-primitivni fukci pomoci integralu.

\
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4. V ptedchozich Disledcich chybi obdoba tvrzeni z Newtonova integralu, Ze (b —
a)inf f < [f < (b— a)sup f. Lze samozfejmé uvést stejné nerovnosti, ale pro J-
integraly 1ze v nerovnostech oslabit infima a suprema — viz Otdzky.

Konec poznamek 3.




Priklady 3 :

1. Spoctéte na libovolném intervalu J-integrdl Dirichletovy funkce, Riemannovy funkce
a funkce signum.

-




2. Spoctéte J-integraly “schodovitych"funkci uvedenych v Prikladech 2.

Konec piikladi 3.
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konvergence jen existence integrald).
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2. Ukazte, ze predchozi tvrzeni neplati pro nevlastni integraly (tj, poZaduje-li se misto
konvergence jen existence integrald).
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Ukazte, ze tvrzeni plati i pro spocetné mnoho bodlia =z < 21 < ... < x; < ... < b,
které rozdéluji (a, b) na disjunktni intervaly (z;,x;11) a (sup z;, b), pokud je posledni
interval neprazdny.

=)




3.
Ukazte, ze spojita funkce, kterd ma nezdpornou derivaci vSude na intervalu kromé

nejvyse spocetné mnoziny, je neklesajici.

=




4. Pro funkci f definovanou s.v. na intervalu (a, b) definujte sup_{f(x);z € (a,b)} =
inf{sup{f(x);x € (a,b) \ C'}; C spoCetna mnoZzina } a obdobné inf,,.

\




4. Pro funkci f definovanou s.v. na intervalu (a, b) definujte sup_{f(x);z € (a,b)} =
inf{sup{f(x);x € (a,b) \ C'}; C spoCetna mnoZzina } a obdobné inf,,.
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Ukazte, Ze pro omezeny interval (a, b) plati

b
(b—a)inf {f(z);x € (a,b)} < (J)/f < (b—a)sup, {f(z);x € (a,b)}.
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Konec cviceni 3.




K-INTEGRAL




K-INTEGRAL

To bude nejobecnéjsi inte-
gral.
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K-PRIMITIVNI FUNKCE




K-PRIMITIVNI FUNKCE

funkci, kterd musi mit opét obvyklé€ vlastnosti.
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K-PRIMITIVNI FUNKCE

funkci, kterd musi mit opét obvyklé€ vlastnosti.

\

V definicich bude misto pismene J pouzito pismene K podle jména Jaroslav Kurzweil,
ktery okolo r.1955 tento integral definoval (nezavisle pouzil stejnou definici a ve stejné
dobé R.Henstock). Oba postupovali pomoci zobecnéni Riemannovy metody.

VVVVV
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Primitivni funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, Ze se predpokladala existence
derivace nikoli vSude, ale aZ na spoCetnou mnozinu.

\




Primitivni funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, zZe se predpoklddala existence
derivace nikoli vSude, ale aZ na spocetnou mnoZinu.

\

Dalsi zobecnéni je mozné
zvétsSenim  této  spocetné
mnoziny na nulovou mno-
Zinu.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Primitivni funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, zZe se predpoklddala existence
derivace nikoli vSude, ale aZ na spoCetnou mnozinu.

\

Dalsi zobecnéni je mozné
zvétsSenim  této  spocetné
mnoziny na nulovou mno-
Zinu.

\

Jak vidéet z prikladu Cantorovy funkce (viz Otdzky), v tomto pripad€ nestaci predpo-
kladat spojitost zobecnéné primitivni funkce (neplatila by totiz zakladni v€ta o primitiv-
nich funkcich, ze dvé zobecnéné primitivni funkce k té€ze funkci se 1i$i o konstantu).

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Primitivni funkce byla zobecnéna na J-primitivni tim, zZe se predpoklddala existence
derivace nikoli vSude, ale aZ na spoCetnou mnozinu.

\

Dalsi zobecnéni je mozné
zvétsSenim  této  spocetné
mnoZiny na nulovou mno-
Zinu.

\

Jak vidéet z prikladu Cantorovy funkce (viz Otdzky), v tomto pripad€ nestaci predpo-
kladat spojitost zobecnéné primitivni funkce (neplatila by totiz zdkladni véta o primitiv-
nich funkcich, ze dvé zobecnéné primitivni funkce k té€ze funkci se 1i$i o konstantu).

\

Z dikazu zdkladni véty o J-primitivnich funkcich je vidét, co je potieba, aby podobna
véta platila i pro jiné nez spocetné vyjimecné mnoZziny C'; potfebna vlastnost je zformu-
lovana v nésledujici definici.

=

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavéani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
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DEFINICE. Necht C'je podmnoZina intervalu /. Funkce F' definovand na [ se nazyva
absolutné spojita na I okolo C, jestlize pro kazdy interval [r, s] C I a libovolné ¢ > 0

existuje § > 0 tak, Ze pro kazdy kone¢ny soubor disjunktnich intervalt {(a,, b,)}} v I
protinajicich C' N |r, s plati

k

k
> (bn—an) <6=> |F(by) — F(a,)| <.

n=1 n=1 obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
‘ vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Otéazky
123456789
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DEFINICE. Necht C'je podmnoZina intervalu /. Funkce F' definovand na [ se nazyva
absolutné spojita na I okolo C, jestlize pro kazdy interval [r, s] C I a libovolné ¢ > 0

existuje § > 0 tak, Ze pro kazdy kone¢ny soubor disjunktnich intervalt {(a,, b,)}} v I
protinajicich C' N |r, s plati

k

k
> (bn—an) <6=> |F(by) — F(a,)| <.

n=1 n=1 obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
‘ J-primitivni funkce
v v , v . v oo, vlastnosti J-p.f.
Jestlize C' = I, 1ik4 se, Ze f je absolutné spojita funkce na /. =
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
‘ vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Necht C'je podmnoZina intervalu /. Funkce F' definovand na [ se nazyva
absolutné spojita na I okolo C, jestlize pro kazdy interval [r, s] C I a libovolné ¢ > 0

existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdy kone¢ny soubor disjunktnich intervald {(a,, b,)} v I
protinajicich C' N |r, s plati

k

k
> (bn—an) <6=> |F(by) — F(a,)| <.

n=1 n=1 obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
‘ J-primitivni funkce
v v 7, Vv . v e vlastnosti J-p.f.
Jestlize C' = I, 1ik4 se, Ze f je absolutné spojita funkce na /. =
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
‘ vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
Tady pozor. To neni jed- omos B

z 4 y K-srovndvani
noduché. Funkce nesmi mit mﬂtﬁ?éi?aK'lnwgral“

Velké I Odely Vv bllle},’Ch bO‘ ekvivalence konver-
dech. A scitaji se !!! gence

absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Ptiklady
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Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




POZOROVANL
1. Je-li f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé
podmnoZziny C'.




POZOROVANI.

1. Je-li f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé

podmnoZziny C'.

2. Kazda spojita funkce na intervalu / je absolutné spojita okolo kazdé spocetné pod-
mnoziny /.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POZOROVANI.

1. Je-li f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé
podmnoZziny C'.

2. Kazda spojita funkce na intervalu / je absolutné spojita okolo kazdé spocetné pod-
mnoziny /.

obecny integral
nulovd mnozina
o e . e . 1. o .. skoro vSude
3. Absolutné spojitd funkce okolo C' je spojitd v kazdém bodé mnoziny C'. viastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovndvani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POZOROVANI.

1. Je-li f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé
podmnoZziny C'.

2. Kazda spojita funkce na intervalu / je absolutné spojita okolo kazdé spocetné pod-
mnoziny /.

obecny integral
nulova mnozina
v . . . o L o .. skoro vSude
3. Absolutné spojitd funkce okolo C' je spojitd v kazdém bodé mnoziny C'. vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
c o 00, 2 2 , v P . - okryvaci lemma
4. Existuje spojita funkce na [0, 1], kterd neni absolutné spojita (viz Otdzky). ¥ L
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POZOROVANI.

1.

Je-li f absolutné spojitd na I okolo mnoZiny C, je absolutné spojitd na I okolo kazdé
podmnoZziny C'.

. Kazda spojita funkce na intervalu [ je absolutné spojitd okolo kazdé spocCetné pod-

mnoziny /.

. Absolutné spojitd funkce okolo C' je spojitd v kazdém bodé mnoziny C'. \
. Existuje spojita funkce na [0, 1], kterd neni absolutné spojita (viz Otdzky). ¥

. Mnozina absolutné spojitych funkci na (a, b) je uzaviena na linedrni kombinace,

souciny a absolutni hodnoty.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize




DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize
1. F'(z) = f(x) s.v.na I;




DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize
1. F'(x) = f(x)s.v.na [;
2. F je absolutné spojita okolo {z € I; F'(z) # f(z)}.

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize
1. F'(x) = f(x)s.v.na [;
2. F je absolutné spojita okolo {z € I; F'(z) # f(z)}.

\

Mnozina {z € I; F'(x) # f(z)} se nazyva vyjimecna mnoZina funkce f. o
obecny integra
nulova mnozina

skoro vSude

‘ vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce

vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monotonni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Funkce F' naintervalu [ se nazyva K—primitivni funkce k f na I, jestlize
1. F'(x) = f(x)s.v.na [;
2. F je absolutné spojita okolo {z € I; F'(z) # f(z)}.

\

Mnozina {z € I; F'(z) # f(x)} se nazyva vyjimecna mnozina funkce f.
obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
‘ vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.

v K-korektnost
Jak se dalo cekat. K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
* ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




POZOROVANL
1. Kazda J-primitivni funkce k f na [ je K-primitivni funkce k f na [.




POZOROVANL
1. Kazda J-primitivni funkce k f na [ je K-primitivni funkce k f na [.

2. Je-li F K-primitivni funkce k f na (a,b), ma tutéz vlastnost i F' + k pro libovolné
k e R.




POZOROVANIL.
1. Kazda J-primitivni funkce k f na [ je K-primitivni funkce k f na [.

2. Je-li F' K-primitivni funkce k f na (a,b), ma tutéz vlastnost i F' + k pro libovolné
keR.

3. Jsou-li F, G K-primitivni funkce k f, g na (a, b), je «F" + G K-primitivni funkce k
af + fgna (a,b).

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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123456789
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123456789
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POZOROVANIL.
1. Kazda J-primitivni funkce k f na [ je K-primitivni funkce k f na [.

2. Je-li F' K-primitivni funkce k f na (a,b), ma tutéz vlastnost i F' + k pro libovolné
keR.

3. Jsou-li F, G K-primitivni funkce k f, g na (a, b), je «F" + G K-primitivni funkce k
af + fgna (a,b).

obecny integral

nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.

‘ J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce

J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani

absolutni spoj.okolo C

K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost

Nic jiného jsem necekal. Keintegrdl __

vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
* gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Pro korektnost definice in-
tegralu je opét potreba do-
kazat, ze dvé K-primitivni
funkce (k téZe funkci) se 1181
o konstantu.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



I
VETA.

\/

Pro korektnost definice in-
tegralu je opét potieba do-
kazat, ze dvé K-primitivni
funkce (k téZe funkci) se 1181
o konstantu.

(Jednoznacnost) Dvé K-primitivni funkce k f na I se lisi o konstantu.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro korektnost definice in-
tegralu je opét potreba do-
kazat, ze dvé K-primitivni
funkce (k téZe funkci) se 1181
o konstantu.

\

Diukaz. je podobny dikazu obdobného tvrzeni pro J-primitivni funkce. Nejdiive je
nutné si uvédomit, ze lze diikaz opét prevést na funkce s nulovou derivaci. Jestlize F, G
jsou dvé K-primitivni funkce k f, s vyjimeénymi mnoZinami C, D, pak F' — G je abso-
lutné spojita okolo C' U D a (F — G)' = 0na I \ (C U D). Jedin€ absolutni spojitost
F — G okolo CUD nemusi byt zfejma. Staci si v§ak uvédomit, Ze pokud interval (a,,, b,)
z definice napf. neprotina D, pak G(a,) = G(b,).

=)

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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aiob.J-korektnost

Staci tedy ukézat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoZiny C' C [ a
F' = 0nal\ C, je F konstantni na /. Zfejmé mizeme opét predpokladat, ze I je
otevieny interval (a, b).

\/

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
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Staci tedy ukézat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoZiny C' C [ a
F' = 0nal\ C, je F konstantni na /. Zfejmé mizeme opét predpokladat, ze I je
otevieny interval (a, b).

\

Necht’ |r, s| C (a,b)ae > 0.Prokazdé x € (a, b) existuje okoli U, = (x—0,, x+0,) C
(a,b) tak, ze |F(y) — F(z)| < ely — z| pro y € U, pokud = ¢ C (protoze F'(x) = 0).
ProtoZe f je absolutné spojita okolo C, existuje 0 > 0 tak, Ze plati prislusna vlastnost z

pro zvolené .

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Staci tedy ukézat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoZiny C' C [ a
F' = 0nal\ C, je F konstantni na /. Zfejmé mizeme opét predpokladat, ze I je
otevieny interval (a, b).

\

Necht’ |r, s| C (a,b)ae > 0.Prokazdé x € (a, b) existuje okoli U, = (x—0,, x+0,) C
(a,0) tak, Ze |F(y) — F(z)| < ely — x| proy € U, pokud z ¢ C (protoZe F'(z) = 0).
ProtoZe f je absolutné spojita okolo C, existuje 0 > 0 tak, Ze plati prislusna vlastnost z

pro zvolené .

\

Pro nalezené ¢ existuje pokryti {(a,, b,,)} mnoziny C' podintervaly z (a, b) takové, Ze
> (b —ay) < §.Zpokryti {(ay, b,)} U{U,; x ¢ C'} intervalu [r, s| se podle
vybere koneéné pokryti {I;}¥_

\/

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Staci tedy ukézat, Ze pokud je F' absolutné spojitd okolo nulové mnoZiny C' C [ a
F' = 0nal\ C, je F konstantni na /. Zfejmé mizeme opét predpokladat, ze I je
otevieny interval (a, b).

\

Necht’ |r, s| C (a,b)ae > 0.Prokazdé x € (a, b) existuje okoli U, = (x—0,, x+0,) C
(a,b) tak, Ze |F(y) — F(z)| < ely — x| proy € U, pokud z ¢ C (protoze F'(z) = 0).
ProtoZe f je absolutné spojita okolo C, existuje 0 > 0 tak, Ze plati prislusna vlastnost z

pro zvolené .

\

Pro nalezené ¢ existuje pokryti {(a,, b,,)} mnoziny C' podintervaly z (a, b) takové, Ze
> (b —ay) < §.Zpokryti {(ay, b,)} U{U,; x ¢ C'} intervalu [r, s| se podle
vybere kone¢né pokryti {1;}¥ ;.

\/

Stejné jako pro J-primitivni funkce se najdou body g, ..., y; tak, Zze dva sousedni body
Ui, Yir1 leziv I;. V ptipadé, ze U; = U, pron&jaké x ¢ C, je |F(y;) — F(yiv1)| < e(yiz1—
yi). Zbyvajici intervaly I; nélezi do souboru {(a,, b,)} a tedy soucet } _,_; (yi+1 —yi) <
0. Z absolutni spojitosti vyplyva > ;. [F(y;) — F'(yi+1)| < € a tedy dohromady

[F(r) = F(s)| < ) |F(y) — F
Ui

(yiH)] < 6(1 + S — 7“).

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Poznadmky 4 :

1. Absolutné spojité funkce jsou spojité, ale opak neplati ani na kompaktnim intervalu
(tedy pro stejnomérné spojité funkce).

-




2. Lipschitzovské funkce jsou absolutné spojité (viz Otdzky).




3. Podobné jako pro funkce s koneCnou variaci plati 1 zde, Ze absolutné spojita funkce
l1ze vyjadrit jako rozdil dvou neklesajicich absolutné spojitych funkci (a tedy absolutné
spojité funkce maji koneCnou variact).

=




4. Lze zopakovat ne€které poznamky z poznamek k J-primitivnim funkcim:

\




4. Lze zopakovat ne€které poznamky z poznamek k J-primitivnim funkcim:

\

Ma-li f K-primitvni funkci na (@, b) a zméni-li se hodnoty f na nulové mnoziné, ma i
tato nova funkce K-primitivni funkci (stejnou mnozinu K-primitivnich funkci).

\




4. Lze zopakovat ne€které poznamky z poznamek k J-primitivnim funkcim:

\

Ma-li f K-primitvni funkci na (@, b) a zméni-li se hodnoty f na nulové mnoziné, ma i
tato nova funkce K-primitivni funkci (stejnou mnozinu K-primitivnich funkci).

\

Aby méla funkce K-primitivni funkci, nemusi byt definovdna na nulové mnoZiné.
Byva vhodné pak funkci v téchto bodech dodefinovat, nejlépe hodnotou O.

Konec poznamek 4.




Otazky 4 :

1. Ukazte, Ze spojita funkce

_J zsini, 2 €(0,1];

neni absolutné spojitd na [0, 1]. (Zkuste ukazat, Zze podobné definovana spojita funkce
2% sin ﬁ, pro a, b > 0, je absolutné spojita na [0, 1] pravé kdyz a > b.)




x sin 1/x




2. Cantorova funkce na [0, 1] je spojita a neni absolutné spojita. Jeji derivace je nulova
ve vSech bodech kromé bodti Cantorovy mnoZiny.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
- J-srovnavani
— absolutni spoj.okolo C
- K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
123456789

Priklady
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Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



a???.??

3. Funkce f na intervalu I majici vlastnost | f(z) — f(y)| < k|lz — y
k a vSechna x,y € I, se nazyva lipschitzovskd.

\

, pro né&jaké Cislo




3. Funkce f na intervalu I majici vlastnost | f(z) — f(y)| < k|lz — y
k a vSechna x,y € I, se nazyva lipschitzovskd.

\

Ukazte, ze kazda lipschitzovska funkce na [ je stejnomérné spojita.

\

, pro né&jaké Cislo




3. Funkce f na intervalu I majici vlastnost | f(x) — f(y)| < k|x — y|, pro néjaké Cislo

k a vSechna x,y € I, se nazyva lipschitzovskd.

\

Ukazte, ze kazda lipschitzovska funkce na [ je stejnomérné spojita.

\

Funkce majici na I derivaci, je lipschitzovskd na I pravé kdyZ ma na /[ omezenou
derivaci.

\




3. Funkce f na intervalu I majici vlastnost | f(z) — f(y)| < k|lz — y
k a vSechna x,y € I, se nazyva lipschitzovskd.

\

Ukazte, ze kazda lipschitzovska funkce na [ je stejnomérné spojita.

\

Funkce majici na I derivaci, je lipschitzovskd na I pravé kdyZ ma na /[ omezenou
derivaci.

\

Ukazte, ze lipschitzovska funkce na [ je tam absolutné spojita.

, pro né&jaké Cislo




Jestlize se v definici lipschitzovské funkce zméni |x—y| na |z —y|" pror > 0, dostanou
se tzv. holderovské funkce tadu r, které jsou opét absolutné spojité.

\




Jestlize se v definici lipschitzovské funkce zméni |x—y| na |z —y|" pror > 0, dostanou
se tzv. holderovské funkce tadu r, které jsou opét absolutné spojité.

\

Vsimnéte si, Ze holderovské funkce fadu r > 1 jsou konstantni a tedy staci uvazovat
jenr € (0,1].

\




Jestlize se v definici lipschitzovské funkce zméni |z —y| na |z —y|" pror > 0, dostanou
se tzv. holderovské funkce tadu r, které jsou opé€t absolutné spojit€.

\

Vsimnéte si, Zze holderovské funkce fadu » > 1 jsou konstantni a tedy staci uvazovat
jenr € (0, 1].

\

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
Jaké funkce se dostanou pro ylastmosti 1
-srovnavani
r = 07 absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
. vlastnosti K-i.
Konec otazek 4. K-srovngvin
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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CvicCeni 4 :

Absolutni spojitost je hodna
nasi pozornosti.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
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CvicCeni 4 :

Absolutni spojitost je hodna
nasi pozornosti.

Absolutn€é souhlasim

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
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Ptiklad. Sestrojte spojitou funkci na intervalu [0, 1], ktera neni absolutné spojita.

\




Priklad. Sestrojte spojitou funkci na intervalu [0, 1], kterd nen{ absolutné spojita.

\

ResSeni.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
, v J-primitivni funkce
Mdm chut’ stavét stany . .. P lastnosti J-pf.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monotonni funkce
‘ J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
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Priklad. Sestrojte spojitou funkci na intervalu [0, 1], kterd nen{ absolutné spojita.

\

ResSeni.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
, v J-primitivni funkce
Mdm chut’ stavét stany . .. P lastnosti J-pf.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monotonni funkce
‘ J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
299 gence
‘ absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral

Pozndmky

mr 234567809
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Na intervalu [1/2, 1] posta-
vime 1 stan o vySce 1 pro
nejvetsiho trempa.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
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Na intervalu [1/2, 1] posta-
vime 1 stan o vySce 1 pro
nejvetsiho trempa.

Pak na intervalu [1/4,1/2]
postavime 4 stany o vySce
1/2 pro trempské pulciky.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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Na intervalu [1/2, 1] posta-
vime 1 stan o vySce 1 pro
nejvetsiho trempa.

Pak na intervalu [1/4,1/2]
postavime 4 stany o vySce
1/2 pro trempské pulciky.

Pak na intervalu [1/8,1/4]
postavime 16 stand o vySce
1/4 pro trempské Ctveraky.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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A tak dal ...

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozna
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Takto pomoci nekonecné mnoha stand sestrojend po ¢astech linedrni funkce f je spo-
jitd na [0, 1].

\




Takto pomoci nekonecné mnoha stand sestrojend po ¢astech linedrni funkce f je spo-
jitd na [0, 1].

\

Na libovoln€ malém intervalu u nuly mé funkce f délku grafu libovolné velikou.

\




Takto pomoci nekonecné€ mnoha stani sestrojend po ¢astech linearni funkce f je spo-
jita na [0, 1].

'

Na libovoln€ malém intervalu u nuly mé funkce f délku grafu libovolné velikou.

\

obecny integral

nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.

J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.

To pouZijeme k dikazu bokrgact terma

toho, Ze funkce f neni _monotdnnf funkee
J-integral

absolutné spojita. vlastnosti J-i.

J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce

vlastnosti K-p.f.

‘ K-korektnost
K-integral

vlastnosti K-i.

K-srovnavani
existence K-integralu

kritéria

ekvivalence konver-

gence
absolutni
konvergence

L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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Takto pomoci nekonecné€ mnoha stani sestrojend po ¢astech linearni funkce f je spo-
jita na [0, 1].

'

Na libovoln€ malém intervalu u nuly mé funkce f délku grafu libovolné velikou.

\

obecny integral

nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.

J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.

To pouZijeme k dikazu bokrgact terma

toho, Ze funkce f neni o oz
-integral

absolutné spojita. vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
‘ K-korektnost

. P P o o K-integral
Zvolme € = 1. Pro libovolné 9 > 0 zvolime n € N tak, ze 27" < 4. vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
‘ kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Poznd
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Takto pomoci nekonecné€ mnoha stani sestrojend po ¢astech linearni funkce f je spo-
jita na [0, 1].

'

Na libovoln€ malém intervalu u nuly mé funkce f délku grafu libovolné velikou.

\

obecny integral

nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.

J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma

To pouzijeme k dlkazu

toho, Ze funkce f neni o oz
X S -integral
absolutné spojita. vlastnosti J-i.

J-srovnavani

absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
‘ K-korektnost
. P P o o K-integral
Zvolme € = 1. Pro libovolné 9 > 0 zvolime n € N tak, ze 27" < 4. vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
‘ kritéria
ekvivalence konver-

Na intervalu [27"/2,27"] najdeme dvojice bodid a,, (u koliku stanu) a b, (na vrsku gence
£ % absolutni
téhoZ stanu). konvergence

L-primitivni funkce

‘ L-integral
Pozna
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Takto pomoci nekonecné€ mnoha stani sestrojend po ¢astech linearni funkce f je spo-
jita na [0, 1].

'

Na libovoln€ malém intervalu u nuly mé funkce f délku grafu libovolné velikou.

\

obecny integral

nulova mnoZina
skoro vsude
vlastnosti n.m.

J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma

To pouzijeme k dlkazu

toho, Ze funkce f neni o oz
X S -integral
absolutné spojita. vlastnosti J-i.

J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce

vlastnosti K-p.f.
‘ K-korektnost
. , , v -n K-integral
Zvolme € = 1. Pro libovolné 9 > 0 zvolime n € N tak, ze 27" < 4. vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
‘ kritéria
. o . . .. 8 o ekvivalence konver-
Na intervalu [27"/2,27"] najdeme dvojice bodid a,, (u koliku stanu) a b, (na vrsku gence
£ % absolutni
téhoZ stanu). konvergence
L-primitivni funkce
‘ L-integral
Pozna
P .. & o o o _ . . . o v 123456789
Takovych dvojic (stanfi) najdeme na intervalu [27" 1, 27"] tolik (kolik je stand), 7€ | piikiady
soucet prislusnych rozdilt f(b,,) — f(a,,) je alespon 4" > 1. Tim je dikaz hotov. T
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Takové kmitavé funkce zis-
kdme z %sin 1/2”.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
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J-korektnost
pokryvaci lemma
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J-integral
vlastnosti J-i.
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K-integral
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Také stacila Cantorova
funkce. Tam dochazi k
"rychlému rustu"v oblasti

"nekonstantnosti'".
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Konec cvicCeni 4.




Uceni 4 :

Funkce z i |z| jsou spojité,
tedy funkce x je absolutné
Spojita.
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Uceni 4 :

Funkce z i |z| jsou spojité,
tedy funkce x je absolutné
Spojita.

Mily pane kolego, mate ja-
zykové pravdu. Definice se
prosté nepovedla.
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Konec uceni 4.




K-INTEGRAL




\

DEFINICE.
(a,b):

K-INTEGRAL

Necht’ jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
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DEFINICE.
(a,b):

K-INTEGRAL
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K-INTEGRAL

\

DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
(a,b):

1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F’;
2. existuji limity F'(a. ), F'(b_);
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K-INTEGRAL
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DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
(a,b):

1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F’;
2. existuji limity F'(a. ), F'(b_);
3. rozdil F'(b_) — F(ay) ma smysl.
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K-INTEGRAL
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DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
(a,b):

1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F’;

2. existuji limity F'(a. ), F'(b_);

3. rozdil F'(b_) — F(ay) ma smysl.

Potom se definuje se K-integral funkce f:

b
(K) / f=F(b_)— Flay).

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



K-INTEGRAL

\
DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval

(a,b):
1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F'; obecny integrél
nulova mnozina
c op o c . skoro vSude
2. eXIStU.Jl hmlty F(CL_|_), F(b_>, vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
1 _ 51 lastnosti J-p.f.
3. rozdil F'(b_) — F(a) ma smysl. Vlastnosti 1-p

c . , pokr}’fv’acf }emma
Potom se definuje se K-integral funkce f: .
vlastnosti J-i.
J-srovnavani

b
(K) / f=F(b) - Flay). sl ool
a vlastnosti K-p.f.

K-korektnost
K-integral

7 © o , 5 5 @ . a a b vlastnosti K-i.
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K-INTEGRAL

\

DEFINICE. Necht jsou splnény ndsledujici tfi podminky pro funkci f a interval
(a,b):

1. funkce f md na (a, b) K-primitivni funkci F’;

2. existuji limity F'(a), F'(b_);

3. rozdil F'(b_) — F(ay) ma smysl.

Potom se definuje se K-integral funkce f:

b
(K) / f=F(b_)— Flay).

Podobng jako u pfedchozich integrald se definuji (K) ['=0, (K) [;'= —(K) fab
Mnozina vSech funkci na intervalu (a, b), které maji vlastni K-integral, se znaci K (a, b)
a prvky té€to mnoziny se nazyvaji K-integrovatelné funkce, nebo se tikd, Ze jejich K-
iritegrél konverguje (na rozdil od terminu existuje, kdy miize byt hodnota integralu ne-
vlastni).

=)
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VETA. (Souhrn vlastnosti K-integralu)
1. N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).
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2. K(a,b) je linearni podprostor prostoru vSech funkci na (a,b) a (K) fabje linearn{
zobrazeni K (a,b) do R.
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zobrazeni K (a,b) do R.
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VETA. (Souhrn vlastnosti K-integralu)
1. N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).
2. K(a,b) je linearni podprostor prostoru vSech funkci na (a,b) a (K) fabje linearn{
zobrazeni K (a,b) do R.

3. (a) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledni inkluzi se mini zdZeni
funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4. Je-li f € K(a,b),je (K) [ f(t)dt K-primitivni funkce k f.

5. Je-li f nezdporna funkce s.v. na (a, b), kterd tam ma K-primitivni funkci, pak existuje
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VETA. (Souhrn vlastnosti K-integralu)

1.
2.

N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).

K(a,b) je linearni podprostor prostoru vsech funkci na (a,b) a (K) fabje linearn{
zobrazeni K (a,b) do R.

. (@) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledni inkluzi se min{ zizeni

funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4. Je-li f € K(a,b),je (K) [ f(t)dt K-primitivni funkce k f.

5. Je-li f nezdporna funkce s.v. na (a, b), kterd tam ma K-primitivni funkci, pak existuje
[’ >o0.

6.Je-li f € K(a,b), je (K) [) f(z)dx = lim (K) [ f(z)dx, kdea < a, < b, < ba

n—oo
lim a,, = a,limb, = b.




VETA. (Souhrn vlastnosti K-integralu)

1.
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N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).

K(a,b) je linearni podprostor prostoru vsech funkci na (a,b) a (K) fabje linearn{
zobrazeni K (a,b) do R.

. (@) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledni inkluzi se min{ zizeni

funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4. Je-li f € K(a,b),je (K) [ f(t)dt K-primitivni funkce k f.

5. Je-li f nezdporna funkce s.v. na (a, b), kterd tam ma K-primitivni funkci, pak existuje
[’ >o0.

6.Je-li f € K(a,b), je (K) [) f(z)dx = lim (K) [ f(z)dx, kdea < a, < b, < ba

n—oo
lim a,, = a,limb,, = b.

. Necht' F, G jsou K-primitivni funkce k f, g resp., na (a,b). Potom (K) fang =

[FG)? —(K) f; fG dx, jestlize prava strana ma smysl a je vlastni.




VETA. (Souhrn vlastnosti K-integralu)

1.
2.

N(a,b) C J(a,b) C K(a,b).

K(a,b) je linearni podprostor prostoru vsech funkci na (a,b) a (K) fabje linearn{
zobrazeni K (a,b) do R.

. (@) Je-li (¢,d) C (a,b), je K(a,b) C K(c,d), kde posledni inkluzi se min{ zizeni

funkci.
(b) Je-li ¢ € (a,b), je K(a,b) = K(a,c) N K(c,b).

4. Je-li f € K(a,b),je (K) [ f(t)dt K-primitivni funkce k f.

5. Je-li f nezdporna funkce s.v. na (a, b), kterd tam ma K-primitivni funkci, pak existuje
[’ >o0.

6.Je-li f € K(a,b), je (K) [) f(z)dx = lim (K) [ f(z)dx, kdea < a, < b, < ba

n—oo
lim a,, = a,limb,, = b.

. Necht' F, G jsou K-primitivni funkce k f, g resp., na (a,b). Potom (K) fang =
[FG)? —(K) f; fG dx, jestlize prava strana ma smysl a je vlastni.
. Necht’ f md K-primitivni funkci na intervalu I. Potom (K) [\ AP f ) dx = (K) J aﬁ f

je-li jedna strana kone¢nd a ¢ zobrazuje ryze monoténné (¢ [3 ) do I




DUSLEDEK. Necht' funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).

1. ['f < [lg, pokud f,g € K(a,b), f(z) < g(z) s.v. na (a, b);




DUSLEDEK. Necht' funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).
1. fabf < ffg, pokud f,g € K(a,b), f(z) < g(x) s.v. na (a, b);
b b
2.| [! fla)dx| < [ |f(x)] dx. pokud f, || € K (a,b).




Poznamky 35 :

1. Na K-integral lze pfenést vétSina poznamek tykajicich se J-integralu.

Hlavni je si uvédomit, Ze

1ze integrovanou funkci me- obeeny integrl

nit nebo nedefinovat na nu- nulov mnozina

lové mnozin€ a integral se vlastnosti n.m.
ST J-primitivni funkce

nezmenti. pVlastnosti J-pf.

J-korektnost
pokryvaci lemma
monotonni funkce

J-integral
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J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
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2. Pifklady funkci z K'(a, b) \ J(a,b) se v praxi nevyskytuji. VSechny pifklady tohoto
druhu jsou sestrojeny umeéle, jako protiptiklady.

\




2. Pifklady funkci z K'(a, b) \ J(a,b) se v praxi nevyskytuji. VSechny pifklady tohoto
druhu jsou sestrojeny umeéle, jako protiptiklady.

\

Z matematického hlediska je ovSem teorie K-integralu velmi dilezita a zajimava. Pro
aplikace se vSak vystaci s J-integrdly a to jesté s jednodussimi typy vyjimecnych spocet-
nych mnozin.

Konec poznamek 5.




Otazky 5 :

1. Podobné jako u J-integrala lze i pro K-integraly zesilit odhady integrald na omeze-
nych intervalech:
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nych intervalech:

\
Pro A C R definujte sup,,.{ f(x); x € A} = inf{sup{f(z);x € A\C}; C nulova mnoZi
a obdobné inf ;.
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1. Podobné jako u J-integrala lze i pro K-integraly zesilit odhady integrald na omeze-
nych intervalech:

\
Pro A C R definujte sup,,.{ f(x); x € A} = inf{sup{f(z);x € A\C}; C nulova mnoZi
a obdobné inf ;.

\

Ukazte, Ze pro omezeny interval (a, b) plati

b
(b= a)infess{ f(2); 2 € (a,0)} < (K) /f < (b—a)sup{f(z);x € (a,b)}.




Otazky 5 :

1. Podobné jako u J-integralli 1ze i pro K-integrély zesilit odhady integrali na omeze-

nych intervalech:

\/

Pro A C R definujte sup,.{ f(x);z € A} = inf{sup{ f(z); x € A\C}, C nulovd mnoZina }

a obdobné inf ..

\

Ukazte, Ze pro omezeny interval (a, b) plati

b
(b= a)infes{ f(z); 2 € (a,0)} < (K) [ f < (b= a)sup.{f(z);x€(a,b)}.

a

Symbol sup,,, se nékdy
nazyva podstatné supremum
(podobné pro infimum)
podle anglického slova
essential.
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2. Opét je vhodné si uvédomit, Ze existuji spojité funkce f € N(a,b) (atedy f €
K(a,b)), pro které |f| ¢ N(a,b), a tedy |f| ¢ K(a,b) (pfestoze |f| je spojita a ma
(K)-primitivni funkci F').

\




2. Opét je vhodné si uvédomit, Ze existuji spojité funkce f € N(a,b) (atedy f €
K(a,b)), pro které |f| ¢ N(a,b), a tedy |f| ¢ K(a,b) (pfestoze |f| je spojita a ma
(K)-primitivni funkci F').

\

Divod, pro¢ |f| ¢ K(a,b) tedy spociva v nekonecnosti jednoho ze dvou vyrazi
F(a.), F(b_), kde uz nehraje roli typ primitivni funkce.

Konec otazek 5.




KONVERGENCE A EXISTENCE K-INTEGRALU
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KONVERGENCE A EXISTENCE K-INTEGRALU
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Postup v této Casti je obdobny jako v prislusné Casti pro Newtonovy integraly.
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Diikazy, které se jen for-
malné modifikuji, jsou ne-
chany k doplnéni Ctenari.

obecny integral
nulova mnozina
skoro vSude
vlastnosti n.m.
J-primitivni funkce
vlastnosti J-p.f.
J-korektnost
pokryvaci lemma
monoténni funkce
J-integral
vlastnosti J-i.
J-srovnavani
absolutni spoj.okolo C
K-primitivni funkce
vlastnosti K-p.f.
K-korektnost
K-integral
vlastnosti K-i.
K-srovnavani
existence K-integralu
kritéria
ekvivalence konver-
gence
absolutni
konvergence
L-primitivni funkce
L-integral
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789


aine.existence integralu

VETA. (Kritéria konvergence K-integralu)

1. (Srovnavaci kritérium) Necht' f ma K-primitivni funkci na (a, b). JestliZze existuji
g,h € K(a,b) tak, ze g < f < h's.v.na (a,b), pak f € K(a,b).
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g,h € K(a,b) tak, ze g < f < h's.v.na (a,b), pak f € K(a,b).
2. Necht’ funkce ¢ je monoténni na [a, b).
(Dirichletovo kritérium) Jestlize f ma omezenou K-primitivni funkci na (a,b) a
xligl g(z) = 0, pak (K) fab f(x)g(x) dx konverguje.




VETA. (Kritéria konvergence K-integralu)

1. (Srovnavaci kritérium) Necht' f ma K-primitivni funkci na (a, b). JestliZze existuji
g,h € K(a,b) tak, ze g < f < h's.v.na (a,b), pak f € K(a,b).
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T—r0—

(Abelovo kritérium) Jestlize f € K(a,b) a g je omezend, pak fg € K(a,b).




Dukaz. 1. Jsou-li ', G, H K-primitivni funkce k f, g, h na (a,b), je F' — G neklesajici
a F' — H nerostouci. Odtud a z existence vlastnich limit funkci G, H v krajnich bodech

plynou i existence vlastnich limit v krajnich bodech funkci F'— G, F'— H, a tedy i funkce
F.
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F.

\

2. ProtoZe g je monotonni, ma s.v. derivaci (viz Otdzky). Jsou tedy splnény predpo-
klady pro pouziti integrace per partes:

b b
(k) [ Fo)gle) dx = [Pl)glo)lt - (K) [ Fl)g@)dx.
Bod a necini potize. ProtoZe je ¢ monoténni a vZdy omezend, ma v b vlastni limitu.
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V pfipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a lim g(z) =0atedy lim F(x)g(x) =

z—b_ T—b_
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V pfipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a lim g(z) =0atedy lim F(x)g(x) =

z—b_ T—b_
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V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni lim F(x)atedyi lim F(z)g(z).
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Dukaz. 1. Jsou-li ', G, H K-primitivni funkce k f, g, h na (a,b), je F' — G neklesajici

a F' — H nerostouci. Odtud a z existence vlastnich limit funkci G, H v krajnich bodech
plynou i existence vlastnich limit v krajnich bodech funkci F'— G, F'— H, a tedy i funkce
F.
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2. ProtoZe g je monotonni, ma s.v. derivaci (viz Otdzky). Jsou tedy splnény predpo-
klady pro pouziti integrace per partes:

b b
K) [ f@)g(e) &x = [Fla)g@)l - () [ Flalg(@)x.

Bod a necini potize. ProtoZe je ¢ monoténni a vZdy omezend, ma v b vlastni limitu.
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V piipadé Dirichletova kritéria je /' omezena a hrgl g(x) =0 atedy hrl{l F(z)g(x) =
T—b_— T—0—
0.
\
V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni hr? F(z)atedy i hril F(z)g(x).
T—0— T—0—
\

Zbyva ukazat konvergenci (K

fF

|F¢'| < K|¢'| na[a,b). ProtoZe g je monoténni, neméni ¢’ znaménko a (K) f g’ (x)] dx

AC:

x) dx. V obou ptipadech je F' omezena a tedy

konverguje pravé kdyz konverguje (K ) dx. Posledni integral se rovna g(b)—g(a).
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Nasledujici disledky (prvni je disledkem srovnavaciho kritéria, druhy Abelova krité-
ria) uvadéji ekvivalence pro konvergenci integrali.
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LEBESGUEUV INTEGRAL
{

Pro K-integral Ize stejné jako pro Newtontv integral definovat absolutni konvergenci
a dokdzat stejné zakladni tvrzeni.
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U K-primitivni funkce se miiZe hiife zjist'ovat, zda je absolutné spojita okolo néjaké
nulové mnoZiny.
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U K-primitivni funkce se miiZe hiife zjist'ovat, zda je absolutné spojita okolo néjaké
nulové mnoZiny.

\

Jednodus$si mohou byt pripady, kdy je K-primitivni funkce absolutné spojiti na celém
intervalu (a, b).
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Zieymé je kazda L-primitivni funkce 1 K-primitivni funkci, ale existuji funkce, které
maji K-primitivni funkci a nemaji L-primitivni funkci.
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Zieymé je kazda L-primitivni funkce 1 K-primitivni funkci, ale existuji funkce, které
maji K-primitivni funkci a nemaji L-primitivni funkci.

\

Podobné jako J-integral a K-integral se dd4 pomoci L-primitivnich funkci definovat
L-integral a pribuzné pojmy. I tento integral ma podobné vlastnosti, jako ty predchozi.
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Jak je L-integral zarazen
mezi N-, J- a K-integraly?
Na to odpovida nasledujici
dualezitd charakterizace:
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VETA. f € L(a,b) pravé kdyz f,|f| € K(a,b).
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integral.




Otazky 7 :

Podle posledniho tvrzeni existuji funkce, které maji Newtonuv integrdl a nemaji Le-
besgueliv integral, a naopak.

Konec otazek 7.
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Reseni. Budeme hledat funkei, kterd nem4 absolutné konvergentni Newtondv integral.
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Cviceni 7 :

Piiklad. Naleznéte funkci, kterd ma Newtonilv integrdl a nemé Lebesguetiv integral

\

Reseni. Budeme hledat funkci, kterd nem4 absolutné konvergentni Newtondv integral.
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Nabizi se funkce f(x) = sinx/z na intervalu (0, 00).
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Ty kopecky u nekonecCna
zpusobuji neabsolutni kon-
vergenci. My je dovedeme

"stanovou'technikou ud€lat
1 v koneCnu.
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Konec cviceni 7.




