NEWTONUV INTEGRAL

V predchozich kapitolach byla popsana inverzni operace k derivovani. Zatim nebylo jasné, k cemu tento nastroj
slouZi.

Bylo uvedeno, Ze rozdil F'(b) — F(a) funkénich
hodnot primitivni funkce k f ma jisty geomet-
ricky smysl, a to velikost plochy mezi osou = a
grafem f na intervalu (a, b) (pro nezdpornou spo-
jitou funkci).

Pozdéji se ukdZe, Ze ma tento rozdil mnoho ji-
nych aplikaci pro zji§tovani globdlni hodnoty
pomoci souctu mali¢kych nekonstantnich hod-
not.

N_/

<« dx —>

UvaZujme tramvaj, kterd je pohanéna elektfinou a pri brzdéni vyrabi dynamem elektfinu:

Tramvajak
Slape na
proud

Tramvajik
slape na
3 brzdu
spotieba

clektfiny
dynamo

vyrabi

Plocha pod prvni ¢asti grafu funkce se bere s kladnym znaménkem, plocha nad druhou ¢asti se zapornym.
Ziska se celkova elektrickd narocnost.

Proto je pro pocitani ploch a podobnych zilezi-
tosti vhodnd nésledujici definice, kde se na rozdil

od geometrické interpretace nepredpokladd, ze f
je spojitd a nezaporna.




Definice je vhodn4 pro integraci funkcfi, které maji primitivni funkci. Tim jsou vynechdny jednoduché funkce
typu signum, monoténni funkce se skoky apod.

Mevs

V dals{ kapitole bude proto uvedena znacné obecnéjsi definice. Vypocet téchto obecnéjsich integralti byva ale
vétsinou sveden k vypoctu integrald z této kapitoly (nebo jsou pouZity néjaké triky).

Proto je ndsledujicimu specidlnimu integrdlu vé-
novéana vétsi pozornost.

DEFINICE URCITEHO INTEGRALU

DEFINICE. Necht funkce f je definovdna na intervalu (a, b) a jsou splnény nésledujici tfi podminky:
1. f ména (a,b) primitivni funkci F;

2. existuji lim F(x) = F(a4), im F(x) = F(b-);
r—a4 r—b_

3. rozdil F'(b—) — F(a+) md smysl.

Pak se rozdil F'(b_) — F (a4 ) nazyva Newtonuv integral funkce f na (a,b). Znaceni

b
F(-) ~ Flar) = (V) [ f(a) dx.

kde a se nazyva dolni mez a b horni mez integralu.
Rozdil F(b_) — F(ay ) se &asto znaéi symbolem [F (z)]%_, nebo jen [F(z)]2, [F]2..

Dale se formalné definuje
a b c
(N)/ flz)dx = —(N)/ f(z)dx, prob>a, (N)/ f(z) dx = 0 pro libovolné c.
b a c

V této kapitole budou probirany jen Newtonovy integrily, a proto bude slovo ,Newtontv" a pismeno ,N" u
integralu nékdy vynechdvano.

Na rozdil od neurcitého integralu z kapitoly o primitivnich funkcich se tento integral nazyva urcity, protozZe
jeho hodnotou neni mnoZina funkct, ale jedno urcité ¢islo.

Predchozi definice fikd, kdy ma integral smysl. Jeho hodnota miiZe byt i nevlastni.

Pokud je hodnota ff f(z) dx vlastni, ¥ikd se, Ze integrdl konverguje.

Mnozina vSech funkci, které maji konvergentni
integral na intervalu (a, b), se znaéi N(a, b).

POZOROVANI. Necht existuje [ f(z) dx.



Jestlize a < ¢ < d < b, pak existuje fcd flx)dx.

Jestlize a < ¢ < d < b,pak f € N(c,d).

L%”“L%@“+L%”“
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e Prokazdé c € (a,b) je

Pro kazdé x € (a,b) je

Z kapitoly o primitivnich funkci je zndmo, Ze kazda spojitd funkce na intervalu tam ma primitivni funkci (viz
vétu o konstrukei primitivni funkce).

Nésledujici tvrzeni popisuje jednoduché piipady,
kdy navic existuje i integral.

VETA. (Integral spojité funkce)
1. Kazd4 spojitd omezend funkce na omezeném intervalu nélezi do N (a, b).

2. Kazda4 spojitd nezdpornd funkce f na intervalu (a, b) md integral /(f' f(x) dx (a ten je nezdporny).

Diikaz. Necht' F' je primitivni funkce k f na (a,b) (ta existuje). Zbyva ukézat, Ze existuji limity F' v krajnich
bodech a rozdil t&chto limit ma smysl. To je zfejmé, pokud je f spojitd na [a, b] (pak je i F spojitd na [a, b]).
Pro dikaz prvniho tvrzeni stali dokdzat, Ze existuje vlastni lim F(z) (pro bod b je diikaz obdobny), coZ
T—ay

znamend, Ze pro libovolnou posloupnost xy, z (a, b) klesajici k a je posloupnost { F'(xy, ) } cauchyovska. To vyplyva
z véty o stfedni hodnoté:

|F'(2n) — F(zm)| < sup{[f(2);x € (a,0)}an — 2m].

Dtuikaz je téZ snadny pro druhé tvrzeni, nebot’ F' je neklesajici (jeji derivace je nezdpornd) a tedy md limity v
krajnich bodech, coZ je supremum, resp. infimum, hodnot F' a tedy i jejich rozdil ma smysl a je nezdporny.

Nyni bude upresnéna geometrickd interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.

VETA. (Newton versus Riemann) Necht f je spojitd funkce na kompaktnim intervalu [a, b] a pro kazdé n € N
je zvoleno néjaké rozdéleni a = x¢9 < x1, < ... < T, ,, = b intervalu [a,b] takové, Ze délky jednotlivych
intervald nepresahuji 1/n.

Pak pro libovolné zvolend &isla ¢; 5, € [2—1 5, Tin] je

kn

b
M’IIHZ ./'<('[./1)<51’Lr1 - Jii*lfn) — / /(1) dx.
i=1 s

z Xz

Diikaz. Necht ¢ je libovolné kladné &islo. Podle véty o stejnomérné spojitosti funkce na kompaktnim intervalu
existuje n € Ntak, ze | f(x) — f(y)| < e jakmile |x —y| < 1/naz,y € [a, b]. Nyni se vezme libovolné rozdéleni
a=1x0<TLm < ... <Th, m = bpopsané ve znéni véty, které ma délky intervalii nejvyse 1/n.



V motivaénim tvodu bylo ukédzdno, Ze |, : flx)dx = Zf;”l J (i) (@i m — Ti—1,m) pro néjaké body ¢; €
(%i—1,m, x; m) (uvédomte si, Ze pfedpoklad nezaporné funkce byl v motivaci pouZit jen na geometrické zndzornéni
ploch, nikoli na vypocet sumy). Plati tedy

|/f dX—Zf Ci,m (xzm xz—lm)i <

Z |f(ci) = fcim)(Tim — Tic1m) < e(b—a).

Prislusné obdélnicky na obrazku odpovidaji

Pro nespojité funkce nemusi charakterizace v
predchozi veté platit, ale presto miZe limita uve-
denych soucti existovat. Timto zpisobem se dd
definovat jiny druh integralu (tzv Riemanntiv, viz
Pozndmky).

Pozndmky 1:
1. Uvédomte si, Ze urcity integral je ¢islo (moznd zavislé na parametru). kdezto neurcity integral je mnoZina funkci.
Tato skutecnost je naznaCena slovy ,urcCity" a ,neurcity".
Je zfejmé, Ze v oznaCeni integrdlu neni dileZzité jak je oznaCena proménnd, tj., fi’ flx)dx = ff f(t)dt apod.
e doif e q <rnA at a pide se i br
Pokud nemiZe dojit k omylu, miiZe se prom&nnd vynechat a piSe se jen | ot

Stejné tak nehraje roli, jestli je f definovana v krajnich bodech nebo ne, a pokud ano, zda je tam spojita.



V krajnich bodech jsou potieba jen limity.

2. Newtoniiv integrdl | ;) / neexistuje (neboli nemd smysl), jestlize bud’ f nemd na (a, b) primitivni funkci, nebo
tam md primitivn{ funkci F, ale ta bud’ nem4 limitu v jednom z krajnich bodd, nebo tyto limity existuji a jejich
rozdil nema smysl (tj. limity jsou nevlastni se stejnymi znaménky).

Vsechny tyto pfipady mohou nastat. U spojité
funkce f nemuZe nastat prvni pfipad.

3. Vlastnost j(i’f (z)dx = [of (z) dx + [, ff (z) dx se nazyva aditivni vlastnost integrélu.

Indukeci 1ze tvrzeni dokézat pro kone¢né mnoho s¢itanct (na kone¢né mnoha disjunktnich intervalech pokryvajicich
(a,b) az na kone¢né mnoho bodt).

4. Geometricky popis integralu dava moznost jak definovat plochu néjakych oblasti v roviné, a to mnozin bodd,
které se nachdzeji mezi osou x a grafem funkce.

ProtozZe integral ze zaporné funkce je zaporné Cislo, plocha uvedené mnoziny je integral z absolutni hodnoty dané
funkce.

Odecitanim Ize pocitat plochy mezi grafy dvou funkci.

5. Riemannuv integral. Necht' funkce f je definovdna na kompaktnim intervalu [a, b]. Jestlize vzdy existuje
limita souctl ve vété¢ o geometrickém popisu integrdlu, nazyva se tato limita Riemanntv integrdl funkce f na
[a, b], znaeni (R) [; f(z) dx. Uvedené soulty se nazyvaji Riemannovy soucty.

Dokazana véta iika, Ze pro spojité funkce existuji Newtontv i Riemanntv integral a jsou si rovny.

Existuji vS§ak funkce, které maji jeden integral a nemaji druhy. Pokud m4 funkce oba integraly, jsou si rovny.

Z definice Riemannova integralu je vidét, Ze ji Ize jen vyjimecné pouzit k vypoctu integralu.

Navic v této definici vznikaji problémy, pokud f neni definovana v krajnich bodech, nebo je neomezena, nebo cely
interval je neomezeny.

Proto bude v dal$im textu pro vypocet integralu pouzivan jen Newtontv integrdl. Nicméné je dobré mit na paméti
pristup k integralu pfes Riemannovy soucty, protoze ty davaji ndvod, jak integral pouzivat v aplikacich (viz kapitolu
o aplikacich integralu).

V definici Riemannova integralu 1ze zménit zptisob konvergence a dostane se velmi obecny integral, ktery nezavisle
popsali Kurzweil a Henstock v letech 1955-7.

Znamée;jsi je Lebesguetlv integrdl, ktery je obecnéjsi nez Riemanntv a specidlnéjsi nez Kurzweilav integral.
Existuji funkce, které maji Newtontv integral a nemaji Lebesguetv integral a obracené. Zminéné obecné integraly
1ze sestrojit i pomoci zobecnénych primitivnich funkef (viz nasledujici kapitola).

Konec poznamek 1.



Piiklady 1:
1. Spoctéte pomoci definice:

/sinxdx:2,/ e_xdx:l,/ e T dx = =,
0 0 0 2

00 a /2 4
/0 e“zcos(bx)dx:mproa>0, \/cosx—cos3xdx:§.

—7/2

2. Pomoci derivace integralu spoctéte

d [= d [cosz Teost2 dt *tgtdt
— / eldt, — / cos(me) dt, lim fo— , lim tfox—g .
dx /g dx Jsin g z—04 z z—04 fog Vsint dt

Ukazte, Ze je-1i f kladnd spojitd funkce na [0, +00), je ndsledujici funkce proménné y rostouct:

Jo f () dx
fé’f(ac) dx

3. Spoctéte plochu mezi grafem funkce 2 — 4z a osou x na intervalu (—2,2) aplochu mezi grafy funkci 22,20 —1
na intervalu (0, 2).

4. Zkuste spocitat [ 22 dx pomoci limity Riemannovych soudti.

Konec ptiklada 1.

Otéazky 1:
1. Zjistéte, zda existuji Newtonovy integrdly z ndsledujicich funkci:
I.signzna (—1,1);
cos T .
2. 7 na (07 ].),
3.z na (—o0, +00);
4. I% na (—1,1).
Existuji Riemannovy integraly z predchozich 4 funkci, pouZijeme-li piislusné uzaviené intervaly, pokud je to
mozné?
2. Zjistéte u nasledujicich funkci, zda existuji Newtoniv i Riemannuv integral nebo jen jeden, nebo zadny.
1. Dirichletova funkce na [0, 1];
2. Riemannova funkce na [0, 1];
3.signx na [—1,2];
4. fnal0,1], kde f(0) =0, f(z) = (=1)"proxz € (1/n+1,1/n],n € N;
5. f(0) =0, f(x) = sin(1/x) pro 2 > 0 na [0, 1].
3. Uved'te priklad spojité nezaporné funkce na (0, 1), kterd tam m4 nevlastni Newtondv integral.
Uved'te priklad spojité omezené funkce na (0, +00), kterd tam ma nevlastni NewtonQv integral.
Uved'te piiklad spojité neomezené funkce na (0, 1), kterd tam md vlastni Newtontv integral.

4. Ukazte, Ze ve vété o existenci integralu lze predpoklad spojitosti funkce nahradit pfedpokladem existence pri-
mitivni funkce.

.....

6. Uved'te piiklad, Ze rovnost tvrzeni o aditivité integralu neplati, pfedpoklada-li se pouze, Ze ma prava strana
smysl.

7. Uved'te piiklad spojité funkce f na (a,b), kterd tam neméd NewtonQv integrél, ale md vlastni Newtonovy inte-
grély fcd f(z) dx pro libovolnd ¢, d € (a,b).

8.Je-li f lichda [* o [ existuje, pak e o [ = 0. UkaZte, Ze bez predpokladu o existenci integrdlu nemusi tvrzeni
platit a Ze nestaci predpokladat, ze f ma primitivni funkci.



Je-li fsudda [, fexistuje, pak [“ f =2 [ f. Ukaite, Ze nestaci pfedpokladat existence [ f (stati, pokud je
fSL f vlastni nebo pokud ma f primitivni funkci).

Konec otazek 1.

Cviceni 1: Priklad. Spoctéte

™
/ sinz dx.
0

Reseni. Pomoci definice spocteme

s
/ sinz dx = [—cosz]f = lim (—cosz) — lim (—cosz) = 2.
0

T—T— z—0+

Tady se uz nikdo nikoho neptd, jak se pocitaji li-
mity, poznd spojitost, hleda primitivni funkce a
scitaji celd ¢isla .... SORRY.

Piiklad. Dokazte, Ze Riemannova funkce ma Riemanniv integrél na intervalu [0, 1].

Reseni. Necht je déno € € (0,1).

Pouze v kone¢né mnoha "zlobivych" bodech intervalu [0, 1] je Riemannova funkce vétsi nez /2. Oznaéme
si jejich pocet k. Zjevné k > 0.

Zvolme n tak malé, aby 2kn < /2.

Vezméme rozdéleni 0 = zg < 21, < ... < Ty, , = 1 intervalu [0, 1] takové, Ze délky jednotlivych
intervald nepfesahuji 1/n.

Pak pro libovolné zvolend &isla ¢; 5, € [i—1 ., i n) j&

kn

0< liﬁnz f(("i,n)(wi,n - wi—Ln) <e.
=1

| PROC ? I

&2 Kazdy zlobivy bod
pfida maximalné dva
tenké obdélnicky.




Jasné. Na intervalech neobsahujicich "zlobivé"
body je funkce nejvys rovna e /2, to v soudtu pies
interval [0, 1] dd nejvys /2.

Na intervalech obsahujicich "zlobivé" body je
funkce nejvys rovna 1, to v souctu pres maxi-
malné 2k intervald $itky nejvys 1/n déd nanejvys
2kn < £/2, jak jsme si chytie zafidili.

Dokézali jsme, Ze k ¢ jsme nasli n tak, Ze piislusny soucet uvazovany v limité lezi v intervalu (0, ¢).

| A to je nulova limita jako Brno. I

| A ten integral je asi nulovy. I

Priklad. Ozna¢me

Sp = ! + ! +--+ !
"Tn4+1 ' n+2 2n
Spoctéte
lim S, .
n—oo



Reseni. NapiSeme
n

Sn:%Z !

k
k=1 L+5

a vidime, Ze se jednd o riemannovsky soucet piislusny funkci

na intervalu [0, 1] pfi déleni na n dilku.

Tedy podle véty Newton versus Riemann plati

1
1
lim S, = / dx = [log(1+ z)]§ = log2.
JO

n—0o0

1+=x

Tedy, kdyZz zdvojndsobime pocet scitanci v di-
vergentni harmonické fadé, zvedne se CasteCny
soucet asi o log 2.

Pfiklad. Spoctéte
) [077 cost? dt
lim &=—— .

z—0 x

Reseni. Funkce v Citateli i jmenovateli splituji predpoklady I’Hospitalova pravidla typu 0/0.

Miuzeme tedy pocitat
T2 2
cost* dt g .. cosx
Jo cost® dt vg _ 1.

lim
z—0 x r—0 1

| Nebit se a pocitat. I

a ([
o / V1+t2dt | .
X a

Pfiklad. Spoctéte

Reseni. Necht' F je primitivni funkce k f.

Uvédomme si, ze

b
[ 10 @ = F@l = F0) - F@).



Tedy

C b
%) (/1 f(t) dt) = f(b).

() e
[T 10 & = FOIE = Fle() - F@.

Ja

Podobné

Tedy podle véty o derivovani sloZzené funkce

i
dx \.

“p(x)
/ £(t) dt) — f(p(@)d () .

a

V naSem piipadé
2

& /T
dx \ Ja

V14 t2 dt> =vV14+azt 22.

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Hanba !!! I

10



| A7 na konstantu? I

Primitivni funkce takhle osciluje, ale integrdl to

nedava ...

Y
Y
i

o0 .
Jo arcsinz dx = ...

11



% Defini¢ni obor jiz pokoril nejednoho zalesdka.

VLASTNOSTI URCITEHO INTEGRALU

Definice integralu dava i navod, jak integral pocitat.

Zjisti se primitivni funkce, spoctou se jeji limity
v krajnich bodech a jejich rozdil je hledany inte-
grél.

Jak je vidét z pfedchozi kapitoly, Casto je tfeba pfi vypoctu primitivni funkce pouZzivat mnoha substituci a
pak je nutné se vracet pomoci inverznich funkei k ptivodni proménné té€chto substituci.

Nebo pri nékolika pouzitich integrace po Castech se ve vysledku miize hromadit mnoho funkci.

Nasledujici vlastnosti uréitych integralii naznacuji jiny mozny postup, totiz, Ze neni tieba se vracet pii

substituci k vychozi proménné, nebo pfi integraci po ¢astech lze asporni pribézné dosazovat nékteré hodnoty
a zkracovat tim zapis.

Konec uceni 1.

Ktery z uvedenych dvou postupi je lepsi, neni
mozné obecné stanovit. Volba postupu zdvisi na
zkuSenosti feSitele.

budou zminény v Pozndmkdch.

VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)

1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 0 € R, pak af + g € N(a,b) a plati

/a.b(afﬂﬁg) - a/jfw/a‘bg

12
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6.

Necht’ ¢ € (a,b). Nélezi-li f do N(a,c)ido N(c,b) aje spojitd v bodé ¢, pak f € N(a,b) a

/ /f+/f

. Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna(a,b)a f ma primitivni funkci na (a, b), pak f € N(a,b) a

b b b
/h( ) dx < f(:z:)dxg/ g(x)dx

Je-li f € N(a,b),je j: flz)dx = hm f’”f dx, kde a < an < b, <balima, = a,limb, = b.

. Necht’ F, G jsou primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom

A%%—WF@Z—Zﬁﬂ%k,

jestliZze prava strana ma smysl a je vlastni.

Necht' f ma primitivn{ funkci na svém definicnim oboru. Potom

b B
/ﬂ@®=/fmem&

je-li jedna strana kone¢nd, kde ¢ md derivaci na («, ), a zobrazuje tento interval do D(f), pficemz
plat) = a,0(f-) = b.

Dikaz. 1. Dikaz prvniho tvrzeni proved’te sami.

2. Uvedené podminky znamenaji, Ze primitivni funkce F, Fy k f na (a,c), (¢,b) resp., maji v ¢ vlastni

limity. Posunutim napf. F5 o rozdil téchto limit a dodefinovanim piislusné hodnoty v ¢ vznikne primitivni

funkce k f na (a,b), pokud je f spojitd v ¢ (kde je potfeba spojitost?). Zbytek dikazu je zfejmy.

3. Necht' F, G, H jsou primitivni funkce pro f, g, h. Z rovnost{
Fo_)=—-(G-F)(b-)+Gb_)=(F-H)(b—)+ H(-)

vyplyvd, Zze F'(b_) existuje a je vlastni (uvédomte si, Ze funkce G — F' a F' — H jsou neklesajici). Podobné

pro F(ay).

4.Pro f € N(a,b) plyne vysledek pfimo z definice Newtonova integralu.

5. Necht’ H je primitivni funkce k fG na (a,b). Pak FG — H je primitivni funkce k F'g na (a, b). Zbytek

dikazu je zfejmy.

6. Necht' F je primitivni funkce k f na D(f). Pak F o ¢ je primitivni funkce k (f o ¢)¢’ na o, 3.

Jestlize md |, : f(x) dx smysl, plyne rovnost z véty o limité slozené funkce.

Pokud existuje ff Flp(t)¢ (t) dt, rovnd se [F o 90]2, co? je totéZ jako [F)2.

Predchozi véta tvori zaklad pro pocitani urcitych
integralt, tedy pocitani délek, povrchi, objemd a
vSehomira.

DUSLEDEK. Necht funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).

13



1. [i’ f(z)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(x) > 0na(a,b);

2. inf f(z)-(b—a)< f: flx)dx < sup f(z)-(b—a),pokud f € N(a,b)a (a,b) je omezeny;
z€(a,b) z€(a,b)

3. | [f f(x)dx| < fb |f(z)|dx, pokud f,|f| € N(a,b).

a

| Celkem uZzitecné odhady. I

Pozndmky 2:

Nasledujici pozndmky k jednotlivym vlastnos-
tem uvedenym ve vété se tykaji oslabeni predpo-
kladi na existenci misto konvergence a na moz-
nost predpokladat smysl jen jedné strany pfi rov-
nostech.

Vlastnost 1. Existence (nebo i konvergence) integralu na levé strané nemd vliv na existenci pravé strany.

Vezme-li se libovolnd funkce f na (a,b) azvolise « = 1,3 = —1,¢ = f, pak integrél na levé strané je
roven 0 bez ohledu na existenci [ f nebo smyslu rozdilu [ f — [ f

Ma-li smysl prava strana, ma smysl i leva strana a rovnaji se.

Vlastnost 2. Snadno se naleznou piiklady, kdy rovnost neplati, jestlize pravd strana md smysl, ale je ne-
vlastni nebo f neni spojitd v c.

Dilezitost této vlastnosti bude vidét v dals{ kapi-
tole, kde bude zobecnén Newtontv integral.

Vlastnost 3. K této vlastnosti lze jen dodat samoziejmy fakt, Ze existence uvedenych integrald navzajem
nesouvisf a musf se pfedpoklddat. Najdéte piiklad, kdy [(i) h(z)dx = —oo0, ](f g(x)dx = +oca /f f(z)dx
neexistuje. Pokud se predpoklddd existence f{ f’ f(x) dx, pak vlastnost 3 plati i pro nevlastni hodnoty inte-
grélt (navic se zfejmym zjednoduSenim, napt. je-li fab h(z)dx = +o0 neni pro rovnost fab fl@)dx = 400
nutnd funkce g).
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Vlastnost 4. Tato vlastnost je dilezitd a neplati pro nékteré jiné integraly (napf. pro Riemanniiv nebo
Lebesguetv integral). Plati i opacné tvrzend, tj. jestlize lim /;’: f(x) dx pro libovolnd a < ap, < by, <b
n—oo "

s vlastnosti lima,, = a,limb, = b, pak existuje f:f(x) dx = A. Je-li interval (a,b) omezeny, staci
podminku pfedpoklddat jen pro jednu volbu posloupnosti {ay, }, {bn }.

Vlastnost S. Staci pfedpoklddat smysl pravé strany, nemusi byt vlastni.

Vlastnost 6. Existuji piiklady, kdy f nemd primitivni funkci a pro vhodnou funkci ¢ spliiujici predpoklady
konverguje /(j Flo®) (t) dt.

Predpoklad existence primitivni funkce pro f je
tedy podstatny.

v v

Pokud je f definovédna na vétSim intervalu I obsahujicim (a, b) a ¢ zobrazuje («, 3) do I, pficemz stdle
plati p(a4+) = a,¢(—) = b nebo a, b prohozené, substituéni véta plati.

Pokud se pro vypocet urcitého integralu pouziva substituce, byva vyhodné&jsi pouZit substituci pro urcity
integral neZ pro neurcity.

Jsou jednodussi predpoklady a neni nutné se vracet k ptivodni proménné pomoci inverzni funkce.

| Na to myslete i o ptlnoci ! I

Ve tfetim tvrzeni Dusledku mohou nastat oba piipady, kdy jeden z uvedenych integrala existuje a druhy
neexistuje.

| Musi se tedy predpokladat smysl obou stran. I

Byva vyhodnéjsi pouzit integraci po Castech pro Newtontlv integrdl nez pro neurcity integrdl a to zvlasté v
ptfipadech, kdy timto pouZitim vypocet nekonci a jsou nutné dalsi dpravy.

15



Cviceni 2:

| Kdo ma praxi, vi svoje. I

Konec poznamek 2.

Priklady 2:
1. Spoctéte integrély (po castech nebo substituci)

1 ™ /2 N ) +00
/ lgxdx,/ xsinxdx,/ Cos3xsinxdx,/ 7xdx,/ arctg x dx.
0 0 0 0 0

1+

2. Kde je chyba v nésledujicim vypoctu pomocfi substituce tgz = ¢

/” dx /0 1 o,
o 1+3cos2x  Jg 1+3/(1+¢2) 1+¢2

3. Kde je chyba v nésledujici dpraveé

. /2 /2
\/cosx—cos5;vdx=/ \/cosz(1 — cos? ) dx = Veoszsinzdx =0,

—7/2 —7/2

w/2
—m/2
(posledni integrovana funkce je lichd).

2 3 11
cos x ,
/ dx,/ \x|dx7/ sint! z dx.
-2 7 -3 —-11

4. Vypoctete

Konec piiklada 2.

Otazky 2:
1. Uved'te priklad situace, kdy md smysl [ f(z)dx + f(b f(z) dx pro néjaké ¢ € (a,b), ale integrl
fab f(x) dx neexistuje. V jakych ptipadech tato situace mize nastat?

2. Najdéte piiklad funkce f na (0, 1), kterd je nulovd az na nékolik bodti, kde ma hodnotu 1 a ptiklad rostouci
funkce ¢ zobrazujici interval (0, 1) na sebe, kterd mé vSude derivaci a ta je rovna nule ve vhodnych bodech
tak, ze f(o(t))¢(t) je nulova funkce.

3. Najdéte priklady funkci f, Ze existuje pouze jeden z integrald [ f, [ |f].

Konec otazek 2.

Zkusime per partes pro urCity integral I

16



Pfiklad. Spoctéte
o}
In:/ e P dx, n>0.
0

Reseni. Pro n = 0 dostaneme pifimym vypoétem
oo}
Iy = / e Pdx = [ "7 = 1.
J0O
Pro n € N pocitame pomoci per partes

400 f(T) — ,C](.’r) R
I, = / e T dx i f/(L) = g1 g,(w) R PP
- reR rER

+o0
PP n —x , n—1 —x
[—2"e *]§® +n / 2"l dx = nl,_q .
0

Dostali jsme rekurentni vztah I,, = nl,,_1. Tedy matematickou indukci dostaneme I, = n!.

Substituovéni je hracka, pokud umite substituo-

vat. Podivame se na to.

% [ |

Priklad. Spoctéte

3
22 Y/1 — 22 dx.

0
Resenti. Substituce je ziejma:
"3 ) s 1-— 172 =1 g 8 )
2z \3/1 —z2dx = S: —2x dx = dt = / —Vtdt =
/0 z € (0,3),t € (1,-8) J1
_ [34]7 2 38,3
- 4], 4 4
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Timto zdpisem usetiime "vraceni substituce". Je

to to samé.

Neslo pouzit z = sint?

Neslo, jako zkuSeny jenom vypadas.

Joke.

L

Priklad. Spoctéte
0
/ x4+ |z| dx .

J—1

18



ReSeni. Pocitame

0 } T =sint .
/ x + |z| dx 2 dx = cost dt 2
-1 —1,0),t € (—7/2,m)
0
= / (sint + |sint|) costdt = / (sint —sint) cost dt +
w/2 J—7/2
w/2 T
+ / (sint + sint) cost dt + / (sint +sint) costdt =
0 w/2

= 0+1-1=0.

VSimnéte si, Ze jsme zbytecné integrovali pfes in-
terval [—7 /2, ] misto [—7/2, 0].

Tim jsme pouZili hodnoty integrované funkce v intervalu [0, 7], ktery nema co do ¢inéni se zadanym inte-
grilem. Jeho vliv se ukézal nulovy (1-1=0).

Na intervalu [0, 7/2] jsme si néco nahrabali, ale
na [r/2, 7] jsme to museli vratit. To je Zivot.

To se u substituce v Newtonové integrdlu smi.
Jenom musime mit zaruéeno, Ze funkce f, ktera
se integruje je k dispozici pro integrovani vSude
tam, kam se dostane ta substituce.

Konec cviceni 2.

Uceni 2:
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f_ll 10% do 2 [logz = t] 5 f_ootdt = 0. Do-

vedu.

| Nedovedu. I

EXISTENCE A KONVERGENCE URCITEHO INTEGRALU

Konec uceni 2.

Jak bylo uvedeno na zacatku kapitoly, rozliSuje se podobné jako u fad existence a konvergence integralu.

Podobné se téz zavadi absolutni konvergence; oproti faddm se pridavd podminka existence primitivni
funkce, aby pfislusné vyrazy mély viibec smysl:

DEFINICE. Newtondv integral f(f f(z) dx konverguje absolutné, jestlize f méd na (a, b) primitivni funkci
a|f| € N(a,b), akonverguje neabsolutné, jestlize f € N(a,b),|f| ¢ N(a,b).

POZNAMEKA. Stejné jako u fad lze i v tomto piipadé otekdvat, 7e absolutn& konvergentni integrél kon-
verguje.

VETA. (Absolutni konvergence) Absolutn& konvergentni integrdl je konvergentni.

Dikaz. Necht' F, G jsou primitivni funkce k f, | f| resp., na (a, b) a necht’ | ; | f (x)| dx konverguje.

Protoze 0 < f + |f| < 2|f| a f + |f| md primitivn{ funkci F' + G, kterd je neklesajici, existuje f(f(f(ac) +
|/ (z)]) dx a podle vlastnosti (3) tento integral konverguje.

Pouzitim vlastnosti (1) se dostane konvergence integrilu f ; fz)dx.

| Opak neplati. I
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| Plati pro nezaporné funkce, samozrejmé. I

VETA. (Kritéria konvergence)

. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integrél ./u f(x) dx absolutné.

. Srovnavaci kritérium: Necht’ funkce f je spojitd na (a,b) a

0 < f < gna(a,b).Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).

. Necht funkce f, g, ¢’ jsou spojité a ¢ je navic monoténni na [a, b).

Dirichletovo Kkritérium: Jestlize f/ ma omezenou primitivni funkci na (a, b) a 111}1 g(z) = 0, pak fg €
T—0_

N(a,b).

Abelovo Kkritérium: Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

. Integralni kritérium konvergence rad:

Necht' f je spojitd a nerostouci na [k, 00). Pak f € N (k,+oo) pravé kdyz Y ", f(n) konverguje.

Dikaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonové integrdlu spojité funkce.

2. Konvergence |, : f(z) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité funkce) a z vlastnosti
3).
3. Jsou splnény pfedpoklady pro pouZiti integrace per partes:

b b
/a F(2)g(x) dx = [F(x)g(@)]} / F(2)g (z) dx.

Bod a necini potiZe. ProtozZe je g monoténni a omezend, ma v b vlastn{ limitu.

V pripadé Dirichletova kritéria je F' omezend a liIII)l g(x) = 0 atedy lirlrjl F(z)g(xz) =0.
xr— T—0_

V pfipadé Abelova kritéria existuje vlastni lilil F(z)atedyi liIlI)l F(z)g(x).
T—0_ T—0_

Zbyvé ukazat konvergenci | é’F(x) ¢'(z) dx. V obou pfipadech je F' omezend a tedy |Fg¢’'| < K|g'| na
[a,b). ProtoZe g je monoténni, neméni g’ znaménko a | (f l¢' ()| dx konverguje pravé kdyz konverguje

ff ¢’ (x) dx. Posledni integral se oviem rovnd lim g(x) — g(a).

r—b_
4. Podle tvrzeni druhého disledku, je pro kazdé ptirozené n > k
n n+1 n

> fn) < fl@)dx <> f(n+1).
i i=k

k

Z téchto nerovnosti plyne vysledek limitovanim vSech vyrazi pro n — co.
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Na sta je zpusobu konvergence, kritéria si mu-
sime peclivé volit.

Nasledujici dasledky (prvni je dusledkem srov-
navaciho kritéria, druhy Abelova kritéria) uva-
déji ekvivalence pro konvergenci integrald.

DUSLEDEK.

1. (nelimitni tvar) Necht' f, g jsou spojité a nezdporné na [a, b). Jestlize existuji kladnd ¢éisla K, L tak, Ze na
[a,b) plati K f(x) < g(x) < Lf(z), pak f € N(a,b) pravé kdyz g € N(a,b).

2. (limitn{ tvar) Necht' f, g jsou spojité a nezdporné na [a, b). Jestlize 111}1 LE;)) € (0,00), pak f € N(a,b)
r—0_ I\

pravé kdyz g € N(a,b).

Jesté je tu "symetrickd verze" Abelova kritéria. I

DUSLEDEK. Necht na [a,b) jsou funkce f,g,q’, h,h’ spojité a g(x)/h(z) konverguje pro x — b_
monoténné k nenulovému vlastnimu ¢&islu. Pak pak fg € N(a,b) pravé kdyz fh € N(a,b).

Poznamky 3:
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Pro zjidténi konvergence integrdlu | ; f pro
funkci f spojitou na (a, b) je vhodny nésledujici

postup :

1. JestliZe jsou body a, b vlastni a f v nich ma vlastni limity, fah f konverguje podle prvniho tvrzeni véty.
2. Pokud nenastane piipad v 1, rozdéli se (je-li to nutné) (a, b) néjakym vnitinim bodem na dva intervaly,
aby pouze jeden z krajnich bodi novych intervald byl sparny, tj. bud’ to byl nevlastni bod nebo vlastni a
integrovand funkce v ném nemeéla vlastni limitu.

Necht’ je a dobry bod a b Spatny.

a. Jestlize f neméni o b zleva znaménko, je vhodné se snaZit pouZit srovnavaci kritérium, napf. srovnat f s
(z — b)P.

b. Jestlize f méni u b zleva nekoneénékrat znaménko, je vhodné pouzit Dirichletovo nebo Abelovo krité-

rium.

Je nutné si uvédomit, Ze srovnavaci kritérium a
Abelovo kritérium maji (viz Disledky) formu-
lace s ekvivalenci — to neni u Dirichletova kri-
téria.

Integraln{ kritérium se spiSe pouziva pro zjisténi
konvergence fady pomoci zndimé konvergence in-
tegralu.

Konec poznamek 3.

Ptiklady 3:
1. Funkce e~*° md na (0, +00) jediny Spatny bod, a to +oo.
. . L. v 2 _ v
U tohoto bodu je funkce kladna. Ke srovnani se pouzije nerovnost e~* < e~ % pro x > 1, takze lze za
funkci g ze srovndvaciho kritéria zvolit

g(x) = { e pro0<az<1;

e % prox > 1.

b
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2.V integrélu 0+°O(x + 2%)~1/3 dx se interval (0, +00) rozdéli napf. bodem 1.
V intervalu (0, 1) je $patny bod 0, kde funkce neméni znaménko a v Disledku srovnavaciho kritéria 1ze za

g volit z~ /3 _ tato funkce mé na (0, 1) konvergentn{ integrél.

V intervalu (1, +00) je $patnym bodem nevlastni bod, u kterého funkce neméni znaménko a v Dusledku

srovndvaciho kritéria Ize za g volit 2~4/3 — tato funkce md na (1, +00) konvergentni integrél. Podle aditivn{
vlastnosti integrdlu je i pivodni integral konvergentni.

3. V integréilu f0+°° S22 dx je Spatnd jediné horni mez a u nf funkce stdle méni znaménko.

Pouzije se Dirichletovo kritérium. Za funkci f se vezme sin x, kterd ma omezenou primitivni funkci cos x.
Za funkci g se vezme 1/x, kterd monoténné konverguje k 0 v +o00. Vysledkem je konvergence pivodniho
integralu.

z Yz

4. Zjistéte, pro jaké parametry (redlna Cisla «v, 3, ...) konverguji integraly

T 1 —cosx oo "+ ging
/ 7dx,/ zarctg’z dx,/ dx.
0 0

0 % T

5. Ukazte, Ze integral f0+oo e~ 2P~ dx konverguje pro p > 0.
6. Ukazte, Ze integral f0+°° 2P arctg(ax) dx konverguje pro a = 0 nebo § € (-2, —1).

7. Podle integrélniho kritéria ovéite pro kterd p konverguji fady > nP, > 1/(nlgP n).

Nezapominejte ovérit podminky kritéria (mono-
ténnost!).

Konec piiklada 3.

Otazky 3:

1. Dokazte podrobné oba disledky srovnavaciho a Abelova kritéria.

2. Najdéte priklad, Ze integrdlni kritérium neplati, vynechd-li se v pfedpokladech podminka monoténnosti
funkce f.

| Mné to nékdy vynechdva razné véci. I

Konec otazek 3.
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Cviceni 3:

| Budeme zkoumat konvergenci integrald. I

0o 1
/ — dx.
Jo 142

Resent. Integrovand funkce f je spojitd na intervalu [0, 00). Tim je zaruena existence primitivni funkce F’
na [0, c0) a existence kone¢né hodnoty F'(0+). Zbyva zjistit existenci a kone¢nost F'(co—).

Priklad. Zjistéte konvergenci

Budeme zkoumat konvergenci integrdlu pomoci srovndvaciho kritéria na [1, c0).

Zvolime g(z) = %5 Funkce ¢ je spojitd na intervalu [1, c0). Tim je zaruCena existence primitivni funkce
Gna[1,00).

Spocteme

Tedy g € N(1, 00).

Funkce f a g jsou na okoli co ob& nezaporné. Spocitime limitu

1 .
' : 3
. x . 3 . T U'H
lim f(@) = lim H% = lim —— =
z—oo g(x) T—00 z—oo 14z

T

1.

Pomoci limitni verze srovndvaciho kritéria f € N(1,00) pravé kdyz g € N(1,00). Tedy f € N(1,00) a
existuje kone¢nd limita F'(co—).
Tedy f € N(0,00).

Bylo pfedem vidét, Ze funkce se chovd u neko-
ne¢na jako 1/ 23 a 0 té je zndmo, Ze jeji integral
u nekonecna konverguje.

Misto pocitani limity f/g stacilo udélat odhad
0<f<g
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Jabych tu f prosté zintegroval (mam mofte Casu)

Celkové to bylo moc upovidané. Stacf fict, Ze u

nuly je to spojité a u nekonec¢na se to chovd jako
konvergentni 1/23.

A asi na pozadani napsat . ..

i
¥
i

¥

Existuje velice uzitecnd Skéla funkci, se kterymi

neznamé funkce srovnavame:

U nekonecna nezlobi velké exponenty:

a>1 < — e N(1l,00).
X

U nuly nezlobi malé exponenty:

a<l < —eN(0,1).
.T/'O"
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| Funkce 1/ zlobi vSude: I

Funkce 1/22 zlobi u nuly:

oo\ 1/x?

| Funkce 1/+/x zlobi u nekoneéna: I
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Funkce logaritmus a exponencidla jsou hodné,
(pokud nemusi jinak zlobit).

exponencidla

1 /)garitmus

1

| Podivame se na absolutni konvergenci. I

| Absolutni trefa . .. I

Ptiklad. Zjistéte, pro které hodnoty parametru «v konverguje (absolutné) integral

© sinx
> dx .
- €T
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Reseni. Funkce f(z) = *J%* na intervalu [r, 00) spojitd, oznaéme si jeji primitivni funkci F'. Bude nés

zajimat chovani f a F' u nekonecna.

| Budeme zkoumat 3 piipady: I

o1
@) < —

a absolutni konvergenci hledaného integrélu podle srovnavaciho kritéria (pro o > 1 je 1/2% € N(7, 00)).

PRIPAD I:

Pro o > 1 mame trivialni odhad

PRIPAD 2:
Pro o« < 0 mame odhad

(n+1)m iy o
IF((n+ 1)) — F(nm)| = / sine

no %
(n+1)m | sin z (n+1)m '
= / de/ [sinz| dx =2.
%
J N nm

Tedy funkce F' nemd konecnou limitu v nekone¢nu a integral nekonverguje.

| Of topic : M4 I nevlastni limitu? I
PRIPAD 3:

Pro a € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Einiteld:
Prvni ¢initel je sin z a md omezenou primitivni funkci na [, 00).
Druhy ¢initel je funkce 1/x%, kterd je na [, 00) spojitd a monoténni s limitou 0.

Podle Dirichletova kritéria pro konvergenci integralu mé funkce f konvergentni integral na [, 00).
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V piipadé 3 zbyva zkusit, zda je konvergence ab-
solutni.

Oznatme G(z) = [T |f(t)] dt.

Odhadneme
(D)7 Gip o

G((n+ 1)7) — G(nw) = / '”“}f' dx >
. x
1 /(7z+1)ﬁ| ina| dx > 92

— sinz| dx > ———.
CESLE . > Gt

Tedy monoténni funkce G nema kone¢nou limitu:

2 3 n

1 1 1)
— 4 -4+ —) —o00, pron— 0.
™

Gnm) > 2 (

Tedy |f| & N(m, o). Pro «a € (0, 1] integrdl z f konverguje na [, o0) neabsolutné.

| Jde jenom o pozornost a zkuSenost. I

Kdyz Dirichletovo kritérium nic nefikd, musime
to zkusit jinak, nebo ovefit divergenci.

30



Takhla vypadd funkce pro @ = 1. Neabsolutni
konvergence. Kopecky se u nekonecna skoro vy-
rovnavaji:

sin x

To samé plati i pro dal$i dva obrdzky, kde se graf
funkce s klesajicim « pékné "nafukuje”.
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sin x

i
M

O co vlastné u té absolutni a neabsolutni konver-
gence jde?

Jde o konecnou plochu kopeckl, které déla
funkce nad a pod osou. KdyZz maji kladné ko-
pecky konecnou plochu a zdporné také, jde o ab-
solutnf konvergenci.

KdyZ maji kladné kopecky nekonecnou plochu a
zéporné také, jde o neabsolutni konvergenci.
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Tento obrazek ukazuje hory a jezera. Komise
méla zjistit, jestli maji vétsi objem hory neZ je-
zera. Zacala zleva hory bourat a zasypavat jezera.
V nekonecnu to zjisti . ..

Jestli majf hory i jezera nekonec¢ny objem, bude
zaleZet na tom, jak jsou hory a jezera rozmisténa.

Absolutni konvergenci fad jsem UspéSné zapo-
mnél, ale tohle mi néco pfipomina.

V piikladu

se pomoci « riznym zpiisobem nafukovaly kopecky funkce sinus. Vypocty nebyly jednoduché.
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J4 misto funkce sinus pouZivam Sikovné trojihel-
nicky, které utikaji k nekonecnu.

Sikovnou volbou velikosti trojihelni¢kd sestro-
jime funkci, kterd ma (ne)absolutné konvergentni
integral u nekonec¢na:

i

Sikovnou volbou velikosti trojihelni¢kd sestro-
jime funkci, kterd ma (ne)absolutné konvergentni

integral u nuly nebo nekonec¢na podle potieby:

Priklad. Zjistéte, zda konverguje (absolutné) integral

.+DC
/ sine’ dx .

J =00
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Reseni. Integral pfevedeme substituci e = ¢ na

% sint
— dt .
0 t

U nuly jde integrovana funkce spojit¢ dodefino-
vat, u nekonecna podle Dirichleta. Tedy neabso-
lutn{ konvergence jako minule.

Konec cviceni 3.

Uceni 3:

| Neni neabsolutné nekonvergentni? I

| Ach ty definice ... I

Konec uceni 3.
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