NEWTONUV INTEGRAL




NEWTONUV INTEGRAL

\

V predchozich kapitolach byla popsana inverzni operace k derivovani. Zatim nebylo
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Pozdéji se ukdze, ze ma
tento rozdil mnoho jinych
aplikaci pro  zjiStovani
globalni hodnoty pomoci
souCtu malickych nekon-
stantnich hodnot.
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Uvazujme tramvaj, kterd je pohanéna elektfinou a pri brzdéni vyrabi dynamem elektfinu
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Proto je pro pocitani ploch
a podobnych zaleZitosti
vhodnd nasledujici defi-

nice, kde se na rozdil od
geometrické  interpretace

nepredpokladda, Ze [ je
spojita a nezaporna.
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Definice je vhodna pro integraci funkci, které maji primitivni funkci. Tim jsou vyne-
chany jednoduché funkce typu signum, monotonni funkce se skoky apod.
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chany jednoduché funkce typu signum, monotonni funkce se skoky apod.

\

V dalsi kapitole bude proto uvedena znané obecnéjsi definice. Vypocet téchto obec-
né¢jSich integralli byva ale vétSinou sveden k vypoctu integrala z této kapitoly (nebo jsou
pouZity néjaké triky).
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Proto je nasledujicimu spe-
cidlnimu integralu vénovana
vEtsi pozornost.




DEFINICE URCITEHO INTEGRALU

DEFINICE. Necht funkce f je definovana na intervalu (a, b) a jsou splnény nasledu-
jici tfi podminky:
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3. rozdil F'(b_) — F(ay) ma smysl.

Pak se rozdil F'(b_) — F'(ay) nazyva Newtontv integrdl funkce f na (a,b). Znaceni
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Pak se rozdil F'(b_) — F'(ay) nazyva Newtontv integrdl funkce f na (a,b). Znaceni

b
F(b-) - Fla:) = (V)] fla) i,
kde a se nazyva dolni mez a b horni mez integralu.

Rozdil F(b_) — F(a,) se &asto znaci symbolem [F(x)]’_, nebo jen [F(z)]?, [F]°

T=a a’ a’*

Dadle se formalné definuje

a b c
(N)/b f(a:)dX:—(N)/f(a:‘)dX, prob > a, (N)/f(:z:)d:x;:Oprolibovolnéc.
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V této kapitole budou probirany jen Newtonovy integraly, a proto bude slovo ,,New-
toniv" a pismeno ,,N" u integralu nékdy vynechavano.
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Mnozina vSech funkci, které
maji konvergentni integral

N(a,b).

na intervalu (a,b), se znaci
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POZOROVANI. Necht existuje [’ f(x) dx.
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Z kapitoly o primitivnich funkci je znamo, Ze kazd4 spojita funkce na intervalu tam
ma primitivni funkci (viz vétu o konstrukci primitivni funkce).
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Z kapitoly o primitivnich funkci je zndmo, ze kazda spojitd funkce na intervalu tam
ma primitivni funkci (viz vétu o konstrukci primitivni funkce).

\

Nasledujici tvrzeni popisuje
jednoduché pripady, kdy na-
vic existuje 1 integral.
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VETA. (Integral spojité funkce)

1. Kazda spojitd omezend funkce na omezeném intervalu nalezi do N (a, b).
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VETA. (Integral spojité funkce)

1. Kazda spojita omezend funkce na omezeném intervalu nalezi do N(a, b).

2. Kazd4 spojitd nezapornd funkce f na intervalu (a, b) md integral | f) f(x)dx (aten je
neziporny).

Dukaz. Necht' F' je primitivni funkce k f na (a,b) (ta existuje). Zbyva ukazat, Ze
existuji limity F' v krajnich bodech a rozdil t€chto limit ma smysl. To je zfeymé, pokud
je f spojitd na [a, b] (pak je i F' spojitd na |a, b]).
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Dukaz. Necht' F je primitivni funkce k f na (a,b) ( ). Zbyva ukazat, 7e
existuji limity /7 v krajnich bodech a rozdil téchto limit ma smysl. To je zfejme, pokud
je f spojita na |a, b] (pak je i F° ).

Pro dikaz prvniho tvrzeni staci dokdzat, Ze existuje vlastni lim F'(x) (pro bod b je
T—a+

diikaz obdobny), coz znamend, Ze pro libovolnou posloupnost x,, z (a, b) klesajici k a je
posloupnost { F'(x,)} cauchyovska. To vyplyva z véty o stiedni hodnotg:

|F(@n) = F(zn)| < sup{|f(@)|;x € (a,0)}Han — 2]

Newtondv integral
Newtontv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovndvani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



Dukaz. Necht' F je primitivni funkce k f na (a,b) ( ). Zbyva ukazat, 7e
existuji limity /7 v krajnich bodech a rozdil téchto limit ma smysl. To je zfejme, pokud
je f spojita na |a, b] (pak je i F° ).

Pro dikaz prvniho tvrzeni staci dokdzat, Ze existuje vlastni lim F'(x) (pro bod b je
T—a+

diikaz obdobny), coz znamend, Ze pro libovolnou posloupnost x,, z (a, b) klesajici k a je
posloupnost { F'(x,)} cauchyovska. To vyplyva z véty o stiedni hodnotg:

|F(2n) — F(zm)| <sup{|f(z)|;z € (a,b)}|zn —

Diikaz je téZ snadny pro druhé tvrzeni, nebot’ F' je neklesajici (jeji derivace je neza-
pornd) a tedy ma limity v krajnich bodech, coz je supremum, resp. infimum, hodnot F’ a
tedy 1 jejich rozdil ma smysl a je nezdporny.

T -
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Nyni bude upfesnéna geometrickd interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.




Nyni bude upfesnéna geometrickd interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.

VETA. (Newton versus Riemann) Necht f je spojitd funkce na kompaktnim intervalu
la, b] a pro kazdé n € N je zvoleno néjaké rozdéleni a = z¢p < x1, < ... < Ty, , = b
intervalu [a, b] takové, Ze délky jednotlivych intervald nepiesahuji 1/n.
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Nyni bude upfesnéna geometricka interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.

VETA. (Newton versus Riemann) Necht' f je spojitd funkce na kompaktnim intervalu
la, b] a pro kazdé n € N je zvoleno néjaké rozdéleni a = 2y < 1, < ... < X, n = b
intervalu [a, b] takové, Ze délky jednotlivych intervali nepiesahuji 1/n.

Pak pro libovolné zvolend ¢isla ¢; ,, € [T;—11, Tin] j€

kn
11717112 flein)(@in—xic10) = | flx)dx.
i=1

a

Dukaz. Necht ¢ je libovolné kladné Cislo. Podle véty o stejnomérné spojitosti funkce
na kompaktnim intervalu existuje n € N tak, Ze |f(x) — f(y)| < € jakmile |z —y| < 1/n
ax,y € |a,b]. Nyni se vezme libovolné rozdéleni a = zp < z1,, < ... < Zp,,m = b
popsané ve znéni véty, které ma délky intervalli nejvyse 1/n. Newtoniv integrdl
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Nyni bude upfesnéna geometricka interpretace z kapitoly o primitivnich funkcich.

Diikaz. Necht ¢ je libovolné kladné Cislo. Podle funkce
na kompaktnim intervalu existuje n € N tak, Ze |f(x) — f(y)| < € jakmile |z —y| < 1/n
az,y € |a,b]. Nyni se vezme libovolné rozdéleni a = zp < z1,, < ... < T, m = b
popsané ve znéni véty, které ma délky intervalli nejvyse 1/n.

\Y bylo ukazano, Ze fab flz)dx = 2% () (@im — Tioim) PrO
néjaké body ¢; € (x;_1m,2;n) (uvédomte si, Ze predpoklad nezdporné funkce byl v
mgtivaci pouZit jen na geometrické znazornéni ploch, nikoli na vypocet sumy). Plati
tedy

b b
| [ @)= feim)im = 51| <
b
Z | flei) — Fleim)|(@im — Ti-im) < e(b—a).
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Pro nespojité funkce nemusi
charakterizace v predchozi
véte platit, ale presto mize
limita uvedenych soultd
existovat. Timto zplisobem
se da definovat jiny druh
integralu (tzv Riemanniyv,
viz Pozndmky).
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Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, Ze urcity integrdl je ¢islo (moZna zavislé na parametru). kdeZto neur-
City integral je mnoZina funkci. Tato skuteCnost je naznacena slovy ,,urcity" a ,,neurcity".
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1. Uvédomte si, Ze urcity integrdl je ¢islo (moZna zavislé na parametru). kdeZto neur-
City integral je mnoZina funkci. Tato skuteCnost je naznacena slovy ,,urcity" a ,,neurcity".

\
A . pd W v Vi / 7/ [e] Ve P M v v / M b
bJ e zfejmé, Ze v oznaceni integralu neni dulezité jak je oznaCena proménna, tj., fa f(z)dx
[ f(t) dt apod. Pokud nemizZe dojit k omylu, miiZe se proménnd vynechat a piSe se jen

fabf'
\




Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, Ze urcity integrdl je ¢islo (moZna zavislé na parametru). kdeZto neur-
City integral je mnoZina funkci. Tato skuteCnost je naznacena slovy ,,urcity" a ,,neurcity".

\
. v . L vet wes e . « . .. b
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Stejné tak nehraje roli, jestli je f definovana v krajnich bodech nebo ne, a pokud ano,
zda je tam spojita.
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Poznamky 1 :

1. Uvédomte si, ze urCity integral je Cislo (moZna zavislé na parametru). kdeZto neur-

City integrdl je mnozina funkci. Tato skuteCnost je naznacena slovy ,ur¢ity" a ,,neurcity".

\

A . pd o 4 Vb / 7/ (o] W e pa M 4 v / . b
Je zfejmé, Ze v oznaCeni integralu neni duleZité jak je oznadena proménnd, tj., [ f(z) dx/=

fab f(t) dt apod. Pokud nemiize dojit k omylu, miZe se promé€nna vynechat a pise se jen

fabf'
\

Stejné tak nehraje roli, jestli je f definovdna v krajnich bodech nebo ne, a pokud ano,
zda je tam spojita.

\

V krajnich bodech jsou po-
treba jen limity.
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2. Newtontv integral f; f neexistuje (neboli nema smysl), jestlize bud’ f nemd na

(a,b) primitivni funkci, nebo tam ma primitivni funkci F, ale ta bud’ nemd limitu v
jednom z krajnich bodd, nebo tyto limity existuji a jejich rozdil nema smysl (tj. limity
jsou nevlastni se stejnymi znaménky).

\




2. Newtonayv integral f( Lb f neexistuje (neboli nemé smysl), jestlize bud’ f nema na
(a,b) primitivni funkci, nebo tam ma primitivni funkci F', ale ta bud’ nema limitu v
jednom z krajnich bodd, nebo tyto limity existuji a jejich rozdil nema smysl (tj. limity
jsou nevlastni se stejnymi znaménky).

4

Vsechny tyto pfipady mo-
hou nastat. U spojité funkce
f nemiZe nastat prvni pfi-
pad.
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3. Vlastnost fabf (z)dx = [ f(z)dx+ fcbf (z) dx se nazyvd aditivni vlastnost integralu.

\




3. Vlastnost fabf (z)dx = [ f(z)dx+ fcbf (z) dx se nazyvd aditivni vlastnost integralu.

\

Indukeci 1ze tvrzeni dokdzat pro kone¢né mnoho s¢itanct (na konec¢né mnoha disjunkt-
nich intervalech pokryvajicich (a, b) aZ na kone¢né¢ mnoho bodu).
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4. Geometricky popis integrdlu diva moZznost jak definovat plochu néjakych oblasti v
roviné, a to mnoZin bodi, které se nachazeji mezi osou x a grafem funkce.
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4. Geometricky popis integralu ddvd moznost jak definovat plochu néjakych oblasti v
roviné, a to mnoZin bodi, které se nachazeji mezi osou x a grafem funkce.

\

Protoze integral ze zaporné funkce je zaporné Cislo, plocha uvedené mnoziny je inte-
gral z absolutni hodnoty dané funkce.

\

Odecitanim lze pocitat plochy mezi grafy dvou funkci.




5. Riemanniv integral. Necht’ funkce f je definovana na kompaktnim intervalu [a, b)].
Jestlize vzdy existuje limita soucti ve vété o geometrickém popisu integralu, nazyva
se tato limita Riemanntv integral funkce f na [a, b], znaceni (R) f; f(z)dx. Uvedené
soucCty se nazyvaji Riemannovy soucty.
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Dokazana véta tika, Ze pro spojité funkce existuji Newtoniv i Riemanniv integral a
jsou si rovny.
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5. Riemanniv integral. Necht’ funkce f je definovana na kompaktnim intervalu [a, b)].
Jestlize vzdy existuje limita soucti ve vété o geometrickém popisu integralu, nazyva
se tato limita Riemanntv integral funkce f na [a, b], znaceni (R) f; f(z)dx. Uvedené
soucCty se nazyvaji Riemannovy soucty.

\

Dokazana véta tika, Ze pro spojité funkce existuji Newtoniv i Riemanniv integral a
jsou si rovny.

\

Existuji vSak funkce, které maji jeden integrdl a nemaji druhy. Pokud mé funkce oba
integraly, jsou si rovny.
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Z. definice Riemannova integralu je vidét, ze ji lze jen vyjimecné pouzit k vypoctu
integralu.
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Z. definice Riemannova integralu je vidét, ze ji lze jen vyjimecné pouzit k vypoctu
integralu.
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Navic v této definici vznikaji problémy, pokud f neni definovina v krajnich bodech,
nebo je neomezend, nebo cely interval je neomezeny.
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Z. definice Riemannova integralu je vidét, ze ji lze jen vyjimecné pouzit k vypoctu
integralu.

\

Navic v této definici vznikaji problémy, pokud f neni definovina v krajnich bodech,
nebo je neomezend, nebo cely interval je neomezeny.

\

Proto bude v dal$im textu pro vypocet integralu pouZivan jen Newtonlv integral.
Nicméné je dobré mit na paméti pristup k integrdlu pfes Riemannovy soucty, protoze
ty davaji navod, jak integral pouZivat v aplikacich (viz kapitolu o aplikacich integrélu).
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V definici Riemannova integralu lze zménit zptisob konvergence a dostane se velmi
obecny integrél, ktery nezdvisle popsali Kurzweil a Henstock v letech 1955-7.
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Kurzweillv integral.
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V definici Riemannova integralu lze zménit zptisob konvergence a dostane se velmi
obecny integrél, ktery nezdvisle popsali Kurzweil a Henstock v letech 1955-7.

\

Znam¢éjsi je Lebesguetiv integral, ktery je obecnéjsi neZ Riemanntv a specidlnéjsi nez
Kurzweillv integral.

\

Existuji funkce, které maji Newtonlv integral a nemaji Lebesgueliv integral a obra-
cené. Zminéné obecné integraly lze sestrojit 1 pomoci zobecnénych primitivnich funkci
(viz nasledujici kapitola).

Konec pozndmek 1.




Priklady 1 :
1. Spoctéte pomoci definice:

! - > 2 1
/sinde:Z,/ e”fdle’/ ze " dx = =,
0 0 0 2

o0 /2 4
/0 e cos(bx) dx = " j_ 2 proa > 0, . Vcosz — cosd zdx = ot




2. Pomoci derivace integralu spoctéte

d [*,, d [ ) _ Joeost*dt . [(\/tgtdt
— [ efdt, — cos(mt”)dt, lim =———, lim —"— :
dx J; AL i =04 2y =04 fO vsint dt




2. Pomoci derivace integralu spoctéte

d [* d [est ‘cos 2 dt Vg tdt
— [ eldt, — cos(mt?) dt , lim fOCL , lim tfox ° :
dx s dx sin =04 L =0+ fog Vsint dt
\
Ukazte, Ze je-li f kladnd spojita funkce na [0, +00), je nasledujici funkce proménné y
rostouci:
foyxf () dx
Jof (@) dx -




3. Spottéte plochu mezi grafem funkce 2° — 4z a osou z na intervalu (—2,2) a plochu
mezi grafy funkci 22, 2z — 1 na intervalu (0, 2).

—p




4. Zkuste spocitat [ z* dx pomoci limity Riemannovych soudtd.

Konec piikladi 1.




Otazky 1 :

. Zjistéte, zda existuji Newtonovy integraly z nasledujicich funkci:
signx na (—1,1);

5 na (0, 1);

z na (—oo, +00);

.5 na (—1,1).

AW




Otazky 1 :

. Zjistéte, zda existuji Newtonovy integraly z nasledujicich funkci:
signx na (—1,1);

- ma (0, 1);

z na (—oo, +00);

5 na (—1,1).

5 & = L

Existuji Riemannovy integraly z predchozich 4 funkci, pouzijeme-li prislusné uza-
viené intervaly, pokud je to mozné?
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2. Zjistéte u nasledujicich funkci, zda existuji Newtontliv i Riemanniv integral nebo
jen jeden, nebo Zadny.

1. Dirichletova funkce na [0, 1]

2. Riemannova funkce na |0, 1]

3.signz na [—1,2];

4. fna0,1],kde f(0) =0, f(x) =(=1)"prox € (1/n+1,1/n],n € N;

5. f(0) =0, f(x) =sin(1/z) pro x > 0 na [0, 1].

b
.
2




3. Uved’te priklad spojité nezaporné funkce na (0, 1), kterd tam ma nevlastni Newto-
nav integral.

\




3. Uved’te priklad spojité nezaporné funkce na (0, 1), kterd tam ma nevlastni Newto-
nav integral.
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Uved’te priklad spojité omezené funkce na (0, +-00), kterd tam ma nevlastni Newtondv
integral.

\




3. Uved’te priklad spojité nezaporné funkce na (0, 1), kterd tam ma nevlastni Newto-
nav integral.

\

Uved’te priklad spojité omezené funkce na (0, +-00), kterd tam ma nevlastni Newtondv
integral.

\

Uved’te priklad spojité neomezené funkce na (0, 1), kterd tam ma vlastni Newtondv
integral.
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4. UkaZzte, ze ve vété o existenci integralu 1ze predpoklad spojitosti funkce nahradit
predpokladem existence primitivni funkce.

—p




5. Zformulujte a dokaZte tvrzeni o aditivité¢ integralu pro libovolny konecny pocet
integralti.

-=p




.....

pouze, Ze ma prava strana smysl.

—p




7. Uved’te ptiklad spojité funkce f na (a,b), kterd tam nema Newtontv integrdl, ale
ma vlastni Newtonovy integraly fcd f(z) dx pro libovolnd ¢, d € (a,b).

—p




8.Je-li flichda [° f existuje, pak [ f = 0. UkaZte, Ze bez pfedpokladu o existenci
integralu nemusi tvrzeni platit a Ze nestaci predpokladat, ze f ma primitivni funkci.

\




8.Je-li flichda [° f existuje, pak [ f = 0. UkaZte, Ze bez pfedpokladu o existenci
integralu nemusi tvrzeni platit a Ze nestaci predpokladat, ze f ma primitivni funkci.

\
Je-li fsudda [° f existuje, pak [ f = 2 [ f. UkaZte, Ze nestati pfedpoklddat
existence foa f (staci, pokud je foa f vlastni nebo pokud mé f primitivni funkci).

Konec otazek 1.




CvicCeni 1 :

Priklad. Spoctcte

T
/ sinx dx .
0




CvicCeni 1 :

Priklad. Spoctcte

/ sinz dx.
0

Reseni. Pomoci definice spoCteme

/ sinz dx = [—cosz]] = lim (—cosx) — 1iI(I)1+(— cosz) = 2.
0 T—T— r—




Cviceni 1 :
Priklad. Spoctéte

T
/ sin x dx .
0

ReSeni. Pomoci definice spoCteme

i
sinz dx = [—cosz]j = lim (—cosx) — lim (—cosz) = 2.
0 T—T— r—0+
Newtondv integral
Newtonuv integral
< o 5 existence integralu
Tady se uz nikdo nikoho ne- NvenwsR
ptd, jak se pocitaji limity, RO e
poznd spojitost, hleda pri- existence integrélu
o, , v, s z konvergence
mitivni funkce a scitaji cela absolutni
)51 konvergence
Cisla.... SORRY. PRa
ekvivalence konver-
gence
Pozna
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Piiklad. Dokazte, Ze Riemannova funkce ma Riemanntiv integral na intervalu [0, 1].
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Pouze v kone¢né mnoha "zlobivych" bodech intervalu [0, 1] je Riemannova funkce
vetsi nez € /2. OznaCme si jejich pocet k. Zjevne k > 0.
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Zvolme n tak malé, aby 2kn < /2.
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Pouze v kone¢né mnoha "zlobivych" bodech intervalu [0, 1] je Riemannova funkce
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Piiklad. Dokazte, Ze Riemannova funkce ma Riemanntiv integral na intervalu [0, 1].

\

Reseni. Necht je dano € € (0, 1).

\

Pouze v kone¢né mnoha "zlobivych" bodech intervalu [0, 1] je Riemannova funkce
vetsi nez € /2. OznaCme si jejich pocet k. Zjevne k > 0.

\

Zvolme n tak malé, aby 2kn < /2.

\

Vezméme rozdéleni 0 = zy < z1, < ... < ,,, = 1 intervalu [0, 1] takové, Ze délky
jednotlivych intervald nepresahuji 1/n.

\

Pak pro libovolné zvolena ¢isla ¢; ,, € [x;_1.1, i) j€

kn
0< liflgn Z flein)(@in —®i—1p) < €.
i=1




PROC ?




/2 Kazdy zlobivy bod
* pfida maximalné dva
tenké obdélnicky.

g2

Jasné. Na intervalech neob-
sahujicich "zlobivé" body je
funkce nejvys rovna /2, to
v souctu pres interval [0, 1]
da nejvys /2.
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/2 Kazdy zlobivy bod
* pfida maximalné dva
tenké obdélnicky.

g2

Jasné. Na intervalech neob-
sahujicich "zlobivé" body je
funkce nejvys rovna /2, to
v souctu pres interval [0, 1]
da nejvys /2.

Newtondv integral

Newtonuv integral
existence integralu
N versus R

vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu

Na intervalech ObsahUjllCiCh konvergence
"zlobivé" body je funkce absolutni

konvergence

A4 - kritéria
nejvys rovna 1, to v souctu ekvivalence konver-

pres maximalné 2k intervali gence

Pozna

Sitky nejvys 1/n da nanej- 1234367809

a4 b b b PV,kld
vys$ 2kn < ¢/2, jak jsme si 1234567809

¥ A1+ Otazk
chytre zaridili. P s 67809
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Dokézali jsme, Ze k € jsme nasli n tak, ze prisluSny soucet uvazovany v limité lezi v
intervalu (0, ).

A to je nulovd limita jako
Brno.




Dokazali jsme, Ze k € jsme nasli n tak, ze prisluSny souCet uvazovany v limité lezi v

intervalu (0, €).

A to je nulovd limita jako
Brno.

A ten integral je asi nulovy.
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Priklad. Oznacme

Spm— g
" i+l n+2 on
Spoctéte
lim S, .




Priklad. Oznacme

Spm— g
"Tn+l n+2 2n
Spoctéte
lim S, .
\
Reseni. NapiSeme
1l — 1
D
n k
n —1 1—|- n
a vidime, Ze se jedna o riemannovsky soucet prislusny funkci
1
f) = Il =5 4z

na intervalu [0, 1] pfi déleni na n dilku.

\




Priklad. Oznacme

Spm— g
"Tn+l n+2 2n
Spoctéte
lim S, .
V
Reseni. NapiSeme
1l — 1
5= 2
n k
n —1 1—|- n
a vidime, Ze se jedna o riemannovsky soucet prislusny funkci
1
f) = Il =5 4z
na intervalu [0, 1] pfi déleni na n dilku.

\

Tedy podle véty Newton versus Riemann plati

1
: 1
nh_)r{)lo Sp = /0 e dx = [log(1+z)); = log?2.




Tedy, kdyz zdvojnasobime
pocet s¢itanct v divergentni
harmonické radé, zvedne se
casteCny soucet asi o log 2.
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Priklad. Spoctéte
, fox cos t? dt
lim .
x—0 T




Priklad. Spoctéte

, fox cos t? dt
lim .
z—0 X

Reseni. Funkce v &itateli i jmenovateli spliiuji pfedpoklady 1’Hospitalova pravidla
typu 0/0.
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Priklad. Spoctéte
, fox cos t? dt
lim .
x—0 €T

\
Reseni. Funkce v &itateli i jmenovateli spliiuji pfedpoklady 1’Hospitalova pravidla
typu 0/0.

\

MiiZeme tedy pocitat

a5

o cost? dt yy . cosa?
lim = lim

z—0 T z—0 1




Priklad. Spoctéte
_ fox cos t? dt
lim .
x—0 €T

\
Reseni. Funkce v &itateli i jmenovateli spliiuji pfedpoklady 1’Hospitalova pravidla
typu 0/0.

\

MiiZeme tedy pocitat

45

_ fo cost’> dt yy . cosx?
lim = lim

z—0 €T x—0 1

Nebat se a pocitat.




Priklad. Spoctéte

72
([ e,
X a




Priklad. Spoctéte
2
d X
— (/ V1412 dt) :
dx B
\

Reseni. Necht' F je primitivni funkce k f.

\




Priklad. Spoctéte

72
([ e,
X a

{

Reseni. Necht' F je primitivni funkce k f.

\

Uvédomme si, ze

b
/ £(t) dt = [FL =

F(b) — Fla).




Priklad. Spoctéte

4

Reseni. Necht' F je primitivni funkce k f.

\

Uvédomme si, ze

Tedy




Podobné (2]
/ ) dt = [FEED = Flp) — Fla) .




Podobné (2]
/ ) dt = [FEED = Flp) — Fla) .

\

Tedy podle véty o derivovani sloZené funkce

p(z)
% (/ f(t) dt) = fle(z))@'(z) .




Podobné (2]
/ ) dt = [FEED = Flp) — Fla) .

\

Tedy podle véty o derivovani sloZené funkce

p(z)
% (/ f(t) dt) = fle(z))@'(z) .

\

V nasem pfipadé

2

d xXr

d—</ V1+t2dt> :V1+CU42.CU
X a
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Uceni 1 :




Uceni 1 :

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani

Hanba ' ' ' existence integralu

konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
* ekvivalence konver-
gence

Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789







N | —

0

Newtondv integral
v o g 7
9 Newtonuv integral
AZ na kOHStantu 5 existence integralu
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fooosinx dx = +1.
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fOOO sinx dx
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fo arcsinx dx =...
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Konec uceni 1.




VLASTNOSTI URCITEHO INTEGRALU

Definice integrdalu dava i navod, jak integral pocitat.

\




VLASTNOSTI URCITEHO INTEGRALU

Definice integralu dava 1 navod, jak integral pocitat.

\/

Zjisti se primitivni funkce,
spoctou se jeji limity v kraj-
nich bodech a jejich rozdil je
hledany integral.
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Jak je vidét z predchozi kapitoly, Casto je tieba pri vypocCtu primitivni funkce pouZzivat
mnoha substituci a pak je nutné se vracet pomoci inverznich funkci k piivodni proménné
téchto substituci.

\




Jak je vidét z predchozi kapitoly, Casto je tieba pri vypocCtu primitivni funkce pouZzivat
mnoha substituci a pak je nutné se vracet pomoci inverznich funkci k piivodni proménné
téchto substituci.

\

Nebo pfi nékolika pouzitich integrace po ¢astech se ve vysledku miiZe hromadit mnoho
funkci.

\




Jak je vidét z predchozi kapitoly, Casto je tieba pri vypocCtu primitivni funkce pouZzivat
mnoha substituci a pak je nutné se vracet pomoci inverznich funkci k piivodni proménné
téchto substituci.

\

Nebo pfi nékolika pouzitich integrace po ¢astech se ve vysledku miiZe hromadit mnoho
funkci.

\

Nasledujici vlastnosti urCitych integrala naznacuji jiny moZzny postup, totiz, Ze nenf
treba se vracet pri substituci k vychozi proménné, nebo pr1 integraci po Castech Ize aspon
pribézné dosazovat nékteré hodnoty a zkracovat tim z4pis.

\




Jak je vidét z predchozi kapitoly, Casto je tieba pri vypocCtu primitivni funkce pouZzivat
mnoha substituci a pak je nutné se vracet pomoci inverznich funkci k ptivodni proménné
téchto substituci.

\

Nebo pri nékolika pouzitich integrace po ¢astech se ve vysledku miize hromadit mnoho
funkci.

\/

Nasledujici vlastnosti urcitych integrala naznacCuji jiny mozny postup, totiz, Ze neni
treba se vracet pri substituci k vychozi proménné, nebo pr1 integraci po Castech Ize aspon
prubézné dosazovat nékteré hodnoty a zkracovat tim zapis.

\

& Z _ Newtontv integral
Ktery z uvedf,/nych c}vou po- Newtonta vl
stupu je lepSi, neni mozné adses gl
obecné stanovit. Volba po- vastnosti integralu

R s X 2 srovnavani
stupu zavisi na zkuSenosti existence integrdlu
resitele. konvergence
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konvergence
kritéria
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Nasledujici vlastnosti budou uvedeny jen pro piipady, kdy je Newtontiv integral vlastni.

VVVVVV

-




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),, 3 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —oz/f+ﬁ/




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),, 3 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —oz/f+ﬁ/

2. Necht' ¢ € (a,b). Nalezi-li f do N(a,c) i do N(c,b) a je spojitd v bodé ¢, pak
a

f € N(a,b) b b
fo=fre]




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 8 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —a/ f+ﬁ/

2. Necht' ¢ € (a,b). Nalezi-li f do N(a,c) i do N(c,b) a je spojitd v bodé ¢, pak
a

f € N(a,b) b b
Lf=LV+[f

3.Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna (a,b) a f ma primitivni funkci na (a, b), pak

f € N(a,b)a b b b
/a h(z) dx < / f(w) dx < / g(x) dx




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 8 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —a/ f+ﬁ/

2. Necht' ¢ € (a,b). Nalezi-li f do N(a,c) i do N(c,b) a je spojitd v bodé ¢, pak
a

f € N(a,b) b b
IREVRATE

3.Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna (a,b) a f ma primitivni funkci na (a, b), pak

f € N(a,b)a b b b
/a h(z) dx < / f(w) dx < / g(x) dx

4. Je-li f € N(a,b), je fab f(z)dx = lim f;: f(z)dx, kdea < a, < b, <balima, =
a,lim b, = b.




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 8 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —a/ f+ﬁ/

2. Necht' ¢ € (a,b). Nalezi-li f do N(a,c) i do N(c,b) a je spojitd v bodé ¢, pak
a

f € N(a,b) b b
szlﬁ+lf

3.Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna (a,b) a f ma primitivni funkci na (a, b), pak

f € N(a,b)a b b b
/a h(z) dx < / f(w) dx < / g(x) dx

4. Je-li f € N(a,b), je fab f(z)dx = lim f;: f(z)dx, kdea < a, < b, <balima, =
a,lim b, = b.
5. Necht' F', GG jsou primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom

/abFQZ[FG]Z—/abdex,

jestliZe prava strana ma smysl a je vlastni.




VETA. (Vlastnosti Newtonova integralu)
1. Jestlize f,g € N(a,b),a, 8 € R, pak af + Bg € N(a,b) a plati

/ (af + Bg) —a/ f+ﬁ/

2. Necht' ¢ € (a,b). Nalezi-li f do N(a,c) i do N(c,b) a je spojitd v bodé ¢, pak
a

f € N(a,b) b b
szlﬁ+lf

3.Je-lig,h € N(a,b)ah < f < gna (a,b) a f ma primitivni funkci na (a, b), pak

f € N(a,b)a b b b
/a h(z) dx < / f(w) dx < / g(x) dx

4. Je-li f € N(a,b), je fab f(z)dx = lim f;: f(z)dx, kdea < a, < b, <balima, =
a,lim b, = b.
5. Necht' F', GG jsou primitivni funkce k f, g resp., na (a, b). Potom

/abFQZ[FG]Z—/abdex,

jestliZe prava strana ma smysl a je vlastni.




6. Necht' f ma primitivni funkci na svém definicnim oboru. Potom

b B
/ f(z) dx = / Flo®)e (B dt,

je-li jedna strana kone¢nd, kde ¢ ma derivaci na («, 3), a zobrazuje tento interval do
D(f), plicemz p(a;) = a,p(6_) = b




Dukaz. 1. Dtikaz prvniho tvrzeni proved’te sami.

\




Diikaz. 1. Dikaz prvniho tvrzeni proved’te sami.

\

2. Uvedené podminky znamenaji, Ze primitivni funkce £y, F5 k f na (a, c), (¢, b) resp.,
maji v ¢ vlastni limity. Posunutim napt. F5 o rozdil téchto limit a dodefinovanim pfri-
slusné hodnoty v ¢ vznikne primitivni funkce k f na (a, b), pokud je f spojita v ¢ (kde je
potfeba spojitost?). Zbytek diikazu je zfejmy.

\
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Diikaz. 1. Dikaz prvniho tvrzeni proved’te sami.

\

2. Uvedené podminky znamenaji, Ze primitivni funkce £y, F5 k f na (a, c), (¢, b) resp.,
maji v ¢ vlastni limity. Posunutim napt. F5 o rozdil téchto limit a dodefinovanim pfri-
slusné hodnoty v ¢ vznikne primitivni funkce k f na (a, b), pokud je f spojita v ¢ (kde je
potfeba spojitost?). Zbytek diikazu je zfejmy.

¥
3. Necht' F, G, H jsou primitivni funkce pro f, g, h. Z rovnosti

F(b-) = —(G = F)(b-) + G(b-) = (F — H)(b_) + H(b-)
vyplyva, ze F(b_) existuje a je vlastni (uvédomte si, ze funkce G — F'a F' — H jsou
neklesajici). Podobné pro F'(a.).

—
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4. Pro f € N(a,b) plyne vysledek piimo z definice Newtonova integralu.

\




4. Pro f € N(a,b) plyne vysledek piimo z definice Newtonova integralu.

\
5. Necht' H je primitivni funkce k fG na (a,b). Pak F'G' — H je primitivni funkce k
Fgna (a,b). Zbytek diikazu je zfejmy.

=
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6. Necht’ F' je primitivni funkce k f na D(f). Pak Foyp je primitivni funkce k (fop)y’
na o, 3.

\




6. Necht’ F' je primitivni funkce k f na D(f). Pak Foyp je primitivni funkce k (foyp)y’
na o, 3.

\

JestliZe ma fab f(x) dx smysl, plyne rovnost z véty o limité sloZené funkce.

\
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6. Necht’ F' je primitivni funkce k f na D(f). Pak Foyp je primitivni funkce k (foyp)y’
na o, 3.

\

JestliZe ma fab f(x) dx smysl, plyne rovnost z véty o limité sloZené funkce.

\
Pokud existuje | f fo(t)¢'(t) dt, rovna se [F o )7, coZ je totéZ jako [F]°.
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Predchozi véta tvori zaklad
pro pocitani urcitych inte-
gralt, tedy pocitani délek,
povrchl, objemi a vSeho-
mira.
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DUSLEDEK. Necht' funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).
1. fab f(z)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(x) > Ona (a,b);




DUSLEDEK. Necht' funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).
1. [? f(x)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(x) > 0na (a,b);
2. il(qu) f(z)-(b—a) < fab f(z)dx < sup f(x)-(b—a),pokud f € N(a,b)a (a,b)
x€(a,

z€(a,b)
je omezeny;




DUSLEDEK. Necht' funkce f, g jsou definovany na intervalu (a, b).
1. [? f(x)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(x) > 0na (a,b);
2. il(qu) f(z)-(b—a) < fab f(z)dx < sup f(x)-(b—a),pokud f € N(a,b)a (a,b)
x€(a,

z€(a,b)
je omezeny;

3.1 J) f@)ax| < [} 1f(@)| dx, pokud [, || € N(a,b).

\




DUSLEDEK. Necht funkce f, ¢ jsou definovdny na intervalu (a,b).
1. [? f(x)dx > 0, pokud f € N(a,b), f(x) > 0na (a,b);
2. il(qu) f(z)-(b—a) < fab f(z)dx < sup f(x)-(b—a),pokud f € N(a,b)a (a,b)
x€(a,

z€(a,b)
je omezeny;

3.1 J) f@)ax| < [} 1f(@)| dx, pokud [, || € N(a,b).

\

Celkem uzitecné odhady.




Poznamky 2 :

Nésledujici poznamky k
jednotlivym  vlastnostem
uvedenym ve véte se tykaji
oslabeni predpokladi na
existenci misto konvergence
a na moznost predpokladat
smysl jen jedné strany pri
rovnostech.
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Vlastnost 1. Existence (nebo 1 konvergence) integrdlu na levé stran€¢ nema vliv na
existenci pravé strany.

\




Vlastnost 1. Existence (nebo 1 konvergence) integrdlu na levé stran€¢ nema vliv na
existenci pravé strany.

\

Vezme-li se libovolnd funkce f na (a,b) azvolise « = 1,3 = —1, g = f, pak integral
na levé strang je roven 0 bez ohledu na existenci | f nebo smyslu rozdilu [ f — [ f.

\




Vlastnost 1. Existence (nebo 1 konvergence) integrdlu na levé stran€¢ nema vliv na
existenci pravé strany.

\

Vezme-li se libovolnd funkce f na (a,b) azvolise « = 1,3 = —1, g = f, pak integral
na levé strang je roven 0 bez ohledu na existenci | f nebo smyslu rozdilu [ f — [ f.

\ /

Ma3-li smysl prava strana, ma smysl 1 leva strana a rovnaji se.




Vlastnost 2. Snadno se naleznou priklady, kdy rovnost neplati, jestlize prava strana
ma smysl, ale je nevlastni nebo f neni spojitd v c.

\




Vlastnost 2. Snadno se naleznou priklady, kdy rovnost neplati, jestlize prava strana
ma smysl, ale je nevlastni nebo f neni spojitd v c.

\

Dulezitost této vlastnosti
bude vidét v dalsi kapi-
tole, kde bude zobecnén
Newtontv integral.
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Vlastnost 3. K této vlastnosti 1ze jen dodat samoziejmy fakt, Ze existence uvedenych
integralti navzdjem nesouvisi a musi se predpokladat. Najdéte priklad, kdy fab h(z)dx =
—00, fab g(r)dx =+o0a fab f(x) dx neexistuje. Pokud se pfedpokladd existence fab f(x)d
pak vlastnost 3 plati i pro nevlastni hodnoty integralti (navic se zfejmym zjednodusenim,
napf. je-li fab h(x) dx = +o00 neni pro rovnost fab f(x)dx = 400 nutnd funkce g).

=)




Vlastnost 4. Tato vlastnost je dlileZitd a neplati pro nékteré jiné integraly (napf. pro Ri-
emanniv nebo Lebesguetyv integrdl). Plati i opacné tvrzeni, tj. jestlize lim ff: f(z)dx
pro libovolnd a < a, < b, < b s vlastnosti lima,, = a,limb, znaoopak existuje
fab f(z)dx = A.Je-li interval (a, b) omezeny, staci podminku predpokladat jen pro jednu
volbu posloupnosti {a,}, {b,}.

=P




Vlastnost S. Staci predpokladat smysl pravé strany, nemusi byt vlastni.




Vlastnost 6. Existuji priklady, kdy f nema primitivni funkci a pro vhodnou funkci ¢
spliiujici pfedpoklady konverguje | f flo(t)'(t) dt.

\




Vlastnost 6. Existuji piiklady, kdy f nemd primitivni funkci a pro vhodnou funkci ¢

spliiujici pfedpoklady konverguje [ f flo(t)'(t) dt.

\/

Predpoklad existence primi-
tivni funkce pro f je tedy
podstatny.
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Vlastnost 6. Existuji priklady, kdy f nema primitivni funkci a pro vhodnou funkci ¢
splitujici predpoklady konverguje [ flp(t)o'(t) dt.
plnujici predp y guje J, Jpt)e

\/

Predpoklad existence primi-
tivni funkce pro f je tedy
podstatny.

\

Pokud je f definovana na vét$im intervalu / obsahujicim (a,b) a ¢ zobrazuje («a, (3)
do I, pricemz stale plati () = a,p(6_) = b nebo a, b prohozené, substitucni véta  Newtontvintegrdl

L, Newtontv integral
platl . existence integrdlu
N versus R
vlastnosti integralu
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Pokud se pro vypocet urCit€ho integralu pouziva substituce, byva vyhodnéjsi pouzit
substituci pro urCity integrdl nez pro neurcity.

\




Pokud se pro vypocet urCit€ho integralu pouziva substituce, byva vyhodnéjsi pouzit
substituci pro urCity integrdl nez pro neurcity.

\

Jsou jednodussi predpoklady a neni nutné se vracet k ptivodni proménné pomoci in-
verzni funkce.

\




Pokud se pro vypocet urCit€ho integralu pouziva substituce, byva vyhodnéjsi pouzit
substituci pro urCity integrdl nez pro neurcity.

\

Jsou jednodussi predpoklady a neni nutné se vracet k ptivodni proménné pomoci in-
verzni funkce.

\

Na to myslete i o ptilnoci !




Ve tfetim tvrzeni Diisledku mohou nastat oba ptipady, kdy jeden z uvedenych integralt
existuje a druhy neexistuje.

\




Ve tretim tvrzeni Diisledku mohou nastat oba pripady, kdy jeden z uvedenych integrali
existuje a druhy neexistuje.

\

Musi se tedy predpokladat
smysl obou stran.




Byva vyhodnéjsi pouzit integraci po ¢astech pro Newtontv integral neZ pro neurcity
integral a to zvlasté v pripadech, kdy timto pouzitim vypocet nekonci a jsou nutné dalsi
upravy.

Kdo ma praxi, vi svoje.

Konec poznamek 2.




Priklady 2 :

1. Spoctéte integraly (po Castech nebo substituci)

1 T /2 1 V1 — 12 +00
/ lgxdx,/ acsin:vdx,/ cosga:sinxdx,/ —xdx,/ arctg x dx.
0 0 0 0 0

1+

=)




2. Kde je chyba v nésledujicim vypoctu pomoci substituce tgx =t

/7r dx _/0 1 & _ o,
o 1+3cos?x Jo 1+3/(1+12) 1+




3. Kde je chyba v nésledujici tpravé
/2

/2 /2
Vcosz — cosd z dx = \/COSCC(l—COSQQ?)dXZ/ Veosxsinzdx =0,
—’/T/2 —7r/2 —7'('/2

(posledni integrovana funkce je lichd).

=)




4. Vypoctete

2 cos 1 3 noo
dx, [ |z|dx, sin~ zdx.
-2 T -3 —11

Konec priklada 2.




Otazky 2 :

1. Uved'te piiklad situace, kdy md smysl [* f(z) dx+ fcb f(z) dx pro néjaké ¢ € (a, b),
ale integral fab f(z) dx neexistuje. V jakych piipadech tato situace muze nastat?

-




2. Najdéte priklad funkce f na (0, 1), kterd je nulova az na né€kolik bodt, kde ma
hodnotu 1 a ptiklad rostouci funkce  zobrazujici interval (0, 1) na sebe, kterd ma vSude
derivaci a ta je rovna nule ve vhodnych bodech tak, ze f(¢(t))¢'(t) je nulova funkce.

=




3. Najdéte piiklady funkci f, Ze existuje pouze jeden z integral [ f, [ | f].

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Zkusime per partes pro ur-
City integral




Priklad. Spoctéte

3’\1
I

(0.8}
/ x'e " dx, n>0.
0




Priklad. Spoctéte
(©.9]
n:/ x'e " dx, n>0.
0

‘

ResSeni. Pro n = 0 dostaneme pfimym vypocCtem
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(©.9]
n:/ x'e " dx, n>0.
0

‘

ResSeni. Pro n = 0 dostaneme pfimym vypocCtem

\

Pro n € N pocitdme pomoci per partes

PP

too o flx)=2" g(x)=—e"
In _ / e T dx = f/<$> - nxn—l g’(x) — e 7
0 r € R relR

+00

PP - -

= [—2"e")§® +n / " e dx = nl,_; .
0




Priklad. Spoctéte
(©.9]
n:/ x'e " dx, n>0.
0

‘

ResSeni. Pro n = 0 dostaneme pfimym vypocCtem

\

Pro n € N pocitdme pomoci per partes

o / Caerac [ 7o) St G = | 2
0

reR zeR

+00

PP - -

= [—2"e")§® +n / " e dx = nl,_; .
0

\

Dostali jsme rekurentni vztah [, = nl, ;. Tedy matematickou indukci dostaneme
I, =nl.




Hezké.

Substituovani je hracka, po-

kl,ld/ umite substituovat. Po-
divame se na to.
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konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Spoctéte

3
/ 20v/1 — 22 dx .

0




Priklad. Spoctéte

'

ResSeni. Substituce je zfejma:

’ 3 S | 1 —z? =t S -
/ 2¢v/1 —x2 dx = S: —2z dx = dt = —Vtdt =
1

€T f—

0 I z € (0,3),t € (1,-8) 1
_ .3, o 3gb B
| 4 4 4




Priklad. Spoctéte

3
/ 20v/1 — 22 dx.
0

\
Reseni. Substituce je ziejma:
5 S [ 1—z?=t g 78
/ orv/1—a2dx 2 | S: —2x dx = dt :/ —Vtdt =
0 I z € (0,3),t € (1,-8) 1
- -8
4 3.4 3
3 — 283 4+ — .
I | 4 - 4

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence

Timto zdpisem uSetfime absolutni

" P . - ko/nyergence
vraceni substituce". Je to kritéria

, ekvivalence konver-
to same. gence
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Neslo pouzit x = sint?




Neslo pouzit x = sint?

Neslo, jako zkuSeny jenom
vypadas.
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Joke.




Joke.

\
Priklad. Spoctcte

0
/ x + |x| dx.
~1




Joke.

\
Priklad. Spoctcte

0
/ x + |x| dx.
1

{

ResSeni. Pocitame

0
/ x + |z| dx
1

||

T =sint P
S: dx = cost dt =
r € (—1,0),t € (—m/2,m)
™ 0
= / (sint + |sint|) costdt = / (sint —sint) costdt +

—m/2
m

/2
+/ (Sint+sint)costdt+/ (sint +sint) costdt =
0 /2







Viimnéte si, Ze jsme
zbyteCné integrovali pres
interval [—7/2, 7] misto
[_ﬂ-/ 27 O] .
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Viimnéte si, Ze jsme
zbyteCné integrovali pres
interval [—7/2, 7] misto
[_ﬂ-/ 27 0] .

\

Tim jsme pouzili hodnoty integrované funkce v intervalu |0, 7|, ktery nema co do
cinéni se zadanym integralem. Jeho vliv se ukédzal nulovy (1-1=0).

\
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Viimnéte si, Ze jsme
zbyteCné integrovali pres
interval [—7/2, 7] misto
[_ﬂ-/ 27 O] .

\

Tim jsme pouzili hodnoty integrované funkce v intervalu |0, 7|, ktery nema co do
cinéni se zadanym integralem. Jeho vliv se ukédzal nulovy (1-1=0).

\

Newtondv integral

Newtonuv integral
existence integralu
N versus R

. . vlastnosti integralu

Na intervalu [0,7/2] jsme srovndvini

existence integralu

si néco nahrabali, ale na e
[7T / 2, 7r] jsme to museli vra- absolutni

. A Y. konvergence
tit. To je zivot. Kritéria
ekvivalence konver-
gence
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To se_u substituce v_New-
tonové€ integralu smi. Jenom

musime mit zaruceno, Ze
funkce f, kterd se integruje
je k dispozici pro integro-
vani vSude tam, kam se do-
stane ta substituce.
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Konec cviceni 2.




Uceni 2 :

1 S
L 105:1: dx = [logx

0
J_, tdt = 0. Dovedu.

t]

s

Nedovedu.
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Konec uceni 2.




EXISTENCE A KONVERGENCE URCITEHO INTEGRALU
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EXISTENCE A KONVERGENCE URCITEHO INTEGRALU
{

Jak bylo uvedeno na zacatku kapitoly, rozliSuje se podobné jako u fad existence a
konvergence integrélu.

\/

Podobné se téz zavadi absolutni konvergence; oproti fadam se pfidava podminka exis-
tence primitivni funkce, aby pfislusSné vyrazy mély viibec smysl:

\

Newtondv integral
Newtontv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovndvani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



EXISTENCE A KONVERGENCE URCITEHO INTEGRALU
{

Jak bylo uvedeno na zacatku kapitoly, rozliSuje se podobné jako u fad existence a

konvergence integrélu.

\/

Podobné se téz zavadi absolutni konvergence; oproti fadam se pfidava podminka exis-

tence primitivni funkce, aby pfislusSné vyrazy mély viibec smysl:

\

DEFINICE. Newtontv integral fab f(x) dx konverguje absolutné, jestliZe f ma na

(a, b) primitivni funkcia | f| € N(a, b), akonverguje neabsolutné, jestlize f € N(a,b), |f| &

N(a,b).

-
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POZNAMKA. Stejné jako u rad lze 1 v tomto pripad€ oCekavat, Zze absolutné konver-
gentni integral konverguje.

\




POZNAMKA. Stejné jako u rad lze 1 v tomto pripad€ oCekavat, Zze absolutné konver-
gentni integral konverguje.

\

VETA. (Absolutni konvergence) Absolutng konvergentni integrél je konvergentn.




POZNAMKA. Stejné jako u fad lze 1 v tomto pripadé oCekavat, Ze absolutné konver-
gentni integral konverguje.

\

VETA. (Absolutni konvergence) Absolutné konvergentni integral je konvergentni.

Dukaz. Necht' F, G jsou primitivni funkce k f, | f| resp., na (a, b) a necht’ f x)| dx
konverguje.

\
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POZNAMKA. Stejn€ jako u fad lze 1 v tomto piipadé oCekavat, Ze absolutné konver-
gentni integral konverguje.

\

Dukaz. Necht' F, G jsou primitivni funkce k f, | f| resp., na (a, b) a necht’ f x)| dx
konverguje.

\/

Protoze 0 < f +|f| < 2|f|a f + | f| ma primitivni funkci F + G, kterd je neklesajici,
existuje fab( f(z)+ |f(x)|) dx a podle vlastnosti (3) tento integral konverguje.
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POZNAMKA. Stejn€ jako u fad lze 1 v tomto piipadé oCekavat, Ze absolutné konver-
gentni integral konverguje.

\

Dukaz. Necht' F, G jsou primitivni funkce k f, | f| resp., na (a, b) a necht’ f x)| dx
konverguje.

\/

Protoze 0 < f +|f| < 2|f|a f + | f| ma primitivni funkci F + G, kterd je neklesajici,
existuje fab( f(z)+ |f(x)|) dx a podle vlastnosti (3) tento integral konverguje.

\

Pouzitim vlastnosti (1) se dostane konvergence integralu fab f(x) dx.
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Opak neplati.




Opak neplati.

Plati pro nezaporné funkce,
samoziejme.

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. (Kritéria konvergence)

1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integral fab flz)dx
absolutné.




VETA. (Kritéria konvergence)
1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integral fab flz)dx
absolutné.

2. Srovnavaci kritérium: Necht' funkce f je spojitd na (a, b) a
0 < f <gna(a,b).Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).




VETA. (Kritéria konvergence)
1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integral fab flz)dx
absolutné.
2. Srovnavaci kritérium: Necht' funkce f je spojitd na (a, b) a
0< f<gna/(a,b). Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).
3. Necht’ funkce f, g, ¢’ jsou spojité a g je navic monoténni na [a, b).
Dirichletovo kritérium: Jestlize f ma omezenou primitivni funkcina (a,b) a lim g(x

z—b_
0, pak fg € N(a,b).




VETA. (Kritéria konvergence)
1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integral fab flz)dx
absolutné.
2. Srovnavaci kritérium: Necht' funkce f je spojitd na (a, b) a
0< f<gna/(a,b). Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).
3. Necht’ funkce f, g, ¢’ jsou spojité a g je navic monoténni na [a, b).
Dirichletovo kritérium: Jestlize f ma omezenou primitivni funkcina (a,b) a lim g(x

T—b_
0, pak fg € N(a,b).
Abelovo kritérium: Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).




VETA. (Kritéria konvergence)

1. Je-li f omezend a spojitd na omezeném intervalu (a, b), konverguje integral fab flz)dx
absolutné.

2. Srovnavaci kritérium: Necht' funkce f je spojitd na (a, b) a
0< f<gna/(a,b). Jestlize g € N(a,b) paki f € N(a,b).

3. Necht’ funkce f, g, ¢’ jsou spojité a g je navic monoténni na [a, b).
Dirichletovo kritérium: Jestlize f ma omezenou primitivni funkcina (a,b) a lim g(x

z—b_
0, pak fg € N(a,b).
Abelovo kritérium: Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).
4. Integralni kritérium konvergence rad:

Necht’ f je spojitd a nerostouci na [k, o). Pak f € N (k, +o0) pravékdyz >, f(n)
konverguje.

=)




Diikaz. 1. Dukaz plyne z véty o Newtonové integralu spojité funkce.

\




Diikaz. 1. Dukaz plyne z véty o Newtonové integralu spojité funkce.

\

2. Konvergence fab f(z) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité
funkce) a z vlastnosti (3).

\




Dikaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonoveé integrlu spojité funkce.

\

2. Konvergence fab f(x) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité
funkce) a z vlastnosti (3).

\

3. Jsou splnény predpoklady pro pouziti integrace per partes:
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S >
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Diilkaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonové integralu spojité funkce.

\/

2. Konvergence fab f(x) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité
funkce) a z vlastnosti (3).

\

3. Jsou splnény predpoklady pro pouziti integrace per partes:
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I
=
3
=N
=
S =

|

Q\é‘

o
&
Q\
&

oL,

>~

\

Bod a necini potize. ProtoZe je ¢ monotonni a omezend, ma v b vlastni limitu.
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Diilkaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonové integralu spojité funkce.

\/

2. Konvergence fab f(x) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité
funkce) a z vlastnosti (3).

\

3. Jsou splnény predpoklady pro pouziti integrace per partes:

[ ot

I
=
3
=N
=
S =

|
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o
G
Q\
&
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\

Bod a necini potiZe. ProtoZe je ¢ monotdénni a omezend, ma v b vlastni limitu.

\

V pfipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a lim g(z) =0atedy lim F(z)g(x) =

z—b_ T—b_
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Diilkaz. 1. Dikaz plyne z véty o Newtonové integralu spojité funkce.

\

2. Konvergence fab f(x) dx plyne z existence (viz véty o Newtonové integralu spojité
funkce) a z vlastnosti (3).

\

3. Jsou splnény predpoklady pro pouziti integrace per partes:

[ ot

I
=
3
=N
=
S =

|

@\6'

o
G
Q\
&

oL,

>~

\

Bod a necini potiZe. ProtoZe je ¢ monotdénni a omezend, ma v b vlastni limitu.

‘ Newtondv integral
Newtonuv integral
v/ v . . s oz e 2 . : ist integral
V ptipadé Dirichletova kritéria je F' omezend a lim g(z) =0atedy lim F(x)g(x) =  Niersg
r—b_ r—b_ vlastnosti integralu
0 srovndvani
. existence integralu
konvergence
‘ absolutn{
.. X . P L. l;o/nyergence
V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni lim F'(x)atedyi lim F(z)g(z). kritéria
r—b_ r—b_ ekvivalence konver-
gence
Pozndmky
‘ 123456789
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Diikaz. 1. Dikaz plyne z
\

2. Konvergence fab f(x) dx plyne z existence (viz
) a z vlastnosti

\
3. Jsou splnény predpoklady pro pouziti

/ F(2)g(z) dx = [F(z)g(@)]L — / Flo)g! () dx.

\

Bod a necini potiZe. ProtoZe je ¢ monotdénni a omezend, ma v b vlastni limitu.

\

V pripadé Dirichletova kritéria je ' omezend a linzf)l g(x) = 0atedy 111%1 F(x)g(x) =

0. : :

\

V piipadé Abelova kritéria existuje vlastni lirgl F(z)atedy i hril F(x)g(x).

\

Zbyva ukazat konvergenci fabF (x)g'(x) dx. V obou pfipadech je F' omezend a tedy
|F¢'| < K|¢'| na|a,b). ProtoZe g je monoténni, neméni ¢’ znaménko a fab ¢’ (x)| dx kon-
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verguje praveé kdyz konverguje fab ¢'(z) dx. Posledn{ integral se ovSem rovna lim g(x)—

T—b_

g(a).

=)




4. Podle tvrzeni druhého disledku, je pro kazdé pfirozené n > k

Zf(n) S/kn f(x)dngf(nH).




4. Podle tvrzeni druhcho dusledku, je pro kazdé prirozené n > k

n

S [ f@dc<Y s+,
k k i—k

1=

\

Z téchto nerovnosti plyne vysledek limitovanim vSech vyrazii pro n — oc.

\
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4. Podle tvrzeni druhcho dusledku, je pro kazdé prirozené n > k

n

S [ f@dc<Y s+,
k k i—k

1=

\

Z téchto nerovnosti plyne vysledek limitovanim vSech vyrazii pro n — oc.

\

Na sta je zplisobu konver-

Newtondv integral

gence, kritéria si musime Newtoniv integral
Vi v . existence integralu
peclive volit. N versus R

vlastnosti integralu
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konvergence
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Nasledujici disledky (prvni
je disledkem srovnavaciho
kritéria, druhy Abelova kri-
téria) uvadéjyi ekvivalence
pro konvergenci integralt.
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Nasledujici disledky (prvni
je disledkem srovnavaciho
kritéria, druhy Abelova kri-
téria) uvadeéji ekvivalence
pro konvergenci integralt.

\

DUSLEDEK.

1. (nelimitni tvar) Necht’ f, g jsou spojité a nezaporné na |a, b). Jestlize existuji kladna
¢isla K, L tak, Ze na [a,b) plati K f(z) < g(x) < Lf(z), pak f € N(a,b) pravé
kdyz g € N(a,b).
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Nasledujici disledky (prvni
je disledkem srovnavaciho
kritéria, druhy Abelova kri-
téria) uvadeéjyi ekvivalence
pro konvergenci integralt.

\

DUSLEDEK.

1. (nelimitni tvar) Necht’ f, g jsou spojité a nezaporné na |a, b). Jestlize existuji kladna
¢isla K, L tak, Ze na [a,b) plati K f(z) < g(x) < Lf(z), pak f € N(a,b) pravé
kdyz g € N(a,b).

¥
2. (limitni tvar) Necht' f, g jsou spojité a nezdporné na [a,b). Jestlize lim @)

rz—b_ '(‘/(4'1’)
(0,00), pak f € N(a,b) pravé kdyz g € N(a,b).
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Jest¢ je tu "symetrickd
verze" Abelova kritéria.




Jest¢ je tu "symetrickd
verze" Abelova kritéria.

\

DUSLEDEK. Necht na [a, b) jsou funkee f, g, ¢, h, I spojité a g(z)/h(z) konverguje
pro x — b_ monoténné k nenulovému vlastnimu ¢islu. Pak pak fg € N(a, b) pravé kdyz
fh € N(a,b).




Poznamky 3 :

Pro zjisténi konvergence in-
tegralu fab f pro funkci f

spojitou na (a, b) je vhodny
nasledujici postup :
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Poznamky 3 :

Pro zjisténi konvergence in-
tegralu fab f pro funkci f
spojitou na (a, b) je vhodny
nasledujici postup :

\

1. JestliZe jsou body a, b vlastni a f v nich ma vlastni limity, f( f f konverguje podle
prvniho tvrzeni véty.

\/
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Poznamky 3 :

Pro zjisténi konvergence in-
tegralu fab f pro funkci f
spojitou na (a, b) je vhodny
nasledujici postup :

\

1. JestliZe jsou body a, b vlastni a f v nich ma vlastni limity, fab f konverguje podle
prvniho tvrzeni véty.

\/

2. Pokud nenastane pripad v 1, rozdéli se (je-li to nutné) (a, b) néjakym vnitinim bo-
dem na dva intervaly, aby pouze jeden z krajnich bodii novych intervalt byl spatny, tj.
bud’ to byl nevlastni bod nebo vlastni a integrovand funkce v ném neméla vlastni limitu.

\
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Poznamky 3 :

Pro zjisténi konvergence in-
tegralu fab f pro funkci f
spojitou na (a, b) je vhodny
nasledujici postup :

\

1. Jestlize jsou body a, b vlastni a f v nich m4 vlastni limity, fab f konverguje podle
prvniho tvrzeni véty.

\/

2. Pokud nenastane pripad v 1, rozdéli se (je-li to nutné) (a, b) néjakym vnitinim bo-
dem na dva intervaly, aby pouze jeden z krajnich bodii novych intervalt byl spatny, tj.
bud’ to byl nevlastni bod nebo vlastni a integrovand funkce v ném neméla vlastni limitu.

\
Necht’ je a dobry bod a b Spatny.

\
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Poznamky 3 :

Pro zjisténi konvergence in-
tegralu fab f pro funkci f
spojitou na (a, b) je vhodny
nasledujici postup :

\

1. Jestlize jsou body a, b vlastni a f v nich m4 vlastni limity, fab f konverguje podle
prvniho tvrzeni véty.

4

2. Pokud nenastane pripad v 1, rozdéli se (je-li to nutné) (a, b) néjakym vnitinim bo-
dem na dva intervaly, aby pouze jeden z krajnich bodii novych intervalt byl spatny, tj.
bud’ to byl nevlastni bod nebo vlastni a integrovand funkce v ném neméla vlastni limitu.

\
Necht’ je a dobry bod a b Spatny.

\

a. Jestlize f neméni o b zleva znaménko, je vhodné se snazit pouZit srovnavaci krité-
rium, napft. srovnat f s (z — b)?.
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\

b. Jestlize f méni u b zleva nekonecnékrat znaménko, je vhodné pouzit Dirichletovo
nebo Abelovo kritérium.

=




Je nutné si uvvédomit, Ze
srovnavaci kritérium a Abe-
lovo kritérium maji (viz Du-
sledky) formulace s ekviva-
lenci — to neni u Dirichle-
tova kritéria.
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Konec poznamek 3.

Je nutné si uvvédomit, Ze
srovnavaci kritérium a Abe-
lovo kritérium maji (viz Du-
sledky) formulace s ekviva-
lenci — to neni u Dirichle-
tova kritéria.

Integrilni kritérium se spisSe
pouziva pro zjiSténi konver-
gence fady pomoci znamé
konvergence integrilu.
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Priklady 3 :

1. Funkce e~*" mé4 na (0, +00) jediny Spatny bod, a to +o0.

\




Priklady 3 :

1. Funkce e " md na (0, +00) jediny Spatny bod, a to +o0.

\

U tohoto bodu je funkce kladna. Ke srovnéni se pouZije nerovnost e < e@ pro
x > 1, takze lze za funkci g ze srovnavaciho kritéria zvolit

—(172 .
g(m):{e , pro0 <x < 1

T

e *, prox > 1.




2. Vintegralu [, (x + 2*)7/% dx se interval (0, +-00) rozdgli napt. bodem 1.

\




2. Vintegralu [, (x + 2*)7/% dx se interval (0, +-00) rozdgli napt. bodem 1.

\

V intervalu (0, 1) je $patny bod 0, kde funkce neméni znaménko a v Dusledku srovna-
vactho kritéria l1ze za g volit 2~/ — tato funkce m4 na (0, 1) konvergentn{ integral.

\




2. V integralu f0+oo(:17 + 24)71/3 dx se interval (0, +-00) rozdéli napt. bodem 1.

\

V intervalu (0, 1) je Spatny bod 0, kde funkce neméni znaménko a v Dusledku srovna-
vactho kritéria Ize za g volit z/? — tato funkce ma na (0, 1) konvergentn{ integral.

\

V intervalu (1, 4+00) je Spatnym bodem nevlastni bod, u kterého funkce neméni zna-

ménko a v Disledku srovndvaciho kritéria Ize za g volit z~*? — tato funkce m4 na
(1, +00) konvergentni integrdl. Podle aditivni vlastnosti integralu je i pivodni integral
konvergentni.

=)
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. / +w 1 . W pe M M v 7/ 7/ pd v 7/
3. V integralu fo = dx je Spatnd jedin€ horni mez a u ni funkce stdle méni zna-
ménko.

\




. / +w 1 . W pe M . v 7/ 7/ pd v 7/
3. V integralu fo = dx je Spatnd jedin€ horni mez a u ni funkce stdle méni zna-
ménko.

\

PouZije se Dirichletovo kritérium. Za funkci f se vezme sin x, kterd ma omezenou
primitivni funkci cosx. Za funkci g se vezme 1/z, kterd monoténné konverguje k 0 v
+00. Vysledkem je konvergence pivodniho integrélu.

=)




4. Zjistéte, pro jaké parametry (redlna Cisla «, (3, ...) konverguji integraly

T 1 +00 +00
— COST sin
—dx, zarctg’z dx, dx.
0 ¢ 0 0 Lo




5. Ukazte, Ze integral f0+°° e “zP~1 dx konverguje pro p > 0.




6. Ukazte, Ze integral f0+°° o arctg(awr) dx konverguje pro o = 0 nebo 3 € (—2, —1).

-




7. Podle integralniho kritéria ovéite pro kterd p konverguji fady > " n?, >~ 1/(nlg’ n).
\




7. Podle integralniho kritéria ovéite pro ktera p konverguji fady > n”, > 1/(nlg’ n).

\

Konec priklada 3.

Nezapominejte ovéfit pod-
minky Kkrit€éria (monoton-
nost!).
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Otazky 3 :

1. Dokazte podrobné oba dusledky srovnavaciho a Abelova kritéria.




2. Najdéte priklad, Ze integralni kritérium neplati, vynecha-li se v predpokladech pod-
minka monoténnosti funkce f.

\




2. Najdéte priklad, Ze integralni kritérium neplati, vynecha-li se v predpokladech pod-
minka monoténnosti funkce f.

\

Mné to nékdy vynechdva
rtizné véci.

Konec otazek 3.




CviCeni 3 :

Budeme zkoumat konver-
genci integralu.




Priklad. Zjistéte konvergenci




Priklad. Zjistéte konvergenci

/ ! dx .
0 1—|‘ZC3

Reseni. Integrovana funkce f je spojita na intervalu [0, o). Tim je zarudena existence
primitivni funkce F' na [0, co) a existence koneéné hodnoty F'(0+). Zbyva zjistit exis-
tenci a konecnost F'(co—).

=)




Budeme zkoumat konvergenci integralu pomoci srovnavaciho kritéria na [1, 0o).

\




Budeme zkoumat konvergenci integralu pomoci srovnavaciho kritéria na [1, 0o).

\

Zvolime g(z) = . Funkce ¢ je spojitd na intervalu [1, co). Tfm je zarucena existence
. o o , X
primitivni funkce G na [1, c0).

Spocteme
>~ 1 —11 1 1
—_— d f— _— f— 0— —= = =,
/1 B [25132]1 ( 2> 2

Tedy g € N(1, 00).




Funkce f a g jsou na okoli oo ob€ nezaporné. Spocitime limitu

1 3 ,
lim —f<$) — lim &2 — ‘ :
T—00 g(:c) T—00 z—oo 1 + 13




Funkce f a g jsou na okoli oo ob€ nezaporné. Spocitime limitu

1 3
T €T /
lim & — lim &2 = lim =

1—o0 g(z) I g—oo 1+ 23 b

\

Pomoci limitni verze srovnavaciho kritéria f € N(1,00) pravé kdyZ g € N(1,c0).
Tedy f € N(1, c0) a existuje kone¢nd limita F'(co—).

\




Funkce f a g jsou na okoli oo ob€ nezaporné. Spocitime limitu

1 3
T €T /
lim & — lim &2 = lim =

1—o0 g(z) I g—oo 1+ 23 b

\

Pomoci limitni verze srovnavaciho kritéria f € N(1,00) pravé kdyZ g € N(1,c0).
Tedy f € N(1, c0) a existuje kone¢nd limita F'(co—).

\
Tedy f € N(0, c0).




Bylo predem vidét, zZe
funkce se chovd u neko-
necna jako 1/z° a o t€ je
znamo, Zze jeji integral u
nekonecna konverguje.
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Bylo predem vidét, zZe
funkce se chovd u neko-
necna jako 1/z° a o t€ je
znamo, Zze jeji integral u
nekonecna konverguje.

Misto pocitani limity f/g
stacilo udélat odhad 0 <
J<g.
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Bylo predem vidét, zZe
funkce se chovd u neko-
necna jako 1/z° a o t€ je
znamo, Zze jeji integral u
nekonecna konverguje.

Misto pocitani limity f/g
stacilo udélat odhad 0 <
J<g.

Ja bych tu f prosté zintegro-
val (mdam more Casu).
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Celkové to bylo moc upovi-
dané. Staci rict, Ze u nuly je
to spojité a u nekoneCna se
to chovd jako konvergentni

1/25.
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Celkové to bylo moc upovi-
dané. Staci rict, Ze u nuly je
to spojité a u nekoneCna se
to chovd jako konvergentni

1/25.

A asi na pozadani napsat . . .
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Existuje velice uziteCna
Skdla funkci, se kterymi ne-
znamé funkce srovnavame:
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Existuje velice uziteCna
Skdla funkci, se kterymi ne-
znamé funkce srovnavame:

\

U nekonecna nezlobi velké exponenty:

1
a>1 <<= — e N(1,00).
:La()é
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Existuje velice uziteCna
Skdla funkci, se kterymi ne-
znamé funkce srovnavame:

\

U nekonecna nezlobi velké exponenty:

1
a>1 <<= — e N(1,00).
:La()é

‘ Newtondv integral
s z . Newtonuyv integral
U nuly nezlobi malé exponenty: existence intogrdlu
N versus R
1 vlastnosti integralu
<> srovnavani
a < 1 Q S N (07 1) ) existence integralu
94 konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
* ekvivalence konver-
gence
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Funkce 1/ zlobi vSude:




Funkce 1/ zlobi vSude:

oo\ 1/x




Funkce 1/ zlobf u nuly:




Funkce 1/z* zlobi u nuly:

+ 00 1/x2
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Funkce 1/+/x zlobi u neko-
necna:




Funkce 1/4/z zlobi u neko-
necna:
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Funkce logaritmus a expo-
nencidla jsou hodné, (pokud
nemusi jinak zlobit).
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Funkce logaritmus a expo-
nencidla jsou hodné, (pokud
nemusi jinak zlobit).

exponenciala

lo garitmus Newtontiv integral
1 Newtonuv integral

existence integralu
1 N versus R

vlastnosti integralu
srovndvani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Poznd
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Priklady

P 534567809
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Podivame se na absolutni
konvergenci.




Podivime se na absolutni
konvergenci.

Newtondv integral
2 Newtontv integral
Absolutni trefa . .. existence ineardly
N versus R
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Priklad. Zjistéte, pro které hodnoty parametru o konverguje (absolutné€) integral

w .
sin
/ — dx.
P




Priklad. Zjistéte, pro které hodnoty parametru o konverguje (absolutné€) integral
/ sin .
s a’;a
\

Reseni. Funkce f(z) = =% na intervalu [m, co0) spojitd, oznaCme si jeji primitivni

r

funkci F'. Bude nds zajimat chovani f a F' u nekonecna.

\




Priklad. Zjistéte, pro které hodnoty parametru v konverguje (absolutné) integral
/ sin I
- aj()é
\

Reseni. Funkce f(x) = =L na intervalu |7, 00) spojitd, oznaCme si jeji primitivni
L 7
funkci F'. Bude nés zajimat chovani f a F' u nekonecna.

\

Newtondv integral
- Newtontiv integral
Budeme zkoumat 3 pripady: adses gl
Versus
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
* absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Pozn4
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PRIPAD 1:




PRIPAD 1:
\
Pro a > 1 mame trividlni odhad
1
<
f@) < —
a absolutni konvergenci hledaného integralu podle srovnavaciho kritéria (pro o > 1 je
1/x% € N(m, 00)).

=)




PRIPAD 2:




PRIPAD 2:

Pro o < 0 mame odhad

|F((n + 1)m) = F(nm)| =

(n+1)m : (n+1)m
— / [sin dXZ/ |sinz| dx = 2.

™




PRIPAD 2:

Pro o < 0 mame odhad

|F((n + 1)m) = F(nm)| =

(n+1)m sin
dx
nmw x

(n+1)m : (n+1)m
— / [sin dXZ/ |sinz| dx = 2.

o
- X

™

\

Tedy funkce F' nema konecnou limitu v nekonecnu a integral nekonverguje.

\




PRIPAD 2:
I

Pro a < 0 mame odhad

(n+1)m _:
IF((n+ 1)1) — F(nm)| = / T x| =

o
. 7
(n+1)m sin SC‘ (n+1)m
= — dx > sinz| dx =2.
nm L= nm

\

Tedy funkce F' nema konecnou limitu v nekonecnu a integral nekonverguje.

\
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N versus R
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konvergence
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Of topic : M4 F' nevlastni li-  Konvergence

1 ? ekvivalence konver-
mitu ! cival
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PRIPAD 3:




PRIPAD 3:

Pro v € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Cinitel:

\




PRIPAD 3:

Pro v € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Cinitel:

\

Prvn{ Cinitel je sin x a ma omezenou primitivn{ funkci na |7, co).

\




PRIPAD 3:

Pro v € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Cinitel:

\

Prvn{ Cinitel je sin x a ma omezenou primitivn{ funkci na |7, co).

\

Druhy ¢initel je funkce 1/x%, kterd je na |7, c0) spojitd a monoténni s limitou 0.

\




PRIPAD 3:

Pro v € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Cinitel:

\

Prvni ¢initel je sin x a md omezenou primitivni funkci na [, 00).

\

Druhy ¢initel je funkce 1/x%, kterd je na |7, c0) spojitd a monoténni s limitou 0.

\

Podle Dirichletova kritéria pro konvergenci integralu ma funkce f konvergentni inte-
gral na |7, 00).

\




PRIPAD 3:
I

Pro a € (0, 1] je funkce f rovna soucinu dvou Ciniteld:

\

Prvni Cinitel je sin z a ma omezenou primitivni funkci na |7, 00).

4

Druhy Cinitel je funkce 1/2, kterd je na |7, 00) spojitd a monoténni s limitou 0.

\

Podle Dirichletova kritéria pro konvergenci integralu ma funkce f konvergentni inte-
gral na |7, 00).

\

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
24 X N4 : absolutn{
Vv pr}pade 3 zbyva zkusit, overgence
zda je konvergence abso- kritéria
s ekvivalence konver-
lutni. e
Pozn4
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* Otazky
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Oznaéme G(z) = [7|f(t)| dt.
\




Oznaéme G(z) = [7|f(t)]

|
Odhadneme

G((n+ 1)m) — G(nmn)

dt.

'V

/(”H)” | sin x|
nm xa

1
(n+ 1)m)

/

(n+1)m

™

dx >

|sinx| dx >

(n+ )7




Oznaéme G(z) = [ |f(t)] dt.

(‘)dhadneme
G((n+1)7) — G(nr) = / o ‘S;If‘ dx >
> ! /(n+1)7f |sinz| dx > L
(n+ 1)m)> Jox (n+ D)m
\

Tedy monoténni funkce GG nema konecnou limitu:

2 (1 1 1
Gnr)> —|z+=-+--++—] — 00, pro n— oo.
m\2 3 n




Oznaéme G(z) = [ |f(t)] dt.

(‘)dhadneme
G((n+1)7) — G(nr) = / o ‘S;If‘ dx >
> ! /(n+1)7f |sinz| dx > L
(n+ 1)m)> Jox (n+ D)m
\

Tedy monoténni funkce GG nema konecnou limitu:

2 (1 1 1
Gnr)> —|z+=-+--++—] — 00, pro n— oo.
m\2 3 n

\

Tedy |f| & N(7,00). Pro « € (0, 1] integrdl z f konverguje na |7, 00) neabsolutné.

=)




Jde jenom o pozornost a
zkuSenost.




Jde jenom o pozornost a
zkuSenost.

Kdyz Dirichletovo kritérium
nic nerika, musime to zku-
sit jinak, nebo overit diver-
genci.

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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Takhla vypada funkce pro

a = 1. Neabsolutni konver-
gence. KopecCky se u neko-
necna skoro vyrovnavaji:

Newtondv integral

Newtonuv integral
existence integralu
/\ N\ &

\/ 4 \/‘\_/__ N versus R

vlastnosti integralu
srovndvani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-

# gence
Pozndmky
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To samé plati 1 pro dalsi dva
obrazky, kde se graf funkce
s klesajicim o p€kné "nafu-
kuje".

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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SIn x
44

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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O co vlastn€ u t€ absolutni
a neabsolutni konvergence

ide?




O co vlastn€ u t€ absolutni
a neabsolutni konvergence

jde?

Jde o konecnou plochu ko-
peckli, které déla funkce
nad a pod osou. Kdyz maji
kladné kopecky konecnou
plochu a zaporné také, jde o
absolutni konvergenci.

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



O co vlastne u té absolutni

a neabsolutni konvergence
jde?

Jde o konecnou plochu ko-
peckli, které déla funkce
nad a pod osou. Kdyz maji
kladné kopecky konecnou
plochu a zaporné také, jde o
absolutni konvergenci.

Kdyz maji kladné kopeCky
nekonecnou plochu a za-
porné také, jde o neabsolutni
konvergen01

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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Tento obrazek ukazuje hory
a jezera. Komise méla zjis-
tit, jestli maji vétsi ob-
jem hory nez jezera. Zacala
zleva hory bourat a zasypa-
vat jezera. V nekoneCnu to
zZjisti . ..

HORY

JEZERA

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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Jestli maji hory 1 jezera ne-
konecny objem, bude zile-
Zet na tom, jak jsou hory a
jezera rozmisténa.
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Jestli maji hory 1 jezera ne-
konecny objem, bude zile-
Zet na tom, jak jsou hory a
jezera rozmisténa.

Absolutni konvergenci tad
jsem uspesneé zapomnel, ale
tohle mi néco pripomina.

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
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V prikladu

w .
sin x
/ - dx .
-

se pomoci « riznym zpusobem nafukovaly kopecky funkce sinus. Vypocty nebyly jed-
noduché.

\




V prikladu

m . .
S11l U
/ - dx .
s L-

se pomoci o riznym zptisobem nafukovaly kopecky funkce sinus. Vypocty nebyly jed-
noduché.

\

Ja misto funkce sinus pouZzi-
vam Sikovné trojuhelnicky,
které utikaji k nekonecnu.

Newtondv integral
Newtonuv integral
# existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
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Sikovnou volbou velikosti
trojuhelnicka sestro-
jime funkci, ktera ma
(ne)absolutné konvergentni
integral u nekonecna:

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
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Sikovnou volbou velikosti

trojuhelnicki sestro-
jime funkci, kterd ma
(ne)absolutné konver-

gentni integrdl u nuly nebo
nekonecna podle potieby:

Newtondv integral
Newtonuv integral
existence integralu
N versus R
vlastnosti integralu
srovnavani
existence integralu
konvergence
absolutn{
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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Priklad. Zjistéte, zda konverguje (absolutné) integral

+00
/ sine” dx .
— 0




Priklad. Zjistéte, zda konverguje (absolutné) integral
+00
/ sin e’ dx.

Reseni. Integral prevedeme substituci e* = ¢ na

> sint
/ sty
0 t




Priklad. Zjistéte, zda konverguje (absolutné) integral
+00
/ sine” dx .
\

ResSeni. Integral prevedeme substituci e* = ¢ na

> sint
/ dt
0 t

U nuly jde integrovand Newtonilv integrdl

Newtonuv integral

funkce spovjité dodefinovat, s
u nekoneCna podle Di- N versus R

vlastnosti integralu

richleta. Tedy neabsolutni sovndvéni
konvergence jako minule. kojjgi‘gf;f;‘me%ralu
absolutni
konvergence
kritéria
ekvivalence konver-
gence
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Konec cviceni 3.




Uceni 3 :

Neni peabsolutné nekonver-
gentni?




Uceni 3 :

Neni peabsolutné nekonver-
gentni?

Ach ty definice ...
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konvergence
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konvergence
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gence
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Konec uceni 3.




