VYPOCET

SPECIALNICH PRIMITIVNICH FUNKCI

Obecné nelze zadat algoritmus, ktery by vzdy vedl k vypoctu primitivni funkce.
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SPECIALNICH PRIMITIVNICH FUNKCI

Obecné nelze zadat algoritmus, ktery by vzdy vedl k vypoctu primitivni funkce.

Pro ruzné situace se hodi
ruzné metody (vypoctu!).
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metody zdvisi na zkuSe-
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Nicméné existuji jisté tfidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vzdy vede k
vypoctu jejich primitivni funkce.
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Nicméné existuji jisté tfidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vzdy vede k
vypoctu jejich primitivni funkce.
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Algoritmus mame napf. pro
racionalni funkce a jejich
slozeni s nékterymi jinymi
funkcemi, napf. s odmoc-
ninami nebo s goniometric-
kymi funkcemi.
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Nicméné existuji jisté tfidy funkci, pro které existuje algoritmus, ktery vzdy vede k
vypoctu jejich primitivni funkce.
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Algoritmus mame napf. pro
racionalni funkce a jejich
sloZeni s ncékterymi jinymi
funkcemi, napf. s odmoc-
ninami nebo s goniometric-
kymi funkcemi.
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INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI




INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI
'

Z linearity neurcitého integralu a znalosti primitivni funkce k 2" je zfejmy vypocet
primitivni funkce polynomii.
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INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI
'

Z linearity neurcitého integralu a znalosti primitivni funkce k 2" je zfejmy vypocet
primitivni funkce polynomii.

\/

Pro racionalni funkce je postup slozité;si.
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INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI
'

Z linearity neurcitého integralu a znalosti primitivni funkce k 2" je zfejmy vypocet
primitivni funkce polynomii.

\/

Pro racionalni funkce je postup slozité;si.
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Nejdriive se musi raciondlni
funkce rozlozit na co nejjed-

nodussi raciondlni funkce, cionalnt funkee
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V této Casti bude R znacit racionalni funkci g, kde P, () jsou polynomy stupnua n, m
resp., am > 1. Lze predpokladat, Ze koeficient u z™ v ) je 1.
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V této Casti bude R znacit racionalni funkci g, kde P, () jsou polynomy stupnd n, m
resp., am > 1. Lze predpokladat, Ze koeficient u z™ v ) je 1.
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7. algebry jsou znama nasle-
dujici fakta:
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1. Je-li n > m, existuji polynomy P, P, tak, Ze

P: : . we
R=P + = , stupen P, je n — m, stupen P» je mensi nez m .

Q




1. Je-li n > m, existuji polynomy P, P, tak, Ze

R=P +

B

Q )

stupen P je n — m, stupen P, je mensSi nez m .

Jde provést CcasteCné d¢-
leni, aby v Citateli nebyly
zbyteCné veliké mocniny
(chceme "slusné" zlomky).
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2. Polynom () Ize napsat (jednoznacné) ve tvaru
Q@) =(z =) (z =) (@ +mz +v1)1 - (&% + gz +vy)",

kde 71, ..., r, jsou ruzna redlna Cisla (kofeny polynomu (), k; je ndsobnost kofenu 7;) a
2% + p;x + q; jsou kvadratické polynomy bez redlnych kofenti (/; je ndsobnost jejich
komplexnich kofentl) a pro rliznd j maji tyto polynomy rizné komplexni kofeny.
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2. Polynom () Ize napsat (jednoznacné) ve tvaru
Q@) =(z =) (z =) (@ +mz +v1)1 - (&% + gz +vy)",

kde 71, ..., r, jsou ruzna redlna Cisla (kofeny polynomu (), k; je ndsobnost kofenu 7;) a
2% + p;x + q; jsou kvadratické polynomy bez redlnych kofenti (/; je ndsobnost jejich
komplexnich kofent) a pro rliznd j maji tyto polynomy rizné komplexni kofeny.

\/

Jde provést rozklad poly-
nomu na souCin kofeno-
vych Cinitell (redlné koreny
vedou na dvojCleny, kom-
plexné sdruzené koreny na
trojCleny).
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. P Ve P . v v
3. Racionalni funkce 62 1ze napsat jednoznacné ve tvaru

i=1
kde koeficienty typu A, B, C' jsou redlna Cisla.
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i=1
kde koeficienty typu A, B, C' jsou redlna Cisla.
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Bj’l.flf 4= Oj71

p q
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grujeme kazdy zv1ast’.

Slusné zlomky rozlozime na
hodné zlomky. Ty pak inte-
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. P Ve P . v v
3. Racionalni funkce 62 1ze napsat jednoznacné ve tvaru

1=1

kde koeficienty typu A, B, C' jsou redlna Cisla.
\

Bj’lx 4= Oj,l

— (A, A -
2 (et ) S (@

Slusné zlomky rozlozime na
hodné zlomky. Ty pak inte-
grujeme kazdy zv1ast’.

Posledni uvedeny rozklad
raciondlni funkce se nazyva
rozklad na casteCné (parci-
alni) zlomky.
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Ziskat takovy rozklad (na parciélni zlomky) znamena (viz priklady ve Cviceni)
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Ziskat takovy rozklad (na parcialni zlomky) znamena (viz priklady ve CviCeni)

\

1. Zjistit kofeny ymenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vynasobit rovnost
jmenovatelem a ziskat tak rovnost dvou polynomii.
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Ziskat takovy rozklad (na parcialni zlomky) znamena (viz priklady ve CviCeni)

\

1. Zjistit kofeny ymenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vynasobit rovnost
jmenovatelem a ziskat tak rovnost dvou polynomii.

\

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin x. Tim dostaneme soustavu linedrnich
rovnic pro neznamé koeficienty A, B, C' s potiebnymi indexy.
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Ziskat takovy rozklad (na parcialni zlomky) znamena (viz priklady ve CviCeni)

\

1. Zjistit kofeny ymenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vynasobit rovnost
jmenovatelem a ziskat tak rovnost dvou polynomii.

\

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin x. Tim dostaneme soustavu linedrnich
rovnic pro neznamé koeficienty A, B, C' s potiebnymi indexy.

\

3. Tento systém vyfesime (ma jediné feseni).
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Ziskat takovy rozklad (na parcialni zlomky) znamena (viz priklady ve CviCeni)

\

1. Zjistit kofeny ymenovatele, pak formalné napsat uvedeny rozklad, vynasobit rovnost
jmenovatelem a ziskat tak rovnost dvou polynomii.

\

2. Srovnat koeficienty u jednotlivych mocnin x. Tim dostaneme soustavu linedrnich
rovnic pro neznamé koeficienty A, B, C' s potiebnymi indexy.

\

3. Tento systém vyfesime (ma jediné feseni).
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Integrace racionalni funkce byla tedy pfevedena na integraci polynomu (n¢kdy nulo-
veho) a soucet jistych jednodusSich racionalnich funkci, pro které€ 1ze jejich primitivni
funkce snadno zjistit.
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Integrace racionalni funkce byla tedy pfevedena na integraci polynomu (n¢kdy nulo-
veho) a soucet jistych jednodusSich racionalnich funkci, pro které€ 1ze jejich primitivni
funkce snadno zjistit.

Dale uvedené primitivni funkce jsou definovany na stejné mnozin¢ jako prislusné cas-
teCné zlomky.
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Integrace racionalni funkce byla tedy prevedena na integraci polynomu (nekdy nulo-
veho) a soucet jistych jednodusSich racionalnich funkci, pro které€ 1ze jejich primitivni
funkce snadno zjistit.

Dale uvedené primitivni funkce jsou definovany na stejné mnozin¢ jako prislusné cas-
teCné zlomky.

\

Ted’ prijde opakovam inte-
grovani, jsem zvédava .
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I. Funkce typu W — jejich integral je zndm z predchozi kapitoly:

/ 1 q { 1Ek ’ (w_:)k—la pro k 7é 113
X =
(z =) lglx —7r|, prok=1,




I. Funkce typu ﬁ — jejich integral je znam z predchozi kapitoly:

1

/ 1 1—% ($_7}>k17 pro k # 1;

de:

lglx —7r|, prok=1,

JASNEEEE !!!
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(ﬂcﬁxu—;ﬁv)l se pro B # 0 nejdrive prevede na tvar, kdy v Citateli je

derivace kvadratického trojClenu z jmenovatele, tj. na

B 2r+u

2 (2 +ux+ o)

I. Funkce typu

jehoZ integral se substituci y = 2> + ux + v pievede na integral z pfedchozi &asti I pro
r =0, k = [; zbyde vyraz tvaru

o
(22 + ux +v)!’
ktery se pomoci upravy na Ctverec (viz Priklady 4 v ptredchozi kapitole) prevede na tvar
oL
(y? +1)
a pro jeho integral existuje rekurentni vzorec (viz Priklady 3 v predchozi kapitole).
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@Qﬁxu—% se pro B # 0 nejdrive prevede na tvar, kdy v Citateli je

derivace kvadratického trojClenu z jmenovatele, tj. na

B 2r+u

2 (22 +ux+ o)’

I. Funkce typu

jehoZ integral se substituci y = 2> + ux + v pievede na integral z pfedchozi &asti I pro
r =0, k = [; zbyde vyraz tvaru

o
(22 + ux +v)t’
ktery se pomoci upravy na Ctverec (viz Priklady 4 v predchozi kapitole) prevede na tvar
C/l
(y* + 1) racionalni funkce

rozklad na cCasteCné

a pro jeho integral existuje rekurentni vzorec (viz Priklady 3 v predchozi kapitole). zlomky

integrace
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Poznamky 1 :

1. Pfi hleddni koeficientl A; ; v rozkladu na raciondlni zlomky 1ze vyhodné do rov-
nosti ziskané vyndsobenim jmenovatelem () postupné za x dosazovat redlné koreny.
Dosazenim z = r; se dostane hodnota A, ;,. V pfipad€, Ze vSechny redlné kofeny jsou
jednoduché, ziskaji se timto postupem vSechny hodnoty A; ;.

\




Poznamky 1 :

1. Pfi hledéni koeficientli A; ; v rozkladu na raciondlni zlomky lze vyhodné do rov-

nosti ziskané vynisobenim Jmenovatelem () postupné za x dosazovat redlné kofeny.
Dosazenim = = r; se dostane hodnota A; ;... V pfipadé, Ze vSechny redlné kofeny jsou

jednoduché, ziskaji se timto postupem vSechny hodnoty A; ;.
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Vsechny ostatni koeficienty
jsou vynasobeny vyrazem
x — r;, tedy umlCeny. racionalni funkce

rozklad na céstecné
zlomky
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2. Je-li koren 7; jednoduchy, plyne z rovnosti

Q(z)

r—rr;

Py(x) = Aia + (. — 7))

pomoci limity z — r; rovnost A; ; = 38@-

\




2. Je-li koren r; jednoduchy, plyne z rovnosti

pomoci limity x — r; rovnost A;; =

\

Q)

Py(ry)
Q)

PQ(SU) :Aij —f—(Q?—T/Z;)(...)

Existuji vzorce 1 pro dvojna-
sobné, trojnasobné koreny,
ale jsou uz slozitéjsi.
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3. Misto pouZiti kvadratickych trojclent pfi komplexné sdruZzenych kotenech z;, Z; 1ze
Dy
(:lZ—Zj)k ’

pouZzit rozklad na zlomky apod. pro z;, kde ovSem koeficienty D jsou komplexni
Cisla.

\




3. Misto pouziti kvadratickych troj¢lenu pfi komplexné sdruZenych kotenech z;, Z; 1ze
pouZzit rozklad na zlomky (D—”‘)k apod. pro z;, kde ovSem koeficienty D jsou komplexni
.I/—Zj c

Cisla.

\

Prislusné casti pro kom-
plexné sdruzené kofeny se
pak seCtou, aby se dostal vy-
sledek, kde nefiguruji kom-
plexni Cisla.

* racionalni funkce

rozklad na castecné
zlomky
integrace
Castecnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Dalsi moznosti, jak 1ze nékdy zjednodusit postup pii hledani koeficientt A, B, C,
je zderivovat obé strany.

-




Konec poznamek 1.

V konkrétnich pripadech se
vySe uvedené postupy kom-
binuji, aby byl vypocet co
nejkratsi.
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integrace
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Priklady 1 :

1. RozloZte na ¢astecné zlomky racionalni funkce (pouzijte riizné postupy ziskéani ko-
eficientd vysvétlené v Pozndmkdch

x+4 rx—1 o +zt—1
34322 — 10" (z+1)3 23+zx+2




2. Najdéte primitivni funkci k
3 2 2 49 x
(x+2)*7 x+10" 22—6x+10" (22+4)?




3. RozloZte na Castecné zlomky raciondlni funkci




3. Rozlozte na ¢astecné zlomky raciondlni funkci

1
xt41

Rozklad z! + 1 lze ziskat
pfi¢tenim a odeftenim 2x”
ve jmenovateli, tim se tam
ziska rozdil ¢tverca.

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
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Priklady
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3. Rozlozte na ¢astecné zlomky raciondlni funkci

Konec priklada 1.

1
xt41

Rozklad z! + 1 lze ziskat
pfi¢tenim a odeftenim 2x”
ve jmenovateli, tim se tam
ziska rozdil ¢tverca.

To jsou vychytavky ...

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Cviceni 1 :

Jdeme
zlomkau.

do

parcialnich




Kazda racionalni funkce ma
pckny rozklad. Napftiklad

takovyhle:

racionalni funkce
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zlomky
integrace
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B4+ x+1

3 —3x+2

takovyhle:

Kazda racionalni funkce ma
pckny rozklad. Napftiklad

— P+ 32° 222492 — 12+

85/3

1

8/3

24+ x

_|_

(x —1)?

+

x—1"

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
Castecnych
zlomki

racionalni funkce exp
funkei

racionalni funkce log
funkei

racionalni funkce go-
niom.funkci
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mocnin

Pozna
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123456789
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123456789
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123456789



B4+ x+1

3 —3x+2

Kazda racionalni funkce ma
pckny rozklad. Napftiklad
takovyhle:

) f 85/3
— P+ 32° 222492 — 12+ 9 4

1

8/3

24+ x

(z=1)

Jémine !

5 T

x—1"

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
Castecnych
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VSimneme si, Ze tam jsou
polynomy a néjaké zlomky.
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integrace
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zlomki

racionalni funkce exp
funkei

racionalni funkce log
funkei

racionalni funkce go-
niom.funkci

racionalni funkce od-
mocnin

Pozna

123456789

Priklady

123456789

Otéazky

123456789

Cviceni

123456789

Uceni

123456789



VSimneme si, Ze tam jsou
polynomy a néjaké zlomky.

Ty Zlomky VYChézejf 7 kO- racionalni funkce

rozklad na castecné
A4 Q -
fenu jmenovatele. Aoy
integrace
Castecnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkei
* racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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Napftiklad:

426 4+ 990 z + 870 x% + 367 23 + 75 x* + 62°
(z+1)(2+2z)* (z+3)°




Napftiklad:

426 4+ 990 z + 870 x% + 367 23 + 75 x* + 62°
(z+1)(2+2z)* (z+3)°

\

ma rozklad

\




Napftiklad:

426 4+ 990 z + 870 x% + 367 23 + 75 x* + 62°
(z+1)(2+2z)* (z+3)°

\

ma rozklad

\

1 N 2 N 2 N 3 N 3 N 3
r+1  x+2 (z4+2? zx+3 (z+3? (x+3)3




Napftiklad:

426 4+ 990 z + 870 2% + 367 22 + 75 x* + 6x°
(z+1)(2+2z)* (z+3)°

\
ma rozklad
\
1 N 2 N 2 N 3 N 3 n 3
r+1  x+2 (z4+2? zx+3 (z+3? (x+3)3
\

To je ndhodicka, c666 ?




Priklad. Zjistéte rozklad na parcidlni zkomky u funkce

422 + 121 + 12
(z+1)°(x+3)




Priklad. Zjistéte rozklad na parcidlni zkomky u funkce

422 + 121 + 12
(z+1)°(x+3)

\

Reseni. Rozklad Ize psat

4x2+123:+12_ A N B N C
(z+1)7%(x+3) z+1 (z+1?2 z+3

s neznamymi koeficienty A, B a C'.

\




Priklad. Zjistéte rozklad na parcidlni zkomky u funkce

422 + 121 + 12
(z+1)°(x+3)

\

Reseni. Rozklad Ize psat

4x2+123:+12_ A N B N C
(z+1)7%(x+3) z+1 (z+1?2 z+3

s neznamymi koeficienty A, B a C'.

\

Rozndsobime tuto rovnost jmenovatelem a dostaneme vztah

4r*+ 122 +12=A(z+1)(x +3) + Bz +3) + Clz +1)*.




Priklad. Zjistéte rozklad na parcidlni zkomky u funkce

422 + 122 + 12
(1‘—}—1)2(95—#3)'

\

Reseni. Rozklad lze psat

do* +122+12 A B C
(z+1)°@+3) z+1 (z+1)?2 z+3

s neznamymi koeficienty A, B a C'.

\

Roznasobime tuto rovnost jmenovatelem a dostaneme vztah

4r*+ 122 +12=A(z+1)(x +3) + Bz +3) + Clz +1)*.

Jednd se o dva polynomy,
které se rovnaji.

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
Castecnych
zlomkd
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozna
123456789
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123456789
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Porovnanim koeficientd u z2

pro tii nezndmé A, B a C.

\

, x a 1 v rovnosti dvou polynomti dostaneme tfi rovnice




Porovnanim koeficientt u x
pro tfi neznamé A, B a C.

\

2

, x a 1 v rovnosti dvou polynomt dostaneme tfi rovnice

Jejich feseni je jasné A = 1,
B=2aC =3

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
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zlomkd
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Jiny postup:
\




Jiny postup:
Dosazenim £ = —1 do rovnice
4r*+ 122+ 12=A(z+1)(z+3) + B(z+3) + C(z+1)

spocitame jednoduse B = 2.

\




Jiny postup:
\
Dosazenim x = —1 do rovnice
4r*+ 122+ 12=A(z+1)(z+3) + B(z+3) + C(z+1)
spocitame jednoduse B = 2.

\

Podobné s x+ = —3 dostaneme C' = 3. Pak lehce dosadime zndmé hodnoty B a C' a
spocitame A = 1.

\




Jiny postup:
\

Dosazenim x = —1 do rovnice
4r*+ 122+ 12=A(z+1)(z+3) + B(z+3) + C(z+1)
spocitame jednoduse B = 2.

\

Podobné s x+ = —3 dostaneme C' = 3. Pak lehce dosadime zndmé hodnoty B a C' a
spocitame A = 1.

\
Vysledkem je

42 + 122 + 12 1 2 3

+ + |
z+1)7@x+3) 2z+1 (@+1)?2 =z+3




Limitujicim faktorem tako-
vychto hritek je pocet ne-
znamych. Nerad pocitam
soustavu o 4 neznamych ...

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
castecnych
zlomki

racionalni funkce exp
funkci

racionalni funkce log
funkci

racionalni funkce go-
niom.funkci

racionalni funkce od-
mocnin
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Také nerad feSim rovnice
pateho stupné ;-)
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O co jde:




O co jde:
\

Jmenovatel ((x) musime rozloZit na kotfenové Cinitele. Kazdy kofen £ = « ndsobnosti
r generuje r parcidlnich zlomkt

A; A,

T — (x —a)"




O co jde:
\

Jmenovatel ((x) musime rozloZit na kotfenové Cinitele. Kazdy kofen £ = « ndsobnosti
r generuje r parcidlnich zlomkt

A; A,

T — (x —a)"

\

Pokud troj¢len 22 + px + ¢ v rozkladu () nem4 redlné kofeny, ma dva komplexné
sdruZené koreny ndsobnosti r a ty podobné generuji p parcidlnich zlomk
Aix + By A.x+ B,

2+ pr +q (22 +px+q)




Tak pro jmenovatel Q)(x) stupné r dostaneme soustavu o 7 neznamych koeficientech.

\




Tak pro jmenovatel Q)(x) stupné  dostaneme soustavu o  nezndmych koeficientech.

\

Komplikované€jsi priklady
radéji s pocitaCem ...
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Priklady k ru¢nimu
tani zpravidla "nékdo"

poci-
pec-

livé nachystal tak, aby vySly
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integrace
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Priklady k ru¢nimu
tani zpravidla "nékdo"

poci-
pec-

livé nachystal tak, aby vySly

Dik :-)
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Priklad. Zintegrujte parcialni zkomek

4o + 7
2420 +2




Priklad. Zintegrujte parcialni zkomek

4o + 7
2420 +2

{

Reseni. Zjistime snadno, Ze jmenovatel je ve tvaru 1+ (z+1)* a Ze nemd realné koieny.
Jednad se tedy o parcidlni zlomek pfisluSny néjaké dvojici komplexné sdruZenych kotenti.

\




Priklad. Zintegrujte parcialni zkomek

4o + 7
2420 +2

{

Reseni. Zjistime snadno, Ze jmenovatel je ve tvaru 1+ (z+1)% a Ze nem4 realné koieny.
Jednad se tedy o parcidlni zlomek pfisluSny néjaké dvojici komplexné sdruZenych kotenti.

\
NapiSeme zadany zlomek jako linearni kombinaci zlomka
2x + 2 . 1
1+ (x+1)2 14+ (z+1)%°

u kterych umime lehce spocitat primitivni funkce (jde o funkce log(1 + (z + 1)?) a
arctg(x + 1)).

=)




Hledana kombinace je

4o + 7 B 2x + 2 L3 1
1+(x+1)2_ 1+ (z+1)2 1+ (x+1)2




Hledana kombinace je

4o + 7 B 2x + 2 L3 1
1+(x+1)2_ 1+ (z+1)2 1+ (x+1)2

4 7
/ 2—f2tc+2 dx £2-log(1+ (z+1)?) + 3-arctg(z + 1),z €R.
96




Také se napred mohlo sub-
stituovat x+1 = t a pak roz-
kladat a integrovat:
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integrace
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\

/

dor + 7

22+ 21 + 2

dx

||

S:

/2.

t2+

Také se napred mohlo sub-
stituovat x+1 = t a pak roz-
kladat a integrovat:

r+1=t
dx = dt
reR,teR

2t
+ 3.

1 2+

S

1

4t + 3
_/ +3 4
2+ 1

dt £ 2-log(1+t%) + S-arctgti

2-log(1+ (z+1)%) + 3-arctg(z+1),r € R.
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integrace
Castecnych
zlomkd
racionalni funkce
funkei
racionalni funkce
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
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exp

log



Obecné si davejte u téch
trojClenti pozor na tu line-
arni substituci, ktera z z2 +
px + q déld 2 + 1. Je to sice
"Jenom" linearni substituce,
ale ...
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Pfi rozkladu jmenovatele
Q(z) na soucin kofenovych
Ciniteld se hodi vzoreCky
a> -0 = (a+b)(a—0)
a podobné:
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\

Pfi rozkladu jmenovatele
Q(z) na soucin kofenovych
Ciniteld se hodi vzoreCky
a> -0 = (a+b)(a—0)
a podobné:

Piiklad. Rozlozte z* + 1 na soudin kofenovych &initeld.

4
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Pfi rozkladu jmenovatele
Q(z) na soucin kofenovych
Ciniteld se hodi vzoreCky
a> -0 = (a+b)(a—0)
a podobné:

\

Piiklad. Rozlozte z* + 1 na soudin kofenovych &initeld.

\

Reseni.

1= 41422 — 202 = (22 + 12— 222 = (2 +1+V22)(2®+1 - V22) .

=

racionalni funkce
rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
Castecnych
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mocnin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

23 + 1 md kofeny %1 ?




Uceni 1 :

2’ + 1 m4 kofeny +1 ?

Doporucuji 50 na 50 nebo
pritele na telefonu.
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rozklad na cCasteCné
zlomky
integrace
castecnych
zlomki

racionalni funkce exp
funkei
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niom.funkci

racionalni funkce od-
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Konec uceni 1.




PREVOD FUNKCI NA RACIONALNI FUNKCE

Nékteré funkce vzniklé substituci do racionalnich funkci, se daji integrovat pomoci
prevodu jinymi substitucemi zpét na (obecné jiné€) raciondlni funkce.

\




PREVOD FUNKCI NA RACIONALNI FUNKCE

Nékteré funkce vzniklé substituci do racionalnich funkci, se daji integrovat pomoci
prevodu jinymi substitucemi zpét na (obecné jin€) racionalni funkce.

\/

V dalSim textu bude R
znacCit racionalni funkci

jedné nebo dvou promén-

nych. Raciondlni funkce
dvou proménnych z,y je
podil dvou polynomi dvou
proménnych z,y, tj funkci
vzniklych konecnymi
nasobky a soucty obou pro-
ménnych a konstant (napf.
3z%y" — 62 + xy* — 9);
polynomy jsou definovany
pro vsSechna redlna x,v,
raciondlni funkce pro ta
x, vy, pro kterd je ymenovatel
nenulovy.

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
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[ R(e®) dx

Tyto integraly (a je libovolné realné nenulové Cislo) se prevedou na integraci racional-
nich funkci pomoci substituce e** = ¢:

/R(ew) dx = %/@dt

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



[ R(e®) dx

Tyto integraly (a je libovolné realné nenulové Cislo) se prevedou na integraci racional-
nich funkci pomoci substituce e** = ¢:

/R(e‘“”) dx 2 %/%ﬂdt

Klasicka situace. Hledand
substituce z prikladu koukd
na 100 hond. Neni tfeba si
pamatovat tu pravou stranu,

ono se to ukaze samo. Na-
priklad:

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
1234
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

6789

()]



[ R(e®) dx

Tyto integraly (a je libovolné realné nenulové Cislo) se prevedou na integraci racional-
nich funkci pomoci substituce e** = ¢:

/R(e‘“”) dx 2 %/%ﬂdt

Klasicka situace. Hledand
substituce z prikladu koukd

na 100 honu. Neni tfeba si
pamatOVat tll pI'aVOll Stranll, racionalni funkce

ono se to ukaZze samo. Na- rozklad na Cdstecne
v . zlomky
prﬂdad. integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp

funkci
‘ racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{

2r __ racionalni funkce od-
/ 62x e =1 S 1 C mocnin

||

S: 2€2xd = dt — ——dt Poznamk;
e2r 4+ 1 xGR?{tGRJF t+1 123456789

Ptiklady
g ) (ljzi%(456789
€ taz
log\t—kll)—log\e +1‘:xER- 1234567809
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

Iis)



f R(lg :z:) dX

X

Tyto integrély se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci Ig xz = ¢:

Rlgo) 4 5 R(t)dt.

i

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



f R(lg .CC) dX

X

Tyto integrély se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci g z = ¢:

/E%QME/R@&.

Klasicka situace. Hledand
substituce z prikladu kouka

na 100 hont. Napriklad:

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



f R(lg QJ) dX

X

Tyto integrély se prevadéji na integraci raciondlni funkce substituci Ig xz = ¢:

/E@QME/R@&.

|

Klasicka situace. Hledand
substituce z prikladu kouka

na 100 hont. Napriklad:

S:

t+log|t\)

log x —t
1/:I:dx =
€ (1,00),t E R

1
/—dt—/1+zdt§

g 1oggg+log]10gw| ,z € (1,00) .

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 2 :

Najdéte primitivni funkce k
e’ — 1 1
e +1°" z(lgtz+1)°

Konec piikladi 2.




[ R(sinz, cos x) dx

V tomto pripadé Ize vZidy pouZit substituci
2t 1—¢? 2
,COST = :

2+ 1 t2+1

€T
to— =1 => SInx =
&9 211




[ R(sinz, cos ) dx

V tomto pripad¢€ lIze vZzdy pouzit substituci

x i =2 %

te—=1t —> sinx = ,co8T = ——, dx = dt .
5 £+ 1 211

2 t2 41

Pozor. Vypocet s touto sub-
stituci neni jednoduchy. Po-

kud to jde, je 1épe se ji vy- racionalni funkee
rozklad na céstecné
hnout. o
integrace
casteCnych
zlomka
‘ racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




[ R(sinz, cos ) dx

V tomto pripad¢€ lIze vZzdy pouzit substituci

tg= =t = s i i 2t
— = sinx = CoOS T = X = :
£3 241’ 21’ 2+l
\
Pozor. Vypocet s touto sub-
stituci neni jednoduchy. Po-
kud to jde, je 1épe se ji vy-
hnout.
\
tgt =1t
1 2 1 2
/.2 dx Z | S:  dx= i dt i/ 5 o dt=
SILL re(0,7),teR (%) A
t°+1 1 1 1 1
:/ lypel,_Lsl o
22 2 2t 2 2tg 5

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vysledek plati na otevienych intervalech tvaru (kw, (k + 1)7), kde k € Z.




tgs = ¢ je obecnd sub-
stituce. Zpravidla vede na
"lepeni" (viz Priklady 2 v
pfedchozi kapitole). Navic
se dvakrat zvySuji stupné
danych polynomua. Takze
hodné Stésti . ..

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkefi
racionalni funkce log
funkefi
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mochnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



tgs = ¢ je obecnd sub-
stituce. Zpravidla vede na
"lepeni" (viz Priklady 2 v
pfedchozi kapitole). Navic
se dvakrat zvySuji stupné
danych polynomua. Takze
hodné Stésti . ..

racionalni funkce
- v PR rozklad na cCasteCné
Koncu radéji nedomyslim Zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkefi
racionalni funkce log
funkefi
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mochnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




[ R(sinz, cos x) dx

pokud R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx)




[ R(sinz, cos ) dx

pokud R(—sinx, —cosz) = R(sinx, cosz)

Pro takto "sudou" funkci R
volime substituci:

12 1
20 = —— cos?z = ——, dx
t2+1

ot
241

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



[ R(sinz, cos ) dx

pokud R(—sinx, —cosz) = R(sinx, cosz)

Pro takto "sudou" funkci R
volime substituci:

t t = sin® £ : L &t
1 = sin” x = cos” T = X =
5 241" 2+17 2+ 1
\
Napriklad
tgx =1
! dx 2 S: dx = »—dt 5 ! : L dt =
sin? it 2241
r e (0,7/2),teR 2
1 1 1
= [Za € -2 _—.
t2 t tg x

Jestlize byla hleddna primitivni funkce na (0, 7) (jak to bude na jinych intervalech?),
predchozi postup z tohoto intervalu vynechava bod 7/2 a dava primitivni funkci na

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



0,7/2) nebo na (7 /2, ). NapiSeme-li vysledek jako <22, dostdvame primitivni funkci
( p y j p

Sinx
na celém intervalu (0, 7) (proc?).

—p




O néco lepsi nez obecna
tgx/2 = t je substituce
tex = t, kterd alespon
nezvysuje stupné polynomu
(jak jsme videli), ale ,le-
peni" obecné zlstava.

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-li R licha v jedné pro-
ménné, dostane se nejjedno-
dussi substituce, kterd nevy-
zaduje ,,lepeni":

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-li R licha v jedné pro-
ménné, dostane se nejjedno-
dussi substituce, kterd nevy-
zaduje ,,lepeni":

cosx =t pokud R(—sinz,cosx) = —R(sinx,cosx),

sinz =t pokud R(sinz, —cosx) = —R(sinx, cosx

)

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-li R licha v jedné pro-
ménné, dostane se nejjedno-
dussi substituce, ktera nevy-
zaduje ,,lepeni":

cosx =t pokud R(—sinz,cosx) = —R(sinx,cosx),
sinz =t pokud R(sinx, —cosz) = —R(sinx,cosx).

‘ racionalni funkce
rozklad na cCasteCné

v zlomky
Naprﬂ(l ad integrace

casteCnych

: — zlomku
/ COS T sinw =t S 1 C racionalni funkce exp

|
wn

—— dx = cos dx = dt = _zdt: funkei
SN~ T = (O’ 7.‘.)’ t € (O, 1] t racwfrlllallﬂr(léi unkce log

1 racionalni funkce go-
S niom.funkc{
— - , L - (O, 7T) . racionalnifunkce od-
mocnin
z SILL Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

Iie




Priklady 3 :

Najdéte primitivni funkce k

SIN Z COS @& 1 1

sin*z +costz’ 1+3cos?x’ 2—sinx

Uvédomte si, kde musi primitivni funkce existovat a zda jste opravdu na t€chto interva-
lech vysledek dostali.

Konec piikladi 3.




| R(=, %2 dx

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou redlna Cisla splnujici vhodné podminky, aby
nasledujici postup a vyrazy mély smysl (napi. ad — bc # 0).

\

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



| R(=, %@ dx

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou redlna Cisla splnujici vhodné podminky, aby
nasledujici postup a vyrazy mély smysl (napi. ad — bc # 0).

\

Substituce
ar +b B

cr+d
prevede dany integral na integral z raciondlni funkce.

\

t

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



| R(=, %@ dx

Zde je p prirozené Cislo a a, b, ¢, d jsou redlna Cisla splnujici vhodné podminky, aby
nasledujici postup a vyrazy mély smysl (napi. ad — bc # 0).

\

Substituce
ar +b B

cr+d
prevede dany integral na integral z raciondlni funkce.

\

t

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp

Je to prvni substituce, ktera ~funkef
Clovéka napadne. Musime racionalni_funkce log

Ve v, o funkci
pridat dalSi podrobnosti: racionalni_funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
m=  Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Po umocnéni

C/a:zH—b _ .
cx+d
a:v—l—b_

cx+d
a je patrno, ze dovedeme vyjadrit x pomoci t.

\

dostaneme

tP




Po umocnéni
axr +b

=
cr + d

dostaneme
axr +b B

cx+d
a je patrno, ze dovedeme vyjadrit x pomoci ¢.

\

Dostaneme

tp

dtP — b
a— ct?

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po umocnéni

ar + b _ .
cx+d
dostaneme
ar +b _
cr +d
a je patrno, ze dovedeme vyjadrit x pomoci ¢.
Dostaneme
dtP — b
r = ———.
a — ctP

Nyni pouzijeme tento vztah
jako substituci pro druhou
substitu¢ni metodu (ovérte
predpoklady 2. substitucni
vety)!

racionalni funkce

rozklad na cCasteCné

zlomky
integrace
casteCnych
zlomki
racionalni funkce
funkci
racionalni funkce
funkci
racionalni funkce
niom.funkci
racionalni funkce
mocnin
Pozndmky
12345678
Ptiklady
12345678
Otéazky
12345678
Cviceni
12345678
Uceni
12345678

9

9

9

9

9

exp
log
g0-
od-



Opravdu! Dovedeme nahra-
dit z, dx 1 tu protivnou od-
mocninu pomoci raciondl-
nich funkci v proménné ¢:

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Opravdu! Dovedeme nahra-
dit z, dx 1 tu protivnou od-
mocninu pomoci raciondl-
nich funkci v proménné ¢:

dtp—b’dt ar+b
a — ctP "Vexr+d

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Opravdu! Dovedeme nahra-
dit z, dx 1 tu protivnou od-
mocninu pomoci raciondl-
nich funkci v proménné ¢:

dt? — b dt? — b\’ ax + b
= EE—— _ _— dt7 _— =
a — ctp a — ctP cx +d

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkefi
racionalni funkce log
funkefi

A asi jeSte budu muset hlidat racionalni _funkce  go-

niom.funkci

intervaly, kde to d€lam ... racionalni funkce od-

mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
=) Otizky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Napriklad

2 QU |

dx

||

Iie

Ve

z € (0, 00)
2t

/_t+1 |
(pm)? (B —1)?

25
3

s 2

3

S: Ovéfime 2.SM !!!

dt:—/2t2+2t dt

r+1
x

dx

3

_1
t2—1
o

€Tr =

t € (1,00)

r+1
x

G

2 35 &

[loqy

(

||

0, 00) .

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Napriklad

2 QU |

dx

||

Iie

/

Y=t =gk
S: Ovéfime 2.SM !l dx = — 55 dt
z € (0, 00) t € (1,00)
i 2 / ;
— : dt = — [ 2t + 2t dt
(m) -1
3
3 3 x 7

Jen tak tak ...

[loqy

(

||

0, 00) .

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



[ R(z 2
(z, Vaz? + bz + c) dx




[ R(z,Vaz?+ bz + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZzit substituci

t* —
vaz?+bx + ¢ = v/ax +t, pak umocnénim se vyfesi v = ————

C
b—2yat’

odkud Ize dosazenim ziskat vyraz pro v/ax? + bz + c a pro dx. V uvedené substituci lze
na pravé strané ménit znaménka; napr. nékdy byva vyhodnéjsi (podle tvaru integrované

funkce) pouzit vax? + bz + ¢ = —/ax + t.

\

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



[ R(z,Vaz?+ bz + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZzit substituci

t* —
vaz?+bx + ¢ = v/ax +t, pak umocnénim se vyfesi v = ————

C
b—2yat’

odkud Ize dosazenim ziskat vyraz pro v/ax? + bz + c a pro dx. V uvedené substituci lze
na pravé strané ménit znaménka; napr. nékdy byva vyhodnéjsi (podle tvaru integrované

funkce) pouzit vax? + bz + ¢ = —/ax + t.

\

Pokud je ¢ > 0, Ize pouZit substituci

b— 2.\/ct
Var? +bx +c = Ve +tx, pak umocnénim se vyresi r = tZ—\/’
—a

odkud lze dosazenim ziskat vyraz pro v az? + bz + c a pro dx. I zde Ize na pravé strand
substituce ménit znaménka. =~ 5 _
Ovérte predpoklady 2. substitucni véty pro obé substituce.

\

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



[ R(z,Vaz?+ bz + ¢) dx

Pokud je a > 0, 1ze pouZzit substituci

t* —
vaz?+bx + ¢ = v/ax +t, pak umocnénim se vyfesi v = ————

C
b—2yat’

odkud Ize dosazenim ziskat vyraz pro v/ax? + bz + c a pro dx. V uvedené substituci lze
na pravé strané ménit znaménka; napr. nékdy byva vyhodnéjsi (podle tvaru integrované

funkce) pouzit vax? + bz + ¢ = —/ax + t.

\

Pokud je ¢ > 0, Ize pouZit substituci

b— 2.\/ct
Var? +bx +c = Ve +tx, pak umocnénim se vyresi r = tZ—\/’
—a

odkud lze dosazenim ziskat vyraz pro v az? + bz + c a pro dx. I zde Ize na pravé strand
substituce ménit znaménka. =~ 5 _
Ovérte predpoklady 2. substitucni véty pro obé substituce.

\

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkei
racionalni funkce log
funkei
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Témto substitucim se fika
Eulerovy substituce.




Zkusime Eulerovy substituce na prikladech:

1 < Vl+z+1l=—z+t xIQ% .
/ R S dx = | S:  Ovéfme2SM!!!  dx=22dt | =
] z € (—1,00) te éO,oo) |
s [22+26+2
N / t(1+ 2t)2

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zkusime Eulerovy substituce na prikladech:

1
t/x+¢ﬂ+x+1

/

1

1++v1—2x— 22

dx

dx

||

||

||

||

/

/

Vii+r+1=—x+t
Ovérime 2.SM !!!

x € (—1,00)

2% + 2t + 2

t(1+2t)2

Vl+z+1=uat—1
Ovérime 2.SM !!!

T €

— 2+ 2t +1

t(t — 1)(1 + t2)

dt=....

|

L= 1794

2
dX _ 2t°+2t+2 dt

(14-2t)2
t € (0,00)

=2

T =112

(1+¢2)2

2244442

dx =

dt

||

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt

racionalni funkce exp
funkci

racionalni funkce log
funkci

racionalni funkce go-
niom.funkc{

racionalni funkce od-
mocnin

Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Zkusime Eulerovy substituce na prikladech:

1
t/x+¢ﬂ+x+1

/

1

1++v1—2x— 22

dx

dx

||

||

||

||

/

/

Vii+r+1=—x+t
Ovérime 2.SM !!!

x € (—1,00)

2% + 2t + 2

t(1+2t)2

Vl+z+1=uat—1
Ovérime 2.SM !!!

T €

— 2+ 2t +1

t(t — 1)(1 + t2)

dt=....

|

L= 1794

2
dX _ 2t°+2t+2 dt

(14-2t)2
t € (0,00)

=2

T =112

(1+¢2)2

2244442

dx =

dt

||

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt

racionalni funkce exp
funkci

racionalni funkce log
funkci

racionalni funkce go-
niom.funkc{

racionalni funkce od-
mocnin

Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



...a parcidlni zlomky umi
kazdy.




Jak je vidét, je treba davat
pozor na intervaly, v kterych
se pracuje (kvili znamén-
kam).

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



NAVIC: Pokud md dvojélen az? + bz + ¢ redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), lze
prevést odmocninu v

/R(CE, Vaz? 4 bz + c) dx

na linearné lomenou funkci.

\

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



NAVIC: Pokud md dvojélen az? + bz + ¢ redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), lze
prevést odmocninu v

/R(m, Vaz? 4 bz + c) dx

na linearné lomenou funkci.

\

Napf., ma-li ax? + bz + ¢ polynom kofeny o < f3, pak tprava (pro jednoduchost
a=—1)

r—

V=2 tbote= /e -a)B—o)=(B-a) /5=

vSe na intervalu («, (3).

\/

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



NAVIC: Pokud md dvojélen az? + bz + ¢ redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), lze
prevést odmocninu v

/R(m, Vaz? 4 bz + c) dx

na linearné lomenou funkci.

\

Napf., ma-li ax? + bz + ¢ polynom kofeny o < f3, pak tprava (pro jednoduchost
a=—1)

r—

V=2 tbote= /e -a)B—o)=(B-a) /5=

vSe na intervalu («, (3).

‘ . P racionalni funkce
Dostaneme se k integralu typu rozklad na Cistetné
zlomky
integrace

axr + b ¢astecnych
/ Q x, dX ) zlomki

racionalni funkce exp
cx +d funkef

racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
‘ niom.funkei
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



NAVIC: Pokud md dvojélen az? + bz + ¢ redlné kofeny (napf. kdyZ a < 0, ¢ > 0), lze
prevést odmocninu v

/R(m, Vaz? 4 bz + c) dx

na linearné lomenou funkci.

\

Napf., ma-li ax? + bz + ¢ polynom kofeny o < f3, pak tprava (pro jednoduchost
a=—1)

r—

V=2 tbote= /e -a)B—o)=(B-a) /5=

vSe na intervalu («, (3).

‘ . P racionalni funkce
Dostaneme se k integralu typu rozklad na Cistetné
zlomky
integrace

axr + b ¢astecnych
/ Q x, dX ) zlomki

racionalni funkce exp
cx +d funkef

racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
‘ niom.funkei
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Z blata do louze ...




Zkusime si to na prikladé

/ (1-— 333;6@ b




Zkusime si to na prikladé

/ (1-— x3)xm b

\
Zde 1 —2? = (1 — z)(1 + x), tedy (pro = € (—1,1))

\/1—3;2:\/(1—;(;)21” (1= )/

1—30: 1l—2




Zkusime si to na prikladé

\/

/ (1— a:3)$\/1—7x?

dx .

Zde1— 2% = (1 —z)(1 + ), tedy (pro z € (—1,1))

M—\/Q—x)?

\

Zvolime substituci

1+:1:_
l—xz

1
po T
1l—2x

(1-2)

1+

—x

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomka
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zkusime si to na prikladé

/(1_353)3}1_7332 dx .

\
Zde1— 2% = (1 —z)(1 + ), tedy (pro z € (—1,1))

M—\/Q—x)ﬁji—a—@ﬁ.

\

Zvolime substituci

14z
=g
\
Vypocet je standardni:
142
- x 2 | s: 21?8_—t dt
(1 =a2°)v1—1t S ' =12 %

||

racionalni funkce
rozklad na céstecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkc{
racionalni funkce od-
mocnin
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni






Existuji 1 dalSi postupy pro
jiné specialni pripady — viz
razné sbirky prikladi.

racionalni funkce
rozklad na castecné
zlomky
integrace
casteCnych
zlomkt
racionalni funkce exp
funkci
racionalni funkce log
funkci
racionalni funkce go-
niom.funkci
racionalni funkce od-
mocnin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 4 :

Najdéte primitivni funkce k

1 r—2—V4—dx—12 x+Vxi+1 1 ,/2z+1
Vi — 22 =3’ 224 —dr — 22 1—Vx2+1 2V x+1

Nezapominejte zapisovat intervaly, na kterych vysledek plati.

Konec piikladi 4.




