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PRIMITIVNI FUNKCE
'

V ptedchozich ¢astech byly zkoumany derivace funkci a hlavnim tématem byly funkce,
které derivace maji. V této kapitole se budou zkoumat funkce, které naopak jsou deriva-
cemi jinych funkci a budou se hledat metody, jak tyto jiné funkce najit.
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Ukazuje se, Ze operace inverzni k derivovani (nazyvand integrovani) je velmi dilezita.
Jak uz jeji nazev napovida, s jeji pomoci bude mozné z jednotlivych drobnych informaci
ziskat informaci celkovou.
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Integrace = zcelovani.
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Pouziti integrace v aplika-
cich je OBROVSKE.




Pouziti integrace v aplika-
cich je OBROVSKE.

Integruji rada ;-)
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DEFINICE A MOTIVACE

Nésledujici termin je historicky vzity, 1 kdyZ nevyjadiuje prisluSnou operaci.
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DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na intervalu 7, jestlize F'(z) =
f(x) pro vSechna = € 1.
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Protoze derivace jakékoli
konstantni funkce je nu-
lova funkce, neni primitivni
funkce urCena jednoznacné,
ale skoro jednoznacné.
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Protoze derivace jakékoli
konstantni funkce je nu-
lova funkce, neni primitivni
funkce urCena jednoznacné,
ale skoro jednoznacné.

"AZ na konstantu", fikaji
matematici ...
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Nasledujici tvrzeni plyne z vét o derivacich (viz derivace a spojitost, dusledek véty o
stfedni hodnoté).
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Pozor opét na ten (jeden!)
interval.




Inverzni zobrazeni k deri-
vacli tedy neni jednoznacné.

Nicméné ze znalosti jedné
primitivni funkce k f
jsou vSechny ostatni ithned
znamé.
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Pro mnozinu vSech primitivnich funkei k f se pouzivéd znaceni [ f, resp. [ f(z) dx,
je-li tfeba zdliraznit proménnou .
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Pro mnozinu vSech primitivnich funkci k f se pouzivd znaleni | f, resp. [ f(z) dx,
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Znak [ se lidové nazyva
"fajfka".
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Znak [ se nazyvd integral (presné&ji neuréity integral na rozdil od urcitého, ktery bude
zaveden pozd&ji) a celé oznaCeni [ f(z) dx se &te: integral funkce f (podle proménné
x). Vyznam znaku dx bude objasnén v Pozndmkdch.
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Derivace maji geometrickou interpretaci, popisuji tecny ke grafu f. Jak bude vidét z
nasledujici Casti, primitivni funkce popisuji velikost plochy pod grafem funkce.
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Napiiklad  plocha  pod
grafem rychlosti odpovida
draze a derivace drdhy podle
casu je rychlost.
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JestliZe f je spojita funkce na uzavieném intervalu [a, b], mad na tomto intervalu primi-
tivni funkci F', jak bude ukdzano dale.
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Jestlize f je spojitd funkce na uzavieném intervalu |a, b|, ma na tomto intervalu primi-

tivni funkci F', jak bude ukazano déle.
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Pijde o to, spocitat plochu
pod grafem spojité funkce
jako limitu . ..
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tivni funkci F', jak bude ukazano déle.
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Pijde o to, spocitat plochu
pod grafem spojité funkce
jako limitu . ..

To bude narez!!!
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Pro vétsi ndzornost necht’ spojitd f > 0 na [a, b]. Zvolime primitivni funkci F' k f na
la, b] tak, Ze F'(a) = 0.
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rychlost

pomaleji

rychleji

draha




rychlost .. draha
rychleji

Nékdy je rychlost mala,
jindy velika. J& mam réada
rychlost "akorat".
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Je-li s velice blizko r, bude i f(c) velice blizko hodnotam f(r), f(s), protoze f je
spojita (a uvedeny obdélnik se nebude prilis liSit od ,,kfivého" obdélniku s jednou stranou
zaménénou za graf f nad [r, s]).

Je modra plocha
rovna plose
zlutého obdélniku ?
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Kdyz interval |a, b] rozd€lime na n intervalti body x4, ..., z,,_1 a ozna¢ime x( = a, x, =
b, pak

n

E(b) — F(a) = Z(F(%) — F(x;-1) atedy F(b Z flei)(@i — xi-1)

=1

pro néjaka ¢; € (x;_1, ;).
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Lze si proto v uvedeném pripadé predstavit, Ze hodnota primitivni funkce F' v bodé
x € [a, b] udava velikost plochy mezi osou x a grafem funkce f nad intervalem [a, x].




Lze s1 proto v uvedeném pripadé€ predstavit, Ze hodnota primitivni funkce F' v bodé
x € |a, b] udava velikost plochy mezi osou z a grafem funkce f nad intervalem |a, z|.
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Nezvoli-li se F'(a) = 0, po-
pisuje danou plochu rozdil
F(x)— F(a).




Poznamky 1 :

1. Znaceni. Z rtiznych jinych znaceni pro primitivni funkce 1ze zminit znaceni pro

... og-t : y > o . . S
-1.derivaci, tj., Zx—;’f. V literatute 1ze najit pro primitivni funkce také termin antiderivace,
ktery vystihuje podstatu operace 1épe.
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Jestlize si uzivatel stale uvédomuje, Ze prifazeni primitivnich funkci k dané funkce
neni jednozna¢nd funkce, neni Zadny problém pouzivat znaceni [ f(x)dx. Nesmi se ni-
kdy zapomenout, Ze se jedna o mnoZinu funkci, nikoli o jednu funkci.
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kdy zapomenout, Ze se jedna o mnoZinu funkci, nikoli o jednu funkci.
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Proto se Casto piSe (napf. pro primitivni funkci ke cos)
: c .
/cosa:dx =sinx + C', nebo /cosxdx = sinx

kde se za C' bere libovolné realné Cislo.




Jedna urcita primitivni funkce se ziska dalSi podminkou na jeji hodnotu v néjakém
bodé.
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Jedna urcita primitivni funkce se ziska dalSi podminkou na jeji hodnotu v néjakém
bodé.
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Napf. je ukolem nalézt primitivni funkci ke kosinu na R, kterda m4 hodnotu 1 v bodé
0. To znamen4, Ze sin0 + C' = 1, odkud vyplyva, Zze C' = 1, takZe hledand primitivni
funkce je sinx + 1.

—p




2. Diferencialni rovnice. Nalézt primitivni funkci ke kosinu vlastné znamena vyfesit
tzv. diferencidlni rovnici 4’ = cosx (diferencidlni rovnice jsou rovnice funkci, které
obsahuji s hledanymi funkcemi 1 jejich derivace).
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V uvedené rovnici se hleda funkce y(z) splitujici danou rovnost. Vime, Ze miZe exis-
tovat nekonecn€ mnoho feseni.
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obsahuji s hledanymi funkcemi 1 jejich derivace).

\

V uvedené rovnici se hleda funkce y(z) splitujici danou rovnost. Vime, Ze miZe exis-
tovat nekonecn€ mnoho feseni.

\

Jediné z téchto teSeni se ziskd zadanim dal$i podminky, napt. podobné jako vySe,
y(0) = 1.

\

Obecné se tedy fesi (velice specidlni) diferencidlni rovnice ¢y’ = f(x), popf. za pod-
minky y(xg) = yo pro néjaké konkrétni hodnoty x, y.

=)




3. Vysvétleni pouziti znaku dx u integralu.

\




3. Vysvétleni pouziti znaku dx u integralu.

\

Je zfejmé nutné néjak urcit promeénnou, podle které se ma primitivni funkce hledat;
napr. u integrédlu [ (u*v — 4u sin v) by nebylo moZné zjistit, zda jde o proménnou u nebo
v. Pro€ je vSak k urCeni proménné pridano pismeno d?

\




3. Vysvétleni pouziti znaku dx u integralu.

\

Je zfejmé nutné néjak urcit promeénnou, podle které se ma primitivni funkce hledat;
napr. u integrédlu [ (u*v — 4u sin v) by nebylo moZné zjistit, zda jde o proménnou u nebo
v. Pro€ je vSak k urCeni proménné pridano pismeno d?

\

Vznikly vyraz, napf. dx, je symbolem pro nekonecn€ malou zménu proménné z. V
uvedené geometrické interpretaci primitivni funkce F' je F(x) rovno souctu ploch ob-
délnicki o stranach zhruba rovnych f(x) a malické délce intervalu okolo z. Limitné lze
tedy chépat integrdl jeko soucet ploch obdélnicki o strandch f(z) a dx. Znak [ vznikl
z pismene S pro soucet (Summe).

fx)

<+«— dx —»




4. Existence versus vypocet.

\




4. Existence versus vypocet.

\

Pozdéji bude ukazano, ze kazda spojita funkce na otevieném intervalu ma primitivni
funkci. To vSak neznamenad, Ze tuto primitivni funkci Ize napsat pomoci znamych funkci.

\




4. Existence versus vypocet.

\

Pozdéji bude ukazano, ze kazda spojita funkce na otevieném intervalu ma primitivni
funkci. To vSak neznamenad, Ze tuto primitivni funkci Ize napsat pomoci znamych funkci.

\

Napf. k funkci 1/(2? + 1) nebude moZzné napsat primitivni funkci, pokud nebude defi-
novana funkce arctg.
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4. Existence versus vypocet.

\

Pozdéji bude ukazano, ze kazda spojita funkce na otevieném intervalu ma primitivni
funkci. To vSak neznamenad, Ze tuto primitivni funkci Ize napsat pomoci znamych funkci.

\

Napf. k funkci 1/(2? + 1) nebude moZzné napsat primitivni funkci, pokud nebude defi-
novana funkce arctg.

2 N o 0,0 2 c 7 2 P v L.
Lze ukazat, ze primitivni funkci napf. k e neni mozné napsat dosud zavedenymi
funkcemi (bez pouziti nekonecnych konstrukci, jako jsou napt. rady).

\




4. Existence versus vypocet.

\

Pozdéji bude ukdzano, ze kazda spojitd funkce na otevieném intervalu ma primitivni
funkci. To vSak neznamena, Ze tuto primitivni funkci 1ze napsat pomoci znamych funkci.

\

Napf. k funkci 1/(2 + 1) nebude moZné napsat primitivni funkci, pokud nebude defi-
novana funkce arctg.

z N~ 5 o,c o c V _ 2 L v L.
Lze ukdzat, ze primitivni funkci napt. k e~ neni mozné napsat dosud zavedenymi
funkcemi (bez pouziti nekoneCnych konstrukci, jako jsou napt. rady).

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
g L. spojité funkce
Pokud nespoctete primitivni opostrukce prim.foe
funkci béhem tydne, rad€ji ji linearita
eI 0 per partes
nep OCltCJte ,') integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
, Priklady
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Otazky
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Priklady 1 :

1. Vypoctéte nasledujici integraly a zjistéte, v jakych intervalech vysledek plati:

d
/e3y dy, /Sin(Qt) dt, /%




Priklady 1 :

1. Vypoctcte nasledujici integraly a zjistéte, v jakych intervalech vysledek plati:

dx
3 q in(2t) dt S
/e o /sm<> 5=

Uhadnuty vysledek beru. Primitivni funkee

primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
* spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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123456789




2. Pomoci vysvétleni v pfedchozich Poznamkach vyresSte ndsledujici rovnice:

y =sinz,y(r) =7,

1
I = 1) =0.
y szrl,y()




3. Md rovnice ' = —=— s podminkou y() = 0 feSeni?

\




3. Md rovnice ' = —=— s podminkou y() = 0 feSeni?

\

Konec prikladi 1.




Otazky 1 :

1. M4 funkce signum primitivni funkci na R, na (0, 3)?
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Otazky 1 :

1. M4 funkce signum primitivni funkci na R, na (0, 3)?
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2. Ma Dirichletova funkce primitivni funkci na (0, 1)?
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Otazky 1 :

1. M4 funkce signum primitivni funkci na R, na (0, 3)?
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2. Ma Dirichletova funkce primitivni funkci na (0, 1)?
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3. M4 funkce 1/2° primitivni funkci na (—1,1)?
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Otazky 1 :

1. M4 funkce signum primitivni funkci na R, na (0, 3)?

\

2. M4 Dirichletova funkce primitivni funkci na (0, 1)?

\

3. M4 funkce 1/2° primitivni funkci na (—1,1)?

\

Ach ty mezihodnoty ...




4. Ukazte pomoci odpovidajicich tvrzeni pro derivace, Ze primitivni funkce (pokud
existuje) k liché (nebo sudé€) funkci je suda (resp. lichd) funkce. Bude primitivni funkce
(pokud existuje) k periodické funkci opét periodicka funkce?

Konec otazek 1.




CvicCeni 1 :

Budeme pocitat integraly :-)




CvicCeni 1 :

Budeme pocitat integraly :-)

\

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci 2z.

\




CvicCeni 1 :

Budeme pocitat integraly :-)

\

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci 2z.

\
Reseni. Funkce f(x) = 22 je spojitd na R. Proto bude existovat na R jeji primitivni
funkce. Jednou z primitivnich funkci je F'(z) = 2% na R.

\




CvicCeni 1 :

\

Budeme pocitat integraly :-)

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkei 2.

'

Reseni. Funkce f(z) = 2z je spojitd na R. Proto bude existovat na R jeji primitivni

funkce. Jednou z primitivnich funkei je F'(z) = 2% na R.

\

Piseme to

/Qxdxgxz,xER.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
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Priklady
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Otéazky
123456789
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123456789
Uceni
123456789



Co znamend | f(x) dx ?




Co znamend | f(x) dx ?

Jde o mnozinu primitivnich
funkci. Navic to plati na in-

tervalu, feknéme J. Kazdé
dvé funkce této mnoziny se

111 o urcitou konstantu.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



A jak pak mame chépat

/ (@) dx + / g(z) dx?




A jak pak mame chépat

/f(x) dx +/g(a:) i ?

Méme dvé moznosti. Bud’
zavedeme operaci soucet

pro dvé mnoziny funkci,
nebo budeme pocitat s
jednim "reprezentantem" z
kazdé mnoziny a vysledny
souCet reprezentanti bude
zase reprezentant mnoZziny
primitivnich funkci.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jflx)dx— [ f(z)dx =107




[fl@)dx— [ f(x)dx=07?

AZ na konstantu, fikaji ma-
tematici.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ted vazné. [ f(x)dx neni
uplné Cisty zapis, ale skoro
kazdy to pouZziva.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ted vazné. [ f(x)dx neni
uplné Cisty zapis, ale skoro
kazdy to pouZziva.

Je to umluva, kterd ma
pfi pocitani mnohé vyhody.
Prost¢ to podivné dx a [
spolkneme a usnadnime si
hledani primitivnich funkci.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jestlize tedy naptiklad

/f(a:)dx+/f(:1:)dx Cov,zeld,
pak
/f(:c)dxgx,xEJ.




Jestlize tedy napriklad

/f(:zj)dx+/f(:1:)dx gQaz,xEJ,
pak
/f(x)dxgat,xEJ.

Lze si hrat s mnoZzinami,
konstantami 1 reprezentanty,

ale je to jedno.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Mnohem obtiZné;jsi je nau-
Cit alesponi nékoho psat di-
sledn€, na kterém intervalu
nasSel primitivni funkci!!!

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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123456789



Mnohem obtiZné;jsi je nau-
Cit alesponi nékoho psat di-
sledn€, na kterém intervalu
nasSel primitivni funkci!!!

\
Pokud tedy bude zdapis vypadat takto

/f@) x £ F(z),z€J,

neni problém.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
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linearita
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integraly 3
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Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkei 1/zx.

\




Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkei 1/zx.

{

Resenti. Pro kladna « je primitivn{ funkcf funkce log x.
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Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkei 1/zx.

{

Resenti. Pro kladna « je primitivn{ funkcf funkce log x.

\

Pro zdporna x je primitivni funkci funkce log(—x), protoze podle véty o derivovani
slozené funkce plati

(log(~))' = (<1) — =




Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkei 1/zx.

\

Resenti. Pro kladna « je primitivn{ funkcf funkce log x.

\

Pro zdporna x je primitivni funkci funkce log(—x), protoze podle véty o derivovani
slozené funkce plati

(og(~a)) = (~1)- = = .

\

Tedy log |z| je primitivni k 1/2 na (0, oc), podobné i na intervalu (—oc, 0).




Tedy plati
1
— dx

log |x|, x >0,

—
~

1
“ax & log|z|, x <0,

—
&




Tedy plati

Ie

log x|, >0,

}_\
Ile

log ||, <0,

Tomuto faktu fada pocitacCo-
vych programii nevéri a fada
studentd jej nepouziva.

Primitivni funkce
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geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
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Tedy plati

—_
Q

log x|, >0,

}_\
Ile

log ||, <0,

Tomuto faktu fada pocitacCo-
vych programii nevéri a fada
studentd jej nepouziva.

[1dx & log |z|, x # 0je
humus.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
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Priklady
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Otéazky
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Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

fa:“ d}(z&Jrl

a+1°




Uceni 1 :

a+1
a+1 "’

|le~o

f:U‘” dx

Nékdy a nékde !!!

Primitivni funkce
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jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
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linearita
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integraly 3
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‘)
[Ldx=logu.




fldxglo
—dx = log .

Nékdy a nékde !!!

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
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linearita
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integraly 3
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‘,
[Isinz] dx =| [sinz dx]|.




‘,
[Isinz] dx =| [sinz dx]|.
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Konec uceni 1.




ZAKLADNI NEURCITE INTEGRALY

Ze znalosti derivaci zdkladnich funkci 1ze najit primitivni funkce k mnoha funkcim.
Nékteré z nich ukazuji nasledujici dvé tabulky.

\




ZAKLADNI NEURCITE INTEGRALY

Ze znalosti derivaci zakladnich funkci 1ze najit primitivni funkce k mnoha funkcim.
Nekteré z nich ukazuji nasledujici dvé tabulky.

\

Zkuste v nasledujicich ta-
bulkach nejdiive sami urcit
primitivni funkce k funkcim
v levém sloupci na inter-
valu popsaném v prostied-
nim sloupci.

Primitivni funkce
# primitivn{ funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
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linearita
per partes
integraly 3
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funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin x R

COS T R

— (—7w/2+ km,w/2 + k)

sinlzx (km,m + k)

e’ R

a’,a >0 R

¥ (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, 4+00)

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...
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funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin o R — COS T
COS T R sin o
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sinlzx (km,m + k)

e’ R

a’,a >0 R

¥ (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, 4+00)
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funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin o R — COS T
COS T R sin o

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k)

e’ R

a’,a >0 R

¥ (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, 4+00)

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...




funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin o R — COST
COS T R sin o

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R

a’,a >0 R

¥ (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, 4+00)

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...




funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin @ R —COST
COS T R SN @

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R e’

a*,a >0 R

L (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00)

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...




funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin @ R —COST

COS T R SN @

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R e’

a,a >0 R 12_2

L (—00,0), (0, +00)

z".n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00)

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...




funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin @ R —COST

COS T R sin @

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R e’
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I (—00,0), (0, +00) NE

" n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00)
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funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin o R — COS T

COS T R sin o

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R e’

a,a >0 R 12_2

I (—00,0), (0, +00) NE

" n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00) ‘fz:

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ...




funkce f interval T prim.funkce k f na I
sin o R — COS T

COS T R sin o

— (—7w/2+ km,w/2 + k) tgx

sinlzx (km,m + k) — cotg x

e’ R e’

a,a >0 R 12_2

I (—00,0), (0, +00) NE

" n € Z—{-1} R nebo (—o0, 0), (0, +00) ‘fz:

% a# —1 (0, 400), nékdy R, ... !
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funkce f interval [ prim.funkce k f na I
1
1—12 (_17 ]')
1
1+x2 R
1
221 (_007 _1)’ (17 +OO)
! R
z241
1

(—o0, —1),(—1,1), (1, 4+00)




funkce f interval [ prim.funkce k f na I
11 S (—1,1) arcsin
—X
1
1+x2 R
1
—— (—o0, —1), (1, +00)
! R
z2+1
1

(—o0, —1),(—1,1), (1, 4+00)




funkce f interval [ prim.funkce k f na I
1 .
— (_1, 1) arcsin x
1 arctg x
1+x2 R &
1
—— (—o0, —1), (1, +00)
! R
z241
1

(—o0, —1),(—1,1), (1, 4+00)




funkce f interval T prim.funkce k f na I
11_302 (—1,1) arcsin x
1+1x2 R arctg x
xé—l (=00, —1), (1, +00) lg |z + Va2 — 1]
x;—l—l R
1

(—o0, —1),(=1,1), (1, 4+00)




funkee interval T prim funkee k f na I
11_x2 (—1,1) arcsin

1+1x2 R arctg x
o (=00, —1), (1, +00) lg |z + Va2 — |
x;—i-l I lg(x + Va2 +1)
1

(—o0, —1),(—1,1), (1, +00)




funkee f interval 7 e
11—3:2 (—1,1) arcsin x
1—|—1:1:2 R arctg x
x;—l (=00, —1), (1, +00) Ig |z + Vo2 — 1
x;-l—l R lg(x 4+ Va2 + 1)
7 (=00, =1),(=1,1), (1, +00) o

lg /|35 ]




POZOROVANT:




POZOROVANT:

Jestlize f ma na otevieném intervalu [ derivaci f’, pak
1. sou¢in f f' ma na intervalu I primitivni funkci f2/2,

2. podil f'/f mana I primitivni funkci lg | f| (pokud na I nenabyva f nulové hodnoty).
\




POZOROVANT:

Jestlize f ma na otevieném intervalu [ derivaci f’, pak
1. sou¢in f f' ma na intervalu I primitivni funkci f2/2,

2. podil f’/f mana I primitivni funkci lg | f| (pokud na I nenabyva f nulové hodnoty).
\

TotéZ pomoci znaku integralu:

/ff’zf2/2,neboli/f(:z;)f’(a:)dx:fz(x)/2+0

L/— neboli S X =
% =1e1f1, nebol /Md lg | f(z)] + C




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkee f interval T prim.funkee k f na I
sin & cos (—o0, +00)
;i;l—?f; (—7w/2+ km,w/2 + k)
Ing (0, +00)
yiany R
T
v 1422 I




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkee f interval T prim.funkee k f na I
sin x cos T (—00, +00) Lsin?ax
e (—7w/2+ km,w/2 + k)
L= (0, +00)

T
V1122 -




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkce f interval [ prim.funkce k f na I
sin x cos T (—00, +00) Lsin?ax
e (—7w/2+ km,w/2 + k) ltg?a

L (0, +00)

R

i -




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkce f interval [ prim.funkce k f na I
sin x cos T (—00, +00) Lsin?ax
e (—7w/2+ km,w/2 + k) ltg?a

lng (07 +OO) % lg2 xT

R

Vi -




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkce f interval [ prim.funkce k f na I
SIN 2 COos & (—o0, +00) %sin%:
ngggxx (—7w/2+ kn,m/2 + k) %th .

lng (07 +OO) % lg2 T
a;giflx R 5 arctg? x

v la—cl—:cz -




Nékteré primitivni funkce se daji zjistit z jednoduchych vzorct pro derivace. Nasle-
dujici dvé tabulky uvadéji dva pripady.

\

funkce f interval [ prim.funkce k f na I
sin x cos T (—00, +00) Lsin?ax

ngggxx (—7w/2+ kn,m/2 + k) %th .

lng (07 +OO) % lg2 T

a;giflx R 5 arctg? x
Vi I $3/(1 + 22)?




funkce f

interval [

prim.funkce k f na I

tgx (—7/2+ km,m/2 + k)
cotg x (km,m + k)
s (km/2,7/2 + km/2)
(:c2+1)1arctgx (—00,0), (0, +00)
i R

; R

241




funiee f interval I pritm funkee k f na I
tg (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg x (km,m + k)
T (km/2,7/2+ kn/2)
(x2+1)1arctgx (—00,0), (0, +00)
S L

- R

x2+1




funkee f interval I prim funkee k £ na I
tg (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg x (km,m + k) lg | sin 7

— (km/2,7/2+ km/2)

(:L‘2+1)1arctgx (—00,0), (0, +00)

S E

:c2L+1 R




funkee interval 1 prim funkce k f na I
tgr (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg (km, 7 + k) lg | sin z|
Sz (km/2,m/2 + km /2) —lg | tg x|
(x2+1)1arctga: (—00,0), (0, +00)

T R

o) R




s " i el fan
tgx (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg x (km,m + k) lg | sin x|
Sz (km/2,m/2 + km /2) —lg | tg x|
(x2+1)1arctga: (—00,0), (0, +00) lg | arctg x|
e R

o) R




funkce interval 1 prim funkce k f na I
tgr (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg (km, 7 + k) lg | sin z|
Sz (km/2,m/2 + km /2) —lg | tg x|
(x2+1)1arctga: (—00,0), (0, +00) lg | arctg x|
s?:;(iﬂ R lg(sinz + 1)
:c;fkl R




funkee f interval I Pt Al
tgx (=m/24 km, /2 +km) | —lg|cosz]
cotg (km, 7 + k) lg | sin z|
Sz (km/2,m/2 + km /2) —lg | tg x|
(x2+1)1arctga: (—00,0), (0, +00) lg | arctg x|
s?:;(iﬂ R lg(sinz + 1)
:céﬁ—l R lgvVa? +1




PRIMITIVNI FUNKCE SPOJITYCH FUNKCI

V predchazejicich pripadech se primitivni funkce uhadly podle znamych derivaci ne-
kterych funkci. Existuji metody, pomoci nichZ je mozné ZJlStlt primitivni funkce aktiv-

néji. Nejdrive je vSak vhodné si ujasnit, pro které funkce ma smysl primitivni funkce
hledat.

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



PRIMITIVNI FUNKCE SPOJITYCH FUNKCI

V predchazejicich pripadech se primitivni funkce uhadly podle znamych derivaci ne-
kterych funkci. Existuji metody, pomoci nichZ je mozné ZJlStlt primitivni funkce aktiv-

n€ji. Nejdrive je vSak vhodné si ujasnit, pro které funkce ma smysl primitivni funkce
hledat.

\

Myslite si, Ze to ma smysl
pro kazdou funkci?

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
# integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ma-1i funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zapornou
(graf klesd), musi mit lokalni extrém s nulovou derivaci.

\




Ma-1i funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zapornou
(graf klesd), musi mit lokalni extrém s nulovou derivaci.

\

A to se vi?




Ma-1i funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zapornou
(graf klesd), musi mit lokalni extrém s nulovou derivaci.

\

A to se vi?




Ma-1i funkce vSude derivaci a nékde ji ma kladnou (graf stoupd) a nékde zapornou
(graf klesd), musi mit lokalni extrém s nulovou derivaci.

\

A to se vi?




To vi kazde;.




Tedy funkce signum nema
primitivni funkci.




Tedy funkce signum nema
primitivni funkci.

\

Ma-li f na I primitivni funkci, musi mit f na / Darbouxovu vlastnost, tj. musi zobra-
zovat intervaly z [ na intervaly nebo body. (Pro¢? — viz Darbouxova vlastnost).

\




Tedy funkce signum nema
primitivni funkci.

\

Ma-li f na [ primitivni funkci, musi mit f na / Darbouxovu vlastnost, tj. musi zobra-
zovat intervaly z [ na intervaly nebo body. (ProC? — viz Darbouxova vlastnost).

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
v . vypocet
Opak obecné neplati. linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd

ﬂ 123456789
Priklady

123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Z kapitoly o spojitych funkcich je znamo, ze kazda spojitd funkce na intervalu ma
Darbouxovu vlastnost. Maji aspon tyto specialni funkce s Darbouxovou vlastnosti pri-
mitivni funkce? Odpovéd’ je kladna:

\




Z kapitoly o spojitych funkcich je znamo, ze kazda spojitd funkce na intervalu ma
Darbouxovu vlastnost. Maji aspon tyto specialni funkce s Darbouxovou vlastnosti pri-
mitivni funkce? Odpovéd’ je kladna:

\

VETA. Kazdi spojitd funkce na intervalu ma na tomto intervalu primitivni funkci.

\




Z kapitoly o spojitych funkcich je zndmo, ze kazda spojitd funkce na intervalu ma
Darbouxovu vlastnost. Maji aspon tyto specialni funkce s Darbouxovou vlastnosti pri-
mitivni funkce? Odpoveéd’ je kladna:

4

VETA. Kazdd spojita funkce na intervalu ma na tomto intervalu primitivni funkci.

\

Nejdrive bude dokédzan spe-
cialni ptipad pro kompaktni Primitivnt funkee
1nterva1y. primitivni funkce

jednoznacnost

geometricky popis

integraly 1

integrély 2
spojité funkce

* konstrukce prim.fce

vypocet

linearita

per partes

integraly 3

substituce specidlni

substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




LEMMA. Spojitd funkce na kompaktnim intervalu ma na tomto intervalu primitivni
funkci.

\




LEMMA. Spojitd funkce na kompaktnim intervalu ma na tomto intervalu primitivni
funkci.

\

Idea dlikazu je jednoducha:
aproximujeme plochu pod
grafem spojité funkce. Jak ?
Jednoduse.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Aproximujeme spojitou
funkci f po Castech kon-
stantni funkci f,, u které
zméfime plochu pod gra-
fem pomoci po Castech
linearni funkce F),. Tato
funkce aproximuje primi-
tivni funkci F'. Sestrojime
posloupnost f,, a dostaneme
F =1limF,,.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



...Jjak je v matematické ana-
lyze zvykem.




...Jjak je v matematické ana-
1yze zvykem.

Tak jdeme na ty zvyKky.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dukaz. Diikaz bude kvili jednodussimu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht’ f
je spojitd na [0, 1].

\




Dukaz. Diikaz bude kvili jednodussimu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht' f
je spojitd na [0, 1].

\/

Hledana primitivni funkce F' bude bodovou limitou posloupnosti funkci { F},} defino-

vanych takto:
1 = k k
R =52 () +1(3) - 7).

kde k je nejvétsi prirozené Cislo, pro které je x > 2% nebo £ = 0 jinak.

\

Primitivn{ funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integraly 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integrély 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cvicéeni

Uceni



Dukaz. Diikaz bude kvili jednodussimu znaceni proveden na intervalu [0, 1]. Necht' f
je spojitd na [0, 1].

\/

Hledana primitivni funkce F' bude bodovou limitou posloupnosti funkci { F},} defino-

vanych takto:
1 = k k
R =52 () +1(3) - 7).

kde k je nejvétsi prirozené Cislo, pro které je x > 2% nebo £ = 0 jinak.

\

Grafem £, je lomena Cara Primitivn{ funkce
ZaéfnanCf Vv O, lomfcl/ Sse Vv primitivni funkce

. jednoznacénost
bodech i /2", = 1,...,2" — igrf;glrztlrway popis
1, ze smérnice f(i/2") na integraly 2
% o _c . n spojité funkce
SMernici f((’& + 1) / 2 ) konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
* substituce obecna
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




~
-

Funkce F),, odpovida mno-
hothelniku pod funkei f,,
kterd je po castech kon-
stantni, spojita zleva a rovna
funkci f v bodech i/2" i =
1,...,2"

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Pro kazdé = € [0, 1] je posloupnost {F,(x)} cauchyovska:
Necht' ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro |z — y| < 1/2" je | f(z) — f(y) < e (podle
). Jestlize m > n a ¢ je menSi neZ k prislusné k x v definici F},,
pak z intervalu [ /2", (i 4+ 1)/2") ptibude v definici F;, ¢len f(i/2")/2" kdeZto v definici
F,, to bude 2" ¢lend tvaru f(j/2™)/2™, kde j /2™ € [i/2", (i + 1)/2").
Protoze f(i/2")/2" = 2™~ " f(i/2")/2™, je rozdil tohoto Clenu pro F), a uvedenych

¢lend pro F}, roven souctu 2" vyrazl (f(i/2") — f(j/2™))/2™, které jsou v absolutni

hodnot€ rovny nejvyse /2" a jejich soucet je tedy nejvyse /2",

\

Primitivn{ funkce
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integraly 1
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Pro kazdé = € [0, 1] je posloupnost {F,(x)} cauchyovska:

Necht' ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro |z — y| < 1/2" je | f(z) — f(y) < e (podle
). Jestlize m > n a ¢ je menSi neZ k prislusné k x v definici F},,

pak z intervalu [ /2", (i 4+ 1)/2") ptibude v definici F;, ¢len f(i/2")/2" kdeZto v definici
F,, to bude 2" ¢lend tvaru f(j/2™)/2™, kde j /2™ € [i/2", (i + 1)/2").

Protoze f(i/2")/2" = 2™~ " f(i/2")/2™, je rozdil tohoto Clenu pro F), a uvedenych
¢lentl pro F;, roven souctu 2" vyrazd (f(i/2")
hodnot€ rovny nejvyse /2" a jejich soucet je tedy nejvyse /2",

\

Tentyz postup lze provést i pro : = k s tim rozdilem, Ze pocet Cleni z definice F,,
které se nyni pocitaji (napf. r(l)ven p),/ muze byt mensi nez 2" a V}’/raz (x— Qﬁn) se napise
jako souCet p vyrazd (v — 4) + (& — k—) + .o+ 2l B2 kde K je ono k
prislusné k = v definici F,,,. Vysledkem je opét odhad g/2" absolutm hodnoty rozdilu
uvedenych vyrazl pro F},, F},,.

\

— f(7/2™))/2™, které jsou v absolutni

Primitivn{ funkce
primitivni funkce
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Pro kazdé = € [0, 1] je posloupnost {F,(x)} cauchyovska:

Necht' ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro |z — y| < 1/2" je | f(z) — f(y) < e (podle
). Jestlize m > n a ¢ je menSi neZ k prislusné k x v definici F},,

pak z intervalu [ /2", (i 4+ 1)/2") ptibude v definici F;, ¢len f(i/2")/2" kdeZto v definici
F,, to bude 2" ¢lend tvaru f(j/2™)/2™, kde j /2™ € [i/2", (i + 1)/2").

Protoze f(i/2")/2" = 2™~ " f(i/2")/2™, je rozdil tohoto Clenu pro F), a uvedenych
¢lentl pro F;, roven souctu 2" vyrazd (f(i/2")
hodnot€ rovny nejvyse /2" a jejich soucet je tedy nejvyse /2",

\

Tentyz postup lze provést i pro : = k s tim rozdilem, Ze pocet Cleni z definice F,,
které se nyni pocitaji (napf. r(l)ven p),/ muze byt mensi nez 2" a V}’/raz (x— Qﬁn) se napise
jako souCet p vyrazd (v — 4) + (& — k—) + .o+ 2l B2 kde K je ono k
prislusné k = v definici F,,,. Vysledkem je opét odhad g/2" absolutm hodnoty rozdilu
uvedenych vyrazl pro F},, F},,.

\

Protoze k < 2", je |F,,(x) — F,,(x)| < &, coZ se m&lo dokazat. Existuje tedy bodova
limita posloupnosti funkci { £}, }, ktera se oznaci F'.

=

— f(7/2™))/2™, které jsou v absolutni

Primitivn{ funkce
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Zbyva ukdazat, ze derivace I’ v bod€ x je rovna f(z), tj. Ze }llin% (|F(x+h) — F(x) —
hf(x))/h| = 0.
\




Zbyva ukdzat, Ze derivace F' v bod¢ x je rovna f(x), tj. Ze %ir% (|F(x+h) — F(x) —
hf(x))/h| = 0.
\

Podobné jako v pfedchozi Casti dikkazu necht ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro
lz —y| < 1/2"je |f(x) — f(y)| < e. Necht’ h > 0 (pro h < 0 je postup obdobny). Pro
m > n plati

En(@+ 1) = Fnlz) = ( h_ﬁ) (_) Qme(2m> ( ;{%)f(;%)

i=k1
kde k1, ko jsou prislusna Cisla k z definice hodnoty F;,, v bodé x nebo x + h resp.

\
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Zbyva ukdzat, Ze derivace F' v bod¢ x je rovna f(x), tj. Ze lllin% (|F(x+h) — F(x) —

hf(@))/h] = 0.
I

Podobné jako v pfedchozi Casti dikkazu necht ¢ > 0 an € N je takové, Ze pro
lz —y| < 1/2"je |f(x) — f(y)| < e. Necht’ h > 0 (pro h < 0 je postup obdobny). Pro

“h-52)i(5) + Qme(gm) (=37 (3)

i=ky

Fo(z + h) — Fu(z) = (

kde k1, ko jsou prislusna Cisla k z definice hodnoty F;,, v bodé x nebo x + h resp.

\

Soucet koeficientd u vSech f(j/2™) je roven h a tedy vyraz F,,(x + h) — F,,(x) —
hf(x) se lisi od vyse uvedeného vyrazu pro F,,(z + h) — F,,(x) tim, Ze vSude je misto
prislusnych f(j/2™) psano f(j/2™) — f(x). TudiZ pro h < 27" plati

|Fn(@ + ) = Fo(z) = hf(2))/h] < max{[f(y) = f(z)|;y € [v,x + h]} <€

Jestlize se na levou stranu provede limita podle m, dostane se hledana nerovnost.
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Zbyva vétu dokazat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Dikaz je
skoro stejny pro obé moznosti.

\




Zbyva vétu dokazat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Dikaz je
skoro stejny pro obé moznosti.
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Dukaz. Dikaz véty. Necht' ¢ je spojitd funkce na intervalu (a,b). Tento interval lze
napsat jako sjednoceni (a,b) = | J[an, b,] rostouci posloupnosti kompaktnich intervald.
Podle pfedchoziho lemmatu existuje na kazdém intervalu [a,,, b,| primitivni funkce G, k
g alzejizvolit tak, Zze G\, (ay) = 0. Pfi této volbé je zfejmé, Ze pro n < m je ziZeni G, na
[ay, by) rovno G,,. Nyni staci definovat G(x) pro x € (a, b) jako G,(x), kde x € [ay,, by)].

\/
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Zbyva vétu dokazat pro oteviené a polooteviené intervaly (i neomezené). Dikaz je
skoro stejny pro obé moznosti.

\

Dukaz. Dikaz véty. Necht' ¢ je spojitd funkce na intervalu (a,b). Tento interval lze
napsat jako sjednoceni (a,b) = | J[an, b,] rostouci posloupnosti kompaktnich intervald.
Podle pfedchoziho lemmatu existuje na kazdém intervalu [a,,, b,| primitivni funkce G, k
g alzejizvolit tak, Zze G\, (ay) = 0. Pfi této volbé je zfejmé, Ze pro n < m je ziZeni G, na
[ay, by) rovno G,,. Nyni staci definovat G(x) pro x € (a, b) jako G,(x), kde x € [ay,, by)].

\/

Tomu konci jsem rozumnél.
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VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato Cast bude vénovana obecnym metoddm, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni
metody urCené pro specidlni typy funkci budou uvedeny v néasledujici kapitole.

\
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VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato Cast bude vénovana obecnym metoddm, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni
metody urcené pro specidlni typy funkci budou uvedeny v nasledujici kapitole.
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Obecné metody vychazeji
ze vzoreckl pro derivovani

souctu, soucinu a slozené
funkce.
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VETY PRO VYPOCET NEURCITYCH INTEGRALU

Tato Cast bude vénovana obecnym metoddm, jak primitivni funkce nalézt. Specidlni
metody urcené pro specidlni typy funkci budou uvedeny v nasledujici kapitole.
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Obecné metody vychazeji
ze vzoreckl pro derivovani

souctu, soucinu a slozené
funkce.
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VETA. (Linearita) Jsou-li F' a G primitivni funkce k f, resp. ¢, na intervalu I, je
linearni kombinace aF" 4+ GG primitivni funkci k o f + Bg na I, tj.
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VETA. (Linearita) Jsou-li F' a G primitivni funkce k f, resp. ¢, na intervalu I, je
linearni kombinace aF" 4+ GG primitivni funkci k o f + Bg na I, tj.

flaf+Bg)=aff+8[g.

\




VETA. (Linearita) Jsou-li F' a G primitivni funkce k f, resp. ¢, na intervalu I, je
linearni kombinace a.F’ + GG primitivni funkci k of + B¢ na I, tj.

flaf+Bg)=aff+8[g.

\

Derivace souctu je soucet
derivaci.







Je nutné€ varovat, Zze modi-
fikace predchozi véty pro

souciny a podily neplati!
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Je nutné€ varovat, Zze modi-
fikace predchozi véty pro

souciny a podily neplati!
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Kdo to pouzije, je synem
smrti ;-) Radéji to nebudu
pouzivat.
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Poznamky 2 :

1. Z poslednich radki obou poslednich tabulek je vidét, Ze je potieba urcité zkusenosti
k urCeni primitivni funkce “uhddnutim".
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Poznamky 2 :

1. Z poslednich radkti obou poslednich tabulek je vidét, Ze je potfeba urcité zkusenosti
k urCeni primitivni funkce “uhddnutim".

\

V dalsi ¢asti budou uvedeny metody, jak tyto primitivni funkce urcit jinymi, ale prac-
n¢jSimi metodami.

\




Poznamky 2 :

1. Z poslednich radkti obou poslednich tabulek je vidét, Ze je potfeba urcité zkusenosti
k urCeni primitivni funkce “uhddnutim".

\

V dalsi ¢asti budou uvedeny metody, jak tyto primitivni funkce urcit jinymi, ale prac-
n¢jSimi metodami.

\

Je vzdy vhodné se chvili zamyslet, jestli neni mozné urcit primitivni funkci ze zkuSe-
nosti, nez ihned zacit dlouhé a Casto ¢asove narocné vypocty.

\




Poznamky 2 :

1. Z poslednich radka obou poslednich tabulek je vidét, Ze je potieba urcité zkusenosti
k urCeni primitivni funkce “uhadnutim".

\

V dalsi ¢asti budou uvedeny metody, jak tyto primitivni funkce urcit jinymi, ale prac-
néjSimi metodami.

\

Je vzdy vhodné se chvili zamyslet, jestli neni mozné urcit primitivni funkci ze zkuSe-
nosti, nez ihned zacit dlouhé a Casto Casove naroCné vypocty.

\
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I kdyZ v dnesni dobé kazdy lepSi matematicky pocCitaCovy program dovede urcit primi-
tivni funkce mnoha funkct, je vzdy lepsi mit alespon predstavu o vysledku a umét aspon
jednodussi primitivni funkce spocitat bez pomoci pocitace. Uz 1 proto, Ze pocitaCe délaji
chyby a neni dobré jim uplné véfit.

\




I kdyZ v dnesni dobé kazdy lepSi matematicky pocCitaCovy program dovede urcit primi-
tivni funkce mnoha funkct, je vzdy lepsi mit alespon predstavu o vysledku a umét aspon
jednodussi primitivni funkce spocitat bez pomoci pocitace. Uz 1 proto, Ze pocitaCe délaji
chyby a neni dobré jim uplné véfit.

\

Navic, existuje mnoho jednoduSe vypadajicich funkci, ke kterym pocita¢ nedovede
najit primitivni funkci, aniz je fesitel pro pocita¢ vhodné upravil.
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I kdyZ v dnesni dobé kazdy lepSi matematicky pocCitaCovy program dovede urcit primi-
tivni funkce mnoha funkct, je vzdy lepsi mit alespon predstavu o vysledku a umét aspon
jednodussi primitivni funkce spocitat bez pomoci pocitace. Uz 1 proto, Ze pocitaCe délaji
chyby a neni dobré jim uplné véfit.

\

Navic, existuje mnoho jednoduSe vypadajicich funkci, ke kterym pocita¢ nedovede
najit primitivni funkci, aniz je fesitel pro pocita¢ vhodné upravil.

\/

Je také vhodné mit po ruce tabulky neurcitych integraldi, které byvaji nékdy prilozeny
do matematickych ucebnic nebo prehledil (podrobné tabulky neurcitych integrali lze
nalézt napt. v knize Prehled uZité matematiky od Karla Rektoryse a spolupracovnikd, v
kapitole o integralnim poctu.

=)




2. Pocita¢ miva potize pfi urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou defino-
vany po Castech.
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2. Pocita¢ miva potize pfi urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou defino-
vany po Castech.

\

I pfi manudlnim vypoctu byva nutné nalézt primitivni funkci na kazdém z jednotlivych
intervall zvlast’ a potom dat vysledek dohromady. Co to znamena?
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2. Pocita¢ miva potize pfi urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou defino-
vany po Castech.

\

I pfi manudlnim vypoctu byva nutné nalézt primitivni funkci na kazdém z jednotlivych
intervall zvlast’ a potom dat vysledek dohromady. Co to znamena?

\

Je tfeba mit na paméti, Ze primitivni funkce je spojitd na daném intervalu a vysledkem
predchozich vypoctl je funkce definovand po Castech, kterd nemusi byt spojitd, i kdyz
na jednotlivych intervalech spojita je.

\




2. Pocita¢ miva potize pfi urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou defino-
vany po Castech.

\

I pfi manudlnim vypoctu byva nutné nalézt primitivni funkci na kazdém z jednotlivych
intervall zvlast’ a potom dat vysledek dohromady. Co to znamena?

\

Je tfeba mit na paméti, Ze primitivni funkce je spojitd na daném intervalu a vysledkem
predchozich vypoctl je funkce definovand po Castech, kterd nemusi byt spojitd, i kdyz
na jednotlivych intervalech spojita je.

\

Je tedy nutné ziskané funkce vhodné posunout ve sméru osy y tak, aby ve styCnych
bodech jednotlivych defini¢nich intervalt byla vysledna funkce spojita. Viz Priklady pro
ilustrativni priklad a Otdzky pro fakt, ze tento postup vzdy vede k cili (pokud prislusné
primitivni funkce existuji).

\




2. Pocita¢ miva potiZe pri urCovani primitivnich funkci k funkcim, které jsou defino-
vany po Castech.

\

I pf1 manudlnim vypocCtu byva nutné€ nalézt primitivni funkci na kazdém z jednotlivych
intervall zvlast’ a potom dat vysledek dohromady. Co to znamena?

\

Je tfeba mit na paméti, ze primitivni funkce je spojitd na daném intervalu a vysledkem
predchozich vypoctl je funkce definovand po Castech, kterd nemusi byt spojitd, i kdyz
na jednotlivych intervalech spojita je.

\

Je tedy nutné ziskané funkce vhodné€ posunout ve sméru osy y tak, aby ve styCnych
bodech jednotlivych defini¢nich intervalt byla vysledna funkce spojitd. Viz Priklady pro
ilustrativni priklad a Otdzky pro fakt, ze tento postup vZzdy vede k cili (pokud prislusné
primitivni funkce existuji).

\

Je ovSem pravda, zZe pro ucel, ke kterému primitivni funkce slouzi (tj. vypocet urCitych
integrall), neni nutné toto posunovani délat (viz kapitolu o Newtonovych integralech).

=
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3. Kromé Darbouxovy vlastnosti musi mit funkce f majici primitivni funkci na inter-
valu [ dalsi vlastnosti. Lze napf. dokdzat, Ze f musi byt na / bodovou limitou spojitych
funkci, odkud vyplyva, Ze v kazdém libovolné malém intervalu v I je f spojitd v nékte-
rém bodé (a tedy v mnoha bodech).

Konec poznamek 2.




Priklady 2 :

Nékteré integraly se daji spocitat pomoci jednoduchych triki:
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Priklady 2 :

Nékteré integraly se daji spocitat pomoci jednoduchych triki:

\

1. Primitivni funkce k 1/(sin® z cos® ) lze najit tak, Ze misto 1 se dosadf sin® + cos” x
a zlomek se rozdéli na dva zlomky.

\
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Priklady 2 :

Nékteré integraly se daji spocitat pomoci jednoduchych triki:

\
1. Primitivni funkce k 1/(sin® z cos® ) lze najit tak, Ze misto 1 se dosadf sin® + cos” x
a zlomek se rozdéli na dva zlomky.

\

2. Pro vypocet [ cos(ax)cos(bx)dx se pouZiji souctové vzorce a uvedeny soulin se
zapise jako soucet dvou goniometrickych funkci.

\
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Priklady 2 :

Nékteré integraly se daji spocitat pomoci jednoduchych triki:

\

1. Primitivni funkce k 1/(sin® z cos® ) lze najit tak, Ze misto 1 se dosadf sin® + cos” x
a zlomek se rozd€li na dva zlomky.

\/

2. Pro vypocet [ cos(ax)cos(bx)dx se pouZiji soutové vzorce a uvedeny soudin se
zapise jako soucet dvou goniometrickych funkci.

\

3. Primitivni funkce k sin® z, cos® = 1ze ziskat formaln{ integraci rovnosti

2 . 2 2 PrlInlthn}, funkce
r=1, sin“x—cos“x = —cos(2z),, primitivni funkce
jednoznacénost
5 0p C z 7 <10 o p 5 oz eometricky popis
kde se zintegrujf jen pravé strany. Dostanou se dvé& linedrni rovnice o dvou nezndmych = inwgray 1
. integrély 2
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sin” x + cos



4. Podobné lze ziskat primitivni funkce k

SIN & COS X

flz) = g9(z) =

asinz +bcosz’ asinx + bcosx

pouZitim linearnich kombinaci

af(z) + bg(z) = 1, —bf (z) + ag(x) = 50T T beosa)

asinz + bcosx

Obé strany umite zintegrovat a opét dostanete dvé rovnice pro dvé neznamé, totiZ pro

hledané integraly.

=)




5. Primitivni funkce k 1/(asin x + bcos x) se dostane vyjadienim dvojice a, b pomoci
polarnich souradnic, tedy jako 7 cos a;, 7 sin a pro néjaké kladné r a thel «. Pak je dana
funkce tvaru

1
rsin(x + «)

T+«
)|

1
, a jeji primitivni funkce je —Ig | tg( 5
r




5. Primitivni funkce k 1/(asin x + bcos x) se dostane vyjadienim dvojice a, b pomoci
polarnich souradnic, tedy jako 7 cos «, 7 sin « pro n€jaké kladné r a thel a. Pak je dana
funkce tvaru

1 e !
, a jeji primitivni funkce je

T+ «
)|

rsin(z + «) ;1g‘tg( 2

Pfipadam si jako v risi kou-
zel ...
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6. Necht’ f(x) = |x + 1| na R. Tato funkce je spojitd a ma tedy primitivni funkci. Na
intervalu (—oo, —1) md f primitivn{ funkci —2°/2 — z ana (—1, +oo) ma f primitivni
funkci 22 /2 + .
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6. Necht’ f(x) = |x + 1| na R. Tato funkce je spojitd a ma tedy primitivni funkci. Na
intervalu (—oo, —1) md f primitivni funkci —2%/2 — x ana (—1, +00) ma f primitivn{
funkci 2%/2 + .

\

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod —1. Ziskané primitivni funkce ale maji rizné limity
v tomto bodé (jaké?).

\




6. Necht’ f(x) = |x + 1| na R. Tato funkce je spojitd a ma tedy primitivni funkci. Na
intervalu (—oo, —1) md f primitivn{ funkci —2°/2 — z ana (—1, +oo) ma f primitivni
funkci 22 /2 + x.

\

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod —1. Ziskané primitivni funkce ale maji rizné limity
v tomto bod¢ (jaké?).

\

Zde se vyuzije toho, ze posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni
funkce k dané funkci. Staéi tedy posunout druhou funkci z?/2 + x o jistou konstantu
tak, aby po posunuti méli jiz ob€ funkce v bod¢ -1 stejné limity. Proved’te podrobnosti.

\
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6. Necht’ f(x) = |x + 1| na R. Tato funkce je spojitd a ma tedy primitivni funkci. Na
intervalu (—oo, —1) md f primitivn{ funkci —2°/2 — z ana (—1, +oo) ma f primitivni
funkci 22 /2 + x.

\

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod —1. Ziskané primitivni funkce ale maji rlizné limity
v tomto bod¢ (jaké?).

\/

Zde se vyuzije toho, ze posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni
funkce k dané funkci. Staéi tedy posunout druhou funkci z?/2 + x o jistou konstantu
tak, aby po posunuti méli jiz obé funkce v bod¢ -1 stejné€ limity. Proved’te podrobnosti.

\

Tomu se fika "lepeni", ani
nevim proc ...

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobnym postupem najdéte primitivni funkci k

)
x, < —1;
flz)=<¢ —1, —1 <z <1
2 —2, x> 1.
\




Podobnym postupem najdéte primitivni funkci k

4
x, T < —1;
=< —1, —1<z<1;
2 -2, > 1.
\

Kdo nelepi tam, kde ma a
tak, jak ma, je ...
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7. Pomoci véty o integrdlu souctu funkci najdéte primitivni funkce k

2¢+3 cosPz+1 14322
Vo 1 —sin?z’ 22(1+22)

3z° — 8z + 3sinz,

Konec priklada 2.




Otazky 2 :

1. Uvazte, ze [(—f)=— [fatedyi [(f—g)= [f— [9g.
\/




Otazky 2 :

1. Uvazte, ze [(—f)=— [fatedyi [(f—g)= [f— [9g.
\ /

2. Pomoci matematické indukce ukazte, ze

/iilaifiziila,-/fi.




Otazky 2 :

1. Uvazte, ze [(—f)=— [fatedyi [(f—g)= [f— [9g.
\ /

2. Pomoci matematické indukce ukazte, ze

n n

/Zaifz-:Zai/f,-.

1=1 1=1

\
3. Najd¢éte priklady, Ze

/(fg)%/f'/g,a f ‘%
Jr-(f

Plati




Otazky 2 :

1. Uvazte, ze [(—f)=— [fatedyi [(f—g)= [f— [9g.
\ /

2. Pomoci matematické indukce ukazte, ze
n n
[>aiti=>ai 5

1=1 1=1

\
3. Najd¢éte priklady, Ze

/(fg)%/f'/g,a f ‘%
Jr-(f

Jin#| [4]

Plati

\
4. Najdéte priklady, Ze







5. Necht’ f je funkce na (a, b), kterd ma na tomto intervalu primitivni funkci (napf. je
tam spojita). Je-li ¢ € (a, b) a Fy, F5 jsou primitivni funkce k f na (a, ¢), resp. na (¢, b),
ukazte, Ze existuji vlastni limity

T—C— T—Cq

Je-li prvni limita rovna A a druhd B, je funkce

(

Fi(x), x € (a,c);
F(z)=<¢ A,
Fy(x)+ A— B, z € (c,b).

T =c

primitivni k f na (a, b).

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Priklad. Zjistéte primitivni funkci k funkci f(z) = |sin 2| na intervalu (0, 27).

\




Cviceni 2 :

Priklad. Zjistéte primitivni funkci k funkci f(z) = |sin 2| na intervalu (0, 27).

'

Reseni. Na intervalu (0,7) ma f primitivni funkci —cosz a na (m,27) je f(z) =
— sin z, tedy ma primitivni funkci cos x.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Zjistéte primitivni funkci k funkci f(z) = |sin 2| na intervalu (0, 27).

'

Reseni. Na intervalu (0,7) ma f primitivni funkci —cosz a na (m,27) je f(z) =
— sin z, tedy ma primitivni funkci cos x.

\

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod 7. Ziskané primitivni funkce ale maji rizné limity v
tomto bodé (£1).

\




Cviceni 2 :

Ptiklad. Zjistéte primitivni funkci k funkei f(x) =

\

Reseni. Na intervalu (0,7) ma f primitivni funkci —cosz a na (m,2n) je f(z)

— sin z, tedy m4 primitivni funkci cos x.

\

Zbyva rozsitit tyto funkce na bod 7. Ziskané primitivni funkce ale maji razné limity v

tomto bodé (£1).
\ /

sin z| na intervalu (0, 27).

To se bude muset slepit.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zde se vyuzije toho, zZe posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni
funkce k dané funkci. Staci tedy posunout druhou funkci cos z o jistou konstantu tak,
aby po posunuti méli jiz obé funkce v bod€ 7 stejné limity.

\




Zde se vyuzije toho, zZe posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni
funkce k dané funkci. Staci tedy posunout druhou funkci cos z o jistou konstantu tak,
aby po posunuti méli jiz obé funkce v bod€ 7 stejné limity.

\

Hledana primitivni funkce F’ na intervalu (0, 27) se miZe definovat

)
—cosz, x € (0,7);

F(x) =< 1, xr =,
cost +2, x € (m, 2m).

\




Zde se vyuzije toho, zZe posunuti primitivni funkce o konstantu je opét primitivni
funkce k dané funkci. Staci tedy posunout druhou funkci cosz o jistou konstantu tak,
aby po posunuti méeli jiz ob€ funkce v bod¢ 7 stejné limity.

4

Hledana primitivni funkce F' na intervalu (0, 27) se miZe definovat

(
—cosx, x € (0,7);

F(z) = 5 1, T =T,
cosx + 2, x € (m,2m).

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
g o2 c spojité funkce
Tou jednickou a dvojkou ~konstrukee prim fee
. v e q e .o Vypocet
jsme zaridili spojitost F'. inearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznamky
mPp 123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Oveérime

primitivnost:

Vime, ze F' = f na (0, )
i na (m,2m). Ovéfime, Ze

F'(m) = f(m).

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ovérime primitivnost:
Vime, ze F' = f na (0, )
i na (m,2m). Ovéfime, Ze

F'(m) = f(m).

Budu muset umét derivovat?

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Funkce F' je spojitd zprava v bod¢ 7, proto podle véty o jednostranné derivaci spocCi-
tdme
F (m) L lim F'(x) = lim |sin(z)| = 0 = f(x).

T—T7+ T—T+




Funkce F' je spojitd zprava v bod¢ 7, proto podle véty o jednostranné derivaci spocCi-
tdme
F (m) L lim F'(x) = lim |sin(z)| = 0 = f(x).

T—T7+ T—T+

\
Podobné zleva. Ovéfili jsme, ze F'(m) = f(m) atedy F' = f na (0, 2).

\




Funkce F' je spojitd zprava v bod¢ 7, proto podle véty o jednostranné derivaci spocCi-
tame
F(m) L lim F'(z) = lim [sin(z)] = 0 = f(7).

T—T+ T—T+

\
Podobné zleva. Ovéfili jsme, ze F'(w) = f(m) atedy F' = f na (0, 2).

\

Frajeri to nalepi na celém R.
Obrazek napovi . .. Primitivn funkce

primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
* spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




plocha =2 plocha =2
f

skok o 2 nahoru
zaruci spojitost




Musel se najit ten "skok".
Ten se pricetl k posouvané
funkci.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Musel se najit ten "skok".
Ten se pricetl k posouvané
funkci.

Snad budu mit nulovy skok

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Skok se pocita jako rozdil li-
mity primitivni funkce vlevo
a limity primitivni funkce
vpravo od lepeného bodu.
Pokud jde o konecny skok,
jde lepit, pokud nekonecny,
NEJDE !!!

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Skok se pocita jako rozdil li-
mity primitivni funkce vlevo
a limity primitivni funkce
vpravo od lepeného bodu.
Pokud jde o konecny skok,
jde lepit, pokud nekonecny,
NEJDE !!!

A ty taneCky s jednostran-
nou derivaci u slepené
funkce jsou porad stejné.
Nuda.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Spoctéte

/sin2:1: dx + /cos2 dx .




Priklad. Spoctéte

/Sin2:1: dx + /cos2 dx .
ResSeni. PouzZijeme vétu o linearité integralu a pocitime jednoduse

/Sin2x dx + /(3082 dx L /(Sin2£c+0082) dx = /1 dx £ 2.




Priklad. Spoctéte

/SiHQCL‘ dx + /COS2 dx .

\

Reseni. Pouzijeme vétu o linearité integralu a pocitame jednoduse

/sinzx dx + /0082 dx = /(81112x+0082) dx =

Integrdl ze souctu je sou-
Cet integralti. Plati obéma
sméry.

/1dxgx.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Zjistéte primitivni funkci k |x — 1| + |z + 1.
\




Priklad. Zjistéte primitivni funkci k |x — 1| + |z + 1.

{

Resenti. Jde o spojitou funkci na R, tedy ma primitivn{ funkci na R.

\




Priklad. Zjistéte primitivni funkci k |x — 1| + |z + 1.

{

Resenti. Jde o spojitou funkci na R, tedy ma primitivn{ funkci na R.

\

Podle linearity integralu mtizeme pocitat primitivni funkce obou s¢itancii zvIast'.

\




Priklad. Zjistéte primitivni funkci k |x — 1| + |z + 1.

{

Resenti. Jde o spojitou funkci na R, tedy ma primitivn{ funkci na R.

\

Podle linearity integralu mtizeme pocitat primitivni funkce obou s¢itancii zvIast'.

\

U kazdého scitance slepime.

\




Ptiklad. Zjistéte primitivni funkci k |x — 1| + |z + 1.

\

Reseni. Jde o spojitou funkci na R, tedy m4 primitivni funkci na R.

\/

Podle linearity integralu mizeme pocitat primitivni funkce obou s¢itanct zvI4st’.

\

U kazdého scitance slepime.

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
£ / jednoznacnost
Takhle, Vypva/dav Vy/sledek S heometricky popis
pomoci pocitaCového pro- integraly 1
integrély 2
gr amu spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
% X per partes
1 g 1 5 integraly 3
s A =] == Ay e | substituce specidlni
. % 2 substituce obecna

4 Pozna
123456789
1 5 1 o Priklady
=% +5+] -1 <x = e ] 12z 123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

Izl -tlax=|

- -






Vysledkem je funkce F'(z) definovana na jednotlivych intervalech takto: F(x) = —x”

na intervalu (—oo, —1), F(x) = 2z + 1 na intervalu [—1, 1] a F/(x) = z* + 2 na intervalu
(1,00), t.j.

—x? 1z € (—o0,—1);

Flx)=< 2z+1, zel-1,1];

> +2, x€(l,00).




Vysledkem je funkce F'(z) definovana na jednotlivych intervalech takto: F(x) = —x”

na intervalu (—oo, —1), F'(z) = 2z + 1 na intervalu [—1, 1] a F(z) = 2 + 2 na intervalu
(1,00), t.j.

p
—5172, IS (_007 _1),

Flx)=< 2z+1, zel-1,1];
> +2, x€(l,00).

\

Tohle uzZ umim :-)




Konec cviceni 2.




Uceni 2 :

Funkce 1/r ma primitivni
funkci na R?.




Uceni 2 :

Funkce 1/r ma primitivni
funkci na R?.

Nenabyva mezihodnoty, ne-
muze.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



‘)
[z -zdx= [azdx- [zdx




‘,
[z -zdx= [azdx- [zdx

To by musela byt ukrutna
nahoda. J4 véfim na véty, ne
na nahody.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec uceni 2.




Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit ndsledujici velmi ddleZité tvrzeni, tzv. in-
tegraci po Castech (z latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou
funkci.

\

Primitivn{ funkce
primitivni funkce
jednoznacénost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit ndsledujici velmi ddleZité tvrzeni, tzv. in-
tegraci po Castech (z latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou
funkci.

\

VETA. (Integrace po ¢astech) Necht funkce f, g maji na intervalu I derivace f’, ¢'.
Ma-li f’g na I primitivni funkci H, ma funkce fg¢’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit ndsledujici velmi ddleZité tvrzeni, tzv. in-
tegraci po Castech (z latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou
funkci.

\

VETA. (Integrace po ¢astech) Necht funkce f, g maji na intervalu [ derivace f/, ¢'.
Ma-li f’g na I primitivni funkci H, ma funkce fg¢’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,

'
[t9=19- [1g w1

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ze vzorce pro soucin derivaci 1ze odvodit ndsledujici velmi ddleZité tvrzeni, tzv. in-
tegraci po Castech (z latiny: per partes), kterd se pouziva pro integraci soucinu dvou
funkci.

\

VETA. (Integrace po ¢astech) Necht funkce f, g maji na intervalu [ derivace f/, ¢'.
Ma-li f'g na I primitivni funkci H, ma funkce f¢’ na I primitivni funkci fg — H, tj.,

 /
/fgl = fg— /f’g na I .

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
. . o . linearita
Vypada to tajuplné, v praxi pecpariEst
. . 2~ integrd
Je to hmonadka- subsgtituZe specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
# Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789







KdyZ mam integrovat fg' ,
napriklad x-cos x, staCi umet
integrovat f'g , tedy 1-sin x,
coZ je snadné.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



KdyZ mam integrovat fg' ,
napriklad x-cos x, staCi umet
integrovat f'g , tedy 1-sin x,
coZ je snadné.

To zkusim.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pomoci integrace po Castech lze zjistit mnoho primitivnich funkci-

\




Pomoci integrace po Castech lze zjistit mnoho primitivnich funkci-

\

Spoctéte nasledujici inte-
graly; navody jsou v Po-
zndamkdch):

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



funkce f interval T prim.funkce k f na I
xrsinx R

re’ R

22 sin x R

lg x (0, +00)

arctg x R

e™ sin(bx) R




funkce f

interval [

prim.funkce k f na I

X sin x R —ZT CosT + SN T
xe’ R

2? sin x R

lgx (0, +00)

arctg x R

e sin(bx) R




funkce f

interval [

prim.funkce k f na I

x sin x R —Z COST + SInx
re” R e’(r —1)

T sin z R

lgx (0, +00)

arctg x R

e sin(bx) R




funkce f

interval [

prim.funkce k f na I

X sin x R —ZT CosT + SN T

ze” R e’(x — 1)

r?sin R —2%cos?x + 2rsinx + 2cos x
lg x (0, 4+00)

arctg x R

e sin(bx) R




funkee f interval 1 prim.funkee k  na I

X sin x R —ZT CosT + SN T

re” R e’(r —1)

” sin x R —z%cos?x + 2z sinz + 2cosx
lg (0, 4+00) r(lgz — 1)

arctg x R

e sin(bx) R




funkee f interval 1 prim.funkee k  na I

X sin x R —ZT CosT + SN T

re” R e’(r —1)

” sin x R —z%cos?x + 2z sinz + 2cosx
lg (0, 4+00) r(lgz — 1)

arctg R rarctgr — lg(va? + 1)

e sin(bx) R




funkee f interval 1 prim.funkee k  na I

X sin x R —ZT CosT + SN T

re” R e’(r —1)

” sin x R —z%cos?x + 2z sinz + 2cosx
lg (0, 4+00) r(lgz — 1)

arctg R rarctgr — lg(va? + 1)

e sin(bx) R et

(asin(bz) — bcos(bx))

a+b2




Poznamky 3 :

1. Pouziti integrovani po Castech ma rtizné formy (viz Priklady). Ta nejjednodussi je
uvedena v zéakladni vété.

\




Poznamky 3 :

1. Pouziti integrovani po Castech ma rtizné formy (viz Priklady). Ta nejjednodussi je
uvedena v zéakladni vété.

\

U integrace soucinu dvou funkci /v a hs je pfi tomto pouziti jediny problém, a to urcit,
ktera z té€chto dvou funkci bude v dalSim postupu derivovana (tj., bude ve vzorci rovna

f) a ktera bude integrovéna (tj. bude rovna ¢’).

\




Poznamky 3 :

1. Pouziti integrovéni po ¢astech mé rizné formy (viz Priklady). Ta nejjednodussi je

uvedena v zakladni véte.

\

U integrace soucinu dvou funkci A; a hs je pti tomto pouZziti jediny problém, a to urcit,
kterd z t€chto dvou funkci bude v dalSim postupu derivovana (tj., bude ve vzorci rovna

f) a ktera bude integrovana (tj. bude rovna ¢’).

\

Byva vyhodné se zbavo-
vat derivovanim funkci jako
arctg, lg nebo snizovat stu-
pen u mocnin ",

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
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2. Nékdy Ize integrovani po ¢astech vyhodné vyuzit i pro integraci jediné funkce f,
kterd neni vyjadfena jako soucin (viz integraly funkci lg, arctg). Pak Ize psat misto f
soucin f - 1. V tomto pripadé se ziejmé bude 1 integrovat a f derivovat, nebo-li

/f(x)dxzf(x)-x—/xf’(x)dx.




2. Nékdy lze integrovani po ¢astech vyhodné vyuZit i pro integraci jediné funkce f,
kterd neni vyjadiena jako soucin (viz integrdly funkci lg, arctg). Pak Ize psat misto f
soucin f - 1. V tomto pfipadé se ziejmé bude 1 integrovat a f derivovat, nebo-li

/f(fﬁ) dx = f(z) -z — /:z:f’(a:) dx .

Podobné jako jednicku mi-
zeme do funkce "propaSo-
vat" 1 néco jiného.
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3. Casto je nutné integraci po &astech opakovat (viz integral funkce z?sin z). Pak je
nutné opakované volit stejné prirazeni, tj. funkce ziskana derivaci se bude opét derivovat,
funkce ziskand integraci se bude opét integrovat.

\




3. Casto je nutné integraci po &astech opakovat (viz integral funkce z?sin z). Pak je
nutné opakované volit stejné prirazeni, tj. funkce ziskana derivaci se bude opét derivovat,
funkce ziskana integraci se bude opét integrovat.

\

Tedy, pfi oznaCeni z véty o integraci per partes, se bude f’ opét derivovat a g se bude
integrovat.

\




3. Casto je nutné integraci po dstech opakovat (viz integral funkce z2sin z). Pak je
nutné opakované volit stejné prirazent, tj. funkce ziskana derivaci se bude opét derivovat,
funkce ziskana integraci se bude opét integrovat.

\

Tedy, pfi oznaceni z véty o integraci per partes, se bude f’ opét derivovat a g se bude
integrovat.

\

Co se stane, kdyz zvolite
CNé PriT 1 Primitivni funkce
opacné prirazeni? ettt fanlecs
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
* spojité funkce
konstrukce prim.fce
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linearita
per partes
integraly 3
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4. Nckdy se pri opakovaném pouziti ziskd integral I, ktery stal na pocatku postupu.
To znamena, Ze se dostala rovnice s neznamou /.

\




4. Nckdy se pri opakovaném pouziti ziskd integral I, ktery stal na pocatku postupu.
To znamena, Ze se dostala rovnice s neznamou /.

\

Po jejim vyfeSeni se obvykle ziska vypocet hledaného integralu.

\




4. Nckdy se pri opakovaném pouziti ziskd integral I, ktery stal na pocatku postupu.
To znamena, Ze se dostala rovnice s neznamou /.

\

Po jejim vyfeSeni se obvykle ziska vypocet hledaného integralu.

\

To se tyka napr. integralu z
e sin(bx).




5. Dalsi z pouzivanych moZnosti pouZziti integrace per partes je urCeni rekurentniho
vzorce pro vypocet integrala.

\




5. Dalsi z pouzivanych moZnosti pouZziti integrace per partes je urCeni rekurentniho
vzorce pro vypocet integrala.

\

Je-1i v integrované funkci parametr n € N (napf. v mocniné x™), 1ze Casto integraci
per partes ziskat obdobny integral s parametrem napt. n — 1 nebo n + 1 a tim se dostane
rekurentni vzorec (viz Priklady).

=)




Jak je vidét, integrace po
castech  ma mnoho vari-
ant pouziti a jakou variantu

vhodné zvolit zalezi hlavné
na zkusenosti resitele.
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Konec poznamek 3.

Jak je vidét, integrace po
castech  ma mnoho vari-
ant pouziti a jakou variantu

vhodné zvolit zalezi hlavné
na zkusenosti resitele.

J4 jsem VELMI zkugeny!
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Priklady 3 :

1. Pomoci integrace po ¢astech najdéte primitivni funkce k

2

lg?x , arcsin @, sin® x , sin z lg(tg x)

a urCete intervaly, na kterych je primitivni funkce spoctena.

\




Priklady 3 :

1. Pomoci integrace po Castech najdéte primitivni funkce k
lg?x | arcsin & , sin® x| sin « 1g(tg x)

a urCete intervaly, na kterych je primitivni funkce spoctena.

\/

Pokud néco nechcete inte-
grovat, tak to zderivujte.
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2. Najdéte primitivni funkci k z7¢” na R.

\




2. Najdéte primitivni funkci k 27¢” na R.

\

Je mozné pouZzit Sestkrat integraci po ¢astech nebo pouzit obecné tvrzeni z Otdzek, ze
hledan4 primitivni funkce je tvaru (a;x” + agz® + ... + a2 +ag)e”, tuto funkci zderivovat

a porovnat ziskanou funkci s z7e”. Po vykrdceni e” se dostane rovnost dvou polynomd.
Tedy koeficienty u stejnych mocnin se musi rovnat. Tim se ziskaji vSechny koeficienty
a;. Proved’te podrobnosti.

\

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2. Najdéte primitivni funkci k 27¢” na R.

\

Je mozné pouZzit Sestkrat integraci po ¢astech nebo pouzit obecné tvrzeni z Otdzek, ze
hledan4 primitivni funkce je tvaru (a;x” + agz® + ... + a2 +ag)e”, tuto funkci zderivovat

. Po vykraceni e* se dostane rovnost dvou polynomi.
Tedy koeficienty u stejnych mocnin se musi rovnat. Tim se ziskaji vSechny koeficienty

a porovnat ziskanou funkci s 27e*

a;. Proved’te podrobnosti.

\

KdyZz zhruba vim, jak bude
primitivni funkce vypadat,
je mozné zderivovanim toho

tvaru zjistit neznamé para-
metry.
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3. Postup pfi ziskani rekurentniho vzorce, napt. pro [sin” z dx.

\




3. Postup pfi ziskani rekurentniho vzorce, napt. pro [sin” z dx.
Tento integral se oznaci jako I,,, provede se integrace po ¢stech pro soudin sin z sin” ! z
kde se ve vypoctu dosadi cos® z = 1 — sin® z:

I, = —coszsin” 'z + (n—1) /0082 zsin” 2z dx

— —coszsin" 'z +(n—1) /sin"_2 rdx —(n—1)I,.




3. Postup pfi ziskani rekurentniho vzorce, napt. pro [sin” z dx.
Tento integral se oznaci jako I,,, provede se integrace po ¢stech pro soudin sin z sin” ! z
kde se ve vypoctu dosadi cos® z = 1 — sin® z:

I, = —coszsin” 'z + (n—1) /0082 zsin” 2z dx

— —coszsin" 'z +(n—1) /sin"_2 rdx —(n—1)I,.

\

Odtud vyplyne po vypoctu [,, rovnost

cosrsin x n-—1
I, = — + I a.

n n




3. Postup pfi ziskani rekurentniho vzorce, napf. pro [sin” z dx.
Tento integrél se oznaci jako I,,, provede se integrace po ¢astech pro soudin sin z sin” ' ,
kde se ve vypoctu dosadi cos® z = 1 — sin? 2

I, = —coszsin" 'z +(n—1) /C082 rsin” %z dx

= —coszsin” 'z +(n—1) /sin"_2 rdx —(n—1)1I,.

\

Odtud vyplyne po vypoctu [,, rovnost
Primitivni funkce
COS T Siﬂn_l T n— 1 primitivni funkce
= + I jednoznaénost
n— n—2 - geometricky popis
n n integraly 1
integrély 2
spojité funkce
‘ konstrukce prim.fce
vypocet
i 1 A { linearita
Se znalosti [y, I; je dana rekurentni posloupnost. S
integraly 3
substituce specidlni

* substituce obecna
Pozndmky

123456789
Priklady
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Otéazky
123456789
Cviceni
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Podobné urcete rekurentni vzorec pro vypocet integralu I, z 1/(1 + z*)". Integrace
po Castech = provede pro soudin 1 - 1/(1 + 2%)" (viz ndvod vySe), v ziskaném integralu

se Citatel 22 zapise Jako (1 + 2?) — 1, integrél se napise jako soudet ndsobku I, a I, ;.
Zbyvajici postup je jiZz ziejmy.

Konec piikladi 3.




Otazky 3 :

1. Dokazte vétu o integraci po ¢astech.

\




Otazky 3 :

1. Dokazte vétu o integraci po ¢astech.

\

Jde o jedno zderivovani.




2. Je-1i jedna z funkci polynom, Ize tuto funkci z integrace eliminovat.

\




2. Je-1i jedna z funkci polynom, Ize tuto funkci z integrace eliminovat.

\
Ukaite, Ze je-li f™*1) = 0 na (a,b), pak

[19=3" 1.
i=0
kde G, je i-ta primitivni funkce (tj. ¢-td “antiderivace") k g.

\/




2. Je-1i jedna z funkci polynom, Ize tuto funkci z integrace eliminovat.

\
Ukazte, Ze je-li f"*1) = 0 na (a, b), pak

[19=3" 1.
i=0
kde G, je i-ta primitivni funkce (tj. ¢-td “antiderivace") k g.

\/

VyzkousSejte na
[ 2?sinz dx.




3. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x)e”, kde P je polynom, je tvaru Q(z)e”, kde @
je polynom stejného stupné jako P.

\




3. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x)e”, kde P je polynom, je tvaru Q(z)e”, kde @
je polynom stejného stupné jako P.

4

To se dalo cekat.




4. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(z)sin x, kde P je polynom, je tvaru Q1(x) sin z +
(Q)2(x) cos x, kde Q5 je polynom stejného stupné jako P a ()1 ma o 1 nizsi stupen nez P.

\




4. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(z)sin x, kde P je polynom, je tvaru Q1(x) sin z +
(Q)2(x) cos x, kde Q5 je polynom stejného stupné jako P a ()1 ma o 1 nizsi stupen nez P.

\

Slo by to k né¢emu pouZit?




5. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x)lgx, kde P je polynom, je tvaru Qi (z)lgz +
(), kde Q1 a Q)2 jsou polynomy stejného stupné jako P.

\




5. Ukazte, Ze primitivni funkce k P(x)lgx, kde P je polynom, je tvaru Qi (z)lgz +
(), kde Q1 a Q)2 jsou polynomy stejného stupné jako P.

\

Per partes je pruhledna
hracka.




Konec otazek 3.

Predchozich vysledkl polo-
zek 3-5 l1ze pouzit k vypocCtu
integralu porovnanim neur-
Citych koeficienti. V Prikla-
dech je uveden ilustrativni
priklad.
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CvicCeni 3 :

Budeme pocitat primitivni
funkce pomoci metody per
partes, Cili "perpartesit" ;-)

Primitivni funkce
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Pfiklad. Spoctéte pomoci per partes [ arctgz dx.

\




Pfiklad. Spoctéte pomoci per partes [ arctgz dx.

V

Reseni. Funkce f(z) = arctg x a funkce g(z) = x maji derivaci na R.

\




Pfiklad. Spoctéte pomoci per partes [ arctgz dx.

\

Reseni. Funkce f(z) = arctg x a funkce g(z) = x maji derivaci na R.

\

Funkce
@

fla)gla) = ——

ma primitivni funkci (na R, jak je vidét)

log V1 + 2.




Pfiklad. Spoctéte pomoci per partes [ arctgz dx.

\

Reseni. Funkce f(z) = arctg x a funkce g(z) = x maji derivaci na R.
\

Funkce v

/ —
f(2)gle) =
ma primitivni funkci (na R, jak je vidét)
log V1 + 2.
\

Tedy podle véty o per partes f(x)g'(x) = arctg x ma na R primitivni funkci f(x)g(x)—

log v'1 4 22, tedy
xarctgx — log V1 + 22 .




Vypocet je trochu upovi-
dany a pri kazdém per par-
tes se bude opakovat. Proto
to budeme psat strucnéji.

x
/arctgde:/l-ar‘ctgzvdxgjxarctgx—/—a
1+ 22

reR.
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Vypocet je trochu upovi-
dany a pri kazdém per par-
tes se bude opakovat. Proto
to budeme psat strucnéji.

/arctg:c dx = / 1 - arctg x dx 2y arctg r — /

To bylo per partes. Jeho po-

uziti indikuje =. Nynf si
RADEJI NEKDE BOKEM
(nebo z hlavy) spocitame
ten zbyvajici integral. Pak
napiSeme vysledek.

X

14+ 22’

/enrctggcdxg rarctgr —logV1+ 22, x € R.

reR.
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Kdyz néktery faktor v sou-
cinu dvou funkci 14k4 k de-
rivovani, ale o jeho primi-
tivni funkci nemame zdani,
je to dobry kandidat na deri-
vovani v metod¢ per partes.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdyz néktery faktor v sou-
cinu dvou funkci 14k4 k de-
rivovani, ale o jeho primi-
tivni funkci nemame zdani,
je to dobry kandidat na deri-
vovani v metod¢ per partes.

Je to véc citu a cviku.
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Nékdy byva slusné popsat
pouZiti perpartes podrob-
n¢ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho P:P, napriklad:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékdy byva slusné popsat
pouZiti perpartes podrob-
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Nékdy byva slusné popsat
pouZiti perpartes podrob-
n¢ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho P:P, napriklad:
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/ arctg r dx

Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypoctu, muzeme
také psat

/ 1 - arctg x dx -

rarctgr —logV1+ 2?2, x € R
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Jeste joke pro lenochy:




\

Jeste joke pro lenochy:

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k x.

\




Jeste joke pro lenochy:

\

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k x.

{

Reseni.

fl@)=z g(z)=u
24 fllx)y=1 ¢'(x)=1 Z
reR reR
2o r-ldx,zeR,




Jeste joke pro lenochy:

\

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k x.

{

Reseni.

fl@)=z g(z)=u
24 fllx)y=1 ¢'(x)=1 Z
reR reR
2o r-ldx,zeR,




tedy




Konec cviceni 3.




Uceni 3 :

Per partes je jednoduchost
sama:

flz)=sinx g(z)=cosx

. ?pp
/sma:cosxdx == fl(x) =cosx ¢'(x)=—sinx

PP o .
== COSTSINT —

reR reR

6)

/sinazcosx dx,z € R,




Uceni 3 :

Per partes je jednoduchost
sama:

flz)=sinx g(z)=cosx

. ?pp
/sma:cosxdx == fl(x) =cosx ¢'(x)=—sinx

PP o .
== COSTSINT —

reR reR

6)

/sinazcosx dx,z € R,




Popleta . ..




Konec uceni 3.




Ze vzorce o derivaci sloZzené funkce lze ziskat tzv. vétu o substituci pro integraci. Na
rozdil od derivace soucinu nema derivace slozené funkce symetricky charakter a proto
1ze ptislusnou vétu o substituci napsat ve dvou verzich podle toho, z které strany rovnosti
se vychazi.

\




Ze vzorce o derivaci sloZzené funkce lze ziskat tzv. vétu o substituci pro integraci. Na
rozdil od derivace soucinu nema derivace slozené funkce symetricky charakter a proto
1ze ptislusnou vétu o substituci napsat ve dvou verzich podle toho, z které strany rovnosti
se vychazi.

\

Ted’ nastanou potize!!!







\

VETA. (1. substituéni véta) M&jme ndsledujici situaci:
1. funkce ¢ ma derivaci na otevieném intervalu /;
2. funkce f je definovédna na otevieném intervalu J D ¢(1);
3. F' je primitivni k funkci f na J.

Potom funkce F' o ¢ je primitivni k (f o ) - ¢’ na [, tj.,

\




\

VETA. (1. substituéni véta) M&jme ndsledujici situaci:
1. funkce ¢ ma derivaci na otevieném intervalu /;
2. funkce f je definovédna na otevieném intervalu J D ¢(1);
3. F' je primitivni k funkci f na J.

Potom funkce F' o ¢ je primitivni k (f o ) - ¢’ na [, tj.,

'
[ fe@ne dX—/f

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit p(z

\




\

VETA. (1. substituéni véta) M&jme nésledujici situaci:
1. funkce v ma derivaci na otevieném intervalu /;
2. funkce f je definovana na otevieném intervalu J O ¢(1);
3. F' je primitivni k funkci f na J.

Potom funkce F' o ¢ je primitivni k (f o ) - ¢’ na I, tj.,

'
| @)@ ax- / £(t) dt

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ¢(x

\

Vzhledem k pozdéjSimu po-
uZiti jsou ob¢ véty formu-
lovany pro oteviené inter-
valy. Dikazy obou vét jsou
pfimocaré (ovéfeni toho, Ze
uvedend funkce je primi-
tivni) a jsou prenechiny k
dodélani.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






VETA. (2. substituéni véta.) M&jme nésledujici situaci:
1. funkce ¥ ma nenulovou derivaci na otevieném intervalu J;
2. funkce f je definovana na otevieném intervalu [ = ¢(J);
3. G je primitivni k funkei (f o ¢)) - ¢’ na J.

Potom funkce G o ¢)~! je primitivni k f na I, tj.,

\




VETA. (2. substituéni véta.) M&jme nésledujici situaci:
1. funkce ¥ ma nenulovou derivaci na otevieném intervalu J;
2. funkce f je definovana na otevieném intervalu [ = ¢(J);
3. G je primitivni k funkei (f o ¢)) - ¢’ na J.

Potom funkce G o ¢)~! je primitivni k f na I, tj.,

'
/ fz) dx = / F ) () de

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit ¢~ (z).




U obou substituCnich vét
funkci integrujeme v po-
zménéném tvaru ...




U obou substituCnich vét
funkci integrujeme v po-
zménéném tvaru ...

Tomu kouzleni prijdu na
kloub.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pozndmky 4 :

Z poslednich fadkt obou substitucnich vét je vidét jejich rozdil.

\




Pozndmky 4 :

Z poslednich fadkt obou substitucnich vét je vidét jejich rozdil.

\

Zatimco v 1.substitucni vété je prislusnd substituce obsazena v integrované funkci, u
druhé véty se substituce musi “vhadnout". To ale neznamend, Ze v prvnim pripadé je
substitucni funkce na prvni pohled zfejma.

\




Poznamky 4 :

Z poslednich fadkl obou substitucnich vét je vidét jejich rozdil.

\

Zatimco v 1.substitucni vété je prisluSna substituce obsazena v integrované funkci, u
druhé véty se substituce musi “uvhddnout”. To ale neznamend, ze v prvnim piipad¢ je

substitucni funkce na prvni pohled ziejma.

\

V obou pripadech opét za-
lezi ma zkuSenosti feSitele
a pro ziskani zkuSenosti je
op€t nutné spocitat mnoho
integrali.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



1. substitu¢ni véta je jednodussi i co se tyka predpokladu. O derivaci substituCni
funkce se nemusi nic predpokladat (kromé existence, samozrejme) V tvrzeni 2. sub-
stitucni vety se potrebuje inverzni funkce k . ProtoZe je v spojita (ma vlastni derivaci),
musi byt ryze monotonni a ma tedy ,,skoro vSude" nenulovou derivaci. Z toho, Zze ma
funkce skoro vSude nenulovou derivaci, neplyne obracené, Ze je ryze monotonni (napr.
pro z%). Proto je ve vét& predpoklad nenulovosti 9.

Ve 2. substitucni vété ma substitucni funkce inverzni funkci (protoze je spojitd, musi
byt ryze monotonni).

—p




V Otdzkdch je uvedena obecnéjsi substitucni véta bez predpokladu existence inverzni
funkce. Pro praktické vyuziti vSak neni vhodna a vétSinou se hledaji intervaly, kde sub-
stituce mé inverzni funkci.

=




Formdalni dosazeni ve 2. substituCni véte si Ize snadno zapamatovat: za x se dosadi
vSude 1)(t), tedy misto f(z) se napiSe f((t)) a misto dx lze psat di(t), coZ je rovno

Y/ (t) dt (formalni Gpravou rovnosti AW — 4y (2)).

dt
\




Formdalni dosazeni ve 2. substituCni véte si Ize snadno zapamatovat: za x se dosadi
vSude 1)(t), tedy misto f(z) se napiSe f((t)) a misto dx lze psat di(t), coZ je rovno
pd /s 7/ © d /lp t
Y/ (t) dt (formalni Gpravou rovnosti % = ' (t)).
\
Je samoziejmée nutné zménit i interval, na kterém se integruje: misto ptivodniho inter-
valu I se vezme vzor ¢~ (T).

\




Formalni dosazeni ve 2. substituni vété si lze snadno zapamatovat: za x se dosadi
vSude 1 (t), tedy misto f(x) se napiSe f(¢(t)) a misto dx lze psat di)(t), coZ je rovno

Y'(t) dt (formalni Gpravou rovnosti AW — o (1)).

dt
\ /

Je samoziejmée nutné zménit i interval, na kterém se integruje: misto ptivodniho inter-
valu [ se vezme vzor v~ 1(I).

\

Nezapominejte overit pred-

poklad, Ze 1» ma nenulovou Primitivn{ funkce
o o primitivni funkce
derivaci. jednoznacnost

geometricky popis

integraly 1

integrély 2
spojité funkce

* konstrukce prim.fce

vypocet

linearita

per partes

integraly 3

substituce specidlni

substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je opét vhodné dodat, Ze pro pouZziti ve vypoctu uréitych integrall se vétSinou pouziva
veta o substituci pro urCité integraly (viz kapitolu o Newtonovych integralech). Neni
tomu vSak vZdy a je vhodné znét i substitucni véty pro neurcité integraly.

\




Je opét vhodné dodat, Ze pro pouZziti ve vypoctu uréitych integrall se vétSinou pouziva
veta o substituci pro urCité integraly (viz kapitolu o Newtonovych integralech). Neni
tomu vSak vZdy a je vhodné znét i substitucni véty pro neurcité integraly.

\

AHA.

Konec poznamek 4.




Priklady 4 :

U 1 substitucni véty mdme nésledujici situaci:

\




Priklady 4 :

U 1 substitucni véty mdme nésledujici situaci:

\

Mame integrovat

/ F (@) (@) dx .




Priklady 4 :

U 1 substitucni véty mdme nésledujici situaci:

\

Mame integrovat

/ F (@) (@) dx .
'

Dosadime si do toho vyrazu vztah ¢(x) = ¢, a jeho "derivovanou podobu" ¢/(x) dx =
dt a dostaneme [ f(t) dt.

\




Priklady 4 :

U 1 substitucni véty mdme nésledujici situaci:

\

Mame integrovat

/ﬂm@wwa
'

Dosadime si do toho vyrazu vztah ¢(x) = ¢, a jeho "derivovanou podobu" ¢/(x) dx =
dt a dostaneme [ f(t) dt.

\

Pokud dovedeme spocitat

/}wﬁsz,




Priklady 4 :

U 1 substitucni véty mdme nésledujici situaci:

\

Mame integrovat

/ F (@) (@) dx .
'

Dosadime si do toho vyrazu vztah ¢(x) = ¢, a jeho "derivovanou podobu" ¢/(x) dx =
dt a dostaneme [ f(t) dt.

\

Pokud dovedeme spocitat

\

mame hotovo




Cast4 je linedrni substituce t = pz+¢, kterd ziejmé spliiuje viechny predpoklady véty.

Napr.
1
/sin(px +q)dx = — / sin(t) dt = — cost = _cos(pz +9) +C
p p




Cast4 je linedrni substituce t = pz+¢, kterd zfejmé spliiuje viechny predpoklady véty.

Naptr.
1
/sin(pa: +q)dx = — / sin(t) dt = —cost = _coslpr +q) +C
p p

Volili jsme t = ¢(x) = px +
q.

Primitivni funkce
primitivni funkce
‘ jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Cast4 je linedrni substituce t = pz+¢, kterd zfejmé spliiuje viechny predpoklady véty.

Naptr.
1
/sin(pa: +q)dx = — /Sin(t) dt = —cost = _coslpr +q) +C
p p

Volili jsme t = ¢(x) = px +
q.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni

Provedli jsme opravdu "sub- substituce obecnd
2 Al Pozndmky
stituct"! 1234567809
Priklady
1234567809
Otéazky
1234567809

# Cviceni

123456789
Uceni
123456789




Podobné (spoctéte a urCete intervaly, kde rovnost plati):

dx 1 " 4B
= — arc = arcsin —.
e g m a




Podobné (spoctéte a urCete intervaly, kde rovnost plati):

/

dx

a2+ 12

1
— — arctg

=

T

= arcsin — .

a

Vidite prisluSnou substituci?

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud je v podobnych in-
tegralech obecny kvadra-
ticky trojélen misto a? + 22,
lze pomoci tzv. Upravy na
Ctverec trojClen na dvojClen
upravit:

px2+qaz+r:p((x—i)2+(r—q—)/p).

2p

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\/

Pokud je v podobnych in-
tegralech obecny kvadra-
ticky trojélen misto a? + 22,
lze pomoci tzv. Upravy na
Ctverec trojClen na dvojClen
upravit:

px2+qaz+7“:p((x—i)2+(r—q—)/p).

2p

Substituce t = /|p|(z — %) prevede trojélen na typ t* + a2.

\/

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\/

\/

Pokud je v podobnych in-
tegralech obecny kvadra-
ticky trojélen misto a? + 22,
lze pomoci tzv. Upravy na
Ctverec trojClen na dvojClen
upravit:

q

pe’ +qr+r=p(r— ) +(r—-)/p).

2p

Spoctéte uvedenym postu-
pem integral z 1/(3z° —
122 + 19).

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Tézko na cvicisti . ..

... lehko Na Bojisti.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro ilustraci pouZiti 1.substitu¢ni véty miiZe slouZzit vypocet
1
/sin333dx = /(1 — cos’ ) sinz dx = — /(1 — ) dt =t +°/3 = §COS3SU — COST

proz € R.

\




Pro ilustraci pouZiti 1.substitu¢ni véty miiZe slouZzit vypocet

1
/sin3de:/(1COSQx)sina:dX:/(1t2)dt:t+t3/3:§cos?’xcosaz

pro x € R.

Najdéte podobné primitivni
funkce k cos® z, tg> x.

Primitivn{ funkce
primitivni funkce
jednoznacnost

geometricky popis
* integraly 1

integrély 2
spojité funkce

konstrukce prim.fce
vypocet

linearita

per partes

integraly 3

substituce specidlni

substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



U druhé substitucni véty substituujeme = = 1(t) a jeho "zderivovanou podobu" dx =
o/ (t) dt. Po zjisténi primitivni funkce G(t) dostaneme vysledek G(1p~1(x)).
y

\




U druhé substitucni véty substituujeme = = 1(t) a jeho "zderivovanou podobu" dx =
¢/ (t) dt. Po zjisténi primitivni funkce G(t) dostaneme vysledek G(¢!(x)).

\

Pokud  takoya  inverzni
funkce v~ existuje!

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



U druhé substitucni véty substituujeme = = 1(t) a jeho "zderivovanou podobu" dx =
¢/ (t) dt. Po zjisténi primitivni funkce G(t) dostaneme vysledek G(¢!(x)).

\

Pokud  takoya  inverzni
funkce v~ existuje!

Primitivni funkce

primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2

spojité funkce
konstrukce prim.fce

vypocet

linearita

Pozor, pozor ... per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna

Poznd

123456789
# Piiklady
123456789

Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Pro ilustraci pouZiti 2.substitu¢ni véty miZe slouZit (substituce ¢t = /)

/eﬁdx = 2/t6t dt = 2ef(t — 1) = 2eV*(v/z — 1)
pro x > 0.

\




Pro ilustraci pouZiti 2.substitu¢ni véty muze slouZit (substituce t = \/x)

/GﬁdX: Z/tetdt — 2¢!(t — 1) = 2eV*(\/z — 1)

Spoctéte podobnym zpiso-
bem integraly z funkci

1 . l+tgx
/de’ /SH/I\/EdX7 /md}(

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Najdéte primitivni funkce k 1/(z* + 1), 2%/(2* + 1)

\




Najdéte primitivni funkce k 1/(z* + 1), 2/(z* + 1)

\/

Konec prikladi 4.

Neztracejte pri integrovani
hlavu. Nékdy staéi prosté

trochu kouzlit: Oznacte hle-
dané primitivni funkce jako

F, G avypoctéte F'+G, F'—
(GG pomoci substituce ¢t =
r =+ (1/x).

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Otazky 4 :

1. Dokazte obé substitucni véty.

\




Otazky 4 :

1. Dokazte obé substitucni véty.

\

Je co dokazovat?




2. UkaZte, ze plati ndsledujici zobecnéni substitucni véty:

Necht’ funkce ) md derivaci na otevieném intervalu J, funkce f je definovdna na
otevieném intervalu I O »(J) a G je primitivni k funkci f o ¢ na J.

Necht’  je funkce na I takovd, Ze (1pop)(x) = x na I. Potom funkce G o je primitivni

k fnal,t.,
JEC dx—/f

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit p(x

\




2. UkaZte, ze plati ndsledujici zobecnéni substitucni véty:

Necht’ funkce ) md derivaci na otevieném intervalu J, funkce f je definovdna na
otevieném intervalu I O »(J) a G je primitivni k funkci f o ¢ na J.

Necht’  je funkce na I takovd, Ze (1pop)(x) = x na I. Potom funkce G o je primitivni

k fnal,t.,
JEC dx—/f

pro x € I, kde za t se musi po vypoctu dosadit p(x

\

O co zde jde?

Konec otazek 4.




Cviceni 4 :

Budeme pocitat primitivni
funkce pomoci substituce.
Tato metoda vyZzaduje ve-
liké mnozstvi spocitanych
prikladi pro  vytvoreni
spravnych navyka.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Cviceni 4 :

Budeme pocitat primitivni
funkce pomoci substituce.
Tato metoda vyZzaduje ve-
liké mnozstvi spocitanych
prikladi pro  vytvoreni
spravnych navyka.

Pouziti vhodné substituCni
metody si musime promys-
let koukanim na priklad a
pfedstavovianim si, co se
po substituci objevi. GOOD
LUCK :-)

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Zintegrujte pomoci substituce

/ 2 cos(x?) dx .




Priklad. Zintegrujte pomoci substituce

/ 2 cos(x?) dx .

{

Reseni. Zvolime substituci p(z) = 2. Jde o funkci derivovatelnou na R. Dosadime si
do [ 2z cos(x?)dx vztah z* = ¢, a jeho "derivovanou podobu” 2z dx = dt a dostaneme
[ costdt.

\




Priklad. Zintegrujte pomoci substituce

/ 2 cos(x?) dx .

{

Reseni. Zvolime substituci p(z) = 2. Jde o funkci derivovatelnou na R. Dosadime si
do [ 2z cos(x?)dx vztah z* = ¢, a jeho "derivovanou podobu” 2z dx = dt a dostaneme
[ costdt.

\

Pokud spocitdme
/costdt gsmt, teR,




Priklad. Zintegrujte pomoci substituce

/ 2 cos(x?) dx .

{

Reseni. Zvolime substituci p(z) = 2. Jde o funkci derivovatelnou na R. Dosadime si
do [ 2z cos(x?)dx vztah z* = ¢, a jeho "derivovanou podobu” 2z dx = dt a dostaneme
[ costdt.

\

Pokud spocitdme
/costdt gsmt, teR,

\

mame podle 1. substitu¢ni metody hotovo

/2:6 cos(z?) dx g sin(z?), x € R.




Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



21 cos(z?) dx

Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

S c ., 5 .
Z [ costdt =sint Zsin(a?), z €R.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

/2:1: cos(x?) dx o /Costdt ¢ sint 2 sin(z?), x € R .

To byla substituce. Jeji pou-

%itf indikuje 2.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak bude integral vypadat po
substituci, je docela dobre
predem videét.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak bude integral vypadat po
substituci, je docela dobre
predem videét.

Je to véc citu a cviku.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékdy byva slusné popsat
pouZziti substituce podrob-
n€ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho i, napriklad:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékdy byva slusné popsat
pouZziti substituce podrob-
n€ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho i, napriklad:

2=t
S: 2z dx= dt
reR teR

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypocCtu, muzeme
také psat

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



/ 21 cos(z?) dx

Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypoctu, muzeme

||

také psat
2=t
S: 2z dx= dt é/costdtg
reR,teR

sint 2 sin(z?) , r € R..

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



/ 21 cos(z?) dx

Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypoctu, muzeme

||

také psat
2=t
S: 2z dx= dt é/costdtg
reR,teR

sint 2 sin(z?) , r € R..

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Viimn&te si, Ze pii pouZiti =
V JEDEN OKAMZIK zmi-
zela vSechna x a nahradila

je t. A pfi druhém pouziti =
naopak.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdo v jednom integralu ma
zaroven x a t, je humusak.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdo v jednom integralu ma
zaroven x a t, je humusak.

Asi bych nebyl sam . ..

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jeste joke pro lenochy:




\

Jeste joke pro lenochy:

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k 2z.

\




Jeste joke pro lenochy:

\
Priklad. Spoctéte primitivni funkci k 2z.
\
ReSeni.
T =
/Zxdx £1s: 2z dx= dt i/1dt 42 22, z€eR

reR,teR




Zlgusime to s druhou substi-
tucni metodou.




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

1
— dx.
/\/1—332 "




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

1
— dx.
/\/1—:1:2 "

V

Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). Oznaéme I = (J) =
(—1,1).Prox € Iat € Jjex =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢) ma na .J nenulovou
derivaci, je tam prostd a ) ~!(x) = arcsin z.

\




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

1
— dx.
/\/1—:1:2 "

V

Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). Oznaéme I = (J) =
(—1,1).Prox € Iat € Jjex =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢) ma na .J nenulovou
derivaci, je tam prostd a ) ~!(x) = arcsin z.

\

Pro x € [ je integrovana funkce definovand a spojita.

\




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

X .

[ =

V

Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). Oznaéme I = (J) =
(—1,1).Prox € Iat € Jjex =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢) ma na .J nenulovou
derivaci, je tam prostd a ) ~!(x) = arcsin z.

\

Pro x € [ je integrovana funkce definovand a spojita.

\

Dosadime si nyni do zadaného integralu vztah x = sin ¢, a jeho "derivovanou podobu"
dx = cost dt a spoCteme

\




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

X .

[ =

V

Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). Oznaéme I = (J) =
(—1,1).Prox € Iat € Jjex =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢) ma na .J nenulovou
derivaci, je tam prostd a ) ~!(x) = arcsin z.

\

Pro x € [ je integrovana funkce definovand a spojita.

\

Dosadime si nyni do zadaného integralu vztah x = sin ¢, a jeho "derivovanou podobu"
dx = cost dt a spoCteme

\

cost
cost dt =

/ 1
V1 —sint | cost|

dt:/1dt St tel




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

1
— dx.
/ V1 —x?
¥
Reseni. Zvolime substituci ¢(t) = sint, t € J = (—n/2,7/2). OznaCme I = ¢(J) =

(—1,1).Prox € Iat € Jjex =sint <= t = arcsinz. Tedy ¢) ma na .J nenulovou
derivaci, je tam prostd a ) ~!(x) = arcsin z.

\
Pro x € [ je integrovana funkce definovand a spojita.
\
Dosadime si nyni do zadaného integralu vztah x = sin ¢, a jeho "derivovanou podobu"
dx = cost dt a spoCteme
\
1 t
/ costdt = | = dtzfldtgt,tel

V1 —sin’t | cost|

\

Nyni je podle 2. substitu¢ni metody hotovo

C .
X = arcsinx , x € I .

[ =







Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

1 S 1 c , S .
/—2 dx = costdt= [ 1dt =t = arcsinx, x € I .
vi—u V1 —sin?t
Primitivn{ funkce
primitivni funkce
jednoznacnost

geometricky popis

integraly 1

integrély 2
spojité funkce

konstrukce prim.fce
vypocet

linearita

per partes

integraly 3

substituce specidlni

substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

Iie

1dt i

/ ! 15/ ! tdt/
— X = COS —
V1 — 2 \/1—sin2t

 /

To byla substituce x = sint.

Jeji pouziti indikuje 2.

|len

arcsinz, x € I .

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak bude integral vypadat po
substituci, je nckdy tajem-
stvi . ..

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak bude integral vypadat po
substituci, je nckdy tajem-
stvi . ..

Ja bych do téch sini nesel.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékdy byva slusné popsat
pouZziti substituce podrob-
n€ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho i, napriklad:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nékdy byva slusné popsat
pouZziti substituce podrob-
n€ji. V nasem piipadé bych
nckde poznamenal vysvét-

leni toho i, napriklad:

r =-sint arcsinx =t
S: ze(-1,)=1 te(—n/2,n/2)=J
dx = costdt te€J= cost#0 IE;%:;?&X;‘S;‘;‘&:
jednoznacnost

geometricky popis
integrély 1

integrély 2
* spojité funkce

konstrukce prim.fce
vypocet

linearita

per partes

integraly 3

substituce specidlni

substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypocCtu, muzeme
také psat

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypoctu, muzeme

také psat
T =sint arcsinx =t
1 S S
\/ﬁd}( = S : IE(—Ll):] tE(—?T/2,7T/2>:J —
— Qj o e, .
Primitivni funk
dx = costdt teJ= cost#0 primitivni funkce
| | - jednozngténgst _
S C geomqtncky popis
= < — — integrély 1
V 1 — SIn“t spojité funkce
c g konstrukce prim.fce
- ypocet
=t = arcsinx, x € [ . " inearita

per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pokud chceme zachoyvat li-
nearitu vypoctu, muzeme

také psat
T =sint arcsinx =t
1 S S
\/ﬁd}( = S : IE(—Ll):] tE(—?T/2,7T/2>:J —
— Qj o e, .
Primitivni funk
dx = costdt teJ= cost#0 primitivni funkce
| | - jednozngténgst _
S C geomqtncky popis
= < — — integrély 1
V 1 — SIn“t spojité funkce
c g konstrukce prim.fce
- ypocet
=t = arcsinx, x € [ . " inearita

per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Viimn&te si, Ze pii pouZiti =
V JEDEN OKAMZIK zmi-
zela vSechna x a nahradila

je t. A pfi druhém pouziti =
naopak.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jeste joke pro lenochy:




\

Jeste joke pro lenochy:

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k 1.

\




Jeste joke pro lenochy:

\

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k 1.

{

Reseni.

T =t V=t
S S C ,9 8
/1dX: S: z€(0,00)=1 te€(0,00)=J Z/Qtdt:t =z,x €.
dx = 2tdt teJ = 2t#0

_—




Pokud si u druhé substi-
tucni metody intervaly [ a J

odpovidaji vzajemné jedno-
znacné, mame vlastné dvé
funkce: z = x(t) at = t(x).
Pak by tolik nemuselo va-
dit "michat" v jednom in-
tegralu obé pismenka z a
t. Nicméné se to nedoporu-
cuje!!!

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Mnohem dilezitéj$i je u
druhé substituéni metody
veédeét, Ze jednou (na konci
vypoctu) budeme zpravidla
potiebovat tu proklatou in-

verzni funkci k naSi substi-
tuci.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Mnohem dilezitéj$i je u
druhé substituéni metody
veédeét, Ze jednou (na konci
vypoctu) budeme zpravidla
potiebovat tu proklatou in-

verzni funkci k naSi substi-
tuci.

BTW, hledat inverzni funkci
je vlastné hledat feseni rov-

nice z = 1 (t) pro neznimou

t. Jaké rovnice vlastn€ dove-
deme vyfesit?

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Mnohem dilezitéj$i je u
druhé substituéni metody
veédeét, Ze jednou (na konci
vypoctu) budeme zpravidla
potiebovat tu proklatou in-

verzni funkci k naSi substi-
tuci.

BTW, hledat inverzni funkci
je vlastné hledat feseni rov-

nice z = 1 (t) pro neznimou

t. Jaké rovnice vlastn€ dove-
deme vyfesit?

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecnd
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Lineédrni, kvadratické a jed-
noduché.




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

1
— dx.
/\/14-332




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

\

Reseni. Zvolime substituci (t) = sinht, ¢t € R.

\




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

\

Reseni. Zvolime substituci (t) = sinht, ¢t € R.

\

Zjistime pro poradek rovnou inverzni funkci:

t =0

:zczsimht:6 _26 e =x+V1+22,

z ¢ehoz jedinym smysluplnym feSenim je

t = log(x—i—m) :




Priklad. Spoctéte pomoci substituce

\

Reseni. Zvolime substituci (t) = sinht, ¢t € R.

\

Zjistime pro poradek rovnou inverzni funkci:
t

ot
: 26 e =x+V1+22,

z ¢ehoz jedinym smysluplnym feSenim je

t = log(x+m) :

r =sinht =

\

Navic

t_ Y\ T
(sinht)’:<6 26 ) = (e —;6 ):cosht#O,:EER.

Tedy 1) m4 na R nenulovou derivaci, je tam prostd a ¢! (z) = log (x +v1+ :1:2).

—p




Pro x € R je integrovana funkce definovana a spojita.

\




Pro x € R je integrovana funkce definovana a spojita.

\

Dosadime si nyni do zadaného integrdlu vztah x = sinht, a jeho "derivovanou po-
dobu" dx = cosht dt a spoCteme

\




Pro x € R je integrovana funkce definovana a spojita.

\

Dosadime si nyni do zadaného integrdlu vztah x = sinht, a jeho "derivovanou po-
dobu" dx = cosht dt a spoCteme

\

cosht
cosht dt =

1
/ V1 + sinh? ¢ | cosh|

dt=/1dt St ted




Pro x € R je integrovana funkce definovana a spojita.

\

Dosadime si nyni do zadaného integrdlu vztah x = sinht, a jeho "derivovanou po-
dobu" dx = cosht dt a spoCteme

\

cosht
cosht dt =

1
/ V1 + sinh*t | cosh|

dtz/ldt St tel

\

Nyni je podle 2. substituéni metody hotovo

1
/mdx c 10g<:1:+\/1—|—a:2) ,xel.
5




Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

/ L xS / ! tdt /
— dx = costdt =
V14 22 /1 + sinh?¢t

\

Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

1dt £ ¢ 2 log<x+v1+x2>,x€R.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

/ L xS / ! tdt /
— dx = costdt =
V14 22 /1 + sinh?¢t

\

Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

To byla substituce z =
sinh¢. Jeji pouziti indikuje
S

1dt £ ¢ 2 log<x+v1+x2>,x€R.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

/ L xS / ! tdt /
— dx = costdt =
V14 22 /1 + sinh?¢t

\

Vypocet je trochu upovi-
dany. Proto to budeme psat
struCnéji:

To byla substituce z =
sinh¢. Jeji pouziti indikuje
S

1dt £ ¢ 2 log<x+v1+x2>,x€R.

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



dx

x = sinht log (x+\/1+x2) =t
reR teR
= coshtdt teR = cost#0

Pokud chceme zachovat li-
nearitu vypocCtu, muzeme
také psat

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



/

1

vV 1+ x?

dx

xr = sinht log (x+\/1+x2) =

reR teR
= coshtdt te€R = cost#0

|l

I|Q

/

Pokud chceme zachovat li-
nearitu vypocCtu, muzeme
také psat

xr =sinht

1og(a:+\/1+:1:2> =t
S: r € R teR
dx = coshtdt ¢ &R = cosht #0

1
cosht dt = /1 dt £
V14 sinh? ¢

t 2 log(x+v1+$2>,xER.

||

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






V§imnéme si, e cosh’t — cosh?t = 1, sinh’ ¢t = cosht = 1, cosh’ ¢ = sinh’¢.

\




V§imnéme si, e cosh’t — cosh?t = 1, sinh’ ¢t = cosht = 1, cosh’ ¢ = sinh’¢.

\

To se hodi na vVz2—1 a

Va2 +1.




Viimnéme si, e cosh?t — cosh?# = 1, sinh’t = cosht = 1, cosh’t = sinh’t.

\/

To se hodi na vVz2—1 a

vxe+ 1.

Primitivn{ funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integraly 1
integrély 2
spojité funkce
. konstrukce prim.fce
Na to nestaci sin a cos? g
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Konec cvicCeni 4.




Uceni 4 :

Snadny priklad:

/2:1:6:”2 dxi/etdtget.




Uceni 4 :

Snadny priklad:

2£U€x2 dx 5 el dt ¢ el

JeSté asi néco chybi, snaha
ale byla ...

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Snadny priklad:

/23:6‘”2 dxi/etdxgex.




Snadny priklad:

2 e
2xe’ dx =

C
el dx = e” .

Protrepat, ale nemichat . ..

Primitivni funkce
primitivni funkce
jednoznacnost
geometricky popis
integrély 1
integrély 2
spojité funkce
konstrukce prim.fce
vypocet
linearita
per partes
integraly 3
substituce specidlni
substituce obecna
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec uceni 4.




