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RADY CISEL

Zatim byly probrany dva
druhy operaci s posloup-
nostmi:
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1. limita posloupnosti (operace zaloZend na vzdélenosti bodit)

\

2. supremum nebo infimum posloupnosti (operace zalozena na usporadani boda).
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Z hlavnich struktur redlnych Cisel zbyva pouzit aritmetické operace. V nasledujici
casti bude probran soucet posloupnosti.
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DEFINICE. Je-li {a,} posloupnost realnych ¢isel, znaci symbol > a, jeji soucet, tj.
n=1

limitu ¢astecnych souctd lim (a; + - - - + ay).
n—oo
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konverguje, je-li jeji soucet redlné Cislo
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diverguje, jestlize jeji soucet neexistuje (pak rada osciluje), nebo
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diverguje, jestlize je jeji soucet nevlastni (pak téz rikdme, ze fada konverguje k +o00

nebo —o0).
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ProtoZze soucet rady je limi-
tou specidlni posloupnosti,
vyplynou nékteré nasledu-
jici vlastnosti souctli fad z
vet o limitach posloupnosti.
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ProtoZze soucet rady je limi-
tou specidlni posloupnosti,
vyplynou nékteré nasledu-
jici vlastnosti souctli fad z
vet o limitach posloupnosti.

VETA. Rada Z a, konverguje pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje £ € N tak, Ze pro

n=1
vSechnan >m > k je

4

‘(I/m + Am+1 + an‘ <E€.

Diikaz. Tvrzeni je pfepisem Bolzanovy-Cauchyovy podminky pro konvergenci posloup-

nosti ¢astecnych soucti {s, }.
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VETA. Nasledujici rovnosti plati, pokud maji smysl pravé strany:

d (an+by) = Y an+ Y by,
Z(k-an) = k-Zan.
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Diikaz. Tvrzeni plyne ihned z vét o limité souctu a nasobku posloupnosti. &
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Nasledujici tvrzeni udava

velmi ddlezitou nutnou
podminku pro konvergenci

(pozor, neni to ekviva-
lence!):

VETA. Jestlize Z a, konverguje, pak lim a,, = 0.

n—=1
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Tvrzeni se vétSinou pou-
Ziva v obraceném znéni, tj.,
jestlize neni lim a,, = 0, pak

09
> a, nekonverguje.

n=1
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Tvrzeni se vétSinou pou-
Ziva v obraceném znéni, tj.,

jestlize neni lim a,, = 0, pak
09

> a, nekonverguje.
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Jo, tohle jsem mockrat po-
pletl ...
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Konvergence rad s kladnymi (¢i zapornymi) cleny




Konvergence rad s kladnymi (¢i zapornymi) ¢leny

V mnoha pfipadech se sCi-
taji posloupnosti kladnych
Cisel. V takovém pripad¢ (a
v pripadé trochu obecnéj-
Sim) je situace znacné jed-
nodussi:
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V mnoha pripadech se sci-
taji posloupnosti kladnych
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Sim) je situace znacné jed-
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VETA. Jestlize viad¢ ) a, neméni jeji Cleny od urcitého indexu znaménko, fada vzdy
n=1
konverguje k vlastnimu nebo k nevlastnimu Cislu.

V

Diikaz. Uvedend vlastnost posloupnosti znamenad, Ze posloupnost ¢aste¢nych souctd je

od urcitého ¢lenu monoténni a tedy ma vlastni nebo nevlastni limitu.
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Jde o konecnost plochy pod
grafem po Cdastech kon-
stantni funkce na nasleduyi-
cim obrazku

f(x)=a,
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Pro tady z predchoziho tvrzeni zbyva najit kritéria, kterd umozni zjistit, zda rada kon-
verguje k vlastnimu nebo k nevlastnimu cislu.
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Pro tady z predchoziho tvrzeni zbyva najit kritéria, kterd umozni zjistit, zda rada kon-
verguje k vlastnimu nebo k nevlastnimu cislu.
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Je zieymé, Ze se staCi omezit na fady s nezapornymi nebo kladnymi Cleny.
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VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < b, pro skoro vSechna n € N.

\




VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < b,, pro skoro vSechna n € N.

\

1. Jestlize > b, konverguje, tak i ) a,, konverguje.
n=1 n=1

\




VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < b,, pro skoro vSechna n € N.

\

1. Jestlize > b, konverguje, tak i ) a,, konverguje.
n=1 n=1

\

2. Jestlize > a, diverguje, tak i > _ b, diverguje.
n=1 n=1

\




VETA. (Srovnavaci kritérium) Necht' 0 < a,, < b,, pro skoro vSechna n € N.

\

1. Jestlize > b, konverguje, tak i ) a,, konverguje.
n=1 n=1

\

2. Jestlize > a, diverguje, tak i > _ b, diverguje.
n=1 n=1

4

Diukaz. ProtoZe zména kone¢né mnoha ¢lent fady neovlivni konvergenci, lze predpo-
kladat, ze 0 < a,, < b, pro vSechna n € N.

\




VETA. (Srovnavaci Kkritérium) Necht 0 < a,, < b, pro skoro vSechnan € N.

\

1. Jestlize Z b, konverguje, tak i »  a, konverguje.

n—=1 m=ll

\

2. Jestlize > a, diverguje, tak i > b, diverguje.

n—1 m=]

4

Diikaz. ProtoZze zména kone¢né mnoha ¢lent fady neovlivni konvergenci, 1ze predpo-
kladat, ze 0 < a,, < b, pro vSechnan € N.

\

Jsou-li {s, }, {t,} posloupnosti ¢aste¢nych souctti posloupnosti {a, }, resp. {b, }, pak
Sn < t, pro vSechna n € N a tedy lims,, < limt,. Z véty o zachovavani usporadani
limitami plynou ithned obé tvrzeni. &

=)
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DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro vSechna n € N.
\ /




DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro vSechna n € N.
\ /

1. Jestlize existuji kladna Cisla k, K tak, ze kb, < a, < Kb, pro skoro vSechnan € N,
> b, konverguje.

n=1

pak > a, konverguje pravé kdyz fada
n=1

\




DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro vSechna n € N.
\ /

1. Jestlize existuji kladna Cisla k, K tak, ze kb, < a, < Kb, pro skoro vSechnan € N,

pak > a, konverguje pravé kdyz fada > b, konverguje.
=l =

n=1
\
(©.9)
2. Jestlize existuje kladnd vlastn{ limita lim 3, pak »  a, konverguje pravé kdyz fada

! =1

o n
b, konverguje.

n=1




DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro viechna n € N.
{

1. Jestlize existuji kladna Cisla k, K tak, Ze kb, < a, < Kb, pro skoro vSechnan € N,

pak > a, konverguje pravé kdyz fada > b, konverguje.
=l =

n=1
\
(©.9)
2. Jestlize existuje kladnd vlastn{ limita lim 3, pak »  a, konverguje pravé kdyz fada

! =1

o n
b, konverguje.

n=1

4

Dukaz. Tvrzeni 1 vyplyva ze srovndvaciho kritéria a z jednoduchého faktu, Ze pro
(©.9]

(0.9)
kladné ¢islo p konverguje fada » | z,, pravé kdyZz konverguje fada > pzx,,.
n=1 n=1

\




DUSLEDEK. Necht a, > 0,b, > 0 pro vSechnan € N.
\ /

]. Jesthze existuji kladna Cisla k, K tak, ze kb,, < a, < Kb, pro skoro vSechnan € N,

pak Z a, konverguje pravé kdyz rada Z b, konverguje.
n=1 n=1
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Tvrzeni 2 se nazyva limitni tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.

\




Tvrzeni 2 se nazyva limitni tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.

\

Tvrzeni 1 je vSak obecnéjsi, protoze se muZe stat, Ze jeho podminky jsou splnény, ale
lim(a,,/b,) neexistuje.

\
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Tvrzeni 2 se nazyva limitni tvar tvrzeni 1 a snadno z ného vyplyva.

\

Tvrzeni 1 je vSak obecnéjsi, protoze se muZe stat, Ze jeho podminky jsou splnény, ale
lim(a,,/b,) neexistuje.

\/
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Podobné je tomu v nésledujicich kritériich.

\




Podobné je tomu v nésledujicich kritériich.

\

Limitni tvary budou uvadény bez dlikazi, nebot’ jsou obdobné predchozimu ditkazu.
Priklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

\




Podobné je tomu v nésledujicich kritériich.

\

Limitni tvary budou uvddény bez dikazii, nebot’ jsou obdobné predchozimu dikazu.
Priklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

\

(a) Je-li {/a, < q pro n&jaké ¢ < 1 a skoro vSechna n , pak fada ) a,, konverguje.

m=ll

\




Podobné je tomu v nésledujicich kritériich.

\

Limitni tvary budou uvddény bez dikazii, nebot’ jsou obdobné predchozimu dikazu.
Priklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

\

(a) Je-li {/a, < q pro n&jaké ¢ < 1 a skoro vSechna n , pak fada ) a,, konverguje.

n=1
\

(b) Je-li /a,, > 1 pro skoro vSechna n, pak fada ) _ a,, diverguje.
n=1




Podobné je tomu v nasledujicich kritériich.

\

Limitni tvary budou uvadény bez diikazii, nebot’ jsou obdobné pfedchozimu ditkazu.

Priklady 2a

VETA. (Cauchyovo odmocninové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro viechna n € N.

\

(a) Je-li /a,, < q pro néjaké g < 1 a skoro vSechna n , pak fada » _ a,, konverguje.
n=1

\/

(b) Je-li {/a,, > 1 pro skoro vSechna n, pak fada > _ a,, diverguje.
n=1

4

Dukaz. Prvni ¢ast tvrzeni vyplyva ze srovnavaciho kritéria srovnanim s geometrickou
fadou {¢"}, ktera konverguje pravé pro |¢| < 1. Podminka druhé Casti znamend, Ze
nemuze byt lim a,, = 0. &

=
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DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht' a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.
\ /




DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht' a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.
\ /

(a) Je-li lim /a, < 1, pak fada ) a, konverguje.
n=1

\




DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht' a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.
\ /

(a) Je-li lim /a, < 1, pak fada ) a, konverguje.
n=1

\

(b) Je-li lim /a,, > 1, pak fada ) | a, diverguje.
n=1

\




DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht' a,, > 0 pro skoro vSechnan € N.
\ /

(a) Je-li lim /a,, < 1, pak fada Z a, konverguje.

n=ll

\

(b) Je-li lim /@, > 1, pak fada S a, diverguje.

n=1

Jde o to, kdy je fada ,,mensi"
nez geometricka. V téch pri-
padech ,,funguje" odmocni-
nové kritérium.
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Mysli se to doopravdy. Po-
kud rada neni ,,menSi" nez
geometrickd, nemuze od-

mocninové kritérium fungo-
vat.

Ustupuji hrubému nésili.
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Nasledujici obrazek uka-
zuje, jak pékné konverguje
geometricka rada.

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitn{
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

11 1 1
P AR

W | =




Nasledujici obrazek uka-
zuje, jak pékné konverguje
geometricka rada.

1 1 1 1

AT Ty

Takhle konverguje kazda ge-
ometricka rada.

W | =
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Piiklady 2b




VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

\




VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht’ a,, > 0 pro skoro vSechna n € N.

\

(a) Je-li ag—:l < q pro néjaké ¢ < 1 a skoro vSechna n, pak fada > a,, konverguje.

=1l

\




VETA. (d’Alembertovo podilové kritérium) Necht' a,, > 0 pro skoro viechna n € N.

\

-
(a) Je-li ”Z—“ < ¢ pro néjaké g < 1 a skoro vSechna n, pak fada ) a, konverguje.
. n=1

\

o
(b) Je-li aZ—Ifl > 1 pro skoro vSechna n, pak fada ) a, diverguje.
n=1

Diikaz. Lze predpokladat, Ze podminky tvrzeni plati pro vSechna n € N. Pak z pod-
minky v prvnim tvrzeni vyplyva nerovnost a,, .1 < ¢"a; pro vSechna n a tvrzeni vyplyva
ze srovnani s geometrickou fadou {¢"}, ktera konverguje pravé pro |¢| < 1. Podminka
druhé Casti znamen4, zZe nemtZe byt lim a,, = 0.

=)
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DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht a, > 0 pro viechna n € N.
{




DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht a, > 0 pro viechna n € N.
{

(a) Je-li lim == < 1, pak fada ) a,, konverguje.

m=ll

\




DUSLEDEK. (Limitni tvar) Necht a, > 0 pro viechna n € N.
{

(a) Je-li lim == < 1, pak fada ) a,, konverguje.

n=1
\

(b) Je-li lim ==L > 1, pak fada ) a, diverguje.
! n=1




Priklady 2¢

Zase opakuji. Pokud tada
neni ,mensi" nez geomet-
rickd, nemutZe podilové kri-
térium fungovat.

MiuizZe nemuze, tak teda ne-
muze. Jsem tvarny objekt.

Predchozi véty maji nasle-
dujici jednoduchy ale dile-
zity dtsledek pro limity po-
sloupnosti:
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Priklady 2¢

Zase opakuji. Pokud tada
neni ,mensi" nez geomet-
rickd, nemutZe podilové kri-
térium fungovat.

MiuizZe nemuze, tak teda ne-
muze. Jsem tvarny objekt.

Predchozi véty maji nasle-
dujici jednoduchy ale dile-
zity dtsledek pro limity po-
sloupnosti:
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DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {a,} plati /a, < q pro skoro vSechna n a néjaké q < 1,
pak lim a,, = 0 (specidlné to plati, jestlize lim /a,, < 1).

\




DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {a,} plati /a, < q pro skoro vSechna n a néjaké q < 1,
pak lim a,, = 0 (specidlné to plati, jestlize lim /a,, < 1).

\

(b) JestliZe pro posloupnost {a, } plati ag—zl < ¢ pro skoro vSechna n a néjaké g < 1, pak
lim a,, = 0 (specidln€ to plati, jestlize lim == < 1).

Priklady 2d
Nasledujici jednoduché kritérium se pouziva pro nékteré dilezité rady, pro které nelze
pouZzit podilové nebo odmocninové kritérium.

\




DUSLEDEK.

(a) Jestlize pro posloupnost {a,} plati /a, < q pro skoro vSechna n a n¢jaké ¢ < 1,
pak lim a,, = 0 (specidlné to plati, jestlize lim /a,, < 1).

\/

(b) JestliZe pro posloupnost {a, } plati "Z—f]l < g pro skoro vSechna n a néjaké g < 1, pak
lim a,, = 0 (specidlné to plati, jestlize lim = < 1).

n

Priklady 2d
Nasledujici jednoduché kritérium se pouziva pro nékteré diilezité fady, pro které nelze
pouzit podilové nebo odmocninové kritérium.

\

Pro vétSinu téchto tad lze
vyhodnéji pouzit tzv. inte-
gralni kritérium, které vSak
v tuto chvili nemize byt k
dispozici.
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VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht' {a,} je monoténni.

\




VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht' {a,} je monoténni.

\

+00 oo
Pak fada ) _ a,, konverguje pravé kdyz konverguje fada » | 2"aon.
n=l1 n=0

\




VETA. (Kondenzaéni kritérium) Necht {a,} je monoténni.

\

+00 400
Pak fada ) a, konverguje pravé kdyZ konverguje fada > 2"agn.
n=1 n=0

© v 2 ., v LEKCE10-RAD
Dukaz. Necht’ a,, > a,; > 0 pro vSechna n. Porovnavaji se rady fady
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&
a 4+ + ay 4o ar ivergence
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VETA. (Kondenzaé¢ni Kritérium) Necht’ {a,} je monoténni.

\/

+00

+00

Pak fada ) _ a, konverguje praveé kdyZ konverguje fada ) 2"agn.

=]l

4

n=0

Diikaz. Necht’ a,, > a,,1 > 0 pro vSechna n. Porovnavaji se fady

CL1—|—
a; +

as + as
a9 + a9

souctim druhé rady.

\

_+_
_|_

g+ -+ ay
aqg+ ---+aq

Pro opaCnou nerovnost se porovnaji rady

CL1—|-
as —+

as + asg
Ay + ay

+00

_|_
+

as+ -+ as
CLg‘F“"FCLg

+ (ag+---+ai) +---
(CL8+"'+CL8)

a je zreymé€, ze prvni fada ma vSechny soucty v zdvorkach nejvySe rovny prisluSnym

_|_

+ (CLS+"'+CL15)
+ (CL16+"‘—|—CL16>

kde druhd fada vznikne z ) | 2"aon vynechanim prvniho ¢lenu a vydélenim fady dvéma.

n=0
Je opét zfejmé, zZe druha fada ma vSechny soucty v zdvorkach nejvyse rovny prisluSnym
souctlim prvni fady. Ze srovnavaciho kritéria nyni plyne dokazované tvrzeni.
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Kritérium asi vymyslel pan
Harmon na harmonickou
radu.
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Konvergence rad s proménnymi znaménky




Konvergence rad s proménnymi znaménky

JestliZze se méni v fad€ zna-
ménka, byva téz8i rozhod-
nout o konvergenci.
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Konvergence rad s proménnymi znaménky
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o +00
VETA. (Leibniz) Necht’ {a,} je monoténni a lim a,, = 0. Pak fada » _ (—1)"a,, konver-
n=0

guje.

\




v —+00
VETA. (Leibniz) Necht’ {a,} je monoténni a lim a,, = 0. Pak fada ) (—1)"a,, konver-
n=>0

guje.

4

Diikaz. Necht' a, > a,.1 > 0 pro vSechna n. Podposloupnosti ¢astecnych souctl
{39}, {S2,—1} jsou monoténni (prvni je neklesajici a druhd nerostouci) a maji tedy li-
mity s, resp. t. Pak s — ¢ = lim(sg, — S9,,_1) = lim ay, = 0. &

\/
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A4 +00
VETA. (Leibniz) Necht’ {a,} je monoténni a lim a,, = 0. Pak fada ) (—1)"a,, konver-
n=>0

guje.

4

Diikaz. Necht' a, > a,.1 > 0 pro vSechna n. Podposloupnosti ¢astecnych souctl
{39}, {S2,—1} jsou monoténni (prvni je neklesajici a druhd nerostouci) a maji tedy li-
mity s, resp. t. Pak s — ¢ = lim(sg, — S9,,_1) = lim ay, = 0. &

\/

« fada se sttidavymi znamenky

CasteCné soucty o
o liché

Priklady 3a
Jedina jednodussi kritéria pro obecnéjsi pripad jsou Dirichletovo kritérium a Abelovo
kritérium.
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Jde o jakasi soucinova krité-
ria.




VETA. Necht' {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,b, konver-
n=1
guje, jestlize {a,} je monoténni a bud’
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VETA. Necht' {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,b, konver-
n=1
guje, jestlize {a,} je monoténni a bud’

\

(a) lim a,, = 0, {b,} ma omezené Castecné soucty (Dirichlet)

\




VETA. Necht' {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,b, konver-
n=1
guje, jestlize {a,} je monoténni a bud’
\
(a) lima, = 0, {b,} ma omezené Castecné soucty (Dirichlet)

\

nebo
(b) {a,} je omezend a fada > b, konverguje (Abel),
=l

\




VETA. Necht' {a,}, {b,} jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Rada > a,b, konver-
n=1
guje, jestlize {a,} je monoténni a bud’
\
(a) lima, = 0, {b,} ma omezené Castecné soucty (Dirichlet)

\

nebo
(b) {a,} je omezend a fada > b, konverguje (Abel),
n=1

\

Kdo zapomene na monoto-
nii, bude za Saska




Dikaz. K diikazu se pouzije Bolzanova—Cauchyova podminka, tj., je nutné odhadnout
@by + - - - + ambn,|. Lze predpokladat, Ze {a,} je nerostouci. Casteéné soulty posloup-
nosti {b,} budou oznaceny t,. Necht’ n je pevné zvoleno a m > n je libovolné. Pro
k> mnseoznalit, =ty —t,_1(=b,+---+by),t,_; = 0. Lze psat

n

anbn + 0+ a'mbm — an(tn - tn—l) + an—|—1<tn+1 - tn—i—Q) + e+ am(tm — tm—l)
— _antn—l + (an - an—|—1>tn + - (am—l - am)tm—l + amtm .

Je-li posloupnost {|t, |} omezena Cislem K, lezi posledni vyraz v intervalu [—2a, K, 2a,, K| LEKCEI0-RAD
0) , 7 . s pe v N 2 yd . * v
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Dikaz. K diikazu se pouzije Bolzanova—Cauchyova podminka, tj., je nutné odhadnout
@by + - - - + ambn,|. Lze predpokladat, Ze {a,} je nerostouci. Casteéné soulty posloup-
nosti {b,} budou oznaceny t,. Necht’ n je pevné zvoleno a m > n je libovolné. Pro
k> mnseoznalit, =ty —t,_1(=b,+---+by),t,_; = 0. Lze psat

n
anbn + 0+ a'mbm — an(tn - tn—l) + an—|—1<tn+1 - tn—i—Q) + e+ am(tm — tm—l)
= —aptp1+ (an - an—|—1>tn +oee Tt (am—l - am>tm—1 + amtp, -

Je-li posloupnost {|¢, |} omezena Cislem K, leZi posledni vyraz v intervalu [ —2a,, K, 2a,, /| LEKCE10-RAD
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) s /7 . s /2 4 vl ’ . v
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4 &7 1 1 b1 /3 > -4 4 7 Y Cauchy-limitn{
{\an\}ooomezena né€jakym Cislem K a Cisla ¢; jsou libovoln€ mala s rostoucim n, protoze — {aehiimin
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Pouzivd se d’abelsky trik,
kterému se fikd Abelova
parcidlni sumace.
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Pouzivd se d’abelsky trik,
kterému se fikd Abelova
parcidlni sumace.

Mohu mit jednoduchy do-
taz: Ta véta plati?
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Absolutni konvergence




Absolutni konvergence
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o +00
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+00
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Absolutni konvergence
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Jak nazev napovida, abso-
lutni konvergence by me¢éla
znamenat vice neZ jen kon-
vergence. To potvrzuje tvr-
zeni:
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VETA. Absolutné konvergentni rada konverguje. Navic konverguje ke stejnému Cislu 1

po libovolném prferovndni.

Jak nazev napovidd, abso-
lutni konvergence by me¢éla
znamenat vice neZ jen kon-
vergence. To potvrzuje tvr-
zeni:

-=p

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



400
, plyne z konvergence fady > |a,|

Dukaz. Protoze pro kazdé n je 0 < a,, + |a,| < 2|a,

—1
+00 400 !
konvergence fady >  (a, + |a,|) a (odectenim) i konvergence fady > a,,.
n=1 n=1
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400 T
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Pro libovolné £ > 0 existuje n takové, ze > |a,| < e.
n=ny
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Dale existuje n; > ng takové, ze je-li 1 < n < ny, existuje 1 < 7 < ny s vlastnosti

o(i) = n.
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400
Pro libovolné € > 0 existuje ng takové, ze > |a,| < e.
n=ny

4

Dale existuje n; > ng takové, ze je-li 1 < n < ny, existuje 1 < 7 < ny s vlastnosti

®(i) = n.
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400
ProtoZe fada ) |a,| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci

n=1
+00
fady ) a, plati vSechna kritéria uvedend v ¢asti o fadach s neménicimi znaménky, jen
=l

je nutné misto a,, psat |a,|.

\
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400
ProtoZe fada ) |a,| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci

n=1
+00
fady ) a, plati vSechna kritéria uvedend v ¢asti o fadach s neménicimi znaménky, jen
=l

je nutné misto a,, psat |a,|.
¥
+00
Tedy napt., jestlize existuje ¢ < 1 tak, Zze {/|a,| < ¢, pak fada »_ a, konverguje
n=1

absolutné.

\
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400
ProtoZe fada ) |a,| je fada s neménicimi se znaménky, pro absolutni konvergenci

n=1
+00
fady ) a, plati vSechna kritéria uvedend v ¢asti o fadach s neménicimi znaménky, jen
=l

je nutné misto a,, psat |a,|.
¥
+00
Tedy napt., jestlize existuje ¢ < 1 tak, Zze {/|a,| < ¢, pak fada »_ a, konverguje
n=1

absolutné.

\

Jde o mysSlenku, znéni vety
se pak vynofi samo.
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Druhd c¢ast v predchozim
tvrzeni charakterizuje abso-
lutni konvergenci:
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\

Jestlize rada konverguje 1 po libovolném prerovnani (neni nutné pozadovat, ze ke stej-

Druhd c¢ast v predchozim
tvrzeni charakterizuje abso-
lutni konvergenci:

nému Cislu), pak rfada konverguje absolutné.
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\

Jestlize rada konverguje 1 po libovolném prerovnani (neni nutné pozadovat, ze ke stej-

Druhd c¢ast v predchozim
tvrzeni charakterizuje abso-
lutni konvergenci:

nému Cislu), pak rfada konverguje absolutné.

\

Plati totiz nasledujici tvr-
zeni, jehoZz dikaz bude jen
naznacen pro specialni fadu
(obecné podrobnosti jsou v
Otéazkach).
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» +00
VETA. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné.

n—=1

\




» +00
VETA. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné.

n=1
\
+00
Pak pro kazdé p € R* existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny N na N takové, Ze )  a,(,) =
n=1

p a existuje takové ¢, Ze prerovnand fada osciluje.

\




VETA. Necht fada ) a, konverguje neabsolutné.

n=1
+00
o yd e ;k M . . yd / p Ve yd 4 o
Pak pro kazdé p € R* existuje prosté zobrazeni ¢ mnoziny N na N takové, ze Zl Ayp(n) =
n=
p a existuje takové ¢, Ze prerovnana rada osciluje.
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. . o X et
Diikaz. Dikaz bude proveden pro fadu ) | ~——.

n=1

\




400
Dikaz. Dukaz bude proveden pro fadu )

n=1

(!

\

400 400
Z divergence harmonické fady vyplyvd, Ze obé fady ) % a >, ﬁ konverguji k
n=1 n=1

+00.

\




+00
Dukaz. Dikaz bude proveden pro fadu >

n=1

(_1)71—1

\
+00 +00
Z divergence harmonické fady vyplyvd, Ze ob& fady ) 5 a ) 5—— konverguji k

2n—1
+o00.
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Necht' p € R. Existuje nejmensi index &, takovy, Ze soutet S/, 1/(2n — 1) > p a
nejmensi index k; tak, e 270 1/(2n — 1) — 3202, 1/(2n) < p.

\




Necht’ p € R. Existuje nejmensi index k; takovy, Ze soucet Zfil 1/2n—1) >pa
nejmensi index k, tak, Ze Zfll 1/2n—1)— Zfﬁl 1/(2n) < p.

\

Opét Ize najit nejmen3i index ks tak, ze S0, 1/(2n—1)—>212, 1/(271)4-22 ka1 L/ (2n—

1) > p a nejmen3i index ky tak, e 37, 1/(2n — 1) — S22, 1/(2n) + ZZ ka1 1/ (20—
1) — Z@ k1 1/(2n) <p.
\
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Necht’ p € R. Existuje nejmensi index k; takovy, Ze soucet Zfil 1/2n—1) >pa
nejmensi index k, tak, Ze Zfll 1/2n—1)— Zfﬁl 1/(2n) < p.

\

Opét Ize najit nejmen3i index ks tak, ze S0, 1/(2n—1)—>212, 1/(271)4'22 ka1 L/ (2n—

1) > p a nejmensf index ky tak, Ze 3/ 1/(2n — 1) — 3212, 1/(2n) + 3028, 1 1/(2n —
1) — Z@ k1 1/(2n) <p.

\
Tyto indexy existuji z divodu divergence fad > 1/(2n)a ) 1/(2n — 1) k 0.

\
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Necht’ p € R. Existuje nejmensi index k; takovy, Ze soucet Zfil 1/2n—1) >pa
nejmensi index k, tak, Ze Zfll 1/2n—1)— Zfﬁl 1/(2n) < p.

\

Opét Ize najit nejmen3i index ks tak, ze S0, 1/(2n—1)—>212, 1/(271)4'22 ka1 L/ (2n—

1) > p a nejmensf index ky tak, Ze 3/ 1/(2n — 1) — 3212, 1/(2n) + 3028, 1 1/(2n —
1) — Z@ k1 1/(2n) <p.

\
Tyto indexy existuji z divodu divergence fad > 1/(2n)a ) 1/(2n — 1) k 0.

\

Takto l1ze pokraCovat dale.
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Rozdily souctli od ¢isla p se budou stdle zmensovat (protoze lim a,, = 0) a vysledna
nésledujici fada (kde x; je bud 1/(2i) nebo 1/(2i — 1) podle toho, je-li m sudé ¢i liché a
ko = 0) ma tedy soucet p:

km—|—1
—1

f:(_Dm ( fUz> =D.
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Rozdily souctli od ¢isla p se budou stdle zmensovat (protoze lim a,, = 0) a vysledna
nésledujici fada (kde x; je bud 1/(2i) nebo 1/(2i — 1) podle toho, je-li m sudé ¢i liché a
ko = 0) ma tedy soucet p:

km—|—1
—1

S (3 )

\

Tato fada vznikla z pivodni prehdzenim potadi indexd, tj., zobrazeni ¢ z tvrzeni je
dano nasledovné:

¢(n) =
¢(n)
¢(n)
¢(n) =

a podobné déle.

2n —1lprol <n < ky,

2(n — ky) proky + 1 <n < ky + ko,
Q(n—kg)—lprok1+k2+1§n§k1+k2+/€3,
2(n—k1—k3)pro/€1—|—k2+/€3—|—1§n§k1+k2—|—k3+k4
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Uz jenom kousek:




\

Pro p = +00 staci nachazet neyjmensi indexy £, tak, ze prislusné vyse uvedené soucty
misto vétsi nebo mensi nez drivejsi Cislo p budou vétsi nez n pro lichd n a mensi nez n

pro suda n.

\

Uz jenom kousek:
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Uz jenom kousek:

Pro p = +00 staci nachazet neyjmensi indexy £, tak, ze prislusné vyse uvedené soucty
misto vétsi nebo mensi nez drivejsi Cislo p budou vétsi nez n pro lichd n a mensi nez n
pro suda n.

\

Aby vyslednd fada oscilovala, staci nachazet nejmensi indexy k£, tak, aby prislusné
vysSe uvedené soucty misto veétSi nebo mensi nez diivéjsi Cislo p byly vétsi nez 1 pro
licha n a mensi nez —1 pro suda n. &

—p
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Dovedete vétu dokazat
,beze slov"?

9




Otazky 4 CviCeni4 Uceni 4

Dovedete vétu
,beze slov"?

dokazat

9
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RADY FUNKCI




RADY FUNKCI
'

Pfed definici obecné mocniny byla definovdna bodova konvergence posloupnosti funkci
a podobné lze definovat soucet fady funkci:

DEFINICE. Rikime, 7e fada funkci S f, konverguje (bodové) na mnoziné A C R k
funkci f, jestlize pro kazdé x € A konverguje fada Cisel » _ f,,(x) k Cislu f(z) (symbol

=)
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Specidlnim pripadem fady funkci jsou tzv. mocninné fady (funkce f,, je nasobek n-té
mocniny, tj. f,(x) = a,x").

\




Specidlnim pripadem fady funkci jsou tzv. mocninné fady (funkce f,, je ndsobek n-té
mocniny, tj. f,,(x) = a,x").

\

Teorie téchto fad bude probirdna pozdéji, ale je vhodné se nyni zabyvat nejdilezitéjSim
specialnim pripadem mocninnych tad, a to jsou Taylorovy tady.

\
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Specidlnim pripadem fady funkci jsou tzv. mocninné fady (funkce f,, je ndsobek n-té
mocniny, tj. f,,(x) = a,x").

\

Teorie téchto fad bude probirdna pozdéji, ale je vhodné se nyni zabyvat nejdilezitéjSim
specialnim pripadem mocninnych tad, a to jsou Taylorovy tady.

\

Taylorovy tady vznikaji z
Taylorovych polynomt pro-
dlouzenim jejich stupna az
do nekonecna.
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DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé a je fada funkci (mocnin)

©. (g
Zf '( >(az—a)".

n

n=0




DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé a je fada funkci (mocnin)

o £(n)(g

Ten vzorecek se mi moc libi.
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DEFINICE. Taylorova fada funkce f v bodé a je fada funkci (mocnin)

o £(n)(g
ZfT'()(:c —a)".

n=0

Ten vzorecek se mi moc libi.

AHA.
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Taylorovy polynomy funkce e~ v bodé 0 jsou nulové a tedy konverguji k O na R
(viz Priklady 7 v kapitole o pouZiti derivaci); tato limita nemd s ptivodni funkci vlastné
nic spolecného.

\/

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych Cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni Krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Taylorovy polynomy funkce e~ v bodé 0 jsou nulové a tedy konverguji k O na R
(viz Priklady 7 v kapitole o pouZiti derivaci); tato limita nemd s ptivodni funkci vlastné
nic spolecného.

\/
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Pro dtikaz nasledujiciho tvr-

zeni s1 staci uvédomit defi-
nici Taylorova zbytku a de-

finici konvergence rad.
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Pro dlikaz nasledujiciho tvr-

zeni s1 staci uvédomit defi-
nici Taylorova zbytku a de-

finici konvergence rad.

\

VETA. Taylorova fada funkce f konverguje k f v bod& x pravé kdyz lim Ry (z)
kde R, () je piisluiny n-ty zbytek Taylorova polynomu funkce f v bodg a.

0,
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Predchazejici

véta

bude

nyni pouzita na nékolik
zéakladnich funkci.
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Taylorovy polynomy nasledujicich funkci spolu s urCenim prisluSného zbytku byly

Predchazejici

véta

bude

nyni pouzita na nékolik
zéakladnich funkci.

probrany v Prikladech 7 v kapitole o pouziti derivaci.

\

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych Cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni Krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Taylorovy polynomy nasledujicich funkci spolu s urCenim prisluSného zbytku byly

Predchazejici

véta

bude

nyni pouzita na nékolik
zéakladnich funkci.

probrany v Prikladech 7 v kapitole o pouziti derivaci.

\

Nejdrive je vZdy uveden rozklad funkce na jeji Taylortv polynom a zbytek a potom je
uvedeno tvrzeni, pro které body zbytek konverguje k 0 a tedy pro které body Taylorova

rada konverguje k dané funkci.

Taylorovy rfady budou sestrojovany v bod¢ 0, takze slova ,,v bodé€ a" budou vynechana.

-
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Exponencialni funkce




Exponencialni funkce

2 n n+1 noqk n+1
T T T x x
e"=1+r+—++—+¢ =) —+tef
2! n! (n +1)! kz:; k! (n+ 1)!

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.




VETA. Taylorova fada funkce e* konverguje k e* na R a tedy

OOLU
Z?: , z€R.




VETA. Taylorova rfada funkce e* konverguje k e* na R a tedy

o0 Tk'

g —_—¢'. reR.
k! '

k=0

\
Dukaz. Z diisledku podilového kritéria pro limity posloupnosti plyne, Ze pro vSechna x [g sSHOR42

je lim ea™!/(n+ 2)! = 0, protoze soucet
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kde K je vétsi nez viechna &isla z - ¢“+1~% a tedy napf. &islo x - €217, <& | aplnaposloupnosti
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VETA. Taylorova rfada funkce e* konverguje k e* na R a tedy

4

Diikaz. Z disledku podilového kritéria pro limity posloupnosti plyne, Ze pro vSechna x
g™t/ (n + 2)!

je lim e
n—aoo

kde K je vétsi nez vSechna Cisla x - e“+17“ a tedy napr. Cislo z - e

Poznamky 5

\

pro néjaké c

\

563

nr=x— —
sazxg'—i-

mezi 0 a x.

3CT
ns

= (), protoze

reR.

60n+1 |x|n+2' K
0< (n—i—?) < |
T e ) S

e !

Goniometrické funkce

(_1)nx2n+1

(2n +1)!

2|

COS C
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VETA. Taylorova rfada funkce e* konverguje k e* na R a tedy

4

Diikaz. Z disledku podilového kritéria pro limity posloupnosti plyne, Ze pro vSechna x
g™t/ (n + 2)!

je lim e
n—aoo

kde K je vétsi nez vSechna Cisla x - e“+17“ a tedy napr. Cislo z - e

Poznamky 5

\

pro n¢jaké c

\

3

sm:z:—a:—§+

mezi 0 a x.

3CT
ns

= (), protoze

reR.

60n+1 |x|n+2' K
0< (n—i—?) < |
T e ) S

e !

Goniometrické funkce
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.’172 ; 582“ - 2n+2
cosx:1—§+---(—1) + (1) mcosc

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.

\




.’172 ; 372” - 2n+2
cosx:1—§+---(—1) + (1) mcosc

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.
\

VETA. Taylorovy fady funkci sin z, cos  konverguji na R k t€émto funkcim a tedy

i(—l)’“lﬂ =sinz, z€R
— (2k — 1)
% 2%
Z(—l)kék)' =cosz, z€R.
k=0 '




pro néjaké ¢ mezi 0 a x.

VETA. Taylorovy fady funkef sin z, cos = konverguji na R k témto funkcim a tedy

o0 2k—1

Z(—l)/"_l—@;i ] =sinr, z€eR
k=1 T
Lo 2k
p L o .
;(—1) 2R cosx, x€R.

4

Diikaz. Postup dikazu je stejny jako u exponencidlni funkce.

Poznamky 6
Logaritmicka funkce

\/
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pro néjaké ¢ mezi 0 a x.

VETA. Taylorovy fady funkef sin z, cos = konverguji na R k témto funkcim a tedy

o0 2k—1

Z(—l)/"_l—@;i ] =sinr, z€eR
k=1 T
Lo 2k
p L o .
;(—1) 2R cosx, x€R.

4

Diikaz. Postup dikazu je stejny jako u exponencidlni funkce.

Poznamky 6
Logaritmicka funkce
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S " (—1
lo(z4+1) =0 — — 4+ — ... (=11
sletl)=z—5+3 D

)1 x (=1)ngnt! y Lx(x—c)"
- Z (n 1)1 1 o (popr. (=1) 1+ C)n—l—l)

pro n¢jaké c mezi O ax, kdexz > —1.




VETA. Taylorova fada funkce lg(z + 1) konverguje k lg(z + 1) na (—1, 1] a tedy

Z(—l)k o lg(x+1), xe(-1,1].
k=0




VETA. Taylorova fada funkce lg(x + 1) konverguje k lg(z + 1) na (—1, 1] a tedy

A

S (D =lge+1), we(-11.

4

Dukaz. Je ziejmé, Ze musi byt z+1 > 0 a Ze pro x > 1 fada diverguje. Pro0 < x < 11ze
snadno shora odhadnout absolutni hodnotu Langrangeova tvaru zbytku éislem 1/(n+ 1)
a tedy pro tato x rovnost v tvrzeni plati. Pro —1 < z < 0 je vyhodnéjsi pouZit dusledek
odmocninového kritéria pro limity funkci a Cauchyova tvaru zbytku:

< Y= < ol /fal < fal < 1.
n

o 12(x = )|
(14 ¢yt
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Binomicky rozvoj




Binomicky rozvoj

\
(1+2)P=
|+ po + 22=g2 o pesleloonilln . g () =
>> (B)at +p(p = 1)...(p — n)(1 + et

k=0

proz > —1, cmezi 0 a z (kde (}) = p(p_l)",'g(!p_kﬂ)).




VETA. Taylorova fada funkce (1 + z)?, kde p € R, konverguje k (1 + 2 )? na intervalu
(—1,1) atedy

Z M)a" = (1 +2z)P, z€e(-1,1).

k=0




VETA. Taylorova fada funkce (1 + z)?, kde p € R, konverguje k (1 + z)? na intervalu
(—1,1) atedy

%9

> Qe =1 +ay,

re(—1,1).

Dukaz. Necht’

ProtoZe funkce ! proménné ¢ je monoténni, je (1 + ¢)?~ omezena &islem max(1, (1 +
x)P~1). Zlomek 11—ch lezi v intervalu (0, 1) (dokazte). Odtud vyplyva odhad

_l’_
—1)...(p —
Ry(o)] < ma(L, (L4 ) - fof 1 [AEZ D22
n!
a pomoci disledku podilového kritéria pro limity funkci konverguje prava strana k 0
(podily a,,.1/a, konverguji k |z|). &
.

LEKEE10-RAD
x| < 1. Uvedeny zbytek lze piepsat do tvaru - W _1)7;!’ (p=n) (1+c)P1gntl (ll_jg%; :
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Specidlné prop =1/2ap = —1/2:

(2k —3
Vi+rx=1+4= —I—Z kl—)xk, e (—1,1)

1"




Specidlné prop =1/2ap = —1/2:

(2k —3
Vi+rx=1+4= —I—Z kl—)xk, e (—1,1)




Specidlné prop =1/2ap = —1/2:

X Y.
VIFz =142+ 3 B

Poznamky 7 Priklady 7

Prvni tfi ¢leny nebo NIC!
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Podobné jako u posloupnosti nemusi ani fady zacinat od indexu 1, ale napf. od 13
nebo -7.

\




Poznamky 1 :

Podobné jako u posloupnosti nemusi ani fady zacinat od indexu 1, ale napf. od 13
nebo -7.

\

Na rozdil od limity posloupnosti a od s¢itdni konecné mnoha Cisel ale u sCitani neko-
necnych posloupnosti zalezi na poradi 1 na uzavorkovani (viz Otazky).

=




(0,9)
Prehazeni fady (neboli zména poradi scitani, neboli permutace fady) > a, je nova
n=1

fada »  ay(,), kde ¢ je prosté zobrazeni mnoZiny N na sebe (tj., permutace N).
s A6(n) Jep

\




(0,9)
Prehazeni fady (neboli zména poradi scitani, neboli permutace fady) > a, je nova
n=1

fada »  ay(,), kde ¢ je prosté zobrazeni mnoZiny N na sebe (tj., permutace N).
s A6(n) Jep

\

Posloupnost ¢asteCnych soucti této nové fady nema mnoho spole¢ného s posloupnosti
castecnych souctl pivodni fady.

=




(0,9) (©.9]
Uzéavorkovani (neboli seskupeni) fady > a, znamena pfeménu na fadu » _ b,, kde
n=1 n=1
kazdé b, je souCet konecné mnoha po sob¢ jdoucich prvki a; a kazdé a; se vyskytne jen
jednou, tj. existuje rostouci posloupnost {k, } pfirozenych Cisel zacinajici s k; = 1 a pak
by =ag, -+ ag

\

n+1_1'




(0,9) (©.9]
Uzéavorkovani (neboli seskupeni) fady > a, znamena pfeménu na fadu » _ b,, kde
n=1 n=1
kazdé b, je souCet konecné mnoha po sob¢ jdoucich prvki a; a kazdé a; se vyskytne jen
jednou, tj. existuje rostouci posloupnost {k, } pfirozenych Cisel zacinajici s k; = 1 a pak
by =ag, -+ ag

\

Je snadno vidét, Ze posloupnost castecnych souctl této nové fady je podposloupnosti
posloupnosti ¢astecnych souctt pivodni fady.

n+1_1'

—p




Pro konvergenci fad lze pouzivat vlastnosti, které plati skoro vSude, protoze konver-
gence fady se nezméni, jestlize se zméni, vynecha nebo prida kone¢né mnoho Clent fady
(soucet fady se samoziejmé pritom zmeni).

Konec pozndmek 1.




Poznamky 2 :

Nerovnosti posloupnosti 1ze nékdy ovérovat pomoci hledani extrémi funkci.

\




Poznamky 2 :

Nerovnosti posloupnosti 1ze nékdy ovérovat pomoci hledani extrémi funkci.

\

Ma-li se ukazat, ze f(n) < g(n) pro skoro vSechna n, stac¢i ukazat, ze minimum funkce
g — f je nezdporné na néjakém okoli +oc.

—p




Je nutné si uvédomit, ze ani odmocninové ani podilové kritérium neni ekvivalence.

—p




Limitni tvary kritérii jsou slabsi nez jejich nelimitni formulace nejen proto, ze uvedené
limity nemusi existovat.

=)




Limitni tvary odmocninového a podilového kritéria netikaji nic o pripadu, kdy se li-
mita rovnd 1. Mohou nastat vSechny mozné pripady.

=)




Podilové kritérium je slabsi mez odmocninové, tj., je-li mozné pouzit podilové krité-
rium, je mozné pouZzit i odmocninové kritérium (opacné to neplati).

\




Podilové kritérium je slabsi mez odmocninové, tj., je-li mozné pouzit podilové krité-
rium, je mozné pouZzit i odmocninové kritérium (opacné to neplati).

\

Presto se podilové kritérium Casto pouZziva, protoze byva v nékterych pripadech jed-
nodussi (napf. obsahuji-li vyrazy faktoridly).

—p




Existuji 1 jind kritéria. Jsou
vetSinou Sikovnym prefor-
mulovdanim  srovnavaciho
kritéria. Povim trochu o
trochu zajimavosti:
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'

*Jak se nové kritérium vymysli? Jednoduse. Vezmete si libovolnou péknou (Silenou)
konvergentni fadu s nezdpornymi znamenky a vyjadrite srovnavaci kritérium spocivajici
ve srovnani neznamé rady se zvolenou péknou. Tak dostanete nové krit€rium.

\
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Existuji 1 jind kritéria. Jsou
vetSinou Sikovnym prefor-
mulovdanim  srovnavaciho
kritéria. Povim trochu o
trochu zajimavosti:

\

*Jak se nové kritérium vymysli? Jednoduse. Vezmete si libovolnou péknou (Silenou)
konvergentni fadu s nezdpornymi znamenky a vyjadrite srovnavaci kritérium spocivajici
ve srovnani neznamé rady se zvolenou péknou. Tak dostanete nové krit€rium.

\

Jednim z nejznamé;jSich je kriterium Raabeho.

To si sami nékde najdete.
Kdyz se sem napiSe, tak se
jenom definitivné popletete.
Ono je opravdu jako stvo-
fené k popleteni vSeho ;-)

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



>X<Super-kritérium

\




>X<Super-kritérium

\

Necht’ pro fadu kladnych Cisel x,, existuji konstanty a, b, omezend posloupnost ¢, a
kladné ¢ tak, ze plati

T b Cn
= a+ -+ 14€ ?
Ln+1 n.-n

kde |c,| < ¢, e > 0.

\




>X<Super-kritérium

\

Necht’ pro fadu kladnych Cisel x,, existuji konstanty a, b, omezend posloupnost ¢, a
kladné ¢ tak, ze plati

T b Cn
= a+ -+ 14€ ?
Ln+1 n.-n

kde |c,| < c¢,e > 0.
\
Pak
e Pokud a > 1 rada konverguje.
e Pokud a < 1 fada diverguje.
e Pokud a = 1 & b > 1 fada konverguje.
e Pokud ¢ = 1 & b < 1 fada diverguje.




Konec poznamek 2.

Vymyslel to pan Gauss
a je to sinéSi nez
D’ Alembertovo 1 Raa-
beho kritérium. Musela
jsem to vyslepicit . . .
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Poznamky 3 :

U Leibnizova kritéria (i Dirichletova a Abelova) se nesmi zapomenout ovérit mono-
tonnost (viz predpoklady).

\




Poznamky 3 :
U Leibnizova kritéria (i Dirichletova a Abelova) se nesmi zapomenout ovérit mono-

tonnost (viz predpoklady).

\

Dirichletovo kritérium se vyhodné pouziva u fad, jejichZz n-Clen obsahuje nasobek
sin(nz).

Konec pozndmek 3.




Poznadmky 4 :

Konec poznamek 4.




Poznamky 5 :

V nékterych uCebnicich se exponencialni funkce e” definuje pomoci pravé sestrojené
rady. Pak je nutné pomoci této definice udélat pribéh této funkce. K tomu je potieba
nckterych dalSich tvrzeni o spojitosti souctu mocninné fady a o jeji derivaci.

\




Poznamky 5 :

V nékterych uCebnicich se exponencialni funkce e” definuje pomoci pravé sestrojené
rady. Pak je nutné pomoci této definice udélat pribéh této funkce. K tomu je potieba
nckterych dalSich tvrzeni o spojitosti souctu mocninné fady a o jeji derivaci.

\

Obdobné, jako v tomto textu, se definuje prirozeny logaritmus (inverzni funkce k e*)
a poté obecnd mocnina vzorcem a® = e*'8?,

—p




Exponencialni funkci 1ze definovat 1 pomoci funkciondlnich rovnic:

\




Exponencialni funkci 1ze definovat 1 pomoci funkciondlnich rovnic:

¥

Exponencidla je jedind funkce f na R, pro kterou plati f(z + y) = f(z)f(y) a
lim {821 — 1,
r—0 ¥

\




Exponencialni funkci 1ze definovat 1 pomoci funkciondlnich rovnic:

\

Exponencidla je jedind funkce f na R, pro kterou plati f(z + y) = f(z)f(y) a
lim {821 — 1,
r—0 ¥

\

JednoznacCnost se dokdze snadno, zbyva ukazat existenci: funkce definovana jako sou-
v v n », , .
et fady ) ° L+ md uvedené vlastnosti.

Konec pozndmek 5.




Poznamky 6 :

Na tomto misté l1ze uvést podobnou poznamku jako u exponencialni funkce. Funkci
0

k—1 g2k-1

sin z Ize definovat na R souctem fady > (—1) BT

k=1

\




Poznamky 6 :

Na tomto misté l1ze uvést podobnou poznamku jako u exponencialni funkce. Funkci
0

k—1 g2k-1

sin z Ize definovat na R souctem fady > (—1) BT

k=1

\

Tato funkce resi funkcionalni rovnosti, pomoci kterych se nékdy funkce sinus definuje.

Konec poznamek 6.




Poznamky 7 :

V krajnich bodech intervalu konvergence —1, 1 mize i nemusi pro nékterd p uvedena
Taylorova fada k mocniné konvergovat.

\




Poznamky 7 :

V krajnich bodech intervalu konvergence —1, 1 mize i nemusi pro nékterd p uvedena
Taylorova fada k mocniné konvergovat.

\
V pripadé p = 1/2 fada k /= + 1 konverguje i v krajnich bodech, pro p = —1/2
konverguje v pravém bod¢ 1 a nekonverguje v levém bodé —1.

Konec poznamek 7.




Poznamky 8 :

Konec pozndmek 8.




PRIKLADY




Priklady 1 :

Rada ) ¢", kde q € R, se nazyva geometrickd rada.

n=0

\




Priklady 1 :

Rada ) ¢", kde q € R, se nazyva geometrickd rada.

n=>0
\
Jeji CasteCné soucty jsou
k kE+1 _ 1 k
Y '="——proq#l, Y ¢"=nprog=
n=0 n=1




Priklady 1 :

Rada ) ¢", kde q € R, se nazyva geometrickd rada.

n=>0
\
Jeji CasteCné soucty jsou
k qk—l-l -1 k
Zq”=—pr0q741, an:nproq:l-
n=0 4 1 n=1

\

Z toho vyplyva, Ze geometrickd fada konverguje pravé kdyz |¢| < 1 a jeji soucet je
pak roven 1/(q — 1).

\




Priklady 1 :

o +00
Rada > ¢", kde ¢ € R, se nazyva geometrickd fada.

n=0

\

Jeji CasteCné soucty jsou
k qk+1 —1 k
Zq":—proq#l, Zq”:npmq:l.
n=0 9= 1 n=1

\

Z toho vyplyva, Ze geometrickd fada konverguje pravé kdyz |¢| < 1 a jeji soucet je

pak roven 1/(q — 1).
\

Je-1i ¢ > 1, tak geometrickd rada konverguje k +o0, je-li ¢ < —1, rada osciluje.

=)
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+00
Viadé ) W 1ze jeji Cleny rozlozit, takze CasteCné souclty lze spocitat:

n=1

k

| 11 |
Zn(n—kl)zz(ﬁ_n—kl):l_k—%—l'

takze tato fada konverguje k souctu 1.

\




+00

V radé 21 m 1ze jeji Cleny rozlozit, takze CasteCné soucCty lze spocitat:
n=

K ko i
ZnnJrl Zﬁ_nntl) 1_k—+1'

takze tato rada konverguje k souCtu 1.

4

Videéli jste to? Tomu se tika
teleskopicka hracka.
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k
Rada ) (—1)" osciluje.

n=1




(©.9)
Rada % se nazyva harmonickd rada. Jeji soucet je +oo, nebot’
n=1

I S (- D (RS
R n—1 on

S I OIS I R I O
- 2 4 m=" 22 2 27




(©.9)
Rada % se nazyva harmonickd rada. Jeji soucet je +oo, nebot’
n=1

I S (- D (RS
R n—1 on

S I OIS I R I O
- 2 4 m=" 22 2 27

\

Z toho vyplyva, ze podposloupnost {son} posloupnosti ¢asteénych souctd konverguje
k +o0.

\




(©.9)

Rada ) 1 se nazyvd harmonickd rada. Jeji soucet je 400, nebot
n=1

DI I U (SR
Son = — — — —
. 2" \3 "4 on—1 on

I U (55 SIS B SR I
2 4 =g 2 2

LEKCE10-RAD
fady

‘ soucet

.o . . o . divergence
Z toho vyplyva, ze podposloupnost {son} posloupnosti ¢asteénych souctd konverguje Bolzano-Cauchy
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souctd rostouci a ma stejnou limitu jako jeji libovolna podposloupnost, tedy +oc. o oo
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
o o Leibniz-krit.
Konec prﬂdadu 1. Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 2a :

Protoze pro vSechna prirozena n a fada prvki na pravé strané konver-

1 1

(n+1)2 < n(n+1)
0

guje (k 1), konverguje i fada ) # (k ¢islu menSimu nez 2).

n=1

\




Priklady 2a :

1
(n+1)

1
n(n+1)

pro vSechna prirozend n a fada prvki na pravé strané konver-
(0.9}
guje (k 1), konverguje i fada ) n% (k ¢islu menSimu nez 2).

n=1

Protoze 5 <

\
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Priklady 2a :

1
(n+1)

1
n(n+1)

pro vSechna prirozend n a fada prvki na pravé strané konver-
(0.9}
guje (k 1), konverguje i fada ) n% (k ¢islu menSimu nez 2).

n=1

Protoze 5 <

\
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Prop e R,p > 2je # % a tedy fada > # konverguje pro p > 2.
n=1




diverguje protoze harmonickd rada diverguje a

(©.9]
3 1
Rada ), —
n=1n "
1
n — 1

lim |
1+1

n




(©.9]

5 lgn . v lgn 1 ¥

Rada ) e konverguje, protoze >y < -5 pro skoro vSechna n.
n=

Konec prikladt 2a.




Priklady 2b :

Rada > W konverguje,
\




Priklady 2b :

Rada > W konverguje,
\

protoZe ma nezaporné Cleny a

/n o1
fm pf " —lm S — Lo
n \V@=1/mr n2-1 2




U fady > m selhava limitni varianta odmocninového kritéria (limita je rovna
1),

\




U fady > m selhavd limitni varianta odmocninového kritéria (limita je rovna
1),

\

ale
1 1
-3y 1-%°

pro vSechna n a tedy fada diverguje.

Konec prikladt 2b.




Priklady 2c :

U nasledujicich dvou prikladd by bylo pouZiti odmocninového kritéria slozité, ale
podilové kritérium se da pouzit snadno.

\




Priklady 2c :

U nasledujicich dvou prikladd by bylo pouZiti odmocninového kritéria slozité, ale
podilové kritérium se da pouzit snadno.

\

Necht’ a > 0. Rada > Z—T konverguje, protoze

\




Priklady 2c :

U nasledujicich dvou prikladd by bylo pouZiti odmocninového kritéria slozité, ale
podilové kritérium se da pouzit snadno.

\
Necht’ a > 0. Rada > Z—T konverguje, protoze
\
n+1 |
lim —— = = lim——— = 0.

n (n+1)!% n n-+1




Rada > 7’;—,'1 konverguje,
\




Rada > 7’;—,; konverguje,
\

protoze

Konec prikladi 2c.




Priklady 2d :

DokaZte pomoci diisledkti odmocninového a podilového kritéria nasledujici limity:

\




Priklady 2d :

DokaZte pomoci diisledkti odmocninového a podilového kritéria nasledujici limity:

\

n n

lim =~ =0, lim— = | CE—
b A B Ry

0.

Konec priklada 2d.




Priklady 2 :

Ovérte, ze odmocninové (a tedy 1 podilové) kritérium nefekne nic o konvergenci rady
(0.9)

> L prop > 0.

=1l

\




Priklady 2 :

Ovérte, Ze odmocninové (a tedy 1 podilové) kritérium nefekne nic o konvergenci rady

9]

> 5 prop > 0.

n—=1

\
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Priklady 2 :

Ovérte, Ze odmocninové (a tedy 1 podilové) kritérium nefekne nic o konvergenci rady
0

> 5 prop > 0.

n—=1

\
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(©.9]
Ukazte pomoci kondenzaéniho kritéria, Ze fada )

n=1

1
nlgn

diverguje.

Konec priklada 2.




Priklady 3 :

oo .
Ukazte, Ze fada ) | Sméj,—ﬁx) konverguje pro libovolné redlné x a p > 0.
n=1

\




Priklady 3 :

oo .
Ukazte, 7e fada > % konverguje pro libovolné redlné x a p > 0.
n=1

\/
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Priklady 3a :

+oo . .. .
Ukazte, ze 1ze pouZit Leibnizovo kritérium na fadu % pro p > 0 a vysledkem je
n=0
konvergence.

\




Priklady 3a :

400 n
Ukazte, ze 1ze pouzit Leibnizovo kritérium na fadu ) % pro p > 0 a vysledkem je
n=0

konvergence.

\/
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400 n )
Ukazte, Ze 1ze pouZit Leibnizovo kritérium na fadu ) (_I—Jlr)l pro p > 0 a vysledkem je
n=0n "

konvergence.

Konec piikladi 3a.




Priklady 4 :

Rada > # konverguje neabsolutné, fada % konverguje absolutné.

=1l =1l

\




Priklady 4 :

(©.9] (©.9]

Rada > # konverguje neabsolutné, fada % konverguje absolutné.
n=1 n=1
\
PP o o (—1)n < . .
Pro ktera redlna p konverguje fada ) (T absolutné a pro ktera neabsolutné?
n=1

Konec piikladi 4.




Priklady 5 :

Konec prikladt 5.




Priklady 6 :

Konec piikladi 6.




Priklady 7 :

Dokazte néasledujici konvergenci Taylorovych fad pro cyklometrické funkce:

\




Priklady 7 :

Dokazte néasledujici konvergenci Taylorovych fad pro cyklometrické funkce:

\
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Priklady 7 :

Dokazte néasledujici konvergenci Taylorovych fad pro cyklometrické funkce:

oo
2k—1” 2k+1
= —1,1
arcsin r = x+z 2k 1) , x€(—1,1)
= 1
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Priklady 7 :

Dokazte néasledujici konvergenci Taylorovych fad pro cyklometrické funkce:

\
o
2k—1” 2k+1
= —1,1
arcsin x = x+z 2k 1) e, e (=11
\
= 1
t _ _1k— 2k+1 —1.1).
arctg x Z( )Qk—l—lx , € (-11)
k=0
\

D4 se ukdzat, Ze uvedené konvergence plati v uzavieném intervalu [—1, 1].




E_1

e
Protoze arctg 1 = /4, Ize spotitat &islo 7 jako soucet fady 4 ) (—1)"5.

k=0

\




e
ProtoZe arctg 1 = /4, lze spoditat &islo 7 jako soudet fady 4 S (—1)* ﬁ
k=0
\

Tato fada vSak konverguje pomalu.

\




e
ProtoZe arctg 1 = /4, lze spoditat &islo 7 jako soudet fady 4 S (—1)* ﬁ
k=0
\

Tato fada vSak konverguje pomalu.

\

Lepsi konvergence se ziskd z rovnice 7/6 = arctg(1/+/3), kde navic neni nutné pouZit
krajni bod intervalu konvergence.

=)




Dokazte nasledujici konvergenci Taylorovych fad pro hyperbolické funkce.

\




Dokazte nasledujici konvergenci Taylorovych fad pro hyperbolické funkce.

\

Hyperbolicky sinus sinh z je definovan jako (¢*—e™") /2 a hyperbolicky kosinus cosh
jako (e¥ +e7")/2.

(©.9)
1
sinhz = Z — 2z eR

Konec prikladi 7.




Priklady 8 :

Konec prikladu 8.




OTAZKY




Otazky 1 :

Ukazte, Ze zména kone¢né mnoho clenti fady nema vliv na konvergenci rady (ale
samoziejmé muize mit vliv na soucet fady).

—p




(©.9] (©.9]
Dokazte, ze fada > _ a, konverguje praveé kdyz liin > a, =0.
n=1 n=>k




Dokazte, ze seskupime-li jakkoli konvergentni fadu, bude vysledna rada mit stejny
soucet jako ptivodni fada. Mize se predpokladat, zZe piivodni fada konverguje k nevlast-
nimu Cislu?

—p




Najdéte priklad rady, ktera osciluje a po n€jakém uzavorkovani konverguje k vlast-
nimu (nevlastnimu) ¢islu.

=)




Najdéte priklad konvergentni fady po jejimz prerovnani nova rfada osciluje.




Uvédomte si priklady divergentnich fad, jejichz ¢leny konverguji k O.

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

Ukazte, zZe radu, jejiz prvky maji skoro stejnd znaménka, lze libovolné prehazet nebo
seskupit (uzavorkovat) aniZ se zmeni jeji konvergence a soucet.

=)




(©.9]
Najdéte priklad konvergentni fady > a, pro niz neexistuje ¢ < 1 tak, ze {/a, < q.
n=1

=P




Najdéte ptiklad konvergentni fady » _ a,, pro niz lim,, /a,, = 1.
n=1
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nového.
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nového.

\

A ted trochu kritériové al-
chymie:

To je velmi podstatna infor-
mace!!!

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitn{
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Existuje néjaké nejsilnéjsi?
Asine...




Konec otazek 2.

Existuje né€jaké nejsilnéjsi?
Asine...

Nikdy nefikej vSechno, co
znas. BTW, je dilezitéjsi to
vedet, nebo na to prijit?
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Otazky 3 :

Ukazte, ze Leibnizovo kritérium je specialni pripad Dirichletova kritéria.




Leibnizovo kritérium midZe mit ndsledujici formulaci: Je-li {a,,} monoténni posloup-
+00
nost, pak fada > (—1)"a, konverguje pravé kdyz lim a,, = 0.

n=0




Dokazte, Ze je-li {a, } monotonni omezend posloupnost s nenulovou limitou, pak fada

(0.9] (0. 9]
> b, konverguje pravé kdyz konverguje fada > a,b,,.
n=1 n=1

Konec otazek 3.
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Otazky 4 :
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Otazky 4 :
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Na zakladée predchoziho tvrzeni dokazte posledni vétu, Ze neabsolutné konvergentni
fadu Ize prerovnat tak, aby konvergovala k libovolnému danému Cislu nebo aby oscilo-

vala.
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Na zakladée predchoziho tvrzeni dokazte posledni vétu, Ze neabsolutné konvergentni
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Konec otazek 4.

Ze jsem jenom tak nemlu-
vila do vétru? Ja su chytra :-
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Otazky 5 :

Konec otazek 5.




Otazky 6 :

Konec otazek 6.




Otazky 7 :

Konec otazek 7.
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Konec otazek 8.




CVICENI




CvicCeni 1 :




CvicCeni 1 :

‘

Rady jsou v podstaté nekonecné soucty uvazované ve smyslu limit.
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CvicCeni 1 :

‘

Rady jsou v podstaté nekonecné soucty uvazované ve smyslu limit.

\

Scitame-li prvky néjaké posloupnosti, musi jeji prvky konvergovat k nule, aby méla
fada rozumny konecCny soucet.

\




CvicCeni 1 :

'

Rady jsou v podstaté nekoneCné soucCty uvazované ve smyslu limit.

\

Scitame-li prvky néjaké posloupnosti, musi jeji prvky konvergovat k nule, aby méla |;gxcgiorap
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Limitu u posloupnosti vidime z jejiho grafu zpravidla na prvni pohled. Zpravidla staci
Clen s indexem 100. U fady jsme v koncich (neni snadné secist prvnich 100 ¢lent, a ani
pak si nejsme jisti, co bude dal).

\




Limitu u posloupnosti vidime z jejiho grafu zpravidla na prvni pohled. Zpravidla staci
Clen s indexem 100. U fady jsme v koncich (neni snadné secist prvnich 100 ¢lent, a ani
pak si nejsme jisti, co bude dal).
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U rad s kladnymi Cleny se vyplati nasledujici zjednodusujici pohled:
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U rad s kladnymi Cleny se vyplati nasledujici zjednodusujici pohled:
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Rada ma scitance
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e nesmyslné obrovské (napriklad 1 + 1+ 1 + - - - ). Takové rady diverguyi.
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U rad s kladnymi Cleny se vyplati nasledujici zjednodusujici pohled:
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Rada ma scitance

\

e nesmyslné obrovské (napriklad 1 + 1+ 1 + - - - ). Takové rady diverguyi.
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e veliké (napiiklad 1/1 4+ 1/2 + 1/3 + - - -). Takové fady diverguji.
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U rad s kladnymi Cleny se vyplati nasledujici zjednodusujici pohled:
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e veliké (napiiklad 1/1 4+ 1/2 + 1/3 + - - -). Takové fady diverguji.
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e akorat (napiiklad 1/12 + 1/2%2 + 1/3% + - - ). Takové fady konverguji.
\




U rad s kladnymi Cleny se vyplati nasledujici zjednodusujici pohled:

‘

Rada ma scitance

\

e nesmyslné obrovské (napriklad 1 + 1+ 1 + - - - ). Takové rady diverguyi.

\
e veliké (napiiklad 1/1 +1/2+ 1/3 + - - - ). Takové fady diverguji.

\
e akorat (napiiklad 1/12 + 1/2%2 + 1/3% + - - ). Takové fady konverguji.

\
e prt’avé (napiiklad 1/2 + (1/2)% + (1/2)° + - - - ). Takové fady rychle konverguji.
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CvicCeni 2 :

Na nesmyslné obrovské
fady se pouzivd takzvani ,
,nutnd podminka Kkonver-
gence'.
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CvicCeni 2 :

Na nesmyslné obrovské
fady se pouzivd takzvani ,
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gence'.
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Vyfesilo 8 z 10.
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Ta ,,nutna podminka konver-
gence" neni na prvni pohled
podezrela.
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Ta ,,nutna podminka konver-
gence" neni na prvni pohled

podezrela.
\
Napriklad
1 1
nnJrﬁ nn+ﬁ
Im — =1 = Z—:oo.
- 1\ 1\ "
= (n+7) = (n+3)

P11 pocitani limity jsme po uprave pouzili
n

1
I < {1+ < Ve - 1, n— 0.
n
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Na vétSinu dalSich fad fun-
guje srovnavaci kritérium: ,
,vetsi fada ma vétsi soucet".

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Na vétSinu dalSich fad fun-
guje srovnavaci kritérium: ,
,vetsi fada ma vétsi soucet".

Nejcastéji pti zkoumani » _ a,, spocitdime

. aﬂ
lim — =1
n—00 bn

pro Sikovnou (zndmou) fadu > b,, a mame vyhrano.
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Na vétSinu dalSich fad fun-
guje srovnavaci kritérium: ,
,vetsi fada ma vétsi soucet".

Nejcastéji pii zkoumani > _ a,, spocitime
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Tak je uziteCné ,,znat" co
nejvice fad. Dovolte abych
je predstavil:
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Spoctéte, pro které hodnoty kladnych parametrti a, b konverguje
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Spoctéte, pro které hodnoty kladnych parametrl a, b konverguje
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Pro konvergenci fady s pr-
t'avymi Cleny se s vyhodou
pouzije podilové nebo od-
mocninové kritérium.
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Pro konvergenci fady s pr-
t'avymi Cleny se s vyhodou
pouzije podilové nebo od-
mocninové kritérium.
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Dokazte, ze konverguje
n(n—1)

n=2 n+2
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Pro konvergenci fady s pr-
t'avymi Cleny se s vyhodou
pouzije podilové nebo od-
mocninové kritérium.
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Dokazte, ze konverguje
n(n—1)

- n—1
nz_; n—+ 2
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Zde pouzijeme odmocninové krit€rium.
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Pokud odmocninové ¢i po-
dilové kritérium d4 v limité
1, nejde o prt’avou fadu a nic
nevime.
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Pokud odmocninové ¢i po-
dilové kritérium d4 v limité
1, nejde o prt’avou fadu a nic
nevime.
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Pro ) 1/n naptiklad dostaneme

1
An+1 _on+l n <1
ay, _ n—+1
: n

a (jak jiz vime) divergentni ) _ 1/n neni prt’ava. Stejnou jedni¢ku dostaneme pro kon-

vergentni Y 1/n?.
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Pokud odmocninové ¢i po-
dilové kritérium d4 v limité
1, nejde o prt’avou fadu a nic
nevime.
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Kdo ¢te dikazy, vi, Ze po-
dilové 1 odmocninové Kkri-
térium potfebuje majorantni
geometrickou fadu ) ¢" s
pevnym q.
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KdyZ z principu fada neni
mensi nez ) ¢", je pouZi-
telné podilové ¢i odmocni-
nové krit€rium pouze pro ,
,divergenci".

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych Cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitn{
apl.na posloupnosti
kondenzacni Krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



KdyZ z principu fada neni
mensi nez ) ¢", je pouZi-
telné podilové ¢i odmocni-
nové krit€rium pouze pro ,
,divergenci".

Jesteé jednou: /a, < 1 ani
ani1/a, < 1 nestaci.
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V pisemce pouZije Spatné
podilové ¢i odmocninové
kritérium 30% populace.
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Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :

Pro fady, které nemaji pouze kladné Cleny zkoumame n€kdy fadu absolutnich hodnot.
Pokud tato konverguje, pak konverguje ptivodni rada také.
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CviCeni 3 :

Pro fady, které nemaji pouze kladné Cleny zkoumame n€kdy fadu absolutnich hodnot.
Pokud tato konverguje, pak konverguje ptivodni rada také.
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CvicCeni 3 :

Pro rady, které nemaji pouze kladné Cleny zkoumame nekdy fadu absolutnich hodnot.
Pokud tato konverguje, pak konverguje ptivodni rada také.
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Nejjednodussi jsou fady se stfidavymi znaménky a klesajici absolutni hodnotou clenti.

0 1"
Z (=D konverguje podle Leibnitzova kritéria.
n

n=1




Nejjednodussi jsou fady se stifidavymi znaménky a klesajici absolutni hodnotou Clenti.

o0 1)
Z u konverguje podle Leibnitzova kritéria.
n

n=1

LEKCE10-RAD
fady
A4 Ve L ¢ t
Je tfeba ovéfit monotonii, > divergence
4 Bolzano-Cauch
tedy 1/(:':[/’ + 1\/) < 1/”’ CcozZ y aritmetika Y
tomto pripadé bylo snadné. fada Kladnych &isel
. s (% ~ srovnani
Jindy s tim muze byt pro- srovndni-ckv
2 Cauchy-krit
blem’ Cauchy-limitn{

d’ Alembert-krit

d’ Alembert-limitni

apl.na posloupnosti

kondenzacni krit.

* fada s obecnymi Cleny

Leibniz-krit.

Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.

neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada

exp

gon

log

bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Na fadu rad s kladnymi i
zapornymi Cleny lze pouzit
Dirichletovo kritérium.
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Na fadu rad s kladnymi i
zapornymi Cleny lze pouzit
Dirichletovo kritérium.

Potiebujeme znat, které
fady maji ,omezenou
posloupnost castecnych
souctd".
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Nasledujici fady maji omezené posloupnosti ¢astecnych souctii
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Nasledujici fady maji omezené posloupnosti ¢astecnych souctii
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Dokéze se indukci pomoci
»souctovych vzoreckl" pro
funkce sinus a kosinus.
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Priklad. Zkoumejte konvergenci fady
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Priklad. Zkoumejte konvergenci fady
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Reseni. PouZijeme vzoretek sin’ n = (1 — cos2n)/2 a dostaneme
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Priklad. Zkoumejte konvergenci fady

J

00
Z blIl T

n=1

Zde je na pravé strané
soucet divergentni a konver-
gentni rady, tedy rada vlevo
neni konvergentni podle
vety o souctu rad.
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Spocetli 2 z 10.
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Dilezitym a velmi uziteCnym kritériem je Abelovo kritérium.
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Dilezitym a velmi uzite¢nym kritériem je Abelovo kritérium.
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Dilezitym a velmi uzite¢nym kritériem je Abelovo kritérium.

\

Konvergentni krat mono-
tonni omezend je konver-
gentni, co jin€ho si prat.

\/

Tedy potiebujeme vedét, co je monotonni.
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konverguje diky monotonii a omezenosti jednotlivych Ciniteld vpravo od prvniho zlomku.
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Monotonii nékdy ziskdme zndnym odmocninovym trikem
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Priklad. Zjistéte konvergenci
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Priklad. Zjistéte opét konvergenci
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Vpravo jsou dvé konver-
gentni fady.
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Reseni. Vime, Ze
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Vpravo jsou dvé konver-
gentni rady, coz staci.
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Kdyz se to dokaze, je z toho
videt, zda je siln€jSi podi-
lové nebo odmocninové kri-
térium. Které?

Kdyz da podilové napfiklad
1/2, da to taky odmocni-
nové. Ale muze se stat, ze
odmocninové da 1/2 a podi-
lové nic. Tedy siln€;jSi (moc-
n¢jsi) je odmocninové.
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Neékteré situace vedou na
pocCitani Ttad. Nasledujici
priklady jsou pro pobaveni.

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Predstavme si pomalého Sneka, ktery leze po rychle rostouci houbé. Doleze
na vrsek?

1 m/den

1 cm/den




Reseni. Jestli houba roste 100 krat rychleji nez Snek leze, tak prvni den Snek popoleze
o jednu setinu vysSky houby. Druhy den o jednu dvousetinu a tak dal. Celkem takto sbira
casti odpovidajici harmonické radé, ktera diverguje. Kdyz soucet té€chto Casti prekroc¢i
jednicku, dosdhne na vrsek houby.
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Priklad. Kralici se potiebuji dostat pres feku. Na biehu jsou na sobé postaveny cihly
(tvori vysoky komin s podstavou jedné cihly).
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Priklad. Kralici se potiebuji dostat pres reku. Na biehu jsou na sobé postaveny cihly
(tvori vysoky komin s podstavou jedné cihly).

4

Sikovny kralik do kazdé z nich trochu stréil, vylezl nahoru a spustil se po provaze na
druhou stranu feky. Je to mozné ? ANO. Vysvétlete, jak to udélal.

1
3
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Reseni. Nejvysii cihla se posune o 1/3, pak se dalsich 1000 cihel nechd bez posunu,
az ,,hornich" 1001 cihel ma téziste ,,témét" uprostred 1001-ni cihly odshora. Pak cihlu
1002-hou posuneme o 1/3. Nyni nechdme milion cihel bez posunu ... .
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PecClivé pocitani ,,vyvazené
vratké stavby" stavéné

,odshora" da harmonickou
radu. Podobné se chovaji

ozdobné predmeéty (rybicky
, motylci a pod.) zavéSené
u stropu ve ,,Vyvazenem
stavu".
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Priklad. Slunecni paprsky se na Spinavém skle rozdéli na tretiny. Jedna projde skrz,
druha se ve skle ztrati a tieti se odrazi. Kolik svétla projde pres dvojité (popripade trojité

¢1 n-ité) okno?
& @ . . ’?




Pri pecClivém pocitini vy-
jde pro dvojit€é okno 1/8,
pro trojit€ okno 1/21 = dost
malo. Pro trojit€ okno jde
s vyhodou pouzit vysledku
pro dvojité okno na ziskani
rekurentniho vztahu.
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Nyni prozradim pro otrlé
par kouzel a drobnych pod-
vodu.
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Nyni prozradim pro otrlé
par kouzel a drobnych pod-
vodu.

Vstup jen na vlastni nebez-
peCi. Je lepSi kouzlit sam
bez pomoci.
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Piiklad. Zkoumejte konvergenci fady ) sin nu.
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Piiklad. Zkoumejte konvergenci fady ) sin nu.
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Reseni. Pro # = kr je jasnd konvergence. Necht' konverguje pro néjaké = # km, k
celé. Pak plati nutnd podminka limsinnz = 0, tedy i limsin(n + 1)z = 0. Pak podle
souctovych vzoreckd i lim(sin nzcosx + cosnxsinz) = 0, tedy i limcosnx = 0 a
lim(sin® na + cos? nz) = 0.
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Reseni. Pro = kr je jasna konvergence. Necht' konverguje pro néjaké = # km, k
celé. Pak plati nutna podminka limsinnz = 0, tedy i limsin(n + 1)z = 0. Pak podle
souctovych vzoreckl i lim(sinnx cosx + cosnxsinz) = 0, tedy i limcosnz = 0 a
lim(sin® nx + cos? nx) = 0.
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Piiklad. Zkoumejte konvergenci fady ) sin nu.
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Reseni. Pro = kr je jasna konvergence. Necht' konverguje pro néjaké = # km, k
celé. Pak plati nutna podminka limsinnz = 0, tedy i limsin(n + 1)z = 0. Pak podle
souctovych vzoreckl i lim(sinnx cosx + cosnxsinz) = 0, tedy i limcosnz = 0 a
lim(sin® nx + cos? nx) = 0.
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Nyni jedna obecnd zajima-
vost:
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Nyni jedna obecnd zajima-
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Rada konverguje, tedy po-
sloupnost také.
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Dalsi hezky trik:
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Dalsi hezky trik:

in(rvn? + k2) = —1)"sin(m(Vn2 + k2—n)) = sin s
Zsm(ﬁ n+k)—2( 1)" sin(rr( +k2=n)) Z< 1)" V2 +kZ+n’

n=1 n=1 n=1

coZ konverguje podle Leibnitzova kritéria.

-p
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Zatim jsme nepouzili poznatky z kapitol o limitdch funkci, o derivaci a rozvojich
funkci.
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Monotonii posloupnosti budeme zkoumat pomoci zkoumani prislusné funkce. Tedy
napiiklad misto zkoumani posloupnosti log n/n zkoumame funkci log /.
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Podobné pii ovérovani podminek kritérii konvergence budeme pracovat s limitami
funkci misto limit posloupnosti (pokud to pijde).
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Monotonii posloupnosti budeme zkoumat pomoci zkoumani prislusné funkce. Tedy
napiiklad misto zkoumani posloupnosti log n/n zkoumame funkci log x /x.

\

Podobné pfi ovérovani podminek kritérii konvergence budeme pracovat s limitami
funkci misto limit posloupnosti (pokud to ptijde).

\/

Pro  srovnavaci Kkrit€rium
pouzijeme s  vyhodou
Taylorovych polynomd.
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Napiiklad pomoci Taylorovych polynomi pfi rozvoji (1 + z)* dostaneme rozvoj
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Nyni vidime, jak se fada chova a kdy konverguje.
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Napriklad pomoci Taylorovych polynomu pfi rozvoji (1 + x)® dostaneme rozvoj
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Nyni vidime, jak se fada chova a kdy konverguje.
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Uceni 4 :

lim 2L ¢ (0, 00)
an
implikuje konvergenci

> ay.

Cesty do pekel jsou dlaz-
dény dobrymi umysly.
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Va, <qg<1l = a, <1 = Zan konverguje

Na to jsem prisel sam.
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Va, < qg<1 <= Z a, konverguje

Odmocninové kritérium je
super.

Kdo neumi, neumi.
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Rada absolutné konverguje,
pokud stfidd znaménka a

an| > |ani1]-
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Rada absolutné konverguje,
pokud stfidd znaménka a

a0 > |anal.

10 minut za hrubost.
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CasteCny soucet nevidim . . . ‘
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Zkusil jsi teleskop, namor-

nicku?

LEKCE10-RAD
fady
soucet
divergence
Bolzano-Cauchy
aritmetika
fada kladnych cisel
srovnani
srovnani-ekv
Cauchy-krit
Cauchy-limitn{
d’ Alembert-krit
d’ Alembert-limitni
apl.na posloupnosti
kondenzacni krit.
fada s obecnymi Cleny
Leibniz-krit.
Dirichet-Abel-krit.
absolutni konv.
neabsolutni konv.
fada funkci
Taylorova rada
exp
gon
log
bin
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



...a muzeme pouzit Leibni-
tze!
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