Aplikace

V této Casti budou uvedena nékterd pouziti probrané latky.




Extrémy

Zkusime metody hledani extrému pri fesSeni konkrétniho problému.




Snéhuldk

Budeme chtit postavit co nejvyssiho snehuldka ze snéhové koule o poloméru 1 metr.
Méme tedy 571° sn&hu.
Hledame kladna Cisla z, y, 2 tak, aby

4 4 4 4
§7T£L“3 + §7Ty3 + §7Tz3 = 3713

a aby (vyska sn€huldka) 2z 4 2y + 2z byla maximalni.
Uloha se zjednodusi po vykriceni. Hleddme tedy kladnd &isla z, v, ~ tak, aby
4+ Y+ 2 =1
a aby x + y + z bylo maximalni.

Podivame se na body se soufadnicemi (x,y, z) v prostoru.

LeZzi na osming jakési kiivé koule z° + y° + 2z° = 1 v prostoru. Na ni hleddme bod
lezici na roviné  + y + * = ¢ s nejvetsi moznou konstantou c.
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Kfiva osminka s fezem odpovidajicim roviné z + y + z = 2.
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Pro pevné = budeme hledat y,  takov4, aby y°+2° = 1—2? a aby y+z bylo maxim4lni. oty S

Toto maximum (pokud existuje) ozna¢ime m(x). R
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Pro y € [0,v/1— 23] je z ur¢eno jednoznaén& vzoreckem +/1 — 3 —y3. Tento  yeent
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vzorecek urCuje z jako konkdvni funkci proménné y (druha derivace je zdporna).

Graf této funkce je symetricky podle osy prvniho kvadrantu, protoze jde o ,,samoin-

verzni" funkci.

Nyni existuje prave jeden bod (y,2) = (J/(1 — 2%)/2, ¢/(1 — 2%)/2) na zkoumaném
grafu, kde je derivace rovna —1 (tento bod existuje podle Lagrangeovy véty). Tedy teCna

v tomto bodé& odpovidd maximélni hodnoté y + 2. Tedy m(x) = 23/(1 — 23) /2.

N

Funkce m(x) je spojitd na |0, 1] a tedy funkce x+m(z) nabyva na |0, 1] svého maxima.
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Hodnota v tomto maximu je urena jednoznacné.

Pokud by se nabyvalo maxima v jiném bodé nez z, = 1/+v/3, pak by v nejvyssim
sn¢huldkovi nebyly vSechny 3 koule stejné veliké a pro vhodnou dvojici riznych kouli
by existovalo vyssi feSeni (vime, Ze uloha pro dvé koule mé extrém pro stejné koule).

To by byl spor.
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Derivace

Pro feSeni nékterych problémi se s vyhodou pouZiva elementarni tvrzeni:

Pokud maji dvé funkce stejnou vlastni derivaci na intervalu, liSi se na tomto intervalu
o konstantu.

Zkusime si to na prikladu.
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Snézi

Pfed polednem zacal padat snih. Pada rovhomérné a neslehava se. V poledne vyjel
pluh s konstantnim vykonem (rychlost x vySka sn¢hu = konstanta).
Za hodinu ujel 2 km, za dalsi hodinu jesté 1 km. V kolik hodin zacal padat snih.

&
x B
@%%% @%2%% & %%%%

Necht vyjel pluh ¢(; hodin pred polednem. Vyska sn€hu v Case ¢ je rovna (ve vhodnych
jednotkach) ¢ + t;. Draha pluhu v Case ¢ je popsana funkci z(t), t > 0.

Samoziejmé x(0) = 0, z(1) = 2, a x(2) = 3.
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Rychlost je derivaci drahy podle Casu, tedy z'(¢). Konstantni vykon znamena rovnost

T'(t) - (t+ty) =c
pro vhodnou konstantu c.

Vydélenim spocitame
c

t + 1o 7
coZ ndm umozni uhodnout funkci x(¢) aZ na nezndmou konstantu d ve tvaru

z'(t)

z(t) = clog(t +ty) + d .

Maéme tfi poc¢ateCni podminky svazujici konstanty ¢, d a t,. Jde o vztahy v Case t = 0,
t =1at = 2. Postupné dostaneme

t+1
0=clog(t+ty) +d; d= —clogty; x(t) = clog Ty

Lo
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2=clo , 3=-clo
g o g o
Vydélime a zbavime se protivné konstanty c:
144
2 log =%
2+t
3 lOg TO

Dostaneme rovnici

oy (21t : 14+1\°
0g = log :
to to

Pouzijeme exponencialu a spocitaime

_—1++5
2
tedy snih zacal padat priblizné v 11:22:55.

t0 — 0,618,

V podstaté Slo o to proloZzit body [0, 0], [1,2] a [2, 3] kiivku z(t) = clog(at + b).

1+t 2+t
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ReSeni rovnic

Pro feseni rovnice f(x) = 0 pouzijeme s vyhodou tvrzeni, Ze spojity obraz intervalu
je interval.




Metoda puleni intervalu

Znama anekdota popisuje zpusob, jak chytit Iva na Sahafre.

Rozd€lime Saharu na dvé poloviny. Alespon v jedné poloviné bude LEV. Tu opét
rozdélime na poloviny a postup opakujeme.

.7

LEKCE(09-APL
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Newtonova metoda numerického reseni rovnic
Newtonova metoda je jednoduchy postup pro pfiblizny vypocet feseni rovnice f(x) =
0 na intervalu J pro funkci f, kterd ma derivaci vSude v J.

Metoda tecen:
Zvoli se néjaky bod z; € J a v bodé (x1, f(x1)) se sestroji tecna ke grafu funkce f.

Tato teCna protne osu x v bodé¢, ktery se oznaci x5 a postup se opakuje pro tento novy
bod.

/f

A

A

X
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xz \/ RO

Existuji podminky, za kterych body z,, (pfi vhodné nebo dokonce libovolné volbé z)
konverguji k feSeni rovnice f(z) = 0 na intervalu J, samoziejmé, pokud na J takové
reSeni existuje.

Napft., pokud /" a f” na J existuji a ob€ jsou nenulové nebo plati jedna z nasledujicich
dvou podminek (d je délka intervalu J):
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