Pouziti derivaci

V této Casti budou uvedena nékterd pouziti derivaci.

\
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V této Casti budou uvedena nékterd pouziti derivaci.
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Jednd se hlavné o priibéh
funkce (tj., co nejpresnéjsi
popis chovani funkce) a
o aproximace funkce poly-
nomy.
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Pii kazdém pouziti je nutné
zkontrolovat ptfedpoklady,
protoze pri Spatném pouZiti
vede ke Spatnému vysledku.
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Pii kazdém pouziti je nutné
zkontrolovat ptfedpoklady,
protoze pri Spatném pouZiti
vede ke Spatnému vysledku.

\

Tvrzeni je uvedeno pro jednostrannou limitu zprava. Samozieymeé obdobné tvrzeni

plati pro limitu zleva nebo pro oboustrannou limitu.

=
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VETA. (I’Hospital) Necht' funkce f, ¢ maji derivaci na otevieném intervalu (a,b) a

G

e—ar g'()

existuje.

To_znamena, Ze to né€kdo
overi!




VETA. (I’Hospital) Necht' funkce f, ¢ maji derivaci na otevieném intervalu (a,b) a

/
x
lim D
v—ay g'(x)
existuje.
To znamena, ze to nékdo
oVeri!
\ /

Jestlize plati

lim f(x) = lim g(x) =0 nebo lim |f(z)| = lim |g(x)| = +o0,
T—ay T—ay rT—ay T—ay
pak
/
lim M = lim f/(a?)
v=ay g(x) et g'(2)




Diikaz. Necht’ lim L :(m) = A.
¥




Diikaz. Necht' lim L :(x) — A.
¥

V prvnim pfipadé lim f(z)= lim g(x) = 0 je postup nasledujici.
T—a4 T—a4
\




Diikaz. Necht' lim L :@3) = A.
J

V prvnim piipadé lim f(x) = lim g(x) = 0 je postup nasledujici.

T—a+ T—a+
\

Jestlize a € R, 1ze v bod€ a dodefinovat nebo predefinovat f, g hodnotou 0, takze f i
g jsou nyni spojité v a zprava.
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Diikaz. Necht' lim L ,/<x> = A.
J

V prvnim piipadé lim f(x) = lim g(x) = 0 je postup nasledujici.

T—a+ T—a+
\

Jestlize a € R, 1ze v bod€ a dodefinovat nebo predefinovat f, g hodnotou 0, takze f i
g jsou nyni spojité v a zprava. e
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Diikaz. Necht' lim L ,/<x> = A.
J

V prvnim piipadé lim f(x) = lim g(x) = 0 je postup nasledujici.

T—a+ T—a+
\

Jestlize a € R, 1ze v bod€ a dodefinovat nebo predefinovat f, g hodnotou 0, takze f i
g jsou nyni spojité v a zprava.

\/

Je-1i {z,,} posloupnost konvergujici zprava k a, pak podle Cauchyovy véty o stredni
hodnoté (Cleny posloupnosti lze brat dostateCné blizko bodu a, kde existuji derivace
funkei f, g akde ¢’ je nenulova) existuji body ¢, € (a, z,) tak, Ze

f(zn) _ f(xy) — fla) _ f'(en)
g(xn) g(ajn) = g(a) g/(cn) .

\

Prava strana rovnosti ma limitu A a tedy i leva strana ma limitu A.
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Pokud je a = —oo, pak

lim (=) = lim fl(é) — lim w B (f(l))/
) T ) T
\
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Pokud je a = —oo, pak

f'(x)

= lim

lim

z——o0 (' —0_
g(x) v=0 g/(i)

\

— lir(r)l —
y—0— —1g/(

Predposledni rovnost vy-
plyva z pravé dokazaného
tvrzeni, ale pro limity zleva.
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Pokud je a = —oo, pak

f'(x)

= lim

lim

z——o0 (' —0_
g(x) v=0 g/(i)

\

— lir(r)l —
y—0— —1g/(

Predposledni rovnost vy-
plyva z pravé dokazaného
tvrzeni, ale pro limity zleva.

Tg’m mame dokazanu lehci
pulku.

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
* 123456789
Uceni
123456789



Zbyva dokéazat druhy piipad lim |f(z)| = lim |g(x)| = +o0.
T—a4 T—a4

\




Zbyva dokéazat druhy piipad lim |f(z)| = lim |g(x)| = +o0.

T—a4 T—a4
\

Opét staci predpokladat, Ze a je vlastni bod. Déle lze predpokladat, Ze lim g(x) =

T—a+4

+00, ze g > O na (a, b) a, napt., ¢ < Ona (a,b).
\/
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Zbyva dokéazat druhy piipad lim |f(z)| = lim |g(x)| = +o0.

T—a4 T—a4
\

Opét staci predpokladat, Ze a je vlastni bod. Déle lze predpokladat, Ze lim g(x) =

T—a+4

+00, ze g > O na (a, b) a, napt., ¢ < Ona (a,b).

\

pd A

D4 se predpokladat, Ze A € R, protoZe jinak staci vzit prevracené hodnoty zlomk

(g, / :((3 a uvédomit si, Ze tyto zlomky neméni blizko a znaménka.

\/

—
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Podle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté existuje pro kazdé n bod ¢, € (x,, zy) tak,

f@n) = o) _ f'(cn) f(zn) — f(20)

9(z,) —g(zo)  g'(cn) g(zn) — g(z0) — Al <e.

a tedy




Podle Cauchyovy véty o stfedni hodnoté existuje pro kazdé n bod ¢, € (x,, 7o) tak,

f(@n) = f(@o) _ [llcn) ‘f — [f(zo)

o o R @) 1T F

\

Nyni se provede nasledujici odhad:

flan) A‘ ’f Tn) = Ag(@n)| _ ’(f(%)—f(xo)+f(xo))—z4(g(xn)—9($0)+9($o)) A

g (CU n ) g (.CU n ) ﬁ(ﬁloislgl tciﬁrivacf

f(zo) — Ag(mo)| (f (2n) = Flz0)) = Alg(zn) = g(20))| _ P pemotone

g (In) g (In) N lﬁggzzgg a derivace
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f (o) — Ag(o) s gle) — 4 |
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Podle Cauchyovy véty o stredni hodnoté existuje pro kazdé n bod c,

f@n) = o) _ f'(cn) ‘f — flwo)
g(xn) - g(xO) g’(cn) (xO)

< E€.

\

Nyni se provede nasledujici odhad:

€ (xp, xp) tak,

\

V poslednim fadku jde prvni sCitanec k 0, ve druhém je Citatel nejvyse e, jak bylo
ukdzano vySe a jmenovatel jde k +o0o. To znamen4, Ze cely vyraz konverguje k 0, coz
bylo dokézat.

-

f(xn)_A‘ ’f Tn) = Ag(@n)| _ ’(f(ivn)—f(xo)Jrf(xo))—A(g(fEn)—9($0)+9($o))
g(xn ) g(xn)
f(zo) — Ag(mo)| (f(fl?n) — flao)) = Alg(za) = g(20)| _
g(zy) g(zy) -
flao) = Aglo)| | stmatesy = 4
g(xn) g(xn) g(xn) - g(xO))
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To je teda nérez.




To je teda nérez.

Klid. Ten nevlastni pfipad
stejné fada studentd nepo-
chopi.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 Cviceni 1
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PRUBEH FUNKCE

Stanovit pribéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monoténni, konvexni
¢i konkdvni, zjistit jeji hodnoty nebo limity v rtiznych potfebnych bodech, asympto-
tické chovani v nékterych bodech, maximalni a minimélni hodnoty, popr. dalsi vhodné
vlastnosti.
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PRUBEH FUNKCE

Stanovit pribéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monoténni, konvexni
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PRUBEH FUNKCE

Stanovit pribéh funkce znamena zjistit intervaly, kde je funkce monoténni, konvexni
¢i konkdvni, zjistit jeji hodnoty nebo limity v rtiznych potfebnych bodech, asympto-
tické chovani v nékterych bodech, maximalni a minimélni hodnoty, popr. dalsi vhodné
vlastnosti.

\/

Na zdkladé téchto udajl pak
1ze pomérné presné nakreslit
graf funkce.

\

Pri zjiSt ovani t€chto vlastnosti poméha znalost derivace funkce.
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Monotonie




Monotonie

\

Zda je funkce rostouci nebo klesajici 1ze u slozitéjSich funkci tézko zjiSt ovat z definice
téchto vlastnosti. Nasledujici kritérium miiZe ovéfeni monoténie znacné zjednodusit.
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Monotonie

\

Zda je funkce rostouci nebo klesajici 1ze u slozitéjSich funkci tézko zjiSt ovat z definice
téchto vlastnosti. Nasledujici kritérium miiZe ovéfeni monoténie znacné zjednodusit.

\

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita

Jde o to, Ze kladnd derivace LU R

> e > . inflexe
zaruCuje rostouci funkci. inflexe a derivace

extrém

extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
* asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Necht m4 funkce f na intervalu J derivaci.

\




VETA. Necht m4 funkce f na intervalu J derivaci.

\

1. Funkce f je na J neklesajici pravé kdyz je f' > 0.
2. Funkce f je na J nerostouci prave kdyz je f/ < 0.
3. Funkce f je na J rostouci, je-li f’ > 0.
4. Funkce f je na J klesajici, je-li f/ < 0.

\




VETA. Necht m4 funkce f na intervalu J derivaci.

\/

1. Funkce f je na J neklesajici prave kdyz je f' > 0.
2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyz je ' < 0.
3. Funkce f je na J rostouci, je-li f' > 0.
4. Funkce f je na J klesajici, je-li f' < 0.
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VETA. Necht ma funkce f na intervalu J derivaci.

\/

1. Funkce f je na J neklesajici prave kdyz je f' > 0.
2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyz je ' < 0.
3. Funkce f je na J rostouci, je-li f' > 0.
4. Funkce f je na J klesajici, je-li f' < 0.
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I’Hospital
prubéeh funkce
‘ monotonie
o . . . o . o o ) konvexita
Dukaz. Pro libovolnd a < b z J jsou splnény podminky Lagrangeovy véty o stredni i o daes
mrexe

hodnoté na intervalu [a, b], takZe existuje ¢ € (a, b) tak, ze f(b) — f(a) = f'(c)(b — a). | inflexeaderivace
extrém

ProtoZze b — a > 0, ma f’(c) stejné znaménko jako rozdil f(b) — f(a). TakZe je-li f' > = &rem a derivace
0 (nebo f' < 0)na J, je f(b) > f(a) (resp. f(b) < f(a)) a f je neklesajici (resp. = Hias "

P extrém
nero StOU.Cl) . asymptota .
asymptota a deri-
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‘ pribéh funkce
. p/ / . . . %prcimmace
= aylor
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VETA. Necht md funkce f na intervalu .J derivaci.

\/

1. Funkce f je na J neklesajici pravé kdyz je f/ > 0.
2. Funkce f je na J nerostouci pravé kdyz je ' < 0.
3. Funkce f je na J rostouci, je-li f' > 0.
4. Funkce f je na J klesajici, je-li f' < 0.

4

Diukaz. Pro libovolnd a < b z J jsou splnény podminky [agrangeovy véty o stiedni
hodnoté na intervalu [a, b], takZe existuje ¢ € (a, b) tak, ze f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).
Protoze b — a > 0, ma f'(c) stejné znaménko jako rozdil f(b) — f(a). TakZe je-li f" >
0 (nebo f* < 0) na J, je f(b) > f(a) (resp. f(b) < f(a)) a f je neklesajici (resp.
nerostouci).

\
Je-li f' > 0 (nebo f' < 0)naJ,je f(b) > f(a) (resp. f(b) < f(a))a f je rostouci (resp.
klesajici).

\

U prvnich dvou tvrzeni zbyva dokazat implikaci zleva doprava.

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro ¢ € J je (berou se pouze x € J)

£10) = tim @ = F©)

T—C Tr — C

Je-li f neklesajici na .J, ma jmenovatel i Citatel stejnd znaménka a tedy f’(c) > 0. Je-li
f nerostouci na .J, ma jmenovatel i Citatel opacnd znaménka a tedy f'(c) < 0. &

\
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Pro ¢ € J je (berou se pouze x € J)

£10) = tim @ = F©)

T—C Tr — C

Je-li f neklesajici na .J, ma jmenovatel i Citatel stejnd znaménka a tedy f’(c) > 0. Je-li
f nerostouci na .J, ma jmenovatel i Citatel opacnd znaménka a tedy f'(c) < 0. &

\

To byla zcela prihledna
veta.

Pozndmky 2  Priklady 2  Otéazky 2
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Konvexita




Konvexita

\

Podobné jako u monotonie, I1ze 1 konvexitu a konkavitu zjiSt ovat pomoci derivace a
nikoli podle definice téchto vlastnosti.

\




Konvexita

\

Podobné jako u monotonie, I1ze 1 konvexitu a konkavitu zjiSt ovat pomoci derivace a
nikoli podle definice téchto vlastnosti.

\

VETA. Necht m funkce f na intervalu J derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f’ neklesajici.
2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f’ nerostouci.
3. Funkce f je na J ryze konvexni pravé kdyz je f’ rostouci.

4. Funkce f je na .J ryze konkavni pravé kdyz je f’ klesajici.

\




Konvexita

\

Podobné jako u monotonie, I1ze 1 konvexitu a konkavitu zjiSt ovat pomoci derivace a
nikoli podle definice t€chto vlastnosti.

\

VETA. Necht md funkce f na intervalu .J derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f’ neklesajici.
2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f’ nerostouci.
3. Funkce f je na J ryze konvexni pravé kdyz je f’ rostouci.

4. Funkce f je na .J ryze konkavni pravé kdyz je f’ klesajici.

\

Konvexita a monotonie de-
rivace spolu souvisi. Dukaz

bude jednoduchy:
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Dukaz. Sta¢i dokazat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkavni funkce z nich plynou
pouZzitim funkce — f.

\




Diikaz. Sta¢i dokazat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkavni funkce z nich plynou
pouzitim funkce — f.

\/

Funkce f je na intervalu .J konvexni pravé kdyzZ pro libovolné tfi body v < v < w z

J plati
fo) = f(w) _ fw) = f(0)

V— U o w — v
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Diikaz. Sta¢i dokazat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkavni funkce z nich plynou
pouzitim funkce — f.

\/

Funkce f je na intervalu .J konvexni pravé kdyzZ pro libovolné tfi body v < v < w z

J plati
flo) = ) _ f(w) — o)

V— U o w — v

‘ LEKCEO08-PRU
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Diikaz. Sta¢i dokazat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkavni funkce z nich plynou
pouzitim funkce — f.

\/

Funkce f je na intervalu .J konvexni pravé kdyzZ pro libovolné tfi body v < v < w z

J plati
flo) = ) _ f(w) — o)

UV —U w — v

<

\/

Podobné nerovnosti napsané pro 4 body ¢t < v < v < w implikuji (zlimitovdnim pro
u—ty,v— w_),Z2e f’jenaJ neklesajici.

\/

Je-li f’ na J neklesajici a u < v < w jsou body .J, pak podle Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté existuji body ¢ € (u,v),d € (v, w) tak, Ze

F@) = fl) o f) = f)

/
C|) =
f(c) PR P
Protoze ¢ < d, je f'(¢) < f'(d), coz dava predchozi nerovnost charakterizujici kon-
vexitu.

\/
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Diikaz. Sta¢i dokazat tvrzeni pro konvexitu, tvrzeni pro konkavni funkce z nich plynou
pouzitim funkce — f.

\/

Funkce f je na intervalu .J konvexni pravé kdyzZ pro libovolné tfi body v < v < w z

J plati
flo) = ) _ f(w) — o)

UV —U w — v

<

\/

Podobné nerovnosti napsané pro 4 body ¢t < v < v < w implikuji (zlimitovdnim pro
u—ty,v— w_),Z2e f’jenaJ neklesajici.

\/

Je-li f’ na J neklesajici a u < v < w jsou body .J, pak podle Lagrangeovy véty o
stfedni hodnoté existuji body ¢ € (u,v),d € (v, w) tak, Ze

oy F0) = fl). f) = ft6)

VvV —U

f(d) =

Protoze ¢ < d, je f'(¢) < f'(d), coz dava predchozi nerovnost charakterizujici kon-
vexitu.

\/

Pro tvrzeni o ryzi konvexité si staci uvédomit, zZe 1ze vSude brat ostré nerovnosti <
misto neostrych <.
&
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Pouzije-li se v pfedchozi vété charakterizace monotonie pomoci derivaci, dostane se
tvrzeni:

\




Pouzije-li se v pfedchozi vété charakterizace monotonie pomoci derivaci, dostane se
tvrzeni:

\

DUSLEDEK. Necht mé funkce f naintervalu J druhou derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f” > 0.
2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f” < 0.
3. Je-li f” >0, je f na J ryze konvexni.
4. Je-li f” <0, je f na J ryze konkavni.

\




Pouzije-li se v pfedchozi vété charakterizace monotonie pomoci derivaci, dostane se
tvrzent:

\

DUSLEDEK. Necht m4 funkce f na intervalu J druhou derivaci.
1. Funkce f je na J konvexni pravé kdyz je f” > 0.
2. Funkce f je na J konkavni pravé kdyz je f” < 0.

3. Je-li >0, je f na J ryze konvexni. LEKCE(8-PRU
Pouziti derivaci
. . s , I’Hospital
4. Je-li " <0, je f na J ryze konkavni. priibeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace

‘ inflexe
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Body, ve kterych méni
funkce chovani z jednoho
typu na druhy, jsou z jistého
hlediska zajimavé. Pozdéji
budou probrany body, ve
kterych se funkce méni z
rostouci na klesajici (nebo
opacné), v této casti to
budou body, ve kterych se

funkce méni z konvexni na
konkavni nebo z konkavni
na konvexni.
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DEFINICE. Necht funkce f je definovdna na intervalu J, c je vnitini bod J, f je
spojitd v ¢ a existuje f'(c).

\




DEFINICE. Necht funkce f je definovana na intervalu .J, c je vnitfni bod J, f je
spojita v ¢ a existuje f'(c).

\

Bod ¢ se nazyva inflexni bod f, jestlize existuje okoli (a,b) C J bodu c takové, Ze

funkce f je ryze konvexni na jedné ze dvou Casti (a, c|, [c, b) a ryze konkdvni na druhé
casti.

\/
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DEFINICE. Necht funkce f je definovana na intervalu .J, c je vnitfni bod J, f je
spojita v ¢ a existuje f'(c).

\

Bod ¢ se nazyva inflexni bod f, jestlize existuje okoli (a,b) C J bodu c takové, Ze

funkce f je ryze konvexni na jedné ze dvou Casti (a, c|, [c, b) a ryze konkdvni na druhé
casti.

\/
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body

konvexni




Inflexni bod se d4 zjistit po-
moci druhé derivace funkce.




Inflexni bod se d4 zjistit po-
moci druhé derivace funkce.

\

VETA. Necht' funkce f md druhou derivaci na n&jakém okoli bodu c. Pak ¢ je inflexnim
bodem funkce f, jestlize f” méni v bodé ¢ znaménko.

\




Inflexni bod se da zjistit po-
moci druhé derivace funkce.

\

VETA. Necht funkce f ma druhou derivaci na néjakém okoli bodu c. Pak ¢ je inflexnim
bodem funkce f, jestlize f” méni v bod€ ¢ znaménko.

4

Dukaz. Protoze f”(c) existuje, je f'(c) vlastni a f je spojita v ¢; navic je f (dokoncei f”)
definovana na néjakém okoli bodu ¢, napf. na (a, b). Je-li f” kladnd na (a, ¢) a zdporna
na (c, b), je f konvexni na (a, ¢) a konkdvni na (c, b), takze c je inflexni bod f. Podobné
je tomu pri opacné volbé znamének. &

=
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DUSLEDEK. Funkce f definovana na intervalu J mize mit inflexni bod pouze v na-
sledujicich bodech:

1. ve vnitinim bodé J, ve kterém f nema druhou derivaci,
2. ve vnitinim bodé J, kde ma f druhou derivaci rovnou 0.

Poznamky 3  Pfiklady 3 Otéazky 3




Extrémy

Body, ve kterych funkce dosahuje maximalnich nebo minimélnich hodnot patii k nej-

dilezitéjSim bodlim, které je vhodné o funkci znat. Jsou predmétem mnoha praktickych
tloh.

\/
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Extrémy

Body, ve kterych funkce dosahuje maximalnich nebo minimélnich hodnot patii k nej-

dilezitéjSim bodlim, které je vhodné o funkci znat. Jsou predmétem mnoha praktickych
tloh.

\/
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mohou derivace, ale je nutné pribéh funkee
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Extrémy

Body, ve kterych funkce dosahuje maximalnich nebo minimélnich hodnot patii k nej-

dilezitéjSim bodlim, které je vhodné o funkci znat. Jsou predmétem mnoha praktickych
tloh.

\/

Pfi vyhleddvani extrémi po-
mohou derivace, ale je nutné
davat pozor 1 na jiné moz-
nosti.

\/

Je vhodné pripomenout, ze maximdlni (nebo minimdlni) hodnota znamen4a, Ze Zadna
jind srovnavana hodnota neni vétsi (resp. mensi), kdezto nejvétsi (nebo nejmensi) hod-
nota znamena, Ze kazda jina srovnavana hodnota je mensi (resp. vetsi).

=
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DEFINICE. Funkce f ma v bod€ ¢ € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum,

jestlize existuje okoli U bodu c takové, Ze f(c) je maximdlni (resp. minimalni) hodnota
fna U ND(f).

\
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DEFINICE. Funkce f ma v bod€ ¢ € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum,

jestlize existuje okoli U bodu c takové, Ze f(c) je maximdlni (resp. minimalni) hodnota

fna U ND(f).
\

Funkce f ma v c lokdlni extrém, jestlize ma v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni mini-
mum.

\
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DEFINICE. Funkce f mé v bod€ ¢ € D(f) lokalni maximum, nebo lokdlni minimum,
jestlize existuje okoli U bodu c takové, Ze f(c) je maximdlni (resp. minimalni) hodnota
fna U ND(f).

\

Funkce f ma v c lokdlni extrém, jestlize ma v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni mini-
mum.

\
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body lokalnich extrému




DEFINICE. Funkce f ma v bod€ ¢ € D(f) lokdlni maximum, nebo lokdlni minimum,

jestlize existuje okoli U bodu c takové, Ze f(c) je maximdlni (resp. minimalni) hodnota

fnaU ND(f).
\

Funkce f ma v c lokdlni extrém, jestlize ma v ¢ lokdlni maximum nebo lokdlni mini-
mum.

\/

body lokalnich extrému

\/

Nahradi-li se v definici lokdlnich extrémi slovo maximdlini slovem nejvétsi (resp.
slovo minimdlni slovem nejmensi, dostane se definice ostrych lokalnich extrémi.

=
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Nasledujici véta vymezuje
body, v kterych mizZe (ale
nemusi!) mit funkce lokalni
extrém. Na Zadny z téchto

bodt se nesmi pfi zkoumani
zapomenout.
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\

VETA. Funkce f definovana na intervalu J miZe mit lokalni extrém pouze v nasledu-

jicich bodech:

Nasledujici véta vymezuje
body, v kterych miiZe (ale
nemusi!) mit funkce lokalni
extrém. Na Zadny z téchto

bodt se nesmi pfi zkoumani
zapomenout.

1. v krajnim bod¢ J, ktery patii do J;

2. ve vnitinim bodé¢ J, ve kterém f nema derivaci;

3. ve vnitinim bod¢ J, kde ma f derivaci rovnou O.

\
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Nasledujici véta vymezuje
body, v kterych miiZe (ale
nemusi!) mit funkce lokalni
extrém. Na Zadny z téchto

bodt se nesmi pfi zkoumani
zapomenout.

VETA. Funkce f definovana na intervalu J miZe mit lokalni extrém pouze v nésledu-
jicich bodech:

1. v krajnim bod¢ J, ktery patii do J;

2. ve vnitinim bodé¢ J, ve kterém f nema derivaci;

3. ve vnitinim bod¢ J, kde ma f derivaci rovnou O.

4

Dukaz. Necht' f md v ¢ lokdlni extrém, ¢ neni krajnim bodem J a f'(c) existuje. Hod-
nota f(c) je maximalni nebo miniméalni mezi vS§emi hodnotami na né¢jakém intervalu
(a,b) obsahujicim c.

Podle lemmatu o derivaci v extremalnim bodé je f'(c) = 0. &

=)
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Body popsané v predchozi
veéte se nazyvaji kritické
body (pro lokdlni extrémy).
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Body popsané v predchozi
veéte se nazyvaji kritické
body (pro lokdlni extrémy).

kritické body
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Dalsim krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nésledujici tvrzeni a jeho dlsledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokdlnich
extrémil.

\/
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Dalsim krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nésledujici tvrzeni a jeho dlsledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokdlnich
extrémil.

\/
VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a, ) je okoli c.
\
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Dals$im krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nasledujici tvrzeni a jeho dusledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokalnich
extrémd.

\
VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a,b) je okoli c.
\

1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou ¢asti (a, c], [c, b) a nerostouci ve druhé, ma f
v c lokalni extrém.

\




Dals$im krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nasledujici tvrzeni a jeho dusledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokalnich
extrémd.

\
VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a,b) je okoli c.
\

1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou ¢asti (a, c], [c, b) a nerostouci ve druhé, ma f
v c lokalni extrém.

\

2. Jestlize f je rostouci v jedné ze dvou Casti (a, ¢], ¢, b) a klesajici ve druhé, ma f v ¢
ostry lokdlni extrém.




Dals$im krokem po nalezeni vSech kritickych bodu je zjistit, zda v nich lokdlni extrém
nastane a zda jde o maximum nebo minimum. Nasledujici tvrzeni a jeho dusledek jsou
obdobou tvrzeni pro uréeni inflexniho bodu. Dikaz vyplyva ihned z definice lokalnich
extrémd.

\
VETA. Necht je ¢ € D(f) a (a,b) je okoli c.
\

1. Jestlize f je neklesajici v jedné ze dvou ¢asti (a, c], [c, b) a nerostouci ve druhé, ma f
v c lokalni extrém.

\

2. Jestlize f je rostouci v jedné ze dvou Casti (a, ¢], ¢, b) a klesajici ve druhé, ma f v ¢
ostry lokdlni extrém.

\

DUSLEDEK. Necht je c vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce f a necht’ f ma

derivaci v néjakém okoli bodu c. Jestlize f’ méni v bod€ ¢ znaménko, ma f v tomto bodé
ostry lokdlni extrém.

—p




Predchozi tvrzeni davaji navod nejen k nalezeni lokalniho extrému ale 1 ke zjistént, o
Jaky extrém se jednd. Je-li napt. f klesajici nalevo od ¢ a rostouci napravo od ¢, je v ¢
ostré lokalni minimum.

\




Predchozi tvrzeni davaji ndvod nejen k nalezeni lokédlniho extrému ale i ke zjiSténi, o
jaky extrém se jednd. Je-li napr. f klesajici nalevo od c a rostouci napravo od ¢, je v ¢
ostré lokdlni minimum.

\

I kdyz se zda, ze predchozi

vety nejsou pro praktické

pouziti priliS vyhodné, pri ST
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Predchozi tvrzeni davaji ndvod nejen k nalezeni lokédlniho extrému ale i ke zjiSténi, o

jaky extrém se jednd. Je-li napr. f klesajici nalevo od c a rostouci napravo od ¢, je v ¢
ostré lokdlni minimum.

\

I kdyzZ se zda, ze predchozi
veéty nejsou pro praktické
pouziti priliS vyhodné, pri
zjiStovani pribéhu funkce
se ukazi jako velmi vhodné.

4

Nasledujici tvrzeni ukazuje jinou cestu pro overeni typu extrému.
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VETA. Necht funkce f ma ve vnitfnim bodé c svého defini¢niho oboru lokdlni extrém.
Je-1i f v okoli bodu c konvexni (resp. konkdvni), ma v ¢ lokdlni minimum (resp. lokalni
maximum).

\




VETA. Necht funkce f ma ve vnitinim bodé& ¢ svého definiéniho oboru lokéln{ extrém.
Je-1i f v okoli bodu c konvexni (resp. konkdvni), ma v ¢ lokdlni minimum (resp. lokalni
maximuim).

4

Dukaz. Necht' je f konkavni v néjakém okoli (a, b) bodu ¢ a necht’” f ma v ¢ vzhledem
k (a,b) extrém, ktery neni lokalnim maximem. To znamenad, Ze existuje bod p € (a, b)
takovy, ze f(p) > f(c). Necht’ napf. p € (a,c). Pro libovolny bod ¢ € (¢,b) je f(q) >
f(c). Z toho vyplyvaji nerovnosti
flQ) - f0) _,  f@)= ()
c—p q—c
coZ je ve sporu s konkavitou f na (a, b). &

\
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VETA. Necht funkce f ma ve vnitinim bod¢ ¢ svého defini¢niho oboru lokalni extrém.
Je-1i f v okoli bodu c konvexni (resp. konkdvni), ma v ¢ lokdlni minimum (resp. lokalni
maximum).

V

Dukaz. Necht' je f konkavni v néjakém okoli (a, b) bodu ¢ a necht’” f ma v ¢ vzhledem
k (a,b) extrém, ktery neni lokalnim maximem. To znamenad, Ze existuje bod p € (a, b)
takovy, ze f(p) > f(c). Necht’ napf. p € (a,c). Pro libovolny bod ¢ € (¢,b) je f(q) >
f(c). Z toho vyplyvaji nerovnosti
FQ = f0) _  f@)= ()
c—p qg—c
coZ je ve sporu s konkavitou f na (a, b). &

\

Konvexita je u lokalniho ex-
trému uziteCna.
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DUSLEDEK. Necht' funkce f ma ve vnitfnim bod¢ ¢ svého defini¢niho oboru druhou
derivaci f”(c).

1. Je-li f'(¢)=0a f"(c) > 0, ma f v bodé€ c ostré lokalni minimum.

2.Je-li f'(c)=0a f"(c) < 0,ma f vbod€ c ostré lokalni maximum.

\




DUSLEDEK. Necht' funkce f ma ve vnitfnim bod¢ ¢ svého defini¢niho oboru druhou
derivaci f"(c).

1. Je-li f'(c)=0a f"(c) >0, ma f vbodé c ostré lokdlni minimum.
)

2. Je-li f/( 0a f"(c) <0, ma f vbodé c ostré lokdlni maximum.

\
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DUSLEDEK. Necht' funkce f ma ve vnitfnim bod¢ ¢ svého defini¢niho oboru druhou
derivaci f"(c).

1. Je-li f'(¢c)=0a f"(c) > 0, mad f v bodé c ostré lokdlni minimum.

2. Je-li f'(c)=0a f"(c) <0, ma f v bodé c ostré lokdlni maximum.
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Asymptoty




Asymptoty
\

Chovani funkce ,,blizko" nevlastnich bodl se da zhruba popsat pomoci limit funkce a
jeji derivace v téchto bodech.

\




Asymptoty
\

Chovani funkce ,,blizko" nevlastnich bodl se da zhruba popsat pomoci limit funkce a
jeji derivace v téchto bodech.

\

Nejzajimavéjsi je pripad, kdy se graf funkce blizi k n€jaké primce, ktera se pak nazyva
asymp totou. LEKCE08-PRU
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Asymptoty
\

Chovani funkce ,,blizko" nevlastnich bodl se da zhruba popsat pomoci limit funkce a
jeji derivace v téchto bodech.

\

Nejzajimavéjsi je pripad, kdy se graf funkce blizi k n€jaké primce, ktera se pak nazyva
asymp totou. LEKCE08-PRU
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DEFINICE. Pifimka y = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bode¢ c,
jestlize lim(f(x) — (ax + b)) = 0.

Ir—=cC

\




DEFINICE. Pifimka y = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bode¢ c,
jestlize lim(f(x) — (ax + b)) = 0.

Ir—=cC

\




DEFINICE. Piimka y = ax + b se nazyva asymptotou funkce f v nevlastnim bodé c,
jestlize lim(f(z) — (ax + b)) = 0.

\/
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VETA. Pfimkay = az+b je asymptotou funkce f v nevlastnim bod¢ c pravé kdyz plati
/()

a=lim——=, b=Ilim(f(z)—ax).
T—Cc T T—C




VETA. Pfimkay = az+b je asymptotou funkce f v nevlastnim bod¢ c pravé kdyz plati
/()

a=lim——=, b=Ilim(f(z)—ax).
T—Cc T T—C

'

Dukaz. Necht’ nejdiive pfimka ax + b je asymptotou f v c. Pak

lim(f(x) — (ax +0b)) = limx(@ —a— é) =0.

T—C T—C T T




VETA. Piimka y = az +b je asymptotou funkce f v nevlastnim bodg ¢ pravé kdyz plati

a = lim f() , b=lim(f(x) —ax).

B=C T : Po==C

V
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VETA. Piimka y = az +b je asymptotou funkce f v nevlastnim bodg ¢ pravé kdyz plati

a = lim f() , b=lim(f(x) —ax).

B=C T Po==C

V

Diikaz. Necht’ nejdfive pfimka az + b je asymptotou f v c. Pak

(f () b) . LEKCE08-PRU
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Prubéh funkce




Pribéh funkce f znamend urcit pfinejmensim nésledujici:

SN

Prubéh funkce

defini¢ni obor;

spojitost;

lokalni a absolutni extrémy;
asymptoty;

konvexita, konkavita, inflexni body;
nakreslit graf.
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Prubéh funkce

Pribéh funkce f znamend urcit pfinejmensim nésledujici:

SN

defini¢ni obor;
spojitost;

lokalni a absolutni extrémy;

asymptoty;

konvexita, konkavita, inflexni body;

nakreslit graf.

Je to kreativni Cast mate-
matické analyzy. MuzZete jit
na to bud’ metodou ,,drevo-
rubec", t.J. spocitat vSechny
derivace a pak premyslet,
nebo chytre.
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Nelze navrhnout postup, ktery je optimalni pro vSechny mozné pripady. Nicméné,

nasledujici postup byva vétSinou vhodny.

1.

. Naleznou se vSechny kritické body

Pokud neni defini¢ni obor ddn, zjisti se béZnym zpisobem, tj. ovéfenim, kde ma po-
uzity predpis smysl. Je vhodné ovérit, zda je funkce licha nebo suda nebo periodicka
— v téchto pripadech je pak mozné zkoumani funkce zuzit na mensi mnoZzinu.

. Vypocte se derivace a zjisti se jeji definini obor — na tomto definicnim oboru je

puvodni funkce spojitd. Ve zbyvajicich bodech (nebo ve vSech) se spojitost funkce
vetsinou zjisti pfimo z predpisu funkce pomoci zakladnich vét o spojitosti funkci.

pro lokdlni extrémy a udéla se tabulka hodnot v
téchto bodech (viz Priklady v lokédlnich extrémech), pro kazdy interval defini¢niho
oboru zvIast'.

. Zjisti se asymptoty v nevlastnich bodech, obvykle podle predchozi charakterizace.
. Konvexita, konkdvita a inflexni body se obvykle zjist'uji pomoci druhé derivace nebo

pomoci monoténie prvni derivace. To mize byt obtizné, a proto se n¢kdy tato ¢ast
vynechava a dod€lava se az pri kresleni grafu, ukaze-li se to potiebné.

. VétSinou je v této chvili zndmo dost vlastnosti funkce pro hrubé nakresleni grafu.

Je nutné si pripomenout, zZe v intervalech definicniho oboru funkce spojujicich sou-
sedni kritické body musi funkce bud’ rlist nebo klesat. Pokud nebyla zjist' ovana kon-
vexita a konkdvita, nemusi byt jasné, jak v nékterych téchto intervalech graf funkce
,ohnout".

. V bodech, ve kterych derivace neexistuje, je vhodné vypocitat jednostranné derivace,

pokud existuji. Pomohou v grafu presnéji zakreslit ,,hroty" v t€chto bodech.

Poznamky 6 Priklady 6 CviCeni 6 Uceni 6
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ROXIMACE FUNKCE POLYNOMY, TAYLORUV POLYNOM

Zkoumani nékterych funkci miize byt velmi slozité, a proto se nahrazuji funkcemi
jednodussimi, které jsou v jistém smyslu velmi blizko dané funkci (danou funkci apro-
ximuji).

\
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ROXIMACE FUNKCE POLYNOMY, TAYLORUV POLYNOM

Zkoumani nékterych funkci miize byt velmi slozité, a proto se nahrazuji funkcemi
jednodussimi, které jsou v jistém smyslu velmi blizko dané funkci (danou funkci apro-
ximuji).

\

Slovo ,,blizko" miiZze mit vice vyznami. Napf. v kazdém bod¢ budou hodnoty aproxi-
mujici funkce blizko hodnotam dané funkce, ale v riznych bodech riizné blizko, nebo
budou ve vSech bodech hodnoty stejné blizko. Zakladem je tu bodova konvergence po-
sloupnosti funkci (tj., konvergence posloupnosti hodnot v kazdém bod¢)

—
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Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = x?/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim f,(z)=0

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R
rizné rychle)

\
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Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = x?/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim f,(z)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R
rizné rychle)

\
Uvazujme posloupnost funkci g,,(x) = 1/n. Jisté pro kazdé x € R plati

. LEKCEO08-PRU
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Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = x?/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim f,(z)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R
rizné rychle)
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Uvazujme posloupnost funkci g,,(x) = 1/n. Jisté pro kazdé x € R plati
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Uvazujme posloupnost funkci f,(z) = x?/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim f,(z)=0.

n—oo

Tedy tato posloupnost aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé x € R
rizné rychle)

\

Uvazujme posloupnost funkci g,,(x) = 1/n. Jisté pro kazdé x € R plati
lim g,(x) =0.

n—oo

Tedy tato posloupnost také aproximuje nulovou funkci na redlné ose (ale pro kazdé
x € R stejné).

\/

SN s
—_—

\

Prvni pripad se nazyva bodovd aproximace (vlastné€ jiny termin pro bodovou konver-
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genci), druhy pripad stejnomérnd aproximace (je to bodova konvergence s dalSim poza-
davkem navic). V prvnim pfipad¢ se n-ta funkce od limitni funkce u nekoneCna velmi
vzdaluje, v druhém pripadé je n-ta funkce docela blizko limitni vlastné vSude najednou.

-
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Jako aproximujici funkce se Casto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichz
hodnoty se dobre pocitaji. V této Casti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které
bodové (nékde 1 stejnomérné) aproximuji mnoho funkci.

\/
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Jako aproximujici funkce se Casto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichz
hodnoty se dobre pocitaji. V této Casti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které
bodové (nékde 1 stejnomérné) aproximuji mnoho funkci.

VYV /

Bude-li poZzadovana VySst presnost, bude stadit k jiz sestrojenym polynomiim piidat
dalsi ¢leny vySSich stupnd.

\
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Jako aproximujici funkce se Casto voli polynomy, se kterymi se dobfe pracuje a jejichz
hodnoty se dobre pocitaji. V této Casti budou sestrojeny tzv. Taylorovy polynomy, které
bodové (nékde 1 stejnomérné) aproximuji mnoho funkci.

VYV /

Bude-li pozadovana VySst presnost, bude stadit k jiz sestrojenym polynomiim piidat
dalsi ¢leny vySSich stupnd.

\
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VETA. Necht' funkce f md derivace v bodé a az do ¥4du n. Pak polynom

ae (n)a
T,(2) = fa) + f@)e — ) + T —ap 4o T gy

2! n!

je jediny polynom nejvyse n-tého stupné takovy, ze £ (a) = Trgi)(a) proi=0,1,...,n.

\




VETA. Necht' funkce f md derivace v bodé a az do ¥4du n. Pak polynom

ae (n)a
Tu@) = f(@) + F@)o—a) + LD a1 D gy

2! n!

je jediny polynom nejvyse n-tého stupné takovy, ze f()(a) = Trgi)(a) proi=0,1,...,n.

\

Je to jeden ze zdkladnich
vzorecku. Piste ho tak Casto,
jak muzete.




VETA. Necht funkce f md derivace v bodé a aZ do f4du n. Pak polynom

f"(a) f"(a)

2l n!

Tu(z) = f(a) + f(a)(z — a) + (z—a)+ -+

(x —a)"
je jediny polynom nejvyse n-tého stupné takovy, ze f()(a) = T\ (a)proi=0,1,...,n.

\

Je to jeden ze zdkladnich

vzorecku. PiSte ho tak Casto,
jak muzete.

V

Dukaz. Kazdy polynom lze psat v mocninach x — a, tj., pro stupen n, ve tvaru P(x) =
an(r—a)"+a,_1(x—a)" 4. 4ai(x—a)+ay, kde a, # 0. Necht' f)(a) = P (a) pro
i = 0,1,...,n. Pravé strany jsou rovny ila;, takZe a; = f)(a)/i! a tedy P(zx) = Tn(.@

-
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DEFINICE. Polynom T, (x) (pfesné&ji 1T, ,(x)) se nazyva Tayloriv polynom stupné
nejvyse n funkce f v bod€ a. Je-li a = 0, nazyva se T,,(z) téZ Maclauriniiv polynom.

\




DEFINICE. Polynom T, (x) (pfesné&ji 1T, ,(x)) se nazyva Tayloriv polynom stupné
nejvyse n funkce f v bod€ a. Je-li a = 0, nazyva se T,(x) téZ Maclaurintiv polynom.

\

LEKCE08-PRU
S c o o oz PouZiti derivaci
At se jmenuje jak chce, ja to I"Hospital
b eru prubéeh funkce
. monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
* extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomi pro rtizné konstrukce funkci.

\




Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomi pro rtizné konstrukce funkci.

\

VETA. Pro Taylorovy polynomy v bod& a plati (pro p € R, k € N):
Tf+g n Tf,n -+ Tg,n )

Tpf,n - pr,na )
IR =
g Ty

Tpn(x) = (Traa(@)),
) — Tf(x),n<pxk)'




Nasledujici véta usnadni vypocet Taylorovych polynomii pro rizné konstrukce funkci.

\/

VETA. Pro Taylorovy polynomy v bodé a plati (pro p € R, k € N):

’Tf#(/.n
’]ﬁ/)f.n
T}";(/ N

T ()

proa =0, T,k ()

\/

Tf,/l + T(/J} )
pT}".//: )
Tf,n ’ T(/,II
Tﬁn

Ly
<Tf.n+l<5? ))
Tyieyn(pa®)

Ve dvou pripadech je nad rovnosti tecka. U soucinu funkci znamena, Ze leva strana
(polynom stupné nejvyse n) se rovna Casti pravé strany (polynom stupné aZ 2n) po
vynechdni mocnin Vyssu:h nez n. U podilu se na prave stran€ nedéli polynomy obvyk—
lym zpisobem, tj. nejvysm mocnina Citatele nejvySsi mocninou jmenovatele, ale nejnizsi
mocnina Citatele nejniZ$i mocninou Jmenovatele a skonci se u stupné n, jinak je postup

déleni stejny (napf. (z + 2?) : (z —

=1+z+2*+..,

viz Priklady).

-p
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Dukaz. Dva polynomy se rovnaji, jestliZe se rovnaji koeficienty u stejnych mocnin (z —

a)’. Dikaz prvni, druhé a p4té rovnosti plyne jednoduSe z tohoto kritéria a je pienechdn
do Otdzek. ,
Treti rovnost: Pro ¢ < n je na levé strané rovnosti koeficient u (x — a)’ roven

(f9)P(a) _ Xjmo ()/V(0)g" ()

7! 7!

a koeficient na pravé strané je roven

22: f9(a) g" ) (a)
— gt i=9)!
Snadno se ovéri, ze je to totéz.

Pro podil je nutné znat, Ze jestlize se uvedenym zptisobem déli dva polynomy n-
tého stupné P(x)/Q(x) s vysledkem rovnym polynomu R(z) n-tého stupné, pak Cast
polynomu Q(z) - R(z) se vSemi Cleny stupné nejvyse n se rovna P(z). Nyni je ziejmé,
ze rovnost pro podil vyplyva z predchozi rovnosti pro soucin.

Posledni rovnost se dokdze pomoci Peanova zbytku. Ten fikd, Ze Tayloriv polynom
Tt .4 je jediny polynom, pro ktery je f —1,, , maly fddu aspon n+1. Staci tedy dokazat,
ze f(pz*) — Ty(p) n(pz") je maly fadu aspoti nk + 1. ProtoZe

lim f(u)

u—0 Uy

:O’

je po dosazeni u = pz*

k
lim —f(pkzc ) =0,
z—0 fn
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cozZ se mélo dokazat.




Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnozZiné
M, musi podle definice bodové konvergence pro kazdé x € M platit lim T, (z) = f(x),
neboli lim (7, (z) — f(x)) = 0.

\
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Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnozZiné
M, musi podle definice bodové konvergence pro kazdé x € M platit lim T, (z) = f(x),
neboli lim (7, (z) — f(x)) = 0.

\

Kvili strucnosti se rozdil f(x) — T ,,(z) znact Ry, ,(x) (Castéji jen R, (z)) a nazyva
se zbytek.

\/
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Pokud maji Taylorovy polynomy bodové aproximovat funkci f na néjaké mnozZiné
M, musi podle definice bodové konvergence pro kazdé x € M platit lim T, (z) = f(x),
neboli lim (7, (z) — f(x)) = 0.

\

Kvili strucnosti se rozdil f(x) — T ,,(z) znact Ry, ,(x) (Castéji jen R, (z)) a nazyva
se zbytek.

\/

Zbytek vyjadrfuje chybu
pfi  nahrazovani funkce
jejim  Taylorovym poly-
nomem. Existuji vzorce,
které zbytek vyjadiuji v
jednodussim tvaru vhodném
pro odhadovani.
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VETA. Necht f md na uzavieném intervalu s koncovymi body a, = derivaci fadu n + 1.
Pak existuji uvnitf tohoto intervalu body c, d tak, ze

Foe) e S0

Beanl®) =) nl

(x —d)"(x — a).




VETA. Necht f mé na uzavieném intervalu s koncovymi body a, 2 derivaci fadu n + 1.
Pak existuji uvniti tohoto intervalu body c, d tak, zZe

SO e O T L P
R‘/‘!(,A,,QL) = M([ — (1;) — n'(? — d> (l — CZ) c
V
Dikaz. Podle definice Je f(x) — Tha(z) — Rya(xz) = 0. Z vyrazu na levé strané se

udéla funkce ¢g(t) tak, ze se bud’ za a nebo za = zvoli nova proménna ¢, kterd se bude
pohybovat mezi a a x. Lze predpokladat, Ze napt. a < =.

Nejdiive se ¢ dosadi za = a zbytek R, ,(z) se bude hledat ve tvaru p - (=
pro n&jaké p € R. Tedy g(t) = f(t) — Tna( ) — p(t — a)"*. Funkce ¢ je rovna 0
v krajnich bodech intervalu [a, z]. Navic ¢®)(a) = 0 pro i < n. Protoze ¢g""*!(t) =
FOFD(t) — p(n + 1)), staéf ukdzat, Ze g ”+1>(t) = 0 v n&jakém bod€ (a, z). Opakovanym
pouzitim Rolleovy Véty se najdou body ¢;,7 < n+ 1: ¢; € (a,z) tak, Ze ¢'(¢;) = 0,
¢y € (a,c) tak, Ze ¢"(cy) = 0,..., coy1 € (a,c,) tak, Ze ¢ (c,11) = 0. Pro c = c,41 se
dostava hledany vyraz pro p, totiz p = f"*V(c)/(n + 1)

Nyni se t dosadi za a a zbytek R, ,(x) se bude hledat ve tvaru p - (x — a) pro né&jaké
p e R . Tedy g(t) = f(x) — T, () —p(x —t)ag(a) =0, g(x) = 0. Podle Rolleovy véty
existuje d € (a,x) tak, Ze ¢’(d) = 0. Snadno se spocte ¢'(t) = p — f"FV(t)(x — t)"/n
atedy p = f""V(d)(x — d)"/nl, coz d4va druhy hledany tvar zbytku. &

_ a)n—l—l

=
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Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangetliv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapa-
matovani.

\




Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangetliv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapa-
matovani.
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Lagrangetv tvaru zbytku je
tvar nasledujiciho (n + 1).

Clenu s tim, Ze derivace se
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Prvni vyjadieni zbytku se nazyva Lagrangetliv tvaru zbytku a je jednoduchy pro zapa-
matovani.

\
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Specidlné tedy plati, Ze mé-li f derivace aZ do fddu n + 1 na intervalu J obsahujicim
bod a, pak pro kazdé x € J existuje ¢, lezici mezi a, x tak, ze

f"(a) f"(a)

A n!

f(nH)(Cx)
(n+1)!

flx) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ (x—a)’+...

)n+1 .

(x—a)"+ (x—a
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Specidlné tedy plati, Ze mé-li f derivace aZ do fddu n + 1 na intervalu J obsahujicim
bod a, pak pro kazdé x € J existuje ¢, lezici mezi a, x tak, ze

ae () (q
f()(x_a,>2_{_”.f ()

A n!

n f(n+1)(cﬂf)
(x—a) +—(n+ D)

f(@) = fla)+ fl(a)(z—a)+

(x—a)" .

\/

Pro n = 0 je predchozi rovnost totozna s rovnosti v Lagrangeové véte o stfedni hod-
note (totéz plati 1 pii pouziti Cauchyova tvaru zbytku — ovérte).

=)
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VETA. Necht f ma v okoli bodu a derivace az do fadu n. Potom

i 1) = Tran(@

r—a (:C — a)”

~0

a Ty, je jediny polynom nejvySe n-t€ho stupn€, pro ktery uvedena rovnost plati.

\




VETA. Necht' f mi v okoli bodu « derivace aZ do f4du n. Potom
(z _T’un X
hnlf(L) an(®)

r—a  (x—a)"

=0

a1,y Jje jediny polynom nejvySe n-t€ho stupné, pro ktery uvedend rovnost plati.

\/

Diikaz. Dosadi-li se do zlomku v limité x = a, dostane se neurcity vyraz 8. Lze pouzit
I"Hospitalovo pravidlo a opét se dostane tentyZ neurCity vyraz. AZ po n-tém zderivovani
se dostane % a tedy 0.

Necht’ naopak je d4n polynom P stupné nejvyse n, pro ktery je im% (f(x)—P(x))/(x—
a)" = 0. ProtoZe jmenovatel se blizi k 0, musi se i Citatel blizit k 0. Funkce f je spo-
jitd v okoli a a tedy P(a) = f(a). Lze pouzit I’Hospitalovo pravidlo a dostane se, Ze
iliré (f'(x) — P'(x)) = 0atedy f'(a) = P'(a). Postupnym pouzitim I’Hospitalova pravi-

dla se dostane f()(a) = P (a) pro vechnai < n Podle definice Taylorovych polynomi
je P(z) =Ty on(x). &

=)
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Skutecnost, Ze
lim 9() =0
T—a (x — a)”
se Casto vyjadruje zapisem
glx)=o(x —a)", xr —a
a slovy g je mald rddu aspori n + 1 v bodé a.

\




Skutecnost, Ze
o 9(@)
im ——————

=0
r—a (ZU — a)”

se Casto vyjadruje zapisem
glx)=o0(x —a)", x —a

a slovy g je mala vddu aspori n + 1 v bodé a.
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Skutecnost, Ze
lim —g(:lf) =0
T—a (x — a)”
se Casto vyjadruje zapisem
glx)=o0(x —a)", x —a

a slovy g je mala vddu aspori n + 1 v bodé a.

\

Takze Ry, ,(x) = o(xr — a)", x — a a tento vyraz pro zbytek se Casto nazyva Peantiv
tvar zbytku.

\

Tohoto zapisu se Vyuiivé tehdy, neni-li tfeba znat, o jakou funkci na levé strané
se jednd. To je pfipad pocitani limit pomoci Taylorovych polynomu kdy se jednot-
livé funkce nahradi svyml Taylorovyml polynomy ]1steh0 stupné (predem odhadnutého)
spolu se zbytky zapsanymi pravé pomoci malého ,,0".

=

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Malé ,,0" vlastné definuje ja-
kousi lokalni funkci, o které
nepotiebujeme znat (a ani
nezname) nic vic, nez tu li-
mitu.
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Malé ,,0" vlastné definuje ja-
kousi lokalni funkci, o které
nepotiebujeme znat (a ani
nezname) nic vic, nez tu li-
mitu.

Téch 6Cek se bojim.
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Malé ,,0" vlastné definuje ja-
kousi lokalni funkci, o které
nepotiebujeme znat (a ani
nezname) nic vic, nez tu li-
mitu.

Téch ocek se bojim.

Klidek. Jsou to jenom maly
prckové.
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Mai-1i se zjistit, Ze na urCitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodov€ aproximuji
funkci f, je nutné dokdzat, Ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku
R, (x) (pro rostouci n) k 0.
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Mai-1i se zjistit, Ze na urCitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodov€ aproximuji
funkci f, je nutné dokdzat, Ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku
R, (x) (pro rostouci n) k 0.

\

ProtoZe se ve vyjadreni zbytku vyskytuji neznama Cisla c, d, je vhodné zbytky odhad-
nout seshora. Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z Lagrangeova tvaru zbytku.
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Mai-1i se zjistit, Ze na urCitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodov€ aproximuji
funkci f, je nutné dokdazat, ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku
R,(x) (pro rostouci n) k 0.

\

ProtoZe se ve vyjadreni zbytku vyskytuji neznama Cisla c, d, je vhodné zbytky odhad-
nout seshora. Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z Lagrangeova tvaru zbytku.
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VETA. Necht f ma derivace az do fadu n + 1 na intervalu (a — p, a + p). Pak plati pro
x € (a—p,a+p):
n+1

M, | |
o il ., kde M,.1 > sup \f<”+1>(y)] :

‘R La,n (‘/I;M = (1 1\
(f,an) <n + 1)' y€(a—p,a+p)
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Mai-1i se zjistit, Ze na urCitém okoli bodu a Taylorovy polynomy bodov€ aproximuji
funkci f, je nutné dokdazat, ze v kazdém bodé x tohoto okoli konverguji hodnoty zbytku
R, (x) (pro rostouci n) k 0.
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ProtoZe se ve vyjadreni zbytku vyskytuji neznama Cisla c, d, je vhodné zbytky odhad-
nout seshora. Nasledujici tvrzeni plyne pfimo z Lagrangeova tvaru zbytku.
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VETA. Necht f md derivace a7 do ¥ddu n + 1 na intervalu (a — p,a + p). Pak plati pro
r € (a—p,a+p):
n+1

j\[n 14
< +1P

R (f,am)(@)] < kde M, .1 >  sup ‘f(NH)(y)‘ ‘

<T7, + 1>' 7 ye(a—p,a+p)

Ani to nemusi byt konecné
Cislo. I tak je to zajimavé.
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DUSLEDEK. Necht f md vSechny derivace na intervalu (@ —p,a+p).lelip<la
f ma vSechny své derivace na (a — p,a + p) omezené stejnym ¢islem, aproximuji jeji
Taylorovy polynomy v bod¢ a bodové funkci f na (a — p,a + p).
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DUSLEDEK. Necht f m4 vSechny derivace na intervalu (@ — p,a +p). Je-lip < 1l a
f ma vSechny své derivace na (a — p, a + p) omezené stejnym Cislem, aproximuji jeji
Taylorovy polynomy v bod¢ a bodové funkci f na (a — p,a + p).
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Jméno I’Hospital je mozné vidét i v jinych tvarech, napt. Lhospital nebo 1’Hopital. V
kazdém pripadé se vSak Cte ,lopital".

=)




Nejcastéji se pomoci I’Hospitalova pravidla pocitaji limity funkci, které po dosazeni
limitniho bodu vedou k neurcit€ému vyrazu %. Ostatni neurCité vyrazy lze na tento za-
kladni typ prevést:
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Nejcastéji se pomoci I’Hospitalova pravidla pocitaji limity funkci, které po dosazeni
limitniho bodu vedou k neurcit€ému vyrazu %. Ostatni neurCité vyrazy lze na tento za-
kladni typ prevést:

\
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Pred kazdym pouzitim
I’Hospitalova pravidla je
nutné zkontrolovat jeho
predpoklady.
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g:gg opét jako neurcity vyraz, lze pfi splnéni predpokladi postup

opakovat tak dlouho az bude mozné lim ﬁ ((Z; Emi
T—a4 T
\

Pokud vyjde lim

T— a4

spocitat.




Pokud vyjde lim / /(;”) opét jako neurcity vyraz, lze pfi splnéni predpokladi postup

(@)
T— a4
opakovat tak dlouho az bude mozné lim g ((Z; E:’?
T—a4 z
\

Pti tomto opakovani je vhodné po kazdém kroku se snazit ziskany vyraz zjednodusit,
popripadé Cast limity spocitat (napf. néjaky ndsobitel a vytknout pred limitu).

spocitat.

=




V Prikladech jsou uvedeny prlpady, kdy je L’Hospitalovo pravidlo nevhodné pouZit,

nebo kdy lim gégjg existuje a lim g ,g ; neexistuje.

T—a4 T—0a4

—p




MizZe se stat, Ze ve zlomku ]gc :Eg bude ¢'(z) nabyvat v kazdém prstencovém okoli

limitniho bodu nulovou hodnotu, ale po néjakém zkriceni s Citatelem se dostane vyraz,
ktery smysl a limitu bude mit.

\




W
Mize se stat, Ze ve zlomku é ,8

ktery smysl a limitu bude mit.

\

bude ¢'(z) nabyvat v kazdém prstencovém okoli
limitntho bodu nulovou hodnotu, ale po né¢jakém zkréaceni s Citatelem se dostane vyraz,

Prfesto se v tomto pripadé
I’Hospitalovo pravidlo ne-
smi pouZit.

Konec poznamek 1.
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Poznamky 2 :

Je nutné zdtraznit, Ze ve vété je podstatny predpoklad intervalu. Pokud nejde o inter-
val, napt. mame R \ {0} pro funkci 1/x, pak tvrzeni neplati, i kdyZ je derivace —1/x?
zaporna.
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Vsimnéte si, ze zatimco prvni dvé tvrzeni jsou ekvivalence, druhd dvé tvrzeni nejsou
ekvivalence.

\




Vsimnéte si, ze zatimco prvni dvé tvrzeni jsou ekvivalence, druhd dvé tvrzeni nejsou
ekvivalence.

\

Funkce totiz mize byt ryze monoténni a derivace pritom miiZe byt rovna 0 v nékterych
bodech (napf. funkce 2% na R je rostouci, ale jeji derivace je rovna O pro x = 0).

\




Vsimnéte si, ze zatimco prvni dvé tvrzeni jsou ekvivalence, druhd dvé tvrzeni nejsou
ekvivalence.

\

Funkce totiz mize byt ryze monoténni a derivace pritom miiZe byt rovna 0 v nékterych
bodech (napf. funkce 2% na R je rostouci, ale jeji derivace je rovna O pro x = 0).

\

Takovychto bodi miize byt v jistém smyslu jen mélo.

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

V prvni vété charakterizujici konvexitu jsou vSechna Ctyfi tvrzeni ekvivalencemi pro-
toZe se srovnava konvexita funkce s monotonii jeji derivace.

\




Poznamky 3 :

V prvni vété charakterizujici konvexitu jsou vSechna Ctyfi tvrzeni ekvivalencemi pro-
toZe se srovnava konvexita funkce s monotonii jeji derivace.

\

Ale jakmile se v dalsi véte prejde ke srovnavani znamének, uz opét se u ryzi konvexity

zméni ekvivalence jen na jednu implikaci (uvaZzte priklady, Ze tam ekvivalence nemize
byt).
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Inflexni body se mohou definovat i bez podminky existence derivace, ale pii neexis-

tenci teCny v onom bodé& tam mize byti hrot, jako napf. v bodé 0 u funkce 2° + |z| a
situace pak nevyjadiuje prirozeny vyznam inflexniho bodu.

\




Inflexni body se mohou definovat i bez podminky existence derivace, ale pii neexis-

tenci teCny v onom bodé& tam mize byti hrot, jako napf. v bodé 0 u funkce 2° + |z| a
situace pak nevyjadiuje prirozeny vyznam inflexniho bodu.

\







Podobné nevhodn4 situace miiZe nastat, pokud by se v definici inflexniho bodu vyne-
chala slova ,ryzi", protoze pak kazdy bod primky by byl jejim inflexnim bodem. Tyto
body se nékdy nazyvaji slabymi inflexnimi body.

=




Je nutné si uvédomit, Ze pfi hleddni inflexnich bodd nelze jenom vyfesit rovnici f*(z) =
0, ale k témto feSenim se musi pridat body, kde druha derivace neexistuje.

\




Je nutné si uvédomit, Ze pfi hleddni inflexnich bodd nelze jenom vyfesit rovnici f*(z) =
0, ale k témto feSenim se musi pridat body, kde druhd derivace neexistuje.

\

Pro takto ziskané body se zkoumd moznost inflexniho bodu, napf. pomoci zmény
znaménka druhé derivace nebo pomoci zmény monoténie prvni derivace (nebo pomoci
jiné charakterizace konvexity a konkavity).

=




Opét jako u hledani intervall ryzi monotdnie, ani pfi hledani inflexnich bodt se nepo-
chybi, pokud mezi zkoumané body (kde je druha derivace rovna nule nebo neexistuje)
pridaji dalsi nejasné body (napf. body, kde kvuli sloZitosti funkce nelze snadno rozhod-
nout, zda v nich druha derivace existuje nebo zda se rovna nule).

\




Opét jako u hledani intervall ryzi monoténie, ani pti hledani inflexnich bodi se nepo-
chybi, pokud mezi zkoumané body (kde je druha derivace rovna nule nebo neexistuje)
pridaji dalsi nejasné body (napf. body, kde kvuli sloZitosti funkce nelze snadno rozhod-
nout, zda v nich druha derivace existuje nebo zda se rovna nule).

‘

Sice pribude price s vice body, ale uSetfila se prace pii sloZitém feSeni rovnice apod.

Konec pozndmek 3.




Poznadmky 4 :

Pti prepisu definice lokdlnich extrémi pomoci nerovnosti se dostane nasledujici cha-
rakterizace (je uvedeno jen maximum, minimum zformulujte sami):
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Poznadmky 4 :

Pti prepisu definice lokdlnich extrémi pomoci nerovnosti se dostane nasledujici cha-
rakterizace (je uvedeno jen maximum, minimum zformulujte sami):

\

Funkce f md v bodé c svého definiéniho oboru lokdlni maximum (nebo ostré lokalni
maximum), jestlize existuje otevieny interval (a,b) obsahujici bod ¢ a takovy, Ze pro

z € (a,b) ND(f),z # ¢, je f(x) < flc) (resp. f(z) < f(c)).
\




Poznamky 4 :

Pti prepisu definice lokdlnich extrémi pomoci nerovnosti se dostane nasledujici cha-
rakterizace (je uvedeno jen maximum, minimum zformulujte sami):

\

Funkce f md v bodé c svého definiéniho oboru lokdlni maximum (nebo ostré lokalni
maximum), jestlize existuje otevieny interval (a,b) obsahujici bod ¢ a takovy, Ze pro

z € (a,0) ND(f),x # ¢, je f(x) < f(c) (resp. f(x) < f(c)).
\

Pokud se v pfedchozi charakterizaci lokdlntho maxima misto = € (a, b) ND(f) napise
x € D(f) dostane se maximalni hodnota funkce f.

4




Poznamky 4 :

Pti prepisu definice lokdlnich extrémi pomoci nerovnosti se dostane nasledujici cha-
rakterizace (je uvedeno jen maximum, minimum zformulujte sami):

\

Funkce f ma v bodé ¢ svého defini¢niho oboru lokalni maximum (nebo ostré lokalni
maximum), jestlize existuje otevieny interval (a,b) obsahujici bod ¢ a takovy, Ze pro

z € (a,0) ND(f),x # ¢, je f(x) < f(c) (resp. f(x) < f(c)).
\

Pokud se v pfedchozi charakterizaci lokdlntho maxima misto = € (a, b) ND(f) napise
x € D(f) dostane se maximalni hodnota funkce f.

4

Podobné se dostane minimdlni hodnota funkce f (zformulujte). Tyto extrémy se na
rozdil od lokdlnich nazyvaji absolutni nebo globdlni.
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Zatimco funkce miliZe mit nejvyse jedno absolutni maximum nebo minimum, muze
mit nekone¢né mnoho lokalnich extrémd.

\




Zatimco funkce miliZe mit nejvyse jedno absolutni maximum nebo minimum, muze
mit nekone¢né mnoho lokalnich extrémd.

\

Absolutni maximum (nebo minimum) mize ovSem byt dosahovano ve vice bodech;
napr. sinus ma absolutni maximum 1 dosahovdno v nekone¢né mnoha bodech (vice v
Prikladech).

\




Zatimco funkce miliZe mit nejvyse jedno absolutni maximum nebo minimum, muze
mit nekone¢né mnoho lokalnich extrémd.

\

Absolutni maximum (nebo minimum) mize ovSem byt dosahovano ve vice bodech;
napr. sinus ma absolutni maximum 1 dosahovdno v nekone¢né mnoha bodech (vice v
Prikladech).

\

Kazdy absolutni extrém je i lokalni extrém, obracené to samoziejme neplati.




Je vhodné si pfipomenout, Ze podle Weierstrassovy véty ma kazda spojita funkce na
uzavieném omezeném intervalu absolutni maximum 1 minimum.

=)




Podobné€ jako u monotonie v bodé, jsou 1 lokalni extrémy piikladem lokdlnich vlast-
nosti funkce. Slovo ,,Jokélni" tu znamena, Ze vlastnost plati v né¢jakém okoli bodu, nikoli
na celém definicnim oboru nebo vétSim intervalu.

Konec poznamek 4.




Poznamky 5 :

Podle I’Hospitalova pravidla je prvni limita rovna lim f’(x), pokud tato limita existuje.

To se da chépat tak, ze smérnice asymptoty je vlastné derivace v nevlastnim bod¢€ c,
nebo-li smérnice teCny grafu f v bodé¢ c.

—p




Nekdy se uvazuji i asymptoty ve vlastnich bodech ¢, coz mohou byt jen primky kolmé
na osu x, tj. majici rovnici x = c. Je to pripad, kdy aspon jedna jednostrannd limita
funkce v c je nevlastni.

Konec poznamek 5.




Poznamky 6 :

Tabulka hodnot se vétSinou déla jedna pro cely definicni obor funkce, 1 kdyz je slozen
z nékolika disjunktnich intervald.

\




Poznamky 6 :

Tabulka hodnot se vétSinou déla jedna pro cely definicni obor funkce, 1 kdyz je slozen
z nékolika disjunktnich intervald.

\

V pripadé, Ze spolu takové dva intervaly sousedi, napf. krajnim bodem ¢, musi se c
napsat do tabulky dvakrét, priCemzZ prvni hodnota bude limita funkce v ¢ zleva, druha
hodnota limita zprava. Mezi t€émito hodnotami se samoziejmé neurCuje monotonie.

Konec poznamek 6.




Poznamky 7 :

Z geometrického hlediska je zfejmé, Ze jedina piimka, kterd nejlépe aproximuje f
v okoli bodu a, je tecna ke grafu f v (a, f(a)). Tato teCna je grafem linearni funkce
f(a) + f'(a)(z — a), coZ je Taylortiv polynom stupné 1.

—p




Bude-li se hledat kvadraticka funkce, kterd nejlépe aproximuje f v okoli a (mé v bodé
a stejnou ,kiivost" jako f), dostane se opét Taylorav polynom (stupné 2). Takto lze
pokracovat dale: grafy funkce f a jejitho Taylorova polynomu stupné n maji styk radu
aspon n.

=)




Jestlize je funkce f polynomem stupné k, jsou jeji derivace fadu aspon k& + 1 vSude
rovny 0, takZe 1 zbytek fddu asponi k + 1 je nulovy a f = T{;, ;) na celém R. Uvedeny
Taylortiv polynom je v tomto pripadé rozvoj polynomu f podle mocnin x — a. Nékdy

se muZe i hodit aproximovat polynom velikého stupné (napt. 50) polynomem mensiho
stupné (napr. 4).

=)




Nékdy je vhodnéjsi vyjadrit x jako a+h a potom lze psat (za prislusnych predpokladii)

a0, T k)

hn—i—l
o) ) (n+1) |

fla+h) = fa) + fi(a)h +

kden € (0,1).




V diikazu pro vyjadreni zbytku se dd postupovat matematicky elegantnéji a spolecné
pro oba tvary zbytku (i pro jiné tvary zbytku), ale do diikkazu neni moc vidét. Uvedeny
dikaz je sice delsi, ale moZzna srozumitelnéjsi. Oba tvary zbytku budou potieba pfi apro-
ximaci specidlnich funkci.

Konec poznamek 7.




Poznamky 8 :

Konec pozndmek 8.




Pozndmky 9 :

Konec pozndmek 9.




PRIKLADY




Priklady 1 :

Pouziti I’Hospitalova pravidla je podobné, jako pouziti vét o limité souctu apod.

\




Priklady 1 :

Pouziti I’Hospitalova pravidla je podobné, jako pouziti vét o limité souctu apod.

Napf. pro lim ==
z—0 %

se formaln€ napisSe rovnost

. sinx . Cosx
lim = lim
z—0 z—0 1

a teprve po oveéreni smyslu a existence druhé limity (=1) se zpétn€ rovnost potvrdi.

=)




Spoctéte pomoci 1’Hospitalova pravidla limity
, sin® . slnz —x
lim ———,  lim ——.
t—01 —cosx  z—0cosx — 1




Spoctéte nasledujici limity prevodem na vhodny typ a potom pomoci 1’Hospitalova
pravidla:

: . 1 1
lim tgzcosx, lim (—2— — )
z—7/2 r—0 \T SN




Ukazte nevhodnost I’Hospitalova pravidla pro limity:
1

T+ z?sin +
lim z lim (Vad4+az— Va3 +2).

z—0 2 +sinx T——+00

(Prvni limita existuje (spoctéte ji), ale limita podilu derivaci neexistuje. U druhé limity

VVVVVV

=




3z—1
z

Pouzijete-li I’Hospitalovo pravidlo na limitu lim, g
vysledek — proc¢?

, dostanete 3, coz je Spatny

Konec prikladi 1.




Priklady 2 :

Hledani intervall, na nichZ je dana funkce ryze monoténni Ize jednoduse provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).

\




Priklady 2 :

Hledani intervall, na nichZ je dana funkce ryze monoténni Ize jednoduse provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).

\

Necht’ je na intervalu J déna spojita funkce f. Vyfesi se (na .J) rovnice f'(z) = 0.

\




Priklady 2 :

Hledani intervalii, na nichz je dand funkce ryze monoténni 1ze jednodusSe provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).

\

Necht’ je na intervalu J dana spojitd funkce f. Vyfesi se (na J) rovnice f'(z) = 0.

\/

Necht a < bz J jsou body, ve kterych bud’ derivace neexistuje nebo je rovna 0 a
necht’ mezi nimi neni zadny dalsi takovy bod.

\/
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Priklady 2 :

Hledani intervalii, na nichz je dand funkce ryze monoténni 1ze jednodusSe provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).

\

Necht’ je na intervalu J dana spojitd funkce f. Vyfesi se (na J) rovnice f'(z) = 0.

\/

Necht a < bz J jsou body, ve kterych bud’ derivace neexistuje nebo je rovna 0 a
necht’ mezi nimi neni zadny dalsi takovy bod.

\/

Pak f’ na celém (a, b) existuje a je bud’ kladna nebo zaporna (proc?).

\/
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Priklady 2 :

Hledani intervalii, na nichz je dand funkce ryze monoténni 1ze jednodusSe provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).
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Necht’ je na intervalu J dana spojitd funkce f. Vyfesi se (na J) rovnice f'(z) = 0.
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Priklady 2 :

Hledani intervalii, na nichz je dand funkce ryze monoténni 1ze jednodusSe provést na-
sledujicim zptisobem (pokud existuje derivace).
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Necht’ je na intervalu J dana spojitd funkce f. Vyfesi se (na J) rovnice f'(z) = 0.
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Podle predchoziho postupu najdéte maximalni intervaly, kde jsou nasledujici funkce
ryze monotonni:

3

3 z(z — 1)

:1:+1)2 na R.

sin” x + cos” x na [0, 27|,




V predchozim postupu se miize stét, Ze je obtizné rozhodnout o néjakém bod¢ a, zda
v ném derivace neexistuje nebo je nulova.

\




V predchozim postupu se miize stét, Ze je obtizné rozhodnout o néjakém bod¢ a, zda
v ném derivace neexistuje nebo je nulova.

\

Pridé-li se a k vyse uvedenym zkoumanym bodiim, nic se na postupu nepokazi.

\




V predchozim postupu se miize stét, Ze je obtizné rozhodnout o néjakém bod¢ a, zda
v ném derivace neexistuje nebo je nulova.

\

Pridé-li se a k vyse uvedenym zkoumanym bodiim, nic se na postupu nepokazi.

\

Napriklad neni zfejmé, zda pro funkeci v/z2 — v/22 — 1 existuji derivace v bodech
0, £1. Proto je vhodnéjsi tyto body mezi krltlcke body pridat. Najdéte pro tuto funkci
intervaly monotonnosti.

\
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V predchozim postupu se miize stét, Ze je obtizné rozhodnout o néjakém bod¢ a, zda
v ném derivace neexistuje nebo je nulova.

\

Pridé-li se a k vyse uvedenym zkoumanym bodiim, nic se na postupu nepokazi.

\

Napriklad neni zfejmé, zda pro funkeci v/z2 — v/22 — 1 existuji derivace v bodech
0, £1. Proto je vhodnéjsi tyto body mezi krltlcke body pridat. Najdéte pro tuto funkci
intervaly monotonnosti.

\

Jestlize ve vySe uvedeném postupu je a krajni bod intervalu J, ktery do J nepatii,
hodnota f(a) se nahradi limitou lim f(z)— ukaZte, Ze za danych podminek tato limita

F=T=r
vzdy existuje.

=)
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Uvedenym postupem lze dokazovat i nerovnosti mezi funkcemi. Jestlize napt. f(0) >
g(0) a funkce f — g je rostouci na |0, +00), pak f(x) > g(x) pro vSechna kladnd x.
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g(0) a funkce f — g je rostouci na |0, +00), pak f(x) > g(x) pro vSechna kladnd x.
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Nerovnost sinz > x — z°/6 plati pro kladna z: pro 2 = 0 plati misto uvedené nerov-
nosti rovnost.

\
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Derivace funkce sinz — = + 2°/6 je funkce g(x) = cosx — 1 + x2/2.
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\

Nerovnost sinz > x — z°/6 plati pro kladna z: pro 2 = 0 plati misto uvedené nerov-
nosti rovnost.

\

Derivace funkce sinz — z + 23/6 je funkce g(x) = cosz — 1 + 2%/2.
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Uvedenym postupem lze dokazovat i nerovnosti mezi funkcemi. Jestlize napt. f(0) >
g(0) a funkce f — g je rostouci na |0, +00), pak f(x) > g(x) pro vSechna kladnd x.
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Nerovnost sinz > x — z°/6 plati pro kladna z: pro x = 0 plati misto uvedené nerov-
nosti rovnost.
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Derivace funkce sinz — z + 23/6 je funkce g(x) = cosz — 1 + 2%/2.
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Priklady 3 :

Najdéte intervaly, ve kterych je sinus ryze konvexni nebo ryze konkavni.




Ve kterych intervalech je funkce sin x cos x konvexni?




Zkoumejte konvexitu funkce 2% + x|.




Najdéte vSechny inflexni body funkci sinus, cosinus a tangens.




Ma4 |z| inflexni body?




Pro kterd n € N ma funkce z" inflexni body?




n/3

Pro kterd n € N ma funkce z"/° inflexni body?

Konec piikladi 3.




Priklady 4 :

Postup pri hledani extrému funkce na intervalu J s krajnimi body a < b.
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Ptiklad: Najit vSechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)/ x2 na intervalu (—0.5,1.5).
\




Ptiklad: Najit vSechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)/ x2 na intervalu (—0.5,1.5).
\

Derivace je

f() = —3(z — 1) - 2

(x —1)%(2 — 11x)
3< '

33?1/3

T — 1)3:13_1/3 —




Ptiklad: Najit vSechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)/ x2 na intervalu (—0.5,1.5).

\
Derivace je
2 - (z —1)%(2 — 11x)
HoN — 2l 1202/3 20 133,13 _
f(x) 3(x —1)*x 3(3@ 1)’z Ve :
\

Derivace v daném intervalu neexistuje v bodé 0 a rovnd se O v bodé 1 a 2/11. Tedy
vSechny kritické body jsou -0.5, 0, 2/11, 1, 1.5. Tabulka hodnot:

\




Ptiklad: Najit vSechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)/ 22 na intervalu (—0.5,1.5).
\

Derivace je

fl(z) = =3(x — 1)%2?/® — %(x )38 = (z — 12;(12/3— 11x) |

\

Derivace v daném intervalu neexistuje v bodé¢ 0 a rovna se O v bod€ 1 a 2/11. Tedy
vSechny kritické body jsou -0.5, 0, 2/11, 1, 1.5. Tabulka hodnot:

\

z [-05[0[2III] L5
F(z)2.12/0[0.180]-0.14

\

LEKCEO08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ptiklad: Najit vSechny lokdlni extrémy funkce —(z — 1)/ 22 na intervalu (—0.5,1.5).
\

Derivace je

2
g(aﬁ — 132713 =

(x —1)%(2 — 11z)

/ o _1M\2,.2/3

\

Derivace v daném intervalu neexistuje v bodé¢ 0 a rovna se O v bod€ 1 a 2/11. Tedy
vSechny kritické body jsou -0.5, 0, 2/11, 1, 1.5. Tabulka hodnot:

\

z [-05[0[2III] L5
F(z)2.12/0[0.180]-0.14

\

Funkce klesa z hodnoty 2.12 k hodnoté O (takze v krajnim bod¢ -0.5 je lokalni ma-
ximum), pak stoupa k hodnoté 0.18 (takze v bodé€ 0O je lokdlni minimum), pak klesd k
hodnoté 0 (takze v bodé 2/11 je lokalni maximum) a pak zase klesd k hodnoté -0.14
(takZe v bodé€ 1 neni lokalni extrém a v krajnim bodé 1.5 je lokdlni minimum). Podle
srovnani hodnot je absolutni maximum v bodé —0.5 a absolutni minimum v bodé 1.5.

-p
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Pokud je predchozi funkce definovand na intervalu (—0.5, 1.5), jsou kritické body i
tabulka hodnot stejné. Jediny rozdil bude nynl v tom, zZe v kra]mrn bod¢ -0.5 neni ani
lokalni maximum ani maximum funkce, protoZe tento bod nepatfi do definicniho oboru
dané funkce. Z toho vyplyva, Ze funkce nenabyva maxima na svém defini¢nim oboru.

\
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lokalni maximum ani maximum funkce, protoZe tento bod nepatfi do definicniho oboru
dané funkce. Z toho vyplyva, Ze funkce nenabyva maxima na svém defini¢nim oboru.

\

LEKCEO08-PRU
, Pouziti derivaci
i I’Hospital
| prubéeh funkce
monotonie
konvexita
konvexita a derivace
inflexe
inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
kritické body
extrém
asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Konec piikladi 4.




Priklady 5 :

Najdéte asymptoty, pokud existuji, pro funkce:
z? — 3
2r — 4’

sinz, (z+2)%) —(z-2)@3

Konec piikladi 5.
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Vzorovy priklad na prubéh funkce
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1. Jedna se o raciondlni funkci, jejiz defini¢ni obor je celé R bez bodu -1, tedy D(f) =
(—o0, —1) U (—1, +00). Funkce neni ani lichd ani suda ¢i periodickd. Je spojitd vSude
na svém definicnim oboru.

\
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1. Jedna se o raciondlni funkci, jejiz definicni obor je celé R bez bodu -1, tedy D(f) =
(—o0, —1) U (—1, +00). Funkce neni ani lichd ani suda ¢i periodickd. Je spojitd vSude
na svém definiCnim oboru.

\

2. f' = z(x* + 3z — 4)(z + 1)~ a tedy defini¢ni obor derivace je shodny s defini¢nim
oborem nasi funkce (coZz plati vzdy pro racionalni funkce). Odtud opét plyne spojitost

funkce.

4

(z +1)?

flz) :M,
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Priklady 6 :

Vzorovy priklad na prubéh funkce
z?(z — 2)
flx) = IEESR

1. Jedna se o raciondlni funkci, jejiz defini¢ni obor je celé R bez bodu -1, tedy D(f) = sCERPRU
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_ 07 o . . ~ v, inflexe a derivace
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funkce. extrém
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3. f(x) =0prox = 0,z = 1, x = —4. Kritické body jsou tedy —oo, —4, —1_, —1,,0, 1, 4 @foximace
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Taylor-vlastnosti
‘ Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 6 :

Vzorovy priklad na prubéh funkce
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—1

+00

-32/3

-1/4




—oo| 4 [—1_[—1,.]0] T [+o0
—00 |-32/3| —oc0 | —c0 |0 ] -1/4 | +00

Z tabulky je vidét, Ze graf funkce stoupa od —oo k hodnot€ v bodé x = —4 a pak zase
klesa do —o0, jakmile se blizi zleva k bodu -1. Na pravé strané tohoto bodu zase stoupa
od —oo k hodnoté 0 v bodé¢ x = 0 a pak opét klesa k hodnoté v bodé¢ x = 1; od této
hodnoty pak stéle roste k +co. MiiZzeme tedy usoudit, Ze f ma lokdlni maxima v bodech
x = —4 ax = 0, lokdlni minimum v bod€ x = 1 a nema absolutni extrémy.

\
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Z tabulky je vidét, Ze graf funkce stoupa od —oo k hodnot€ v bodé x = —4 a pak zase
klesa do —o0, jakmile se blizi zleva k bodu -1. Na pravé strané tohoto bodu zase stoupa
od —oo k hodnoté 0 v bodé¢ x = 0 a pak opét klesa k hodnoté v bodé¢ x = 1; od této
hodnoty pak stéle roste k +co. MiiZzeme tedy usoudit, Ze f ma lokdlni maxima v bodech
x = —4 ax = 0, lokdlni minimum v bod€ x = 1 a nema absolutni extrémy.

\

4. Podle prislusnych vzorcti popsanych po definici asymptot je a = lim, 4 f(x)/x =1
ab=lim; +(f(z)—x) = —4. Funkce tedy md spolenou asymptotu y = x —4 v +00
iv—oo.

\
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—oc0| -4

-32/3

—T, 707 1
—o0 |0 [-1/4

+00

Z tabulky je vidét, Ze graf funkce stoupa od —oo k hodnot€ v bodé x = —4 a pak zase
klesa do —o0, jakmile se blizi zleva k bodu -1. Na pravé strané tohoto bodu zase stoupa
od —oo k hodnoté 0 v bodé¢ x = 0 a pak opét klesa k hodnoté v bodé¢ x = 1; od této
hodnoty pak stéle roste k +co. MiiZzeme tedy usoudit, Ze f ma lokdlni maxima v bodech
x = —4ax = 0, lokdlni minimum v bodé¢ z = 1 a nem4 absolutni extrémy.

\

4. Podle prislusnych vzorcti popsanych po definici asymptot je a = lim, 4 f(x)/x =1
ab=lim; +(f(z)—x) = —4. Funkce tedy md spolenou asymptotu y = x —4 v +00
iv—oo.

\

5. Zhruba lze nakreslit graf. Lze z néj zjistit, Ze funkce asi bude konkdvni v (—oo, —1)
a v intervalu (—1, ¢) pro n&jaké kladné ¢ < 1, a konvexni v (¢, +0o0) (bod ¢ tedy bude
inflexn{). Vyfesit tuto situaci Ize v daném piipadé pomérné lehce. f” = 2(7x—2) /(x+1)?
a tedy bod ¢ je roven 2/7, protoze [ < Oprox < 2/7,x # —1a f”" > O prox > 2/7.
Uvédomte si, Ze f neni konkavni pro x < 2/7 — pro¢?

\
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—oo| 4 [—1_[—1,.]0] T [+o0
—00 [-32/3| —oco | —00 |0 |-1/4 ] +00
\
Z tabulky je vidét, Ze graf funkce stoupa od —oo k hodnot€ v bodé x = —4 a pak zase

klesa do —o0, jakmile se blizi zleva k bodu -1. Na pravé strané tohoto bodu zase stoupa
od —oo k hodnoté 0 v bodé¢ x = 0 a pak opét klesa k hodnoté v bodé¢ x = 1; od této
hodnoty pak stéle roste k +co. MiiZzeme tedy usoudit, Ze f ma lokdlni maxima v bodech
x = —4ax = 0, lokdlni minimum v bodé¢ z = 1 a nem4 absolutni extrémy.

\

4. Podle prislusnych vzorcti popsanych po definici asymptot je a = lim, 4 f(x)/x =1
ab=lim; +(f(z)—x) = —4. Funkce tedy md spolenou asymptotu y = x —4 v +00
iv—oo.

\

5. Zhruba lze nakreslit graf. Lze z néj zjistit, Ze funkce asi bude konkdvni v (—oo, —1)
a v intervalu (—1, ¢) pro n&jaké kladné ¢ < 1, a konvexni v (¢, +0o0) (bod ¢ tedy bude
inflexn{). Vyfesit tuto situaci Ize v daném piipadé pomérné lehce. f” = 2(7x—2) /(x+1)?
a tedy bod ¢ je roven 2/7, protoze [ < Oprox < 2/7,x # —1a f”" > O prox > 2/7.
Uvédomte si, Ze f neni konkavni pro x < 2/7 — pro¢?

\

6. Nyni Ize nakreslit pomérné presné graf funkce:
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konkavni 10 |

konvexni

inflexe
v 2/7

y=x-4

asymptota

+£20 :I:lO \? ~

lokalni

maximum
v -4

+20

10

lokalni
minimum
v 1

20




Podle predchoziho postupu udélejte prabéh funkci:

—1)
x\3/2—332 (@ (x4 2)2 — /(z — 2)?

(z+1)2




Podle predchoziho postupu udélejte prabéh funkci:

—1
x\3/2—a:2 e (@ (. +2)2 — v/ (z — 2)2

\

V poslednim prikladu jsou ,hroty" a je vhodné v nich spocitat jednostranné derivace.

Konec prikladu 6.




Priklady 7 :

Napiste polynom z° + 1 jako polynom v mocninich z — 1, tj. ve tvaru as(z — 1) +
CLQ(%‘ — 1)2 + CL1<$ — 1) + ay.

=




Najdéte TaylorGv polynom stupné 2 pro funkci 1/(1 — x) v bodé 0 a odhadnéte nume-
ricky zbytek na intervalu (—1/10, 1/10).

=)




Najdéte Taylorovy polynomy stupné n funkci sinus a cosinus v bodé 0. Odhadnéte
zbytky na intervalu (—p, p). Budou zbytky na tomto intervalu konvergovat k 0O (pro libo-
volné dané p)?

=




Najdéte p takové, Ze | R(cos10.4)(x)] < 1072 pro z € (—p, p).




Najdéte nejmensi piirozené &islo n tak, Ze | Rsin 0.n)(2)] < 107° pro z € (—2,2).

—p




Déleni Taylorovych polynomii. M4 se zjistit Taylordv polynom 3.stupné funkce tg v
bodé 0 délenim Taylorovych polynomt funkci sinus a cosinus.

\




Déleni Taylorovych polynomu. Ma se zjistit Taylordv polynom 3.stupné funkce tg v
bodé 0 délenim Taylorovych polynomit funkci sinus a cosinus.

\
Taylorovy polynomy 3. stupné funkci sinus a cosinus jsou z — z°/3!, resp. 1 — 22 /2!.

1. Vydéli se nejmensi stupefi u x — 27 /3! nejmensim stupném u 1 — z%/2! a dostane se
x.

2. Vysledkem se vyndsobi délitel (dostane se x—z° /2!) a odecte se od délence — dostane
se 7°/3.

3. U dosazeného vysledku se opét vydéli nejmensi stupeti (tj. 2° /3) nejmensim stupném
délitele (tj. 1) a dostane se z°/3, coZ je v daném pifpadé konecny vysledek.

Spocitejte uvedenym zptisobem Tayloriv polynom 5. stupné funkce tg v bodé 0.
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COS T 37

Spocitejte Tayloriv polynom stupné 3 funkce v bodé 0. Pouzijte jak postup z
definice Taylorova polynomu, tak déleni Taylorovych polynomil pouZitych funkci.

—p




Spoctéte Taylorovy polynomy funkce cosinus pomoci derivace Taylorovych poly-
nomt funkce sinus.

=)




Ukazte, Ze vSechny Taylorovy polynomy v bodé 0 néasledujici funkce f jsou nulové (a
tedy konverguji k f pouze v bodé 0):

f(@) = { e, prox #0;

0, pro x = 0.




Pocitani limit pomoci Taylorovych polynomu




Budeme pocitat limitu
. 2cosx — 2+ 22
lim —
2—0 r2sin®




Budeme pocitat limitu
. 2cosx — 2+ 22
lim —
2—0 r2sin®

\

Jmenovatel 1 Citatel se nahradi prisluSnymi Taylorovymi polynomy (zde na prislus-
nych mistech stupné 4 a stupné 2)

2c08¢ —2+ x> 2(1—a2?/2+2'/24+o(2)) —2+2®  2'/12+ o(zP)
r2sinx z?(x + o(x?))?  atto(d)




Budeme pocitat limitu
. 2cosx — 24 x?
lim —
2—0 2 sin’ o

\

Jmenovatel 1 Citatel se nahradi prisluSnymi Taylorovymi polynomy (zde na prislus-
nych mistech stupné 4 a stupné 2)

2c0x — 2+ 2% 2(1—a?/24+2t/24+ o(2°)) — 2+ 2% 2*/12+ o(2”)
t2sin?x z?(x + o(x?))? ~ zt+o(ab)

\

Pro posledni rovnost bylo pouZito nékolika jednoduchych tprav pro praci s o(x"):
a-o(x") +b-olx") = o(z"), z"0(z") = o(z"™), 0(z") - o(x"™) = o(x"").

Didle plati rovnost f(x) - o(x™) = o(x") pro kazdou funkci f spojitou v O (staci dokonce,
aby f byla omezena v okoli 0).

\/
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Budeme pocitat limitu
. 2cosx — 24 x?
lim —
2—0 2 sin’ o

\

Jmenovatel 1 Citatel se nahradi prisluSnymi Taylorovymi polynomy (zde na prislus-
nych mistech stupné 4 a stupné 2)

2cost —2+x2 21 —x?/2+2*/24 + o(z°) — 2+ 22 x*/12+ o(z?)
. — = . LEKCEO08-PRU
r2sin? & 2?(z + o(x?))? zt + o(x”) Pouzitf derivaci
I’Hospital
prubéeh funkce
monotonie
‘ konvexita
. .- o . . . . L. n konvexita a derivace
Pro posledni rovnost bylo pouZito nékolika jednoduchych tprav pro praci s o(x"): mlee
a - O(xn) + b . O(gjn) — O(.ZUn) $k0<xn) — O(xk_'_n) 0<$k> . O(ﬂfn) = O(xk—i_n) giggﬁaderivace
! Z ’ kritické body
o o0 -, extrém
Dile plati rovnost f(z) - o(z") = o(z") pro kazdou funkci f spojitou v O (staf dokonce, = asympwota
2 , asymptota a deri-
aby f byla omezena v okoli 0). vace
prubéh funkce
aproximace
‘ Taylor

v YR Maclaurin
Pokracovani prﬂ(ladu: Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
) Lagrange,Cauchy
4 5 1 4 o) b
L /12 + O(Qf ) o lm 12 4 _ i Pozrfe’?rlrll(l)q

z—0 i 0(5135) x—0 1+ o(x?) 12 lgfl%dzdé}lrs o
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Exponencialni funkce

n
2 n xn+1 CUk ZUn+1

€ =1+T+ ot +— € =) —+e¢
B 2! n/! (n+1)! <kl (n—+1)!

pro néjaké ¢ mezi 0 a x.




Funkce sinus

33'3 565
Sln(gj):x—y_pg_




Funkce sinus

...a musim se prfiznat, Ze
jsem jeSt€¢ nikdy nemusela
psat ten n-ty ¢len a nasledu-
jici zbytek.
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Funkce sinus

...a musim se prfiznat, Ze
jsem jeSt€¢ nikdy nemusela
psat ten n-ty ¢len a nasledu-
jici zbytek.

Ja ho uz musel psat mockrit,
ale nikdy jsem se netrefil.
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Funkce kosinus




Funkce kosinus

r?

cos(a:)zl—aikﬂ—---

...nicméné¢ ten zbytek za

n-tym Clenem je v abso-

lutni hodnoté nanejvyS ro-
xn—i—l L.

ven ¢, takovd jsem vy-

nalézava.
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Binomicky rozvoj
Protoze funkci 2 nelze pro libovolna p zkoumat v bodé x = 0, posouva se obvykle o 1
doleva:

(1+2)=1+pzx+ p( o=l p2 4. peml)elpmndl) pn R.(z) =

n!

— kz_:o (i)xk +p(p — 1)( — n)(l + C)p n— 1x(9: c) . kde ( ) _ p(p_l)..l.c(!p—k+1)

pro x > —1 a n¢jaké c mezi 0 a x. Byl pouzit zbytek v Cauchyové tvaru — diivodem je
snadnéjsi dlikaz toho, Ze pro velka n je zbytek velmi maly pro = < 1 (viz dalsi kapitola
o radach).

\/
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Binomicky rozvoj
Protoze funkci 2 nelze pro libovolna p zkoumat v bodé x = 0, posouva se obvykle o 1
doleva:

(1 +z)P=1+ps+22ly2 .. polebonilon 4 B () =

n!

— kz_:o (i)xk +p(p — 1)( — n)(l + C)p n— 1x(9: c) . kde ( ) _ p(p_l)..l.c(!p—k+1)

pro x > —1 a n¢jaké c mezi 0 a x. Byl pouzit zbytek v Cauchyové tvaru — diivodem je
snadnéjsi diikaz toho, Ze pro velkd n je zbytek velmi maly pro x < 1 (viz dal$i kapitola LEkcEes-pru
0 fadéch) Pouziti derivact

I’Hospital
prubéeh funkce
Specidlné prop =1/2ap = —1/2: Konvexita a derivace
\/1_|_ —1_|_1 _1 2_|_(_1) S n_|_R ( ) > 1 extrém a derivace
L= =37 L n\T),T Kritické body
(2n) extrém
— === o (=1 "+ Ry(x),z > —1 pritbéh funkce
1 + x 2 S (27})” aproximace
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Logaritmicka funkce
Ze stejnych dlivodi jako u binomického rozvoje se musi logaritmickd funkce pro Tay-
lorovu fadu v bod€ 0 posumout:

mn—i—l

(4
3 n (n 4+ 1)(1 + ¢)ntt

(popf. + (— 1)”—?1%_ :i)i?: )

pro néjaké ¢, d mezi 0 a z, kde x > —1.




Cyklometrické funkce

n n

(2k — 1 I
arcsin & = £I?-|—Z 2k +1)( 2k+1-|—Rn(:I:) , arctgr = Z(—l)k
k=0

1
2k +1

"R, (z) .

Konec prikladi 7.




Priklady 8 :

Konec piikladu 8.




Priklady 9 :

Konec prikladi 9.




OTAZKY




Otazky 1 :

L’Hospitalovo pravidlo bylo dokdzano trochu obecné;ji:

\




Otazky 1 :

L’Hospitalovo pravidlo bylo dokdzano trochu obecné;ji:

\
pii predpokladu lim |g(z)| = +o0 se nikde nepouzil predpoklad lim |f(x)| = +o0.

T—a4 T—0a4
\




Otazky 1 :

L’Hospitalovo pravidlo bylo dokdzano trochu obecné;ji:

\

pii predpokladu lim |g(z)| = +o0 se nikde nepouzil predpoklad lim |f(x)| = +o0.
T—a4 T—0a4

\

Uvédomte si ale, ze v piipadé lim |f(z)| # 400 je pouziti I’Hospitalova pravidla
T—a+

zbyteCné nebo marné, krome jednoho ptipadu.

—p




v . 7 A pe /. e , ya Ve » ~ o0 ) o
. N/ek.dy je vhodné prevést dany neurCity vyraz na neurcity vyraz 2. Uved’te zpusoby,
jakymi se to provede.

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

Funkce f se nazyva rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U bodu a tak, Ze pro
reUND(f),r <a,je f(x) < fla)aproprox € UND(f),z > a,je f(x) > f(a).

\




Otazky 2 :

Funkce f se nazyva rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U bodu a tak, Ze pro
reUND(f),r <a,je f(x) < fla)aproprox € UND(f),z > a,je f(x) > f(a).

\

Ziejmym zpusobem se definuji pojmy klesajici v bode, nerostouci v bode, neklesajici
v bodé — napiste si definice.

\




Otazky 2 :

Funkce f se nazyva rostouci v bodé a, jestlize existuje okoli U bodu a tak, Ze pro
reUND(f),r <a,je f(x) < fla)aproprox € UND(f),z > a,je f(x) > f(a).

\

Ziejmym zpusobem se definuji pojmy klesajici v bode, nerostouci v bode, neklesajici
v bodé — napiste si definice.

\

Ukazte, Ze f je neklesajici na intervalu J pravé kdyz je neklesajici v kazdém bodé z J.
Podobné pro funkce nerostouct, klesajici a rostouci. (Navod: pro z < y a f(z) > f(y)
vezméte supremum vsech z € [x,y) takovych, Ze f(z) > f(y).)

=)




Necht’ je f definovana na okoli bodu a a f’(a) existuje. Ukazte, Ze f je klesajici v a
jestlize f'(a) < 0.

\




Necht’ je f definovana na okoli bodu a a f’(a) existuje. Ukazte, Ze f je klesajici v a
jestlize f'(a) < 0.

\

Zformulujte a dokazte prisluSné tvrzeni pro funkce rostouci v bodé€. Najdéte priklad
funkce klesajici v néjakém bod€ a, a pfitom neplati f'(a) < 0.

\




Necht’ je f definovana na okoli bodu a a f’(a) existuje. Ukazte, Ze f je klesajici v a
jestlize f'(a) < 0.

\

Zformulujte a dokazte prisluSné tvrzeni pro funkce rostouci v bodé€. Najdéte priklad
funkce klesajici v néjakém bod€ a, a pfitom neplati f'(a) < 0.

\

Ukazte, ze neplati obdoba predchozi véty pro funkce neklesajici a nerostouci v bodé.

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

Necht’ funkce f je definovdna na otevieném intervalu J a mé na J derivaci. Prop € J
oznacuje g, rovnici te¢ny ke grafu f v bodé (p, f(p). UkaZte, Ze f je na .J konvexni pravé
kdyz f(x) > g,(x) pro v§echna p, x € J. Jak se zmén{ formulace pro charakterizaci ryzi

konvexity?

\




Otazky 3 :

Necht’ funkce f je definovdna na otevieném intervalu J a mé na J derivaci. Prop € J
oznacuje g, rovnici te¢ny ke grafu f v bodé (p, f(p). UkaZte, Ze f je na .J konvexni pravé
kdyz f(x) > g,(x) pro v§echna p, x € J. Jak se zmén{ formulace pro charakterizaci ryzi

konvexity?

\

Uvédomili jste si, Ze v predchozim pripadé musi byt derivace vzdy vlastni?

\




Otazky 3 :

Necht’ funkce f je definovdna na otevieném intervalu J a mé na J derivaci. Prop € J
oznacuje g, rovnici te¢ny ke grafu f v bodé (p, f(p). UkaZte, Ze f je na .J konvexni pravé
kdyz f(x) > g,(x) pro v§echna p, x € J. Jak se zmén{ formulace pro charakterizaci ryzi

konvexity?

\

Uvédomili jste si, Ze v predchozim pripadé musi byt derivace vzdy vlastni?

\

Bude predchozi upozornéni platit i pro uzavieny interval?

\




Otazky 3 :

Necht’ funkce f je definovdna na otevieném intervalu J a mé na J derivaci. Prop € J
oznacuje g, rovnici te¢ny ke grafu f v bodé (p, f(p). UkaZte, Ze f je na .J konvexni pravé
kdyz f(x) > g,(x) pro v§echna p, x € J. Jak se zmén{ formulace pro charakterizaci ryzi

konvexity?

\

Uvédomili jste si, Ze v predchozim pripadé musi byt derivace vzdy vlastni?

\

Bude predchozi upozornéni platit i pro uzavieny interval?

\

Zformulujte predchozi charakterizaci konvexity pro uzavreny interval.




Je-1i c vnitini bod intervalu J a f je funkce na J, kterd ma v ¢ nevlastni derivaci, pak v
jednoduchych prikladech byva c inflexnim bodem.

\




Je-1i c vnitini bod intervalu J a f je funkce na J, kterd ma v ¢ nevlastni derivaci, pak v
jednoduchych prikladech byva c inflexnim bodem.

\

Ukazte priklad, ze tomu tak nemusi byt a najdéte podminky na f, které uz implikuji,
ze bod s nevlastni derivaci je inflexni bod.

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

Najdéte priklad spojité funkce na (0, 1), kterd nema Zadny lokaln{ extrém.




Najdéte priklad spojité funkce na (0, 1), kterd nema zadné lokalni minimum, ale ma
lokalni maximum.

=




Najdéte priklad spojité funkce na (0, 1), kterd ma lokalni maximum (nekone¢né mnoho
lokalnich maxim), ale nema absolutni maximum.

—p




Ukazte, ze monotonni (i nespojita) funkce na uzavieném omezeném intervalu ma vzdy
absolutni minimum 1 maximum.

=)




Najdéte priklad spojité funkce na otevieném intervalu, kterd v néjakém vnitinim bodé
ma derivaci rovnou 0 a nema v ném ani lokalni extrém, ani inflexni bod.

Konec otazek 4.




Otazky 5 :

Najdéte priklady, Ze funkce ma v obou nevlastnich bodech asymptoty, a to bud’ riizné
(rovnobéZné i riznobéZzné) nebo stejné.

—p




Najdéte priklady funkci definovanych na R, které nemaji asymptoty ani v jednom
nevlastnim bodé€, nebo jen v jednom nevlastnim bod¢.

—p




Ukazte, Ze ma-li f v nevlastnim bodé€ ¢ asymptotu, existuje lim f(z). Jakou ma sou-

I—C

vislost tato limita se smérnici asymptoty?

—p




Najdéte piiklad funkce na (0, +00), pro kterou existuje vlastni a = lirf f(z)/x, ale

neexistuje lirjra (f(x) — ax). Jakou ma souvislost tato situace s lim f(x)?
T— 100 IT—C




Najdéte priklad funkce f, kterd ma asymptotu v +oo, ale lim f’(z) neexistuje.

T——+00
(sin(z?)/x)

Konec otazek 5.




Otazky 6 :

Konec otazek 6.




Otazky 7 :

Dokazte vzorce pro Taylorovy polynomy souctu a nasobku redlnym cislem.




Dokazte vzorec pro derivaci Taylorova polynomu.




Ukazte, Ze je-1i T' Taylorv polynom 1. stupné funkce sinus v bod¢€ 0, pak neni pravda,
ze T(x? + 1) je TaylorGv polynom 2. stupné funkce sin(z? + 1) v Zddném bodé& (ani
mensiho stupné, vynechaji-li se vyS$i mocniny).

Konec otazek 7.




Otazky 8 :

Konec otazek 8.




Otazky 9 :

Konec otazek 9.




CVICENI




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctcte

lim — .
r—o00 et




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctcte

5172

lim — .
r—o00 et

'

Reseni. Po¢itdme podle I’'Hospitalova pravidla. Jde o p¥ipad oo /oo. Ovéfeni predpo-
kladd (limita ve jmenovateli nevlastni) je v tomto pripadé trividlni. PiSeme

2
. T yw . 2x ym . 2
Im — = lim — = lim — = 0.
z—00 el z—00 e¥ z—00 e¥




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctcte

$2

lim — .
r—o00 et

'

Reseni. Po¢itdme podle I’'Hospitalova pravidla. Jde o p¥ipad oo /oo. Ovéfeni predpo-
kladd (limita ve jmenovateli nevlastni) je v tomto pripadé trividlni. PiSeme
2
i 2T | 2
lim — 2 im = 2 fim 2 = 0.
z—00 el z—00 e¥ z—00 e¥

\
I'H

Pouzili jsme = ke sdéleni, Ze se pouziva I’Hospitalovo pravidlo. Pokud to napiSeme,
ocekava se od nés, ze nckde ovérime predpoklady. Pokud se nakonec vpravo dopocitime

) U'H
vysledku, bude = znamenat rovnost.

\




Cviceni 1 :

Priklad. Spoctcte

$2

lim — .
r—o00 et

'

Reseni. Po¢itdme podle I’'Hospitalova pravidla. Jde o p¥ipad oo /oo. Ovéfeni predpo-
kladd (limita ve jmenovateli nevlastni) je v tomto pripadé trividlni. PiSeme
2
i 2T | 2
lim — 2 im = 2 fim 2 = 0.
z—00 el z—00 e¥ z—00 e¥

\
I'H

Pouzili jsme = ke sdéleni, Ze se pouziva I’Hospitalovo pravidlo. Pokud to napiSeme,
ocekava se od nés, ze nckde ovérime predpoklady. Pokud se nakonec vpravo dopocitime

) U'H
vysledku, bude = znamenat rovnost.

\




To se zde po opakovaném
pouziti ,lopitala" povedlo.
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Priklad. Spoctéte

8|

1 _
i (1+ ) e

z—0 €T




Priklad. Spoctéte

8|

1
lim ( - $>
z—0 €T

— €

'

ResSeni. PiSeme spolecné s I’Hospitalem

(1+x)%—e I'H

— (1 log(1
g lim(1 + )t Tt Dloell ¥2)
x—0 X x—0 X (1 -+ x)
N 6hmx—(1+x)log(1+x) 0
z—0 z?(1 + x)
g .. —log(l+x) rp
= e lim —
t—0 2z + 3x2
1
'H .. 11 e
H o -
2202 + 6 2




Priklad. Spoctéte

'

ResSeni. PiSeme spolecné s I’Hospitalem

(1+x)%—e I'H

— (1 log(1
lim lim(1+x)% & ( +ZC> Og( —|—£IJ> -
z—0 T z—0 x?(1 + x)
N 6hmx—(1+x)log(1+x) 0
z—0 x2(1 o Q?)
! . —log(l+x) rp
= e lim —
t—0 2z + 3x2
_ 1
B oo lim = = S
z—0 2 + 6x 2

\

Cestou se musi pribézné ovérovat predpoklady (jaké?).




Priklad. Necht’ ma funkce f druhou derivaci. Dokazte, Ze

(z) = lim flx+h)+ fx —h) —2f(x)

h—0 h2




Priklad. Necht’ ma funkce f druhou derivaci. Dokazte, Ze

f”(x) _ }LIL% f(ﬂ?—l—h) +f(252— h) _2f<£C) |

\
Reseni. PiSeme podle I’Hospitala (podle k)

flx+h)+ fle—=h) =2f(x) vn f@+h)— flz—h)

e B2 e 2h -
S = P+ @) = fPla—h)
h—0 2h
= fl(2).




Ptiklad. Necht’ m4 funkce f druhou derivaci. DokaZte, Ze

\

f”(iE) — [k f($+h)+f<x_h> —2f<$>

h—0 h2

Reseni. Piseme podle I’Hospitala (podle k)

lim
h—0

f'(x+h)— fllz—h)

flx+h)+ f(x—h)—2f(x) I'H

hQ

e 2h -
o fEth) = @)+ @) = e —h)
h—0 2h

- /o).

Koukam, Ze se asi nemohlo
lopitalovat dvakrat. Hle hle

hle.
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Kdo ulopitaluje nasledujici
limity je asi hodné€ zvlastni
typek.
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Kdo ulopitaluje nasledujici
limity je asi hodné€ zvlastni
typek.

. xQ SIn — _ r — S
lim——=* =0 ; lim — =
x—0 SInx r—00 L + SInx
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Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :




Konec cvicCeni 2.




CviCeni 3 :




Konec cvicCeni 3.




Cviceni 4 :




Konec cvicCeni 4.




CviCeni 5 :




Konec cvicCeni 5.




CviCeni 6 :

Priklad. Ovéite konvexitu funkce f(x) = z”.

\




CviCeni 6 :

Priklad. Ovéite konvexitu funkce f(x) = z”.

‘

ResSeni. Druh4 derivace f je rovna

o) = o (1 b+ 2).




CviCeni 6 :

Priklad. Ovéite konvexitu funkce f(x) = z”.

‘

ResSeni. Druh4 derivace f je rovna

et = o (0wt 1)

\
Kladné znaménko druhé derivace zaruCuje konvexitu.
4
3 X
X
2




Priklad. Zjistéte konvexitu cykloidy
r=ua(t—sint) , y=a(l —cost) , a>0.




Priklad. Zjistéte konvexitu cykloidy
r=ua(t—sint) , y=a(l —cost) , a>0.

V

Reseni. Druhd derivace implicitné zadané funkce y = y(x) je rovna
d%y B 1
dz2  a(l —cost)?’




Priklad. Zjistéte konvexitu cykloidy
r=ua(t—sint) , y=a(l —cost) , a>0.

V

Reseni. Druhd derivace implicitné zadané funkce y = y(x) je rovna

d%y B 1

de?2  a(l —cost)?’

\

Zaporné znaménko druhé derivace zaruCuje konkavitu.

Cykloida = draha hiebiku v pneumatice




Piiklad. Necht je dvakrat derivovatelna funkce f konvexni na R a ma v poc¢atku klad-
nou drivaci. DokazZte, Ze neni omezena.

\




Piiklad. Necht je dvakrat derivovatelna funkce f konvexni na R a ma v poc¢atku klad-
nou drivaci. Dokazte, Ze neni omezena.

‘

Reseni. Dvakrat derivovatelna funkce, kterd je konvexni, ma prvni derivaci rostouci.
To pomoci Lagrangeovy véty vede na neomezenost funkce. Jind moznost je pouZzit vhod-
nou secnul.




Priklad. Objasnéte geometricky vyznam nerovnosti (x > 0,y > 0, z # y,n > 1)
(218 < TV
2 - 2




Piiklad. Objasnéte geometricky vyznam nerovnosti (x > 0,y > 0,z # y, n > 1)
(218 < TV
2 - 2

{

ResSeni. Hodnota v ,,mezibodé" je u konvexni funkce pod secnou.

X x+p)2 Y




Konec cvicCeni 6.




Cviceni 7 :

Prakticti
ocko.

lidé vymysleli




Cviceni 7 :

\

Pokud byla n&jaka funkce v pocétku fddové mensi nez x°, psali o ni, Ze je o(z?), z —
0. S timto z4pisem se miZeme dobfe bavit o malinkych funkcich.

\

PraktiCti
ocko.

lidé vymysleli
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Cviceni 7 :

Prakticti 1lidé vymysleli
ocko.

LEKCE08-PRU
Pouziti derivaci
I’Hospital

prubéeh funkce
‘ monotonie

v e p v 2 v 2 v 7z ~ . oov . konvexita :
Pokud byla n&jaka funkce v pocatku fadové mensi nez %, psali o ni, Ze je o(x?),x — iz o
z s 0 v v . . -, s, mirexe
0. S timto zapisem se muzeme dobre bavit o malinkych funkcich. inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
‘ kritické body
V% . v s v s , . 2 . 2K extrém
Tato 6Cka jde scitat, odCitat, nasobit a nékdy i d€lit. asymptota
asymptota a deri-
vace
prubéh funkce
ﬂ aproximace
Taylor
Maclaurin
Taylor-vlastnosti
Taylor-zbytek
Lagrange,Cauchy
Peano
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Zapisem

rozumime




Zapisem

rozumime

\
Také by byl mozny zépis
f(x)zog(az), r—0,
kde funkce o, by byla jakasi pomocna funkce, o které by bylo zndmo pouze to, Ze jakasi
limita (o4(z)/g(x) — 0 pro x — 0).

—p




Casto pracujeme s o(z"). Pokud

e"=1+x+o(x), v —0

a
smz=z+o(x), r—0,

jsou zde vlastné definované dvé pomocné funkce

oi(x) =e"—1—x, o9(x) =sinx —x .




Casto pracujeme s o(z"). Pokud

e"=1+x+o(x), v —0

a
smz=z+o(x), r—0,

jsou zde vlastné definované dvé pomocné funkce

oi(x) =e"—1—x, o9(x) =sinx —x .

\

Soucet 01(x) + o2(x) ma opét vlastnost o(x), opravdu
i 01(x) + 0a(x) i e —l—ztsinz—x _ 7
x—0 X z—0 X




Casto pracujeme s o(z"). Pokud

e"=1+x+o(x), v —0

a
smz=z+o(x), r—0,

jsou zde vlastné definované dvé pomocné funkce

oi(x)=e"—1—x, og(x) =sinx —x .

\

Soucet 01(x) + 02(x) ma opét vlastnost o(x), opravdu
i 01(x) + 0a(x) i e —l—ztsinz—x _ 7
x—0 X z—0 X

\

Tedy neni nutno v praxi takové funkce, které jsou o(x), indexovat a piSeme misto oy (z)
rovnou o(x).

\




Casto pracujeme s o(z"). Pokud

e"=1+x+o(x), v —0

a
smz=z+o(x), r—0,

jsou zde vlastné definované dvé pomocné funkce

oi(x)=e"—1—x, og(x) =sinx —x .

\

Soucet 01(x) + 02(x) ma opét vlastnost o(x), opravdu
i 01(x) + 0a(x) i e —l—ztsinz—x _ 7
x—0 X z—0 X

\

Tedy neni nutno v praxi takové funkce, které jsou o(x), indexovat a piSeme misto oy (z)
rovnou o(x).

\




Podobn€ 1 s vysS$imi moc-
ninami a jinymi operacemi
nez scitani.
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Priklad. Spoctéte
o(z) + o(x?) +o(z®), £ — 0.




Priklad. Spoctéte
o(z) + o(x?) +o(z®), £ — 0.

V

Reseni. Vysledek je samoziejmé o(x) pro x — 0.

\




Priklad. Spoctéte
o(z) +o(z*) + o(z”), z — 0.

\

Reseni. Vysledek je samozfejmé o(x) pro z — 0.

\
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I’Hospital
prubéeh funkce

2 monotonie

Funkce radov€ mensi nez x° konvexita
u nuly jsou rddové mensi konvexita a derivace

v inflexe
ncz xr u nu1y. inflexe a derivace
extrém
extrém a derivace
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Piiklad. Najdéte Taylortiv polynom fadu 2 pro funkci

(L)
@) = T ommn sz




Piiklad. Najdéte Taylortiv polynom fadu 2 pro funkci

(o)
@) = T ommn sz

{

Regeni. PiSeme
flz)=(1+2)"0 - 22)"(1 + 22)"% .




Piiklad. Najdéte Taylortiv polynom fadu 2 pro funkci

(o)
f@) = T e s 2@

{

Regeni. PiSeme
flz)=(1+2)"0 - 22)"(1 + 22)"% .

\

Pouzijeme rozvoj (1 + x)* a dostaneme

(14 2)' =14 100z + 50 - 9922 + o(z?), 2 — 0 .
Podobné s ostatnimi Ciniteli. Po vynasobeni a vynechani nepotfebnych ¢lent dostaneme

f(z) =1+ 60z + 19502% 4 o(z?), z — 0.




Piiklad. Najdéte TaylorGiv polynom fadu 2 pro funkci

(1 o+ x)l()()
(1 — 22)40(1 + 21)60

fla) =

 /
Reseni. Piseme )
flx) =14+ 2)"1 — 22)7°(1 4 22)~% .

\

Pouzijeme rozvoj (1 + x)“ a dostaneme

(1+2)" =1+100z + 50 - 92° + o(2?), x — 0.
Podobné s ostatnimi Ciniteli. Po vyndsobeni a vynechani nepotfebnych ¢lenti dostaneme

f(z) = 1+ 60x 4 19502% 4 o(z?),  — 0 .

Napiiklad zo(z?) = o(z?),
xr — 0, coz déla Skodoli-
bym radost. Samoziejmé je

toio(z3), z — 0.
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Priklad. Spoctéte Ctvrtou derivaci v pocCatku funkce

f(z) =1+2z+22* — 2z* + o(z*), z — 0.




Priklad. Spoctéte Ctvrtou derivaci v pocCatku funkce
f(z) =1+2z+22* — 2z* + o(z*), z — 0.
\

Reseni. Podle Taylorovy véty vime, Ze

F0)

TR

—2zt =

tedy f()(0) = —48.




Priklad. Spoctéte rozvoj sin sin x fadu 4 v pocatku.

\




Priklad. Spoctéte rozvoj sin sin x fadu 4 v pocatku.

'

Reseni. PiSeme

sin® 4
+ o(sin

sin(sinz) = sinx — z), x—0.




Priklad. Spoctéte rozvoj sin sin x fadu 4 v pocatku.

'

Reseni. PiSeme

sin® 4
+ o(sin

sin(sinz) = sinx — z), x—0.

\

Dosadime

$3

sing =z — — +o(z'), £ — 0.

§




Priklad. Spoctéte rozvoj sin sin x fadu 4 v pocatku.

'

Reseni. PiSeme

sin® 4

sin(sin ) = sinx — +o(sin“x), z — 0.

\

Dosadime

| ? A
smx:x—g—l—o(x), r—0.
\
Po upravach dostaneme
23
sinsinz =z — = +o(z*), £ — 0.

3




Vzdy kontrolujeme, zda ma
licha funkce pouze liché
Cleny v Taylorové poly-
nomu. Kdyz ne, tak neni li-
cha ;-)
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Priklad. Spoctéte odhad chyby

x> 1

sinz ~ 2 — o, |a:\<§




Priklad. Spoctéte odhad chyby

| L el < 3
sinz~r——, |r| < =.
3!’ 2
\
Reseni. Podle Lagrangeova tvaru zbytku piSeme
| ?
sinz — x + 3T = Rs(x) ,
tedy
5 |27 1
: — — | =|R < < .
sinw =@+ 57 = 8@ < T < 555




Priklad. Najdéte rozvoj funkce tg radu 5 v pocatku.

\




Priklad. Najdéte rozvoj funkce tg radu 5 v pocatku.

V
Reseni. Poctivé derivujeme a sestavime TaylorGv polynom
1 2
tg:c:x+§:c3—|—1—5x5+o(x6) , . — 0.




Priklad. Najdéte rozvoj funkce tg fadu 5 v pocCatku.

\

Reseni. Poctivé derivujeme a sestavime Tayloriv polynom

1 2 :
tex =x+-2°+ —x° +o(z°), z — 0.
3 15

Je také mozné vydélit Taylo-
rivy polynomy funkecf sinus
a kosinus.
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Priklad. Zjistéte Tayloriv polynom funkce arkussinus v pocatku.
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Priklad. Zjistéte Tayloriv polynom funkce arkussinus v pocatku.
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Reseni. Mame dvé mozZnosti. Derivujeme arkussinus a dostaneme

1
arcsin'z = ——= (1 — xz)_%
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a pouzijeme rozvoj obecné mocniny.
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Priklad. Zjistéte Tayloriv polynom funkce arkussinus v pocatku.

4

Reseni. Mame dvé mozZnosti. Derivujeme arkussinus a dostaneme

: 1 1
arcsin’z = —— = (1 —2%)72
V1—x2?
a pouzijeme rozvoj obecné mocniny.

\

Druhd moznost je predpokladat rozvoj ve tvaru (jde o lichou funkci)
arcsing = x + az’ + bz’ + o(z%) , z — 0.

Dosadime z = siny = y — y°/5 + 3°/120 + o(3°), y — 0 a porovndme levou a pravou
stranu

y = arcsinsiny = siny + a(siny)® 4 b(siny)® + o(sin’y) , y — 0.




Priklad. Zjistéte Tayloriv polynom funkce arkussinus v pocatku.
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Reseni. Mame dvé mozZnosti. Derivujeme arkussinus a dostaneme

1
arcsin'z = ——= (1 — xz)_%

V1 — 22

a pouzijeme rozvoj obecné mocniny.

\

Druhd moznost je predpokladat rozvoj ve tvaru (jde o lichou funkci)
arcsing = x + az’ + bz’ + o(z%) , z — 0.

Dosadime z = siny = y — y°/5 + 3°/120 + o(3°), y — 0 a porovndme levou a pravou
stranu

y = arcsinsiny = siny + a(siny)® 4 b(siny)® + o(sin’y) , y — 0.

\

Po dosazeni rozvoje misto sin ¢y spoc¢itime koeficienty a, b.
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Priklad. Zjistéte Tayloriv polynom funkce arkussinus v pocatku.
Reseni. Mdme dvé moznosti. Derivujeme arkussinus a dostaneme
1

arcsin'z = ——
V1 — 22

a pouzijeme rozvoj obecné mocniny.

\

Druhd moznost je predpokladat rozvoj ve tvaru (jde o lichou funkci)

= (1— 232

arcsing = x + az’ + bz’ + o(z%) , z — 0.

Dosadime z = siny = y — y°/5 + 3°/120 + o(3°), y — 0 a porovndme levou a pravou
stranu

y = arcsinsiny = siny + a(sin y)® + b(siny)® 4+ o(sin®y) , y — 0.

\

Po dosazeni rozvoje misto sin ¢y spoc¢itime koeficienty a, b.

\
Vysledek je vzdy

1 3
arcsinr = x + éx?’ + Eaﬁ +o(z%), z — 0.




Konec cviCeni 7.




CvicCeni 8 :




Konec cvicCeni 8.




Cviceni 9 :




Konec cviCeni 9.




UCENI




Uceni 1 :




Konec uceni 1.




Uceni 2 :




Konec uceni 2.




Uceni 3 :




Konec uceni 3.




Uceni 4 :




Konec uceni 4.




Uceni 5 :




Konec uceni 5.




Uceni 6 :
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nemtiZe byt nekonecna.




Uceni 6 :

Mnozina bodd nespojitosti
nemuZe byt nekonec¢na.

Uz jsi Sel nékdy po scho-
dech?
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Nerostouci funkce je bud’
konstantni nebo klesajici.




Nerostouci funkce je bud’
konstantni nebo klesajici.
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5

f nerostouci f nenf rostouci

Tohle je jazykov€ zcela
spravne.

Omlouvam se, tohle se ma-
tematikim nepovedlo. Mas
pravdu, ale uZz to prede
mnou nikdy nefike;j.
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Mai-li funkce extrém, je tam
nulova derivace.




Ma-1i funkce extrém, je tam
nulova derivace.

Dluhy jsou vyrovnany. To-
hle NIKDY nefike;.
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Funkce 1/ ma v pocatku
inflexni bod.

V inflexnim budé plynule
prechazi§ z levotoCivé do
pravotoCivé zataCky nebo
naopak. To je teda jizda!
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Nerostouci znamend, ze je
spojita.




Nerostouci znamend, ze je
Spojita.

Vic jsem opravdu necekal.
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