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Spojitost funkce

\/

Spojitost je nejdiilezitéjsi obecnd vlastnost funkci. UmoZiiuje aproximace rtiznych fe-
Seni. Je dllezité védét, kdy se mald zména néjakého méteni projevi malo na konecném
vysledku. Zpresiiuje-li se méfeni, mél by se prislusny pocitany vysledek bliZit k pres-
nému vysledku. To vyjadiuje nasledujici definice, ktera je zformulovana pro funkce s
obecnym definiénim oborem. Pro pfedstavu a zdkladni pouziti je tieba mit na mysli
funkce definované na intervalu.
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SPOJITOST POMOCI POSLOUPNOSTI

DEFINICE. Necht' f je funkce, a € D(f), a pro jakoukoli posloupnost {z,} z D(f)
konvergujici k a necht’ lim f(x,) = f(a). Pak fikdme, Ze f je spojitd v bod¢ a a tento
bod se nazyva bodem spojitosti funkce f.
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Je-li f spojitd v kazdém bodé€ svého defini¢niho oboru, fikdme, ze f je spojita.
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Jestlize se v definici berou jen posloupnosti s prvky z, > a (nebo x, < a), hovori se
0 spojitosti zprava (resp. spojitosti zleva), dohromady o tzv. jednostrannych spojitostech
(spojitosti se pak fika oboustrannd spojitost).

-
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Je-li f spojitd v kazdém bodé mnoziny A, fikdme, Ze f je spojitd na mnozZiné A.

—p







Zakladni snaha je popsat
déje, které probihaji ply-
nule. Grafem spojité funkce
by méla byt souvisla Cara.
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Takhle si kreslime obecnou
spojitou funkci.
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Chceme, aby se k dané presnosti vysledku dalo dopracovat priblizenim ke zkouma-
nému bodu.

(x,f(x))




Chceme, aby se k dané presnosti vysledku dalo dopracovat priblizenim ke zkouma-

nému bodu.

(x,f(x))

Napifed nastavime presnost
(1) a pak najdeme malé
okoli (2), kde se jiz pres-
nosti dosahuje.
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Tuto strategii uplatiujeme
pro jednotlivé posloupnosti.
Chapete jak? Po Case zjis-
time, Ze to jde uplatnovat
globalné na vSechny body v
okoli (2).
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To, Cemu ma spojitost zabranit, je situace, kdy hodnota v daném bod¢€ ,,uteCe" svému
okoli.
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K funkéni hodnoté (zlo-
¢inci) se takhle nedosta-
neme.
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Vidime, Ze bézna funkce miiZe mit body spojitosti i jiné body.

Denni aktivita

|
|
(x,f(x) 1
|

|
: (22,£(22))
:
|

[ O——
0 22
Tady jsem usnul ...
_ , Tady jsem pustil bednu ...
Tady jsem se probudil ...
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Vidime, Ze bézna funkce miiZe mit body spojitosti i jiné body.

Denni aktivita

(x,f(x))

|
|
| (22,1(22))
c : —
0 ' 22
Tady jsem usnul ...
_ , Tady jsem pustil bednu ...
Tady jsem se probudil ...

Jak se v Zivoté snadno najde
bod nespojitosti. Po pusténi
bedny jsi jiny Clovék.
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Spojitost 1ze zkoumat v jediném bodé€.

o (l/n, 1/n)




Spojitost 1ze zkoumat v jediném bodé€.

e (1/n,1/n)

Funkce spojitd v pocatku.
Nejprve si uréime toleranci
(1), pak si najdeme okoli (2)
bodu, v némz dosahujeme
danou toleranci.
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Funkce nemusi mit Zadny bod spojitosti.

V racionalnich

V iracionalnich
¢islech samé nuly ...
OO0 0000000000000 00O0O0O0OO0OO0O0

¢islech samé¢ jednicky ...
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Funkce nemusi mit Zadny bod spojitosti.

V racionalnich

V iracionalnich
¢islech samé nuly ...
OO0 0000000000000 0000O0O0O0O0O0O00

¢islech samé¢ jednicky ...

Dirichletova funkce neni
nikde spojitd. Libovolné
blizko libovolného bodu
jsou raciondlni 1 iraciondlni
body a tedy hodnoty O a 1.

Pozndmky 1 Priklady 1 Otéazky 1

POZOROVANI.
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1. V definici spojitosti Ize brat jen ryze monoténni posloupnosti, tj. f je spojitd v
a € D(f) jestlize pro kazdou rostouci nebo klesajici posloupnost {z,} z D(f) kon-
vergujici k a je lim f(x,) = f(a). (Viz pozndmku o vybéru monoténnich podpo-
sloupnosti.)

\
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SPOJITOST POMOCI OKOLI




Nésledujici tvrzeni je velmi dllezité. Ukazuje ekvivalenci definice spojitosti pomoci
spocetnych mnozZin (posloupnosti) s definici pomoci okoli, tj. pomoci nespocetnych
mnozin, t.j. mnozin zdanlivé jiného charakteru.

VETA. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f) pravé kdyz pro kazdé okoli U bodu f(a)
existuje okoli V' bodu a takové, ze f(x) € U jakmile x € V N D(f).

\
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Nésledujici tvrzeni je velmi dllezité. Ukazuje ekvivalenci definice spojitosti pomoci
spocetnych mnozZin (posloupnosti) s definici pomoci okoli, tj. pomoci nespocetnych
mnozin, t.j. mnozin zdanlivé jiného charakteru.

VETA. Funkce f je spojitd v bod& a € D(f) pravé kdyz pro kazdé okoli U bodu f(a)
existuje okoli V' bodu a takové, ze f(z) € U jakmile x € V ND(f).

{

Diikaz. Dtikaz bude veden sporem v obou smérech.

Jestlize f neni spojitd v a pak existuje =, — a, x, € D(f) tak, Zze f(z,) nekonverguje
k f(a). Podle vlastnosti konvergence posloupnosti existuje okoli U bodu f(a) tak, Ze
pro nekoneéné mnoho indexti n je f(x,) ¢ U. Ale kazdé okoli V' bodu a obsahuje skoro
vSechna x,, a tedy existuje bod x,, z V' tak, ze f(x,) ¢ U.

Necht’ nyni existuje okoli U bodu f(a) takové, Ze pro kazdé okoli V' bodu a existuje
bod xy € V,xy € D(f) s vlastnosti f(xy) ¢ U. Za okoli V' lze postupné volit napf.
intervaly (a—1/n, a+1/n) a oznacit ptislusné body xy jako x,. Je zfejmé, Ze lim z, = a
ale lim f(z,,) # f(a) protoze vSechny body f(x,) leZi mimo okoli U bodu f(a). &
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Nasledujici tvrzeni je velmi dllezité. Ukazuje ekvivalenci definice spojitosti pomoci
spocetnych mnozin (posloupnosti) s definici pomoci okoli, tj. pomoci nespocetnych
mnozin, t.j. mnozin zdanlivé jiného charakteru.

VETA. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f) pravé kdyz pro kazdé okoli U bodu f(a)
existuje okoli V' bodu a takové, ze f(z) € U jakmile x € V ND(f).

{

Diikaz. Dtikaz bude veden sporem v obou smérech.

Jestlize f neni spojitd v a pak existuje =, — a, x, € D(f) tak, Zze f(z,) nekonverguje
k f(a). Podle vlastnosti konvergence posloupnosti existuje okoli U bodu f(a) tak, Ze
pro nekonec¢né mnoho indexti n je f(x,) ¢ U. Ale kazdé okoli V' bodu a obsahuje skoro
vSechna x,, a tedy existuje bod x,, z V' tak, ze f(x,) ¢ U.

Necht’ nyni existuje okoli U bodu f(a) takové, Ze pro kazdé okoli V' bodu a existuje
bod xy € V,xy € D(f) s vlastnosti f(xy) ¢ U. Za okoli V' lze postupné volit napf.
intervaly (a—1/n, a+1/n) a oznacit ptislusné body xy jako x,. Je zfejmé, Ze lim z, = a
ale lim f(z,,) # f(a) protoze vSechny body f(x,) leZi mimo okoli U bodu f(a). &

\

Jestlize se pouZziji jen symetricke intervaly okolo prislusného bodu (kazdé okoli obsa-
huje takovy interval), dostane se ndsledujici, tzv. -0 charakterizace spojitosti.

DUSLEDEK. Funkce f je spojitd v bod& a € D( f) prave kdyz pro kazdé e > 0 existuje
0 > 0 takové, Ze | f(z) — f(a)| < € jakmile |z — a| < d,x € D(f).

\
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To je jen tak pro détiCky.




To je jen tak pro détiCky.

Ja v tom citim, 7ze se bu-
dou dokazovat néjaké ne-
rovnosti s absolutnimi hod-
notami. Citim to v kostech.
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To je jen tak pro détiCky.

Ja v tom citim, 7ze se bu-
dou dokazovat néjaké ne-
rovnosti s absolutnimi hod-
notami. Citim to v kostech.

NasStésti se v praxi spojitost
vetSinou zjiSt'uje velmi jed-
noduse pomoci riznych vét
a véticek.
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A podle mych zkuSenosti se
nespojitosti dosdhne jenom
délenim nulou, nebo nesi-
kovnym odmocnovanim.
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Piimo z definice spojitosti plyne ndsledujici jednoduché ale dilezité tvrzeni (dokazte).

VETA. Je-li f spojitd v a a f(a) > 0, pak existuje okoli U bodu a tak, Ze pro vSechna
reUND(f)je f(x) > 0.

\
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Piimo z definice spojitosti plyne ndsledujici jednoduché ale dilezité tvrzeni (dokaZte).

VETA. Je-li f spojitd v a a f(a) > 0, pak existuje okoli U bodu a tak, Ze pro vSechna

reUND(f)je f(x) > 0.

\

To je OBROVSKA véta.

Vrana k vrané sedd, rovny
rovného si hleda. Mezi bliz-
kymi zndmymi kladné€ho hr-
diny najdete jenom samy
klad’asy, to je fakt.
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SPOJITOST A KONSTRUKCE FUNKCI

Nyni bude vidét, jak je vyhodné dokazovat obecna tvrzeni pro obecné funkce.

\/
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SPOJITOST A KONSTRUKCE FUNKCI

Nyni bude vidét, jak je vyhodné dokazovat obecna tvrzeni pro obecné funkce.

\/

Nasledujici tvrzeni ukazuji, Ze konstrukce novych funkci zavedené v predchozi Casti,
zachovavaji spojitost.

4
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SPOJITOST A KONSTRUKCE FUNKCI

Nyni bude vidét, jak je vyhodné dokazovat obecna tvrzeni pro obecné funkce.

\/

Nasledujici tvrzeni ukazuji, Ze konstrukce novych funkci zavedené v predchozi Casti,
zachovavaji spojitost.

\/

Z téchto tvrzeni ihned vyplyne spojitost mnoha funkci bez dalSiho dokazovani.
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VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - g avpripadé g(a) # 01 funkce f/g spojité v bod¢ a.

\




VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a, jsou i funkce max{f, ¢}, min{f, g}, f +
g, f - gav ptipadé g(a) # 01 funkce f/g spojité v bodé a.

\
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VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bod& a, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - gav ptipadé g(a) # 01 funkce f/g spojité v bodé a.

\

Maximum, minimum, SOu-
cet, soucin a podil spojitych
funkci jsou spojité funkce.

Jak jsem fikal, udélat nespo-
jitost vyzaduje aktivni snahu
a neCestné umysly.
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VETA. Jsou-li funkce f, g spojité v bod& a, jsou i funkce max{f, g}, min{f, g}, f +
g, f - gav ptipadé g(a) # 01 funkce f/g spojité v bodé a.
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Maximum, minimum, SOu-
cet, soucin a podil spojitych
funkci jsou spojité funkce.
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a neCestné umysly.
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&

Mluvili jste o mné, nebo
o mé sbirce nespojitych
funkci?
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4

Diikaz. Postup dikazu je stejny pro vSechny uvedené operace s funkcemi. Napf. pro

soucin:

\/

&

Mluvili jste o mné, nebo
o mé sbirce nespojitych
funkci?
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Mluvili jste o mné, nebo
o mé sbirce nespojitych
funkci?

4

Diikaz. Postup dikazu je stejny pro vSechny uvedené operace s funkcemi. Napf. pro
soucin:

\/

Je tfeba ukazat, Ze pro libovolnou posloupnost {x,} konvergujici k a konverguje

{(f9)(xn)} k (fg)(a). ProtoZe lim f(z,) = f(a),lim g(z,) = g(a) (spojitost f, g v a), je
podle véty o soucinu limit posloupnosti lim f(x,)g(x,) = f(a)g(a), coZ podle definice
soucinu funkci je to, co se melo dokazat.

\
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&

Mluvili jste o mné, nebo
o mé sbirce nespojitych
funkci?

4

Diikaz. Postup dikazu je stejny pro vSechny uvedené operace s funkcemi. Napf. pro
soucin:

\/

Je tfeba ukazat, Ze pro libovolnou posloupnost {x,} konvergujici k a konverguje

{(f9)(xn)} k (fg)(a). ProtoZe lim f(z,) = f(a),lim g(z,) = g(a) (spojitost f, g v a), je
podle véty o soucinu limit posloupnosti lim f(x,)g(x,) = f(a)g(a), coZ podle definice
soucinu funkci je to, co se melo dokazat.

\

Tak jste to vidéli. Sdm jsem
nevéril, jak to je snadné.
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To jsou ty moje prednosti.
Dopredu jsem si vSechno
nachystala.

Poznamky 2  Priklady 2  Otazky 2

POZOROVANI.
1. Je-li f spojiti v a,jeik - f spojitd v a pro kazdé redlné Cislo £ a tedy i funkce — f.

\
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VETA. Je-li funkce ¢ spojitd v bodé a a funkce f spojitd v bodé g(a), je funkce f o g
spojita v bodé a.

\
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VETA. Je-li funkce g spojitd v bodé a a funkce f spojitd v bod& g(a), je funkce f o g
spojita v bodé a.
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Slozeni spojitych funkci je
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Pri sklddani se spojitost neporusi.

f x)

(x,f(x))

(y.80))




Pri sklddani se spojitost neporusi.

(y.g0»)

(x,f(x))

y=r

Slozeni spojitych funkci je
Spojité.
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VETA. Je-li funkce g spojitd a prosta na intervalu J, je jeji inverzni funkce spojita.
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Diikaz tohoto tvrzeni je odloZen do Casti o spojitych monoténnich funkcich, protoZe
tam se dokaze jesté o néco vice.
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DUSLEDEK. 1. Funkce n-t4 odmocnina {/x je spojita funkce.
2. Logaritmus log, x je spojitd funkce.
3. Cyklometrické funkce jsou spojité.

\
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Diikaz tohoto tvrzeni je odloZen do Casti o spojitych monoténnich funkcich, protoZe
tam se dokaze jesté o néco vice.

LEKCE05-SPO
‘ Spojitost
definice
zéaklady

DUSLEDEK. 1. Funkce n-t4 odmocnina {/x je spojita funkce. spojitost s okolimi

spojitost a konstrukce

2. Logaritmus log, = je spojita funkce. spojitost

. S . e souctu,max,...
3. Cyklometrické funkce jsou spojité. spojitost slozeni
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
‘ skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
. .. monoténni funkce
Ano, my jsme se dostali az S
sem !!! monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
‘ Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




POZOR !!! Tento darek do-
stanete pravé zde !!! Tato

prilezitost se nebude opako-
vat !!! Dokazovat totiZ spo-
jitost takovych funkci rucic-
kama je za trest ...

Poznamky 3  Pfiklady 3 Otéazky 3
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Je to vSechno prizraéné jed-
noduché.
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KLASIFIKACE NESPOJITOSTI

Pred dalSim zkoumanim spojitych funkci je vhodné si uvédomit, co znamend, ze
funkce neni spojitd v néjakém bod¢.
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DEFINICE. Necht a je bod defini¢niho oboru funkce f. Potom

1. f ma v a odstranitelnou nespojitost, jestliZze existuji a rovnaji se lim f(x,) = b pro
vSechny posloupnosti {z,} C D(f) konvergujici k a, pfi¢emz b # f(a).

\
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DEFINICE. Necht a je bod defini¢niho oboru funkce f. Potom

1. f ma v a odstranitelnou nespojitost, jestliZze existuji a rovnaji se lim f(x,) = b pro
vSechny posloupnosti {z,} C D(f) konvergujici k a, pfi¢emz b # f(a).

\

2. f ma v a skok, jestlize existuji a rovnaji se lim f(z,) = b (nebo lim f(x,) = ¢)
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pro vSechny rostouci (resp. klesajici) posloupnosti {z,,} C D(f) konvergujici k a,
pticemz b # c.

\

3. f ma v a oscilaci, jestlize neexistuje lim f(x,) pro néjakou rostouci nebo klesajici
posloupnosti {x,} C D(f) konvergujici k a.
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DEFINICE. Necht a je bod defini¢niho oboru funkce f. Potom
1. f ma v a odstranitelnou nespojitost, jestlize existuji a rovnaji se lim f(x,) = b pro
vSechny posloupnosti {z,} C D(f) konvergujici k a, pfi¢emz b # f(a).

\

2. f ma v a skok, jestlize existuji a rovnaji se lim f(z,) = b (nebo lim f(x,) = ¢)
pro vSechny rostouci (resp. klesajici) posloupnosti {z,,} C D(f) konvergujici k a,
pticemz b # c.

\

3. f ma v a oscilaci, jestlize neexistuje lim f(x,) pro néjakou rostouci nebo klesajici
posloupnosti {x,} C D(f) konvergujici k a.

\

Bod a se potom nazyva po fadé bodem odstranitelné nespojitosti, bodem skoku, bo-
dem oscilace.

Odstranitelnd nespojitost a
skok jsou trivialitky, miluji
body oscilace.
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Priklad odstranitelné nespojitosti najdeme u Clovéka s absolutnim sluchem, pro kte-
rého vSechny necisté tony jsou FALESNE.
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Skok najdeme u funkce signum.
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Skok najdeme u funkce signum.

Skok je v pocatku. Jak
funkci dodefinovat je otazka
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Oscilaci najdeme u véhajici vCelky. Leti k jedné kytce, protoze se ji libi. Kdyz prileti
blize, nesedne ji jeji viiné a tak zméni smér ke druhé kytce. Ta ji zblizka také nevoni, tak

se obrati ...
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BTW, u ¢meldka se takové
A chovani nepodarilo zdoku-
mentovat . ..
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SPOJITE FUNKCE NA INTERVALU

V této Casti je ukdazano, Ze spojité funkce do jist€ miry zachovavaji nékteré vlastnosti
intervalli, napf. souvislost nebo soucasné uzavienost a omezenost.
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Nasledujici dvé tvrzeni pochédzeji od Bolzana a bude na né odkazovano jako na Bol-
zanovu vetu.

LEMMA. Je-li f spojitd na uzavieném omezeném intervalu [a,b] a f(a), f(b) maji
opacnd znaménka, pak existuje ¢ € (a, b) s hodnotou f(c) = 0.
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V ¢ je nulovy bod funkce f.




V ¢ je nulovy bod funkce f.

Pokud ted” opravdu vSemu
rozumite, tedy ta véta vam
pfipada jako pochoutka,
tak si  milZete néjakou
pochoutku doprit.
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V ¢ je nulovy bod funkce f.

Pokud ted” opravdu vSemu
rozumite, tedy ta véta vam
pfipada jako pochoutka,
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Nesu ti vitamimy.
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Pro jistotu budu pokracovat
ve vykladu pomalu, jedna
nikdy nevi ...
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DUSLEDEK. Kazdy polynom lichého stupné ma realny koren.
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DUSLEDEK. Kazdy polynom lichého stupné ma redlny koren.

\

utika to nahoru

utika to dola

Tedy rovnice + = 0 méa ko-
fen, kdo by to rekl ...
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Nasledujici  tvrzeni  je
vlastné jednoduchym du-
sledkem lemmatu, ale
vzhledem k dilezitosti je
zformulovano jako véta.
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VETA. Spojitd funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

\




VETA. Spojitd funkce zobrazuje interval na bod nebo na interval.

4

Diikaz. Necht’ f je spojitd na intervalu /. Je tieba ukazat, Ze jakmile u < w < v, u,v €

f(I), pak w € f(I).
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Dalsim z disledkt je existence odmocnin (uvédomte si, Ze odmocnina je inverzni
funkce k mocniné a jeji definicni obor je tedy obor hodnot pfisluSné mocniny).
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Dalsim z disledkt je existence odmocnin (uvédomte si, Ze odmocnina je inverzni
funkce k mocniné a jeji defini¢ni obor je tedy obor hodnot prisluSné mocniny).
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DUSLEDEK. Je-lin € N liché, existuje n-td odmocnina z kazdého realného Cisla, je-li
n € N sudé, existuje n-td odmocnina z kazdého nezdporného realného Cisla.
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Poznamky 5 Priklady 5 Otéazky 5

Nasledujici véta ma také nazev: Weierstrassova véta.

VETA. Spojitd funkce nabyvd na uzavieném omezeném intervalu J své nejvetsi a
nejmensi hodnoty, tj., existuji body ¢, d € J takové, Ze

fle)=sup f@),  f(d)=inf f().
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Dikaz. Bud’ A = sup,.; f(z). Podle véty o supremech redlnych Cisel existuje posloup-
nost { f(z,)} pro z, € J konvergujici k A.
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Dukaz. Bud’ A = sup,.; f(x). Podle véty o supremech redlnych ¢isel existuje posloup-
nost { f(x,)} pro z, € J konvergujici k A.

\/

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty (protoZe J je omezend mnozina) existuje konver-
gentni podposloupnost {zy. }, konvergujici k né¢jakému bodu c.
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Dukaz. Bud’ A = sup,.; f(x). Podle véty o supremech redlnych ¢isel existuje posloup-
nost { f(x,)} pro z, € J konvergujici k A.

\/

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty (protoZe J je omezend mnozina) existuje konver-
gentni podposloupnost {zy. }, konvergujici k né¢jakému bodu c.

\
ProtoZe J je uzavfeny interval, je ¢ € J. ProtoZe f je spojitd, je lim f(xy, ) = f(c) a
tedy f(c) = A.

\
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Dukaz. Bud’ A = sup,.; f(x). Podle véty o supremech redlnych ¢isel existuje posloup-
nost { f(x,)} pro z, € J konvergujici k A.

\/

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty (protoZe J je omezend mnozina) existuje konver-
gentni podposloupnost {zy. }, konvergujici k né¢jakému bodu c.

\
ProtoZe J je uzavfeny interval, je ¢ € J. ProtoZe f je spojitd, je lim f(xy, ) = f(c) a
tedy f(c) = A.

\
Podobné pro bod d. &

\/
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Dukaz. Bud’ A = sup,.; f(x). Podle véty o supremech redlnych ¢isel existuje posloup-
nost { f(x,)} pro z, € J konvergujici k A.

\

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty (protoZe J je omezend mnozina) existuje konver-

gentni podposloupnost {zy. }, konvergujici k né¢jakému bodu c.
LEKCE05-SPO

‘ Spojitost
definice
“ c .. o c . v . ce 2 . aklad
ProtoZe J je uzavieny interval, je ¢ € J. ProtoZe f je spojitd, je lim f(zy,) = f(c) a | Gojiost s okolimi
te dy f(C) _ A sp(gétc)(}?:()z;tkonstrukce
souctu,max,...
‘ spojitost sloZent
Spojitost inverze
v nespojitost
Podobné pro bod d. Ol
skok
oscilace
‘ nespojitost

mon.funkce

spojitost na intervalu

souvisly obraz

souvisly obraz

odmocnina

Weierstrass

maxima,minima
monoténn{ funkce

prostd=ryze mono-
. ® . tonni
Techniku tohoto dukazu je monotonie a spoji-

h4 £ . tost

nezbytné nutné pochopit. it o Pt
periodické funkce
Pozndmky
123456789
Ptiklady

# 123456789

Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




DUSLEDEK. Spojitd funkce zobrazuje uzavieny omezeny interval na bod nebo na
uzavieny omezeny interval.

\




DUSLEDEK. SpOJlta funkce zobrazuje uzavieny omezeny interval na bod nebo na
uzavieny omezeny interval.

\

Toto tvrzeni je velmi du-
leZit€ a uZiteCné. Mimojiné
pak funkce nabyva maxima.
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Spojitost a monotonie

Spojité monoténni funkce jsou velmi diilezité. Z nasledujicich vysledki je vidét, ze
tyto funkce maji dalSi vyhodné vlastnosti.

\/
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Spojitost a monotonie

Spojité monoténni funkce jsou velmi diilezité. Z nasledujicich vysledki je vidét, ze
tyto funkce maji dalSi vyhodné vlastnosti.

\/
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Ryze monoténni

jsou prosté.

Pro

funkce plati 1 opak:

funkce
spojité
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VETA. Spojita a prosta funkce na intervalu je ryze monotdnni a jeji inverzni funkce je
spojita.

\




VETA. Spojitd a prostd funkce na intervalu je ryze monoténni a jeji inverzni funkce je
Spojita.

4

Diikaz. Necht’ f je spojitd a prosta na intervalu / a z je vnitini bod I, ktery rozdéluje [
naintervaly I = IN(—o0, 2], [ = IN|z, 00). ProtoZe f je prosta a spojitd, jsou obrazy
obou mensich intervali zase intervaly (diky spojitosti) dotykajici se v bodé f(z) (diky
prostoté). Necht’ obraz I ma pravy krajni bod f(z) (a tedy obraz I, ma levy krajni bod

f(2)).
\
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VETA. Spojitd a prostd funkce na intervalu je ryze monoténni a jeji inverzni funkce je
Spojita.

4

Diikaz. Necht’ f je spojitd a prosta na intervalu / a z je vnitini bod I, ktery rozdéluje [
naintervaly I = IN(—o0, 2], [ = IN|z, 00). ProtoZe f je prosta a spojitd, jsou obrazy
obou mensich intervalil zase intervaly (diky spojitosti) dotykajici se v bodé f(z) (diky
prostoté). Necht’ obraz I ma pravy krajni bod f(z) (a tedy obraz I, ma levy krajni bod

f(2)).
\

Pro body v < v z I bud’ oba ndleZi jednomu z intervalt /_, I, nebo kazdy jinému
(pak u € I_,v € I, aziejmé f(u) < f(v)). Pokud u,v € I_, je obraz intervalu
(u, v) disjunktni s obrazem intervalu |v, z| a oba obrazy lezi v I_. Obraz intervalu ma
pravy krajni bod f(z) a tedy body obrazu [u,v) musi byt mensi nez f(v). Tedy opét
f(u) < f(v) atotéz se stejné dokdze pro zbyvajici piipad I.,.

Tim jsme dokdzali monotonii. Inverzni funkci mame diky prostoté f. Jeji spojitost
plyne z nésledujici tivahy. Zvolme rostouci posloupnost bodl z, konvergujici k z. Pak
f(z,) konverguje monotonné k f(z) diky spojitosti f. Nyni pouZijeme ¢ - § definici
jednostranné spojitosti inverzni funkce k f. Podobné z druhé strany. &

=)
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Promyslete si dikaz, jeho
idea je jednoducha.
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Existuji funkce nespojité,
které zobrazuji intervaly na
intervaly. Pro monotonni

funkce tato situace nemuze
nastat:
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\

VETA. Monoténni funkce f na intervalu .J, kterd zobrazuje intervaly v J na bod nebo

intervaly, je spojita.

\

Existuji funkce nespojité,
které zobrazuji intervaly na
intervaly. Pro monotonni

funkce tato situace nemuze
nastat:
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\

VETA. Monoténni funkce f na intervalu J, kterd zobrazuje intervaly v .J na bod nebo

intervaly, je spojita.

4

Diikaz. Necht’ f je napf. neklesajici funkce na J, zobrazujici intervaly v J na intervaly
nebo bod a {x,} je rostouci posloupnost v J konvergujici k a € J. Kdyby lim f(z,) <
f(a), tak obraz intervalu [z1, a] neni interval (neobsahuje body mezi lim f(x,), f(a)).

Podobné pro spojitost zprava.

\/

Existuji funkce nespojité,
které zobrazuji intervaly na
intervaly. Pro monotonni

funkce tato situace nemuze
nastat:
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\

VETA. Monoténni funkce f na intervalu J, kterd zobrazuje intervaly v .J na bod nebo

intervaly, je spojita.

4

Diikaz. Necht’ f je napf. neklesajici funkce na J, zobrazujici intervaly v J na intervaly
nebo bod a {x,} je rostouci posloupnost v J konvergujici k a € J. Kdyby lim f(z,) <
f(a), tak obraz intervalu [z1, a] neni interval (neobsahuje body mezi lim f(x,), f(a)).

Podobné pro spojitost zprava.

\/

Existuji funkce nespojité,
které zobrazuji intervaly na
intervaly. Pro monotonni

funkce tato situace nemuze
nastat:
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Je to zcela jasné z obrazku.

Pozndmky 7 Priklady 7 Otéazky 7




Spojitost, konvexita a periodické funkce




Spojitost, konvexita a periodické funkce

Ukéazeme, jak jsou kon-
vexita a konkdvita silné
vlastnosti. V podstaté impli-
kuji spojitost.
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VETA. Konvexni nebo konkavni funkce na otevieném intervalu je spojita.

\




VETA. Konvexni nebo konkavni funkce na otevieném intervalu je spojita.

4

Dukaz. Necht' f je konvexni na otevieném intervalu /,x € [ a {x,} je rostouci po-
sloupnost v I konvergujici k x. Posloupnost smérnic s, = (f(z) — f(z,))/(x — z,) je
neklesajici a shora omezend smérnici pfimky mezi body (z, f(x)), (u, f(u)) pro libo-
volny bod u € I vétsi nez x (otevienost ). Pak lim(f(z) — f(x,)) = lim s,,(x — x,,) = 0,

protoze s, je omezend a r — xz,, — (. Podobné se ukdze spojitost zprava.

=
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Diikaz jde udélat i obrazkem:

pod se¢nou

nad se¢nou




Diikaz jde udélat i obrazkem:

pod secnou

nad sec¢nou

Vpravo od bodu je graf
funkce omezen secnami,
tedy podle véty o poli-
cajtech ma funkce v bodé¢
limitu.
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Bylo zminéno, zZe Dirichletova funkce ma za periody vSechna kladn4 racionalni Cisla.
Takova situace nemtiZe nastat u spojitych periodickych funkci (kromé konstantni funkce).

\
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Bylo zminéno, zZe Dirichletova funkce ma za periody vSechna kladn4 racionalni Cisla.
Takova situace nemtiZe nastat u spojitych periodickych funkci (kromé konstantni funkce).

\

VETA. Spojitd nekonstantni periodickd funkce mé nejmensi periodu.

Dukaz. Necht' f je periodickd funkce, kterd nema nejmensi periodu. Bud’ p infimum
vSech period funkce f. Pak existuje klesajici posloupnost period p, konvergujici k p.
Ziejmé je f(x + p) = lim f(x + p,) = lim f(x) = f(x) (prvni rovnost ze spojitosti,
druhé z periodicity). Podle predpokladu ale p neni perioda, takZe musi byt p = 0.

\
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Bylo zminé€no, zZe Dirichletova funkce ma za periody vSechna kladna raciondlni Cisla.

Takova situace nemtiZe nastat u spojitych periodickych funkci (kromé konstantni funkce).

\

VETA. Spojitd nekonstantni periodickd funkce mé nejmensi periodu.

Dukaz. Necht' f je periodickd funkce, kterd nema nejmensi periodu. Bud’ p infimum
vSech period funkce f. Pak existuje klesajici posloupnost period p, konvergujici k p.
Ziejmé je f(x + p) = lim f(x + p,) = lim f(x) = f(x) (prvni rovnost ze spojitosti,
druhé z periodicity). Podle predpokladu ale p neni perioda, takZe musi byt p = 0.

\
Jestlize p = 0, pak pro libovolnd = # y existuje posloupnost {k,} celych Cisel tak,
ze lim(x + k,p,) = y (nebot’ kazdy interval (y — p,,y + p,) obsahuje né€jaky soucet

x + k,p,). Potom f(z) = f(x + k.p,) — f(y) ze spojitosti, a tedy f(z) = f(y). Tedy f
je konstantni. &

=)
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Jde v podstaté o samoziej-
most.
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Lze si predstavit, Ze graf spojité funkce na intervalu je spojitd (v normalnim smyslu,
tj. neprerusSend) Cara.




Spojitost funkce je definovéana jen pro body z definicniho oboru.

\




Spojitost funkce je definovana jen pro body z definicniho oboru.

\
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Spojitost vlastné znamena zaménu funkce a limity:
lim f(zy) = f(lim2,)

pro posloupnosti leZici i s limitou v defini¢énim oboru funkce f.

\




Spojitost vlastné znamend zaménu funkce a limity:

lim f(x,) = f(limx,)

pro posloupnosti leZici i s limitou v definiénim oboru funkce f.

\
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Spojitost zprava funkce f v bodé a je spojitost zizeni funkce na mnozinu D( f)Nla, o)
v bodé€ a. Podobné spojitost zleva.
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Spojitost zprava funkce f v bodé a je spojitost zizeni funkce na mnozinu D( f)Nla, o)
v bodé€ a. Podobné spojitost zleva.

\

Z tohoto dlivodu neni tieba dokazovat a formulovat zvlast’ tvrzeni a definice pro spo-
jitosti jednostranné.

\




Spojitost zprava funkce f v bodé a je spojitost zizeni funkce na mnozinu D( f)Nla, o)
v bodé€ a. Podobné spojitost zleva.

\

Z tohoto dlivodu neni tieba dokazovat a formulovat zvlast’ tvrzeni a definice pro spo-
jitosti jednostranné.

\

Je-li defini¢nim oborem funkce f interval a a je vnitinim bodem tohoto intervalu,
muze se rozliSovat oboustrannd spojitost f v a od jednostranné, v krajnich bodech inter-
valu ma smysl jen jednostrannd spojitost.

V levém krajnim bod¢€ je spojitost tot€z, co spojitost zprava, v pravém krajnim bodé
co spojitost zleva.

=)




Je-li a izolovany bod v D(f), je f v tomto bodé spojita (proc?) a tedy kazda posloup-
nost je spojitd funkce.

\




Je-li a izolovany bod v D(f), je f v tomto bodé spojita (proc?) a tedy kazda posloup-
nost je spojitd funkce.

\

V téchto bodech nema pojem spojitosti prakticky vyznam a v mnoha ucebnicich se
spojitost definuje jen pro hromadné body defini¢nich obort.

\




Je-1i a izolovany bod v D(f), je f v tomto bod€ spojita (proc?) a tedy kazda posloup-
nost je spojita funkce.

\

V téchto bodech nemd pojem spojitosti prakticky vyznam a v mnoha ucebnicich se
spojitost definuje jen pro hromadné body defini¢nich obort.
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Je vhodné si uvédomit, Ze definice spojitosti je vdzana na redlna Cisla jen prostrednic-
tvim konvergence posloupnosti.

\




Je vhodné si uvédomit, Ze definice spojitosti je vdzana na redlna Cisla jen prostrednic-
tvim konvergence posloupnosti.

\

Je-1i funkce definovdna mezi mnoZzinami, kde je definovana konvergence posloupnosti
(napf. mezi Euklidovskymi nebo normovanymi prostory) 1ze hovofit o jeji spojitosti.

\




Je vhodné si uvédomit, Ze definice spojitosti je vdzana na redlna Cisla jen prostrednic-
tvim konvergence posloupnosti.

\

Je-1i funkce definovana mezi mnozinami, kde je definovana konvergence posloupnosti
(napt. mezi Euklidovskymi nebo normovanymi prostory) 1ze hovofit o jeji spojitosti.
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Poznamky 2 :

Z dikazu je vidét, Ze jestlize pro néjakou (napf. binarni) operaci * na oboru hodnot
(napft. na R) funkci f, g plati

(lim z,,) * (lim y,,) = lim(x,, * y,,)

pro libovolné posloupnosti, pak funkce f * g s hodnotami f(x) * g(x) v bodech z, je
Spojita.

\




Poznamky 2 :

Z dukazu je vidét, Ze jestlize pro néjakou (napf. bindrni) operaci * na oboru hodnot
(napf. na R) funkci f, g plati

(limx,) * (im y,,) = lim(z, * y,)
. . . ~ LEKCE05-SPO
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Poznamky 3 :

Diikaz ukazuje mnohem obecnéjsi tvrzeni.

\




Poznamky 3 :

Diikaz ukazuje mnohem obecnéjsi tvrzeni.

\

Funkce fog je spojitd, jakmile f, g jsou spojité (a f og ma smysl), nehled¢ na defini¢ni
obory a obory hodnot (nemusi byt v R).

Konec pozndmek 3.




Poznadmky 4 :

Casto se definuje spojitost funkce pomoci jinych néstroji nez pomoci konvergence po-
sloupnosti, napt. pomoci okoli. Presto se nespojitost funkce f v néjakém bodé€ a vétsSinou
ukazuje tak, Ze se najde posloupnost konvergujici k a s f-hodnotami nekonvergujicimi

k f(a).

—p




Pokud ma funkce f v bodé€ a skok nebo oscilaci, at’ se pfedefinuje hodnota f(a) jak-
koli, nebude f v a spojita.

\




Pokud ma funkce f v bodé€ a skok nebo oscilaci, at’ se pfedefinuje hodnota f(a) jak-
koli, nebude f v a spojita.

\

Nicméné u skoku Ize vzdy predefinovat f(a) tak, Ze f je v a zleva spojita a tak, Ze je
zprava spojita.

\




Pokud ma funkce f v bodé€ a skok nebo oscilaci, at’ se pfedefinuje hodnota f(a) jak-
koli, nebude f v a spojita.

\

Nicméné u skoku Ize vzdy predefinovat f(a) tak, Ze f je v a zleva spojita a tak, Ze je
zprava spojita.

\

U oscilace toto miiZe jit nejvySe u jedné jednostranné spojitosti, casto to nejde ani
zleva ani zprava.

Konec poznamek 4.




Poznamky 5 :

Uvedeny dlikaz Bolzanovy véty pouziva usporddani na definicnim oboru a nelze ho
tedy pfimo pouZzit na dikaz obdobné véty pro zobrazeni mezi Euklidovskymi prostory.

\




Poznamky 5 :

Uvedeny dlikaz Bolzanovy véty pouziva usporddani na definicnim oboru a nelze ho
tedy pfimo pouZzit na dikaz obdobné véty pro zobrazeni mezi Euklidovskymi prostory.

\

Existuji jiné postupy v dikaze, které plati i v mnoha obecnéjsich prostorech (spojity
obraz souvislé mnoziny je souvisla mnozina). Jednou z moznosti je nasledujici postup
pomoci stiedu dsecek.

\




Poznamky 5 :

Uvedeny dlikaz Bolzanovy véty pouziva usporddani na definicnim oboru a nelze ho
tedy pfimo pouZzit na dikaz obdobné véty pro zobrazeni mezi Euklidovskymi prostory.

\

Existuji jiné postupy v dikaze, které plati i v mnoha obecnéjsich prostorech (spojity
obraz souvislé mnoziny je souvisla mnozina). Jednou z moznosti je nasledujici postup
pomoci stiedu dsecek.

\

Jestlize se najdou dva body x1, x5 s hodnotami funkce f opacnych znamének, zvoli se
za x3 stied useCky s koncovymi body z1, .

\




Poznamky 5 :

Uvedeny diikkaz Bolzanovy véty pouZiva usporddani na definicnim oboru a nelze ho
tedy pfimo pouZzit na dikaz obdobné véty pro zobrazeni mezi Euklidovskymi prostory.

\

Existuji jiné postupy v dukaze, které plati i v mnoha obecn¢jsich prostorech (spojity
obraz souvislé mnoZziny je souvisla mnozina). Jednou z moznosti je nasledujici postup
pomoci stiedd dsecek.

\

JestliZe se najdou dva body x1, x5 s hodnotami funkce f opacnych znamének, zvoli se
za x3 stied useCky s koncovymi body z1, .

\

Bud’ je x3 feSenim nebo ma jedna dvojice hodnot v z1, z3 nebo v x3, x5 riznd zna-
ménka a postup se opakuje.

\
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Poznamky 5 :

Uvedeny diikkaz Bolzanovy véty pouZiva usporddani na definicnim oboru a nelze ho
tedy pfimo pouZzit na dikaz obdobné véty pro zobrazeni mezi Euklidovskymi prostory.
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obraz souvislé mnoZziny je souvisla mnozina). Jednou z moznosti je nasledujici postup
pomoci stiedd dsecek.

\

JestliZe se najdou dva body x1, x5 s hodnotami funkce f opacnych znamének, zvoli se
za x3 stied useCky s koncovymi body z1, .

\

Bud’ je x3 feSenim nebo ma jedna dvojice hodnot v z1, z3 nebo v x3, x5 riznd zna-
ménka a postup se opakuje.

\

Ziskana posloupnost {x, } konverguje k feSeni dané rovnice.

\
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JestliZe se najdou dva body x1, x5 s hodnotami funkce f opacnych znamének, zvoli se
za x3 stied useCky s koncovymi body z1, .

\

Bud’ je x3 feSenim nebo ma jedna dvojice hodnot v z1, z3 nebo v x3, x5 riznd zna-
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Misto stfedi tuseCek Ize
brat  priseciky  usecky
f(@), f(z;) s osou w
(obecné s primkou urcenou
body 1, x5).
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Je nutné si uvédomit, Ze tvrzeni nerikd nic o tom, jestli spojitd zobrazeni zachovavaji
1 tvar intervalu (otevreny, ...). O tom vypovidaji az nasledujici tvrzeni.

=)




Predchozi lemma a véta pochdzi od B.Bolzana a pouZziva se nejen pfi hledani korenti
polynomt ale i pfi feseni jinych rovnic tvaru f(z) = a pro spojité funkce f.

Konec pozndmek 5.




Poznamky 6 :

Vyznam tvrzeni spo¢iva ve znalosti existence feSeni riznych tloh na maxima nebo
minima.

\




Poznamky 6 :

Vyznam tvrzeni spo¢iva ve znalosti existence feSeni rliznych dloh na maxima nebo
minima.

\
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Kde je nejvice slunicka k
opalovani je tedy stale ne-
jasné.
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Byva vhodné si uvédomit situaci v meznich (krajnich) pripadech, aby funkce, u niz
extrém hleddme, byla dlohou definovdna na uzavieném omezeném intervalu. Je-li f
Spojit4, je jistota existence reseni.
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Tvrzeni (nazyvané téZ Weierstrassova véta) neplati na ostatnich typech intervali.
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Tvrzeni (nazyvané téZ Weierstrassova véta) neplati na ostatnich typech intervali.

\/

Omezené uzaviené intervaly
na redlné primce jsou tedy LEKCE(5-SPO
0 @1 o,z . Spojitost
velmi dulezité pro aplikace. dofihice
Mnohdy se pro n€ pouziva el
2 2 o spojitost s okolimi
termin kompaktni intervaly. spojitost a konstrukce
spojitost

souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze

nespojitost
* odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténn{ funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



K dtikazu tvrzeni byla potfeba Bolzano—Weierstrassova véta o existenci konvergentni
podposloupnosti. Jakmile tedy mdme mnozinu A (napr. v Euklidovském prostoru) kde
z kazdé posloupnosti 1ze vybrat podposloupnost konvergentm v A, nabyva kazda redlna
funkce na A svého maxima a minima. Takov€é mnoziny v R (ale 1 v dalSich Euklidov-
skych prostorech) jsou pravé kompaktni mnoziny, tj. omezené a uzaviené mnoziny.
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K dikazu tvrzeni byla potieba Bolzano—Weierstrassova véta o existenci konvergentni
podposloupnosti. Jakmile tedy mdme mnoZinu A (napt. v Euklidovském prostoru) kde
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funkce na A svého maxima a minima. Takové mnoZiny v R (ale 1 v dalSich Euklidov-
skych prostorech) jsou pravé kompaktni mnoziny, tj. omezené a uzaviené mnoziny.
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Tady se vzdycky trochu bo-
jim ;-)

Konec poznamek 6.
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Poznamky 7 :

Diikaz hlavniho tvrzeni této Casti (spojita prostd funkce na intervalu ma spojitou in-
verzi) je proveden pomoci usporddani na R a zda se, Ze ho neni mozné provést napr. v
rovine.
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Diikaz hlavniho tvrzeni této Casti (spojita prostd funkce na intervalu ma spojitou in-
verzi) je proveden pomoci usporddani na R a zda se, Ze ho neni mozné provést napr. v
rovine.
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Existuji vSak jiné postupy, které dovoli dokdzat tvrzeni nejen pro funkce vice promén-
nych, ale i pro funkci jedné proménné definované na obecné€jSi mnozin€, nez je interval.

\
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Existuji vSak jiné postupy, které dovoli dokdzat tvrzeni nejen pro funkce vice promén-
nych, ale i pro funkci jedné proménné definované na obecné€jSi mnozin€, nez je interval.

\

Pak ovSem neni moZné dokdzat onu silnou vlastnost prosté spojité funkce na intervalu,
totiZ Ze je ryze monotonni.
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Poznamky 7 :

Diikaz hlavniho tvrzeni této Casti (spojita prosta funkce na intervalu mé spojitou in-
verzi) je proveden pomoci usporddani na R a zda se, ze ho neni mozné provést napr. v
rovine.
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Existuji vSak jin€ postupy, které dovoli dokazat tvrzeni nejen pro funkce vice promen-
nych, ale i pro funkci jedné proménné definované na obecné€jSi mnozin€, nez je interval.

\

Pak ovSem neni mozné dokazat onu silnou vlastnost prosté spojité funkce na intervalu,
totiZ Ze je ryze monotonni.

\

D4 se to ocekdvat, protoze
pro funkce vice proménnych
pojem monoténnosti ztraci
smysl.
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Poznamky 7 :

Diikaz hlavniho tvrzeni této Casti (spojita prosta funkce na intervalu mé spojitou in-
verzi) je proveden pomoci usporddani na R a zda se, ze ho neni mozné provést napr. v
rovine.

\

Existuji vSak jin€ postupy, které dovoli dokazat tvrzeni nejen pro funkce vice promen-
nych, ale i pro funkci jedné proménné definované na obecné€jSi mnozin€, nez je interval.

\

Pak ovSem neni mozné dokazat onu silnou vlastnost prosté spojité funkce na intervalu,
totiZ Ze je ryze monotonni.

\

D4 se to ocekdvat, protoze
pro funkce vice proménnych
pojem monoténnosti ztraci
smysl.

\

V Otdzkdch je naznaCen mozny postup jiného ditkazu. Pomoci Prikladii 1ze pak vy-
jasnit, co je pro ono hlavni tvrzeni podstatné.
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Vite, Ze spojity obraz kompaktniho intervalu je kompaktni interval nebo bod a ze
obecné spojity obraz otevieného (nebo uzavieného) intervalu nemusi byt otevieny (nebo
uzavieny). Aby spojitd funkce zachovavala 1 oteviené intervaly, musi byt ryze mono-
tonni — viz Otdzky.
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Vite, ze spojity obraz kompaktniho intervalu je kompaktni interval nebo bod a zZe
obecné spojity obraz otevieného (nebo uzavieného) intervalu nemusi byt otevieny (nebo
uzavreny). Aby spojita funkce zachovavala i1 oteviené intervaly, musi byt ryze mono-
tonni — viz Otdzky.
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Poznamky 8 :

Konec poznamek 8.

Jeden mily usmév za snahu

=)
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PRIKLADY




Priklady 1 :

Konstantni funkce je vzdy spojita.
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Priklady 1 :

Konstantni funkce je vzdy spojita.
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Kdyz se posloupnost blizi
k bodu z, tak funkcni hod-
noty tvori konstantni po-
sloupnost.
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Identicka funkce je spojita.
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Identicka funkce je spojita.
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Identicka funkce je spojita.
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KdyzZ se posloupnost blizi k
bodu z, tak se funkcéni hod-
noty blizi k bodu .
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Funkce absolutni hodnota je spojita.
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Funkce absolutni hodnota je spojita.
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Funkce absolutni hodnota je spojita.
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A

A

Odvodime to podobné jako
u identity.
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Funkce sinus je spojita.

\




Funkce sinus je spojita.

\

TC/ 2 w

v
sin o tga




Funkce sinus je spojita.

\

tg o

K sin o
\ | /

Toto tvrzeni nelze dokazat
z definice funkce sinus po-

moci délek useCek. Pozdéji
bude tato funkce zavedena
jinym zplisobem a spojitost
bude dokazana.
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Funkce signum je spojitd v kazdém bod€ kromé O.
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Funkce signum je spojitd v kazdém bod€ kromé O.
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Funkce signum je spojitd v kazdém bodé kromé 0.
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K nule konverguji po-
sloupnosti (napriklad
1,0,1/2,0,1/3,0,...),
jejichz  funéni  hodnoty
nekonverguji.
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Dirichletova funkce neni spojitd v Zadném bodé.
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Dirichletova funkce neni spojitd v Zadném bodé.
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V racionalnich
¢islech samé jednicky ...

V iracionalnich
Cislech samé nuly ...

%W%OOOOOOOOOOOO




Dirichletova funkce neni spojita v Zadném bodé.
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V racionalnich
Cislech samé jednicky ...

V 1racionalnich
Cislech samé nuly ...

OOOOOO?OOOOOOOOOOOOOOOOOOO

V  posloupnosti muzeme

St:ffdglt racionalni a iracio-
nalni body.
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Riemannova funkce je spojitd pravé v iracionalnich bodech a v bode¢ 0.
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Riemannova funkce je spojitd pravé v iracionalnich bodech a v bode¢ 0.
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Riemannova funkce
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Riemannova funkce je spojita prave v iracionalnich bodech a v bodé 0.

\

Riemannova funkce
1 (*) (*)
1/2 ® ®
1/3 ° ® ° °
1/4 (*] (*] (*] (*] (*] (*] (*] (*]
(*] (*] (*] (*] @ ¢ o (*] (*] (*]
1 2

V  libovolném intervalu
okolo daného body najdeme

pouze koneCné¢ mnoho
bodli, v nichz je hodnota
vyS§i nez 1/1000. Kdyz
posloupnost prekona téchto
kone¢né¢ mnoho protivi,
budou jiz hodnoty blize
nule nez 1/1000,
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Pozndmka: RozSifime definici mocniny a* na redlnd @ > 1, x € R pomoci suprema
hodnot 0? pro racionalni b a y mensi neZ z. Podobné pomoci infima pro a € (0, 1).
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Pozndmka: RozSifime definici mocniny a* na redlnd @ > 1, x € R pomoci suprema
hodnot 0? pro racionalni b a y mensi neZ z. Podobné pomoci infima pro a € (0, 1).
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Obecna exponencialni funkce je spojita.

\




Poznamka: RozsSitfime definici mocniny a” na redlnd a > 1, x € R pomoci suprema
hodnot 0¥ pro raciondlni b a y mensi neZ z. Podobné pomoci infima pro a € (0, 1).

\

Obecnd exponencialni funkce je spojita.

\

Necht’ existuje 2z, — = v
R tak, ze |a®* — a*| > ¢
pro vSechna £ a néjaké e.
Pro kazdé k se vezme raci-
ondlni Cislo wuy, které je k
2z blize nez 1/k, pri¢emz
|a*k — a"| < ¢/2 (podle de-
finice obecné mocniny). Pak
{ur} je posloupnost racio-
nalnich cisel konvergujici k
x, takze a“* — a*, coz
snadno vede ke sporu.
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Konec piikladi 1.




Priklady 2 :

Polynomy jsou spojité funkce.
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Priklady 2 :

Polynomy jsou spojité funkce.
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Raciondlni funkce jsou spojité funkce.
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Racionalni funkce jsou spojité funkce.

\

Konec priklada 2.

Jde o podil polynomii.
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Priklady 3 :

Funkce sin(z® — 2) — 1/ cos 272 je spojita.
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Priklady 3 :
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Dosazovanim funkci sinx a cosz za x do jiZ spojitych funkci dostaneme podle vét
spojitou funkci.
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Priklady 4 :

Funkce signum m4 v 0 skok.

O signum jsem jednou zakop ...
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Priklady 4 :

Funkce signum m4 v 0 skok.

O signum jsem jednou zakop ...

Jednostranné limity existuji,
ale nerovnaji se.
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Funkce | sign 2| ma v 0 odstranitelnou singularitu.

|




Funkce | sign 2| ma v 0 odstranitelnou singularitu.
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Jednostranné limity existuyji,
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Funkce

{f(x) = sin(l/xo),xséo;

0,z = 0.
ma v 0 oscilaci, 1 kdyz se hodnota v 0 definuje jinym ¢islem nez nulou.

\




Funkce

{ f(x) = sin(l/x&,x # 0;

0,r =
ma v 0 oscilaci, 1 kdyZ se hodnota v 0 definuje jinym Cislem neZ nulou.

\

Kdo by
to ekl ...
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Funkce

{ f(x) = sin(l/x&,x # 0;

0,r =
ma v 0 oscilaci, 1 kdyZ se hodnota v 0 definuje jinym Cislem neZ nulou.

\

Kdo by
to ekl ...

Oscilace se v praxi opravdu
vyskytuje. Nez si koupite
auto, vahate . ..
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Konec piikladi 4.




Priklady 5 :

Oborem hodnot funkce sinus je uzavieny interval [—1, 1]. Jeji obraz otevieného inter-
valu (0, 3) je uzavieny interval [—1, 1].
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Dirichletova funkce neni spojita a jeji obraz libovolného intervalu jsou dva body 0, 1.
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Dirichletova funkce neni spojita a jeji obraz libovolného intervalu jsou dva body 0, 1.
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V racionalnich
¢islech samé jednicky ...

V iracionalnich
Cislech samé nuly ...
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Dirichletova funkce neni spojita a jeji obraz libovolného intervalu jsou dva body 0, 1.
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Obraz libovolného intervalu Riemannovou funkci je skoro celd posloupnost {1/n} s
jeji limitou O.
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Obraz libovolného intervalu Riemannovou funkci je skoro celd posloupnost {1/n} s
jeji limitou O.
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Obraz libovolného intervalu Riemannovou funkei je skoro celd posloupnost {1/n} s
jeji limitou O.
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Ted” néco pro domdci kutily
a kutilky:
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\

>kExistuje funkce definovand na R, jejiz obraz libovolného intervalu je celé R. Se-

strojte néjakou takovou.

\
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>¥<Existuje funkce definovand na R, jejiz obraz libovolného intervalu je celé R. Se-

strojte néjakou takovou.

\

Ted” néco pro domdci kutily
a kutilky:

Neporadim, neporadim, ne-
poradim. Musite premyslet
sami.
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Konec prikladu 5.

Ani to neni obtizné. J4
vzdycky najdu nespojitou v
kazdém bodé, jak vy?
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Priklady 6 :

Funkce 2 dosahuje na otevieném intervalu (—1, 1) svého minima (kde?), ale na inter-
valu (0, 1) nemd ani maximum ani minimum svych hodnot.

—p




Dirichletova a Riemannova funkce dosahuji na kazdém intervalu svého maxima 1 mi-
nima. Totéz pro funkci signum.

—p




Konec piikladi 6.




Priklady 7 :

Jestlize se ve véte€ o existenci inverzni spojité funkci vynecha predpoklad, Ze ptivodni
funkce je definovédna na intervalu, neni mozné chtit v tvrzeni, aby funkce byla monoténni
(proc?).
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Priklady 7 :

Jestlize se ve véte€ o existenci inverzni spojité funkci vynecha predpoklad, Ze ptivodni
funkce je definovdna na intervalu, neni mozné chtit v tvrzeni, aby funkce byla monotonni
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1. Nasledujici funkce f je spojitd a prostd na svém definicnim oboru a je rostouci na
kazdém intervalu z definicniho oboru. Jeji inverzni funkce je spojita.
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1. Nasledujici funkce f je spojitd a prostd na svém definicnim oboru a je rostouci na
kazdém intervalu z definicniho oboru. Jeji inverzni funkce je spojita.

\
75, x € (—1,0);
flx)=¢ x—2, x €(0,1);
x, x € (1,2).




2. Nasledujici priklad ukazuje, Ze spojitd prosta funkce definovana na sjednoceni in-
tervalli (dokonce majici interval za obor hodnot) nemusi mit inverzni funkci spojitou.
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2. Nasledujici priklad ukazuje, Ze spojitd prosta funkce definovana na sjednoceni in-
tervalli (dokonce majici interval za obor hodnot) nemusi mit inverzni funkci spojitou.

\
11, z<-1;
fl@)=q -2z, z€[-1/2,1/2];
1yl >0




2. Nasleduyjici priklad ukazuje, Ze spojita prosta funkce definovana na sjednoceni in-
tervall (dokonce majici interval za obor hodnot) nemusi mit inverzni funkci spojitou.

\

11, <=1
flz)=4 —2x, z€[-1/2,1/2];
ly1, >0

\

Tato funkce je prosta a spojita (je klesajici na kazdém intervalu z defini¢niho oboru)
a zobrazuje svij defini¢ni obor na [—2, 2|. Inverzni funkce neni spojita (pro¢? — pouZzijte
Bolzanovu vétu, nebo primo najdéte bod nespojitosti inverzni funkce).

-=p
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Ted” jenom troSicku nespéte,
dik :-)
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\

*3, Upravte predchozi funkci tak, aby byla definovdna na omezené mnoziné a méla

jinak stejné vlastnosti.

Ted” jenom troSicku nespéte,
dik :-)

=)
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*4, Dalsf prostd spojita funkce, kterd nema spojitou inverzni funkci, ma za definiéni
obor N a je to tedy posloupnost.
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4, Dalsi prosta spojita funkce, ktera nema spojitou inverzni funkci, ma za defini¢ni
obor N a je to tedy posloupnost.

\
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4, Dalsi prosta spojita funkce, ktera nema spojitou inverzni funkci, ma za defini¢ni
obor N a je to tedy posloupnost.

\
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4, Dalsi prosta spojita funkce, ktera nema spojitou inverzni funkci, ma za defini¢ni
obor N a je to tedy posloupnost.

\
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Konec piikladi 7.




Priklady 8 :

Funkce signum je konvexni na (—oo, 0]. Je konvexni nebo konkavni na [0, c0)? A co
na [—1,1]?

\




Priklady 8 :

Funkce signum je konvexni na (—oo, 0]. Je konvexni nebo konkavni na [0, c0)? A co
na [—1,1]?

\

Konec piikladi 8.




OTAZKY




Otazky 1 :

Necht A G D(f(). Je rozdil mezi spojitosti funkce f na mnoZiné A a spojitosti ziZeni
funkce f na mnoZinu A?

\




Otazky 1 :

Necht A G D(f(). Je rozdil mezi spojitosti funkce f na mnoZiné A a spojitosti ziZeni
funkce f na mnoZinu A?

\

Co kdyz A je interval (uzavieny, otevieny)?

\




Otazky 1 :

Necht A G D(f(). Je rozdil mezi spojitosti funkce f na mnoZiné A a spojitosti ziZeni
funkce f na mnoZinu A?

\

Co kdyz A je interval (uzavieny, otevieny)?

\

Samé jednoduchosti.




Otazky 1 :
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Kdyz se dve sovy pii letu
vidi neustale vedle sebe, tak
opravdu leti vedle sebe. To
jde dokazat:
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\

*Ukazte: Jsou-li dvé funkce g, h spojité na intervalu J a maji stejné hodnoty na raci-

Kdyz se dve sovy pii letu
vidi neustale vedle sebe, tak
opravdu leti vedle sebe. To
jde dokazat:

ondlnich cislech z J, pak se na J rovnaji.

\
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'

*Ukazte: Jsou-li dvé funkce g, h spojité na intervalu J a maji stejné hodnoty na raci-

Kdyz se dve sovy pii letu
vidi neustale vedle sebe, tak
opravdu leti vedle sebe. To
jde dokazat:

ondlnich cislech z J, pak se na J rovnaji.

\

[Navod: Iracionalni Cislo x je limitou posloupnosti raciondlnich Cisel x,,. Protoze

9() = h(z,), musi byt g(x) = h(z).]

\
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Kdyz se dvé sovy pri letu
vidi neustéle vedle sebe, tak
opravdu leti vedle sebe. To
jde dokazat:

'

*Ukazte: Jsou-li dvé funkce g, h spojité na intervalu J a maji stejné hodnoty na raci-
ondlnich cislech z J, pak se na J rovnaji.

\

[Navod: Iracionalni Cislo x je limitou posloupnosti raciondlnich Cisel x,,. Protoze
g(x,) = h(x,), musi byti g(z) = h(x).]

\

Z. dikazu je vidét, Ze misto raciondlnich Cisel v tvrzeni 1ze brat napf. iraciondlni Cisla,
nebo jind, jejichz limitami jsou vSechna redlna Cisla.

=)

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pouzitim _tohoto tvrzeni
lze snadnéji dokdzat né-

ktera tvrzeni pro obecnou
mocninu:
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\

Protoze funkce g(z) = a™*, h(z) =

Pouzitim _tohoto tvrzeni
lze snadnéji dokdzat né-

ktera tvrzeni pro obecnou
mocninu:

1

(],I

rovnaji se 1 ve vSech redlnych Cislech.

\/

se rovnaji v racionalnich Cislech a jsou spojité,
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Protoze funkce g(z) = a™*, h(z) =

Pouzitim _tohoto tvrzeni
lze snadnéji dokdzat né-

kterd tvrzeni pro obecnou
mocninu:

1

(],l'

se rovnaji v racionalnich Cislech a jsou spojité,

rovnaji se 1 ve vSech redlnych Cislech.

\/

Podobné pro dalsi vlastnosti mocnin, napt. g1(x) = (a¥)", hi(x) = a™¥, kde y je ra-

ciondlni, a potom pro g»(y) = (a¥)*, ha(y) = a™, kde x je redlné — dohromady se pak

dostane vztah (a¥)” = a™¥ pro libovolna redlna z, y.

\
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Protoze funkce g(z) = a™*, h(z) =

Pouzitim _tohoto tvrzeni
lze snadnéji dokdzat né-

kterd tvrzeni pro obecnou
mocninu:

1

(],I

se rovnaji v racionalnich Cislech a jsou spojité,

rovnaji se 1 ve vSech redlnych Cislech.

\/

Podobné pro dalsi vlastnosti mocnin, napt. g1(x) = (a¥)", hi(x) = a™¥, kde y je ra-

ciondlni, a potom pro g»(y) = (a¥)*, ha(y) = a™, kde x je redlné — dohromady se pak
*Y pro libovolna redlna x, y.

dostane vztah (a¥)" =

\

@

Oni totiz sovy mrkaji velice
Casto, ale velice kratce ;-)

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Ted” nds cCekd jesté jedna
dobrota :-)
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*Ukazte, 7e funkce f definovand na R je spojita pravé kdyZ f-vzor uzavieného inter-
valu je uzaviend mnozina, tj., f~*(A) je uzaviend, jakmile A je uzavieny interval (nebo

obecnéji: uzaviend mnozina).

\

Ted nds cCeka jesté jedna
dobrota :-)
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Ted nds cCeka jesté jedna
dobrota :-)

'

*Ukazte, 7e funkce f definovand na R je spojita pravé kdyZ f-vzor uzavieného inter-
valu je uzaviend mnozina, tj., f~*(A) je uzaviend, jakmile A je uzavieny interval (nebo
obecnéji: uzaviend mnozina).

\

[Ndvod: Pokud f nenf spojita, existuje {x, } s limitou a tak, Ze n€jaka podposloupnost
{f(zk,)} konverguje k b # f(a). MnoZina A skladajici se z ¢lent této podposloupnosti
a z b, pokud je b vlastni, je uzaviena, ale jeji vzor nebude uzavieny. Vyzaduje-li se za
A interval, je nutné vzit v obrazech podposloupnost monoténni, A pak bude obsahovat
tuto podposloupnost (a pripadné jeji limitu). Druhd implikace je jednoducha.]

=)

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelnd
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec otazek 1.

Tohle je prost€ dobra basSta
pro vSechny :-)
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Otazky 2 :

Uved’te priklad nespojité funkce f takové, Ze f, je spojita funkce (miZe byt i f_
Spojita?).

\




Otazky 2 :

Uved’'te priklad nespojité funkce f takové, Ze f. je spojitd funkce (mutze byt i f_
Spojita?).

\/

Uved’te ptiklad nespojité funkce f takové, ze f - f je spojita.

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

Najdéte nespojité funkce f, g na R, jejichzZ slozeni f o g je spojité.




Ukazte pomoci skladani funkci, Ze | f| je spojitd, jakmile f je spojita.




Zjistéte, v kterych bodech je spojitd funkce 1/+/tg? x — 1.

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

Dodefinujte funkci tangens v bodé 7 /2 a urCete, jakou nespojitost tato funkce v tomto
bodé ma.

=)




Ukazte, ze f ma v bodé a € D(f) skok nebo oscilaci pravé kdyz existuje =, — a
takova, ze posloupnost { f(x,)} nema limitu.

=)




POZOROVANL
1. Bod nespojitosti monotonni funkce je bodem skoku.

\




POZOROVANL
1. Bod nespojitosti monotonni funkce je bodem skoku.

\

2. Monoténni funkce na intervalu ma nejvyse spocetné mnoho bodl nespojitosti.

\




POZOROVANL
1. Bod nespojitosti monotonni funkce je bodem skoku.

\

2. Monoténni funkce na intervalu ma nejvyse spocetné mnoho bodd nespojitosti.
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Monoténni funkce miiZe mit v bodech nespojitosti jen skoky, typicka je funkce sig-
num, ktera je neklesajici.

\




Monoténni funkce miiZe mit v bodech nespojitosti jen skoky, typicka je funkce sig-
num, ktera je neklesajici.
ﬁ

\

o




Monoténni funkce miiZe mit v bodech nespojitosti jen skoky, typicka je funkce sig-
num, kterd je neklesajici.

\
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Existuje funkce s nekonecné mnoha skoky.




Existuje funkce s nekonecné mnoha skoky.

Konstantni v prostredni tre-
tiné, jako nasi hokejisti . ..
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Existuje funkce s nekonecné mnoha skoky.

Konstantni v prostredni tre-
tiné, jako nasi hokejisti . ..
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Ma oblibena funkce . ..
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Konec otazek 4.




Otazky 5 :

Ukazte na prikladech, Ze spojity obraz otevieného intervalu (napr. R) miiZe byt inter-
val jakéhokoli druhu (tj. otevieny, uzavieny nebo polootevieny).

=




Ukazte, Ze obor hodnot obecné exponencidlni funkce a” je pro a # 1 interval (0, +00).
Uvédomte si, Ze tato funkce nabyva libovolné velkych hodnot 1 libovoln€ malych klad-
nych hodnot.

\




Ukazte, ze obor hodnot obecné exponencidlni funkce a” je pro a # 1 interval (0, +00).
Uvédomte si, Ze tato funkce nabyva libovolné velkych hodnot 1 libovoln€ malych klad-
nych hodnot.

\

Odtud vyplyva, Ze logaritmicka funkce ma za defini¢ni obor interval (0, +00).




Zjistéte, zda m4 polynom 82 — 162 + 4z + 1 kofen v intervalu (0, 1).

Konec otazek 5.




Otazky 6 :

Sestrojte funkci na intervalu [0, 1], kterd nemda na tomto intervalu nejvétsi ani nejmensi
hodnotu.

Konec otazek 6.




Otazky 7 :

Ted’ si mizeme trochu zjed-
nodusit zivot. To se hodi:
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Otazky 7 :

 {

>X<Spojitost inverzni funkce.

4

Ted’ si miiZeme trochu zjed-
nodusit Zivot. To se hodi:
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Otazky 7 :

\

>X<Spojitost inverzni funkce.

4

V Prikladech uvedené spojité prosté funkce, které nemaji spojitou inverzni funkci,
byly definovany na neomezenych uzavienych mnozinach, nebo na omezenych neuza-
vienych mnozinach.

Presto toto tvrzeni plati pro funkce definované na intervalech a na obecnéjSich mnozi-
nach nez na intervalech.

Ted’ si miiZeme trochu zjed-
nodusit Zivot. To se hodi:
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Nejdfive je vhodné najit dikaz tvrzeni, ktery nezavisi na intervalech:

\




Nejdfive je vhodné najit dikaz tvrzeni, ktery nezavisi na intervalech:

\

Inverzni funkce k prosté spojité funkci f definované na intervalu J, je spojitd.

\




Nejdfive je vhodné najit dikaz tvrzeni, ktery nezavisi na intervalech:

\

Inverzni funkce k prosté spojité funkci f definované na intervalu J, je spojitd.

\

[Navod: M4 se dokazat, ze pokud f(a,) — f(a) (pro a,a, € J), pak a,, — a. Pokud
existuje podposloupnost {ay, } konvergujici k néjakému b € J, musi byt b = a. Ukazte,
ze posloupnost {a,} je omezena.]

=




Dokazte pomoci predeslého navodu tvrzeni

\




Dokazte pomoci predeslého navodu tvrzeni

\

Inverzni funkce k prosté spojité funkci definované na omezené uzavrené (tj. kompaktni)
mnoziné, je spojitd.

=)




*Monoténie versus modifikovana Bolzanova véta.

\




*Monoténie versus modifikovana Bolzanova véta.

\

Ukazte, ze spojita funkce na intervalu J je ryze monotonni praveé kdyz zobrazuje ote-
viené€ intervaly v J na oteviené intervaly.

\




*Monotonie versus modifikovana Bolzanova véta.

\

Ukazte, ze spojita funkce na intervalu J je ryze monoténni pravé kdyz zobrazuje ote-
viené intervaly v J na oteviené intervaly.
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Otazky 8 :

Ukazte, ze kazdé konkavni funkci na uzavieném omezeném intervalu lze zménit hod-
noty v krajnich bodech intervalu tak, ze zustane konkdvni, ale nebude tam spojita.

\




Otazky 8 :

Ukazte, ze kazdé konkavni funkci na uzavieném omezeném intervalu lze zménit hod-
noty v krajnich bodech intervalu tak, Ze zistane konkdvni, ale nebude tam spojita.

\
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CVICENI




CvicCeni 1 :




Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :




Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :




Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :




Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :




Konec cviceni 5.




CviCeni 6 :




Konec cviceni 6.




Cviceni 7 :




Konec cviceni 7.




CvicCeni 8 :




SPOJITOST FUNKCI - MIX




SPOJITOST FUNKCI - MIX
'

Priklad. Sestrojte funkci, ktera ma pravé dva body spojitosti.

\




SPOJITOST FUNKCI - MIX
'

Priklad. Sestrojte funkci, ktera ma pravé dva body spojitosti.

V

Reseni. Vyndsobime Dirichletovu funkci D(x) funkef 2> — 1 a jsme hotovi.




1z 10. HOROR.
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Priklad. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x)— Al <e
2.V >03 >0Vx eR : |z —a| < = |f(x) — Al < T
3.Ve" > 030" >0V eR : |z —a| < = |f(zx) — Al <&”
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Priklad. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x)— Al <e
2.V >03 >0Vx eR : |z —a| < = |f(x) — Al < T
3.Ve" > 030" >0V eR : |z —a| < = |f(zx) — Al <&”

\ /

Reseni. Plati-li (1), dokdZeme (2). Necht je ¢’ ddno, polozime ¢ = 7¢’, pouZijeme (1)
anajdeme d. Polozime ¢’ = §. Pak (2) plati. Podobné (2) da (3) pomoci vztahti € = " /2
a ¢” = ¢§. Zbytek se ud€la podobné.

\




Priklad. Dokazte, Ze néasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Vz eR : |[zr—a|<d = |f(x)— Al <e
2.V >030' >0V eR : |z —a| < = |f(x) — Al < T
3.e" > 030" >0V €eR : |z —a| < = |f(zx) — Al <¢&”

LEKCE05-SPO
‘ Spojitost

definice
N v s, s 1° Yo% . , v, Ve Zé.klady
Reseni. Plati-li (1), dokaZzeme (2). Necht’ je €’ dano, polozime ¢ = 7¢’, pouZijeme (1) | spojitosts okolimi

a najdeme 0. Polozime ¢’ = §. Pak (2) plati. Podobné (2) dé (3) pomoci vztahti ¢ = £ /2 SPOSjFi,ﬁ,‘}ﬁoastl“’ns““k“
a 0" = 0. Zbytek se udéld podobné. SOUEHU.MaX....
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spojitost a konvexita
periodické funkce
* Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Chytry cClovék pouzivda v
kazdém vyroku jinak inde-
xovana pismenka, zde ¢, €/,
e’ a pod.
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Udélalo 5 z 10.
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Priklad. Zkoumejte, co znamenaji nasledujici vztahy
1.Ve>03dK >030 >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
2.¥Ve>030 >0VK >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
3.30 >0Ve >0Ve eR : |z —a| <0 = |f(z)— Al <¢
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Priklad. Zkoumejte, co znamenaji nasledujici vztahy
1.Ve>03dK >030 >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
2.¥Ve>030 >0VK >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
3.30 >0Ve >0Ve eR : |z —a| <0 = |f(z)— Al <¢

'

ResSeni. Prvni podminka znamend omezenost na jistém okoli.

\




Priklad. Zkoumejte, co znamenaji nasledujici vztahy
1.Ve>03dK >030 >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
2.¥Ve>030 >0VK >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
3.30 >0Ve >0Ve eR : |z —a| <0 = |f(z)— Al <¢

'

ResSeni. Prvni podminka znamend omezenost na jistém okoli.

\

Druha podminka znamena konstantnost na jistém okoli.

\




Priklad. Zkoumejte, co znamenaji nasledujici vztahy
1.Ve>03dK >030 >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
2.¥Ve>030 >0VK >0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x) — A| < K¢
3.30 >0Ve >0Ve eR : |z —a| <0 = |f(z)— Al <¢

'

ResSeni. Prvni podminka znamend omezenost na jistém okoli.

\

Druha podminka znamena konstantnost na jistém okoli.

\

Treti podminka znamena konstantnost na jistém okoli.
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Priklad. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x)— Al <e
2.¥n e NI >0Vz eR : [z —a| < = |f(z)—A] <2

\




Priklad. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Vz eR : |[x—a|<d = |f(x)— Al <e
2.¥n e NI >0Vz eR : [z —a| < = |f(z)—A] <2

\

Reseni. Plati-li (1), tak k danému n poloZime ¢ = 1/n a § = ¢'. Pak plati (2). Plati-
li (2), tak k danému ¢ najdeme n € N tak, aby 1/n < e. Podle (2) pak najdeme ¢ a
polozime 6 = ¢'.

\




Priklad. Dokazte, Ze néasledujici vyroky jsou ekvivalentni.
1.Ve>030>0Ve eR : |[x—a|<d = |f(x)— Al <c¢
2.¥n € N3 > 0Vz €R : |z —a| <¥§ = |f(z)— A] <2

! LEKCE05-SPO
Reseni. Plati-li (1), tak k danému n poloZime ¢ = 1/n a § = ¢§'. Pak plati (2). Plati- 3Bk
li (2), tak k danému ¢ najdeme n € N tak, aby 1/n < €. Podle (2) pak najdeme ¢’ a | #&ady
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Priklad. Zkoumejte funkci

r+— lim lim cos"(m m! x)
m—0o0 N—oo




Priklad. Zkoumejte funkci

z+— lim lim cos"(m m! z)
m—0o0 N—oo

'

Reseni. V raciondlnich bodech z se dolimitime k 1.

\




Priklad. Zkoumejte funkci

z+— lim lim cos"(m m! z)
m—0o0 N—oo

'

Reseni. V raciondlnich bodech z se dolimitime k 1.

\

V 1iracionalnich bodech z se dolimitime k O.

\




Priklad. Zkoumejte funkci

\

r+— lim lim cos"(m m! x)
m—0o0 nN—oo

Redeni. V raciondlnich bodech z se dolimitime k 1.

\

V iracionalnich bodech x se dolimitime k O.

\

Jde o jiny z4pis Dirichletovy
funkce.

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2z 10.

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz
odmocnina
Weierstrass
maxima,minima
monoténni funkce
prostd=ryze mono-
ténni
monotonie a Spoji-
tost
spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Piiklad. Porovnejte pocCet kvantifikator v definici spojitosti pomoci € — ¢ definice a v
definici pres posloupnosti.

\




Piiklad. Porovnejte pocCet kvantifikator v definici spojitosti pomoci € — ¢ definice a v
definici pres posloupnosti.

M
Resend.
Ve>036>0Ve eR : |[x—a|<d = |f(x)— f(a)| <e
dava 3 kvantifikatory a jednu implikace.

\




Piiklad. Porovnejte pocCet kvantifikator v definici spojitosti pomoci € — ¢ definice a v
definici pres posloupnosti.

M
Resend.
Ve>036>0Ve eR : |[x—a|<d = |f(x)— f(a)| <e
dava 3 kvantifikatory a jednu implikace.

\

Definice z, — a = f(x,) — f(a) dava po rozepsani
V{z,} :
Ve >03dn;VneN : n>n; = |z, —a| < €]
—

Ve > 03y VneN : n>ny = |f(zn) — A| < €]

presné 7 kvantifikatora a 3 implikace.




Slo by to dvéma kvantifika-
tory?
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NABYVANI MEZIHODNOTY




NABYVANI MEZIHODNOTY

\
Pfiklad. Necht’ f : [0, 1] — [0, 1] je spojita. Pak existuje x € [0, 1] tak, Ze f(x) = x

\




NABYVANI MEZIHODNOTY

\
Priklad. Necht' f : [0, 1] — [0, 1] je spojitd. Pak existuje x € |0, 1] tak, Ze f(x) =«

‘ LEKCE05-SPO
S Vv V4 7 . . e 2 4 d z = SpOjitOSt
Reseni. Zkoumame funkci g(x) = f(x) — x. Ta je spojitd a nékde nabyva nuly jako definice
7 . " Z a
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Pevny bod nasli 2 z 10.
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Uceni 8 :

Kazda funkce ma bod spoji-
tosti.
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Uceni 8 :

Kazda funkce ma bod spoji-
tosti.

I Dirichletova?
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Riemannova funkce nema
bod spojitosti, protoze to ty
raciondlni body vSude zkazi.
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Riemannova funkce nema
bod spojitosti, protoze to ty
raciondlni body vSude zkazi.

Jejich sila je vSak jako tvoje
vykony po 1 pivu. Neboji se
jich ani odmocnina ze dvou.

LEKCE05-SPO
Spojitost
definice
zéaklady
spojitost s okolimi
spojitost a konstrukce
spojitost
souctu,max,...
spojitost sloZen{
spojitost inverze
nespojitost
odstranitelna
skok
oscilace
nespojitost
mon.funkce
spojitost na intervalu
souvisly obraz
souvisly obraz

odmocnina

Weierstrass
maxima,minima

monotonni funkce

prostd=ryze mono-
toénni

monotonie a Spoji-
tost

spojitost a konvexita
periodické funkce
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec uceni §.




Uceni 9 :




Konec uceni 9.




	Spojitost
	definice
	základy
	spojitost s okolími

	spojitost a konstrukce
	spojitost souètu,max,...
	spojitost složení
	spojitost inverze

	nespojitost
	odstranitelná
	skok
	oscilace
	nespojitost mon.funkce

	spojitost na intervalu
	souvislý obraz
	souvislý obraz
	odmocnina
	Weierstrass
	maxima,minima

	monotónní funkce
	prostá=ryze monotónní
	monotonie a spojitost

	spojitost a konvexita
	periodické funkce

