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Pojem konvergence je velmi dilezity pro nediskrétni matematiku. Je nezbytny vSude,
kde je potreba aproximovat néjaké hodnoty, resit rovnice priblizné, pouzivat derivace,

integraly.
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kde je potreba aproximovat néjaké hodnoty, resit rovnice priblizné, pouzivat derivace,

integraly.
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Posloupnosti a jejich konvergence

Konvergence znamend, Zze
n¢jaké dané hodnoty se,
zhruba reCeno, blizi k néjaké
pevné hodnoté.
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Téch danych hodnot musi byt (teoreticky) nekonecné mnoho a nejjednodussi pripad
je samoziejmé pro spocetné mnoho takovych hodnot — konvergence v tomto pripadé se
pak nazyva konvergence posloupnosti.
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je samoziejmé pro spocetné mnoho takovych hodnot — konvergence v tomto pripadé se
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POSLOUPNOSTI

Spocetné mnoziny se poznaji tak, ze se daji vSechny jeji prvky pfifadit prirozenym
Cislim, kazdému ¢islu jeden prvek.
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POSLOUPNOSTI

Spocetné mnoziny se poznaji tak, ze se daji vSechny jeji prvky pfifadit prirozenym
Cislim, kazdému ¢islu jeden prvek.

\

ProtoZe se s prirozenymi Cisly dobfe pracuje, je vhodné za posloupnosti brat rovnou
prvky indexované témito Cisly, tj., pokud se pracuje napr. v R, kazdému prirozenému
Cislu n se prifadi n€jaké redlné Cislo x,,.
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DEFINICE. Posloupnost v mnoziné X (nebo posloupnost prvki mnoZiny X)) je soubor
{x,}nen prvki X indexovany prirozenymi Cisly, tj. posloupnost {z, },en je zobrazeni
f N — X,kde f(n) =xz,.

\

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Posloupnost v mnoziné X (nebo posloupnost prvki mnoziny X) je soubor
{x,}nen prvki X indexovany prirozenymi Cisly, tj. posloupnost {z, },en je zobrazeni
f N — X,kde f(n) =xz,.

\

Nékdy se posloupnost znaci jako {z,,}>° , nebo {x,}, nebo jen {x,} (napt. {1/n},en,
resp. {\/n}n, nebo {\/n}, je-li zfejmé, pro kterd ¢isla n se odmocniny berou); v né-
kterych piipadech (vétSinou konkrétnich) se piSe i {x1, o, 3, ...} (napf. posloupnost
sudych prirozenych Cisel {2,4,6,8,...}). Neni-li uvedeno pfesné indexovani, vzdy se
chapou indexy z N.
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DEFINICE. Podposloupnost posloupnosti {x,, },cn je posloupnost {zy, },en, kde {k, }
je néjakd posloupnost prirozenych Cisel s vlastnosti k1 < ko < k3 < ky < ...
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DEFINICE. Podposloupnost posloupnosti {x,, },cn je posloupnost {zy, },en, kde {k, }
je néjakd posloupnost prirozenych Cisel s vlastnosti k1 < ko < k3 < ky < ...
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VLASTNOSTI POSLOUPNOSTI

Nasledujici vlastnosti ulehc¢i
praci s posloupnostmi pri
aplikacich.

V mnoha pripadech bude
mozné pouZzit jen posloup-
nosti s nékterou vhodnou
vlastnosti, ¢imZ se situace
zjednodusi.
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DEFINICE. Posloupnost {x,} redlnych Cisel se nazyva
\
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e konstantni, jestlize (k # n = x = x,) .

\
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DEFINICE. Posloupnost {x,} redlnych Cisel se nazyva
\

e konstantni, jestliZe (k #n = x, = z,) .

\

e prosta, jestlize (k # n = x # x,) .

\

e omezena (resp. shora omezend nebo zdola omezend), jestliZe mnoZina vSech bodt

x, ma uvedenou vlastnost jako podmnoZzina R.
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e rostouci (resp. klesajici), jestlize (k < n = xp < ), (rtesp. (kK < n = xp > x,)).
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Tp))-
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e rostouci (resp. klesajici), jestlize (k < n = xp < ), (rtesp. (kK < n = xp > x,)).

\

e neklesajici (resp. nerostouci), jestlize (k < n = zy < x,), (resp. (k < n = z >

Tp)).
\

Posloupnost, kterd je bud’ rostouci nebo klesajici nebo nerostouci nebo neklesajici,
s€ nazyva monotonni.

\
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e rostouci (resp. klesajici), jestlize (k < n = xp < ), (rtesp. (kK < n = xp > x,)).

\

e neklesajici (resp. nerostouci), jestlize (k < n = zy < x,), (resp. (k < n = z >

Tp)).
\

Posloupnost, kterd je bud’ rostouci nebo klesajici nebo nerostouci nebo neklesajici,
s€ nazyva monotonni.

\

Posloupnost se nazyva ryze monotonni, jestlize je bud’ rostouci nebo klesajici.
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Je-li P néjaka vlastnost posloupnosti, pak vyrok posloupnost {z,}>; ma skoro P
znamena, Ze existuje k € N tak, Ze posloupnost {x,,}>°, ma P.
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Vsimnéte si, Ze se ceStina
a matematika neékdy do-
mlouvaji trochu krkolomné.
V matematice se hraje na
pravda x nepravda, ale skoro
pravda je ted’ také povolena.
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Vsimnéte si, Ze se ceStina
a matematika neékdy do-
mlouvaji trochu krkolomné.
V matematice se hraje na
pravda x nepravda, ale skoro
pravda je ted’ také povolena.

\

Podobné budeme rikat, Ze mnoZina obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti, kdyz
obsahuje prvky posloupnosti od urcitého indexu.
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KONVERGENCE POSLOUPNOSTI




KONVERGENCE POSLOUPNOSTI
'

Jak bylo popsano na zacatku této Casti, hlavnim divodem prace s posloupnostmi je je-
jich pouz1t1 napr. k aproximaci feseni rovnic nebo k definicim ¢i charakterizacim novych
pojmu jako jsou spojitost a derivace.

\/
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K tomu je potfeba mit zaveden pojem konvergence posloupnosti.

\
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Jak bylo popsano na zacatku této Casti, hlavnim divodem prace s posloupnostmi je je-
jich pouz1t1 napr. k aproximaci feseni rovnic nebo k definicim ¢i charakterizacim novych

KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

pojmu jako jsou spojitost a derivace.

\/

K tomu je potfeba mit zaveden pojem konvergence posloupnosti.

\

Jedna se o jakési priblizo-
vani.
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Pri grafickém znazornéni nékterych posloupnosti v predchozich prikladech bylo vidét,
ze se prislusné body priblizuji k néjaké hodnoté.

\
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Pri grafickém znazornéni nékterych posloupnosti v predchozich prikladech bylo vidét,
ze se prislusné body priblizuji k néjaké hodnoté.
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Napft. u {1— %} se pii znazornéni na piimce priblizovaly body k ¢islu 1, pfi znazornéni

v rovin¢ se graf priblizoval k pfimce y = 1 — potom se fika, Ze posloupnost {1 — %}
konverguje k 1.

\
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Pri grafickém znazornéni nékterych posloupnosti v predchozich prikladech bylo vidét,
ze se prislusné body priblizuji k néjaké hodnoté.
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Napft. u {1— %} se pii znazornéni na piimce priblizovaly body k ¢islu 1, pfi znazornéni
v rovin¢ se graf priblizoval k pfimce y = 1 — potom se fika, Ze posloupnost {1 — %}
konverguje k 1.
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Je samozieymé nutné dit to-
muto ,,priblizovani" pfesnou
formu.
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DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

\
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DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

\

Znaci se lim x,, = a nebo x, — a pron — oo.

n—oo

\
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Je-1i zfejmé, Ze se jednd o limitu posloupnosti, je mozné pouZzit znaceni lim, x,, = a
nebo dokonce lim x,, = a, jsou-li 1 indexy ziejmé.

Poznamky 3 Priklady 3  Otazky 3
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Obecné vlastnosti limity posloupnosti




Obecné vlastnosti limity posloupnosti

\

Nésledujici tvrzeni jsou snadna a budou se pouzivat bez odkazu (snad jen pro prvni
vlastnost rada: dva rtizné body z R* maji disjunktni okolf).

\
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Obecné vlastnosti limity posloupnosti

‘ LEKCE03-POS
Nasledujici tvrzeni jsou snadna a budou se pouzivat bez odkazu (snad jen pro prvni Posloupnosti

© . e, qe . , P definice
vlastnost rada: dva ruzné body z R* maji disjunktni okolf). podposloupnost
vlastnosti
konstantni
‘ prosta
omezena
monoténni
skoro vsude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...

Mame hezkou definici, bu- limita a uspof4dénf
deme mit hezké dukazy. 2 policajti

limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
* Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost realnych &isel. Plati:
\




POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost realnych &isel. Plati:
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1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;

\
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1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;
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2. je-li posloupnost {x,} konstantni, x,, =a, pak lim xz,, =a;
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POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost redlnych &isel. Plati:
\

1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;
\

2. je-li posloupnost {x, } konstantni, x, =a, pak lim x,, =a;

\

3. jestlize lim z,, = a, pak lim x;, = a pro kazdou podposloupnost {z; } posloupnosti

{zn};
|

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost redlnych &isel. Plati:
\

1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;

\

2. je-li posloupnost {x, } konstantni, x, =a, pak lim x,, =a;

\

3. jestlize lim z,, = a, pak lim x;, = a pro kazdou podposloupnost {z; } posloupnosti

{zn};
|

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {x,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k a,
pak {x,} konverguje k a.

\
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POZOROVANI. Necht' {z,} je posloupnost redlnych &isel. Plati:
\

1. {z,,} mé nejvyse jednu limitu;

\

2. je-li posloupnost {x, } konstantni, x, =a, pak lim x,, =a;

\

3. jestlize lim z,, = a, pak lim x;, = a pro kazdou podposloupnost {z; } posloupnosti

{zn};
|

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {x,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k a,
pak {x,} konverguje k a.

\

5. jestlize {z, } konverguje v R, pak {x,} je omezena posloupnost.
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Dv¢ dalsi tvrzeni jsou sice jednoducha z hlediska dlikazu, ale dtileZzita z hlediska uveé-
doméni si riznych moZnosti pristupu ke konvergenci.

\
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VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {z,} redlnych Cisel a bod a € R jsou
ekvivalentni:
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VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {z,} redlnych Cisel a bod a € R jsou
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VETA. Nisledujici podminky pro posloupnost {z,} redlnych Cisel a bod a € R jsou
ekvivalentni:

\
1. limx, = a;
\
2. lim(z, —a) = 0;
\
3. lim |z, — a|] = 0;
\
4.¥e>03dnyg e N (n>ny= |z, —a| <e);
\
5. . f n — ] f n — °
oo (gl me) = fof (sgpe) = o




Dukaz. 1 = 2: Je-1i U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu
a a tedy {x,} lezi skoro cela v a + U. To znamen4, Ze {x,, — a} leZi skoro cela v U.

\
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Dukaz. 1 = 2: Je-1i U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu
a a tedy {x,} lezi skoro cela v a + U. To znamen4, Ze {x,, — a} leZi skoro cela v U.

\

2 < 3: Je-li U symetrické okoli bodu 0, pak |z| € U < = € U — odtud ihned plyne
tvrzeni.

\
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Dukaz. 1 = 2: Je-li U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu
a a tedy {x,} lezi skoro cela v a + U. To znamen4, Ze {x,, — a} leZi skoro cela v U.

\

2 < 3: Je-li U symetrické okoli bodu 0, pak |z| € U < = € U — odtud ihned plyne
tvrzeni.

\

2 = 4:U = {y;|y| < €} je okoli bodu 0 a tedy podle (2) skoro v§echny ¢leny {x, —a}
(. od jistého indexu ng) lezi v U, coz je podminka (4).
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Dukaz. 1 = 2: Je-li U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu
a a tedy {x,} lezi skoro cela v a + U. To znamen4, Ze {x,, — a} leZi skoro cela v U.

\

2 < 3: Je-li U symetrické okoli bodu 0, pak |z| € U < = € U — odtud ihned plyne
tvrzeni.

\

2 = 4:U = {y;|y| < €} je okoli bodu 0 a tedy podle (2) skoro v§echny ¢leny {x, —a}
(. od jistého indexu ng) lezi v U, coz je podminka (4).

\

4 = 5: Necht ¢ je libovolné kladné Cislo. Podle (4) maji vSechny Cleny posloupnosti
{z,} s indexy vétsimi nez n, vzdjemnou vzdalenost mensi nez 2¢ a tedy

| inf x,, — supx,| < 2¢
n>k n>k

pro kazdé k£ > ny.

\/
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Dukaz. 1 = 2: Je-li U okoli bodu 0, je posunuti a + U = {a + u;u € U} okolim bodu
a a tedy {x,} lezi skoro cela v a + U. To znamen4, Ze {x,, — a} leZi skoro cela v U.

\

2 < 3: Je-li U symetrické okoli bodu 0, pak |z| € U < = € U — odtud ihned plyne
tvrzeni.

\

2 = 4:U = {y;|y| < €} je okoli bodu 0 a tedy podle (2) skoro v§echny ¢leny {x, —a}
(. od jistého indexu ng) lezi v U, coz je podminka (4).

\

4 = 5: Necht ¢ je libovolné kladné Cislo. Podle (4) maji vSechny Cleny posloupnosti
{z,} s indexy vétsimi nez n, vzdjemnou vzdalenost mensi nez 2¢ a tedy

| inf x,, — supx,| < 2¢
n>k n>k

pro kazdé k£ > ny.

\/

Protoze posloupnost {mf x, }r je neklesajici a posloupnost {sup x, }; nerostouci (do-
n>k

kazte), nemohou se Vzdalenostl mezi mgg T, asup x, zvetsovat a tedy

[up (1nf 2n) = jnf (supa,)| < 2e.

To je vSak nerovnost mezi dvéma Cisly a plati pro kazdé £ > 0. TudiZ musi byt leva
strana posledni nerovnosti rovna 0.
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Tedy diky 4 plati

o (glon) = I (gl = o




\/

Tedy diky 4 plati
lim (
keN

\/

5 = 1: Necht’ U je okoli bodu a tvaru intervalu. Podle vlastnosti suprem a infim
existuje k tak, ze inf z, € U asupx, € U. Prom > k je inf x,, < z,,, < supz, atedy

n>k
lezi v U, protoze U je interval.

\

inf x,
n>k

n>k

)

= lim
keN

( sup xn) |
n>k

a .

n>k

n>k

&
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Tedy diky 4 plati
lim (
keN

\/

5 = 1: Necht’ U je okoli bodu a tvaru intervalu. Podle vlastnosti suprem a infim
existuje k tak, ze inf z, € U asupx, € U. Prom > k je inf x,, < z,,, < supz, atedy

n>k
lezi v U, protoze U je interval.

\

) = i (spe)l = o

Je to rada tuvah, které si
nejde zapamatovat. Maji

vSak vnitini ideu. Pokud ji
pochopite, dikazy pomoci
této mysSlenky sestavite.

n>k

&
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Je to rada tuvah, které si
nejde zapamatovat. Maji

vSak vnitini ideu. Pokud ji
pochopite, dikazy pomoci
této mysSlenky sestavite.

n>k

&

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Bojim bojim ...




Bojim bojim ...

Vnitrni ideu nam tady podu-
senou pod poklickou. ...
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DUSLEDEK. limz, = 0 < lim |z,| = 0.

\




DUSLEDEK. limz, = 0 < lim

\

r,| =0.

Pokud vidite limitu jako ob-
razek, fadu véci délate jed-
noduse.
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DUSLEDEK. lim z, = 0 < lim lz,| = 0.

\/

Pokud vidite limitu jako ob-
razek, fadu véci délate jed-
noduse.

Ach, jak jsou si ty vSechny
nuly podobné ...
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DUSLEDEK. lim z, = 0 < lim lz,| = 0.

\/

Pokud vidite limitu jako ob-
razek, fadu véci délate jed-
noduse.

Ach, jak jsou si ty vSechny
nuly podobné ...

\

POZNAMEKA. Je moZné dodat obdobu vlastnosti (4) pro nevlastni body (dokazte):
lim z,, = 400 (resp. —o0) prave kdyz

Vp e R dng (n > ng =z, >p) (resp.x, <p).
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\

Ekvivalence (1) a (5) pfedchoziho tvrzeni a ekvivalence (1) a (3) nasledujiciho tvrzeni)
plati 1 pro nevlastni a.

=)




VETA. Nésledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych ¢isel jsou ekvivalentni:

\




VETA. Nésledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych ¢isel jsou ekvivalentni:

\
1. {z,} konverguje v R;

\




VETA. Nésledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych ¢isel jsou ekvivalentni:

\
1. {z,} konverguje v R;

\

2.Ve > 0dng €N (n, k> ng= |z, — x| <e);

\




VETA. Nésledujici podminky pro posloupnost {x,} redlnych ¢isel jsou ekvivalentni:

\

1. {z,} konverguje v R;
\

2.Ve > 0dng €N (n, k> ng= |z, — x| <e);
\

3. inf z,,) = inf n) ER.
up (1nf 2n) = fnf (sup @) €




Dukaz. 1 = 2: Jestlize {x,} konverguje, napt. k a, pak podle predchoziho tvrzent,
vlastnosti (4), plati Ve > 0 Ing € N (n > ng = |z, — a| < €/2).

\
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Dukaz. 1 = 2: Jestlize {x,} konverguje, napt. k a, pak podle predchoziho tvrzent,
vlastnosti (4), plati Ve > 0 dng € N (n > ng = |z, — a| < €/2).

\

To znamena, Ze pro toto € an, m > ng je
iz, — x| = (2 —a) + (a — xp)| < |zp —al + |z, —a| <e/2+e/2=¢,

coZ ukazuje vlastnost 2.
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2 = 3: toto je stejné jako v predchozi vété dikaz 4 = 5 (podstatné tam byly vzdale-
nosti mezi prvky posloupnosti, nikoli limita).

\

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



2 = 3: toto je stejné jako v predchozi vété dikaz 4 = 5 (podstatné tam byly vzdale-
nosti mezi prvky posloupnosti, nikoli limita).

\

3 = 1: je opét stejné jako v predchozi vété dikaz 5 = 1, oznaci-li se za a Cislo

2ok Ligen) °

=)
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Podminka 2 (Ve > 0 dng € N (n,k > ng = |z, — x| < €)) se nazyva Bolzanova—
Cauchyova podminka a posloupnost splnujici tuto podminku se nazyva cauchyovska.

\/
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Podminka 2 (Ve > 0 dng € N (n,k > ng = |z, — x| < €)) se nazyva Bolzanova—
Cauchyova podminka a posloupnost splnujici tuto podminku se nazyva cauchyovska.

\/

Bolzanova—Cauchyova podminka bude Casto pouZzita v situacich, kdy bude potieba
ukdzat, Ze posloupnost (napf. integralli, funkci) konverguje, anizZ je mozné nebo nutné
zjistit jeji limitu.

\
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Podminka 2 (Ve > 0 dng € N (n,k > ng = |z, — x| < €)) se nazyva Bolzanova—
Cauchyova podminka a posloupnost splnujici tuto podminku se nazyva cauchyovska.
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Ja se pry taky ustalil.
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Ja se pry taky ustalil.

Cauchyovska

je prosté hodna.

posloupnost
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Asi taky nosi rizové Saticky.

Pozndmky 4 Priklady 4 Otéazky 4
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Limita a aritmetické operace




Limita a aritmetické operace

\

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze se limita posloupnosti chové prirozené k aritmetickym
operacim realnych Cisel.

\
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Limita a aritmetické operace

\

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze se limita posloupnosti chové prirozené k aritmetickym
operacim realnych Cisel.

\

Soucet, soucin a podil posloupnosti se definuje po indexech, tj., napf. pro soucet,
{zn} +{ynt = {zn + yn}-

\/

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Limita a aritmetické operace

‘ LEKCE03-POS
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operacim realnych Cisel. podposloupnost
vlastnosti
konstantni
‘ prosta
omezena

Soucet, soucin a podil posloupnosti se definuje po indexech, tj., napf. pro soucet, monotémn{
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Limita a aritmetické operace

‘ LEKCE03-POS
Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze se limita posloupnosti chova prirozen€ k aritmetickym  Posloupnosti
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Nejdu nevhod?




VETA. Necht {z,},{y,} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati
\




VETA. Necht {z,},{y,} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati
\

1. lim(z, + y,) = lim z,, + lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

\




VETA. Necht {z,},{y,} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati
\

1. lim(z, + y,) = lim z,, + lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

\

2. lim(z,, - y,) = lim x,, - lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

\




VETA. Necht {z,},{y,} jsou posloupnosti redlnych &isel. Pak plati
\

1. lim(z, + y,) = lim z,, + lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

\

2. lim(z,, - y,) = lim x,, - lim y,,, pokud ma prava strana smysl;

3. lim z—" — }ﬁz", pokud ma prava strana smysl;
n n




Dukaz. Necht’ ma smysl lim x,, + lim ,, tj. existuji lim z,, = a,limy, =bavyraza + b
ma smysl.

\




Diikaz. Necht’ ma smysl lim z,, + lim y,, tj. existuji lim x,, = a,limy, = bavyraza +b
ma smysl.

\

Necht' U je okoli bodu a + b. Podle tvrzeni o s¢itani okoli existuji okoli V' bodu a a
okoli W bodu b tak, zZe souCetboduz V aboduz WlezivU (. V + W C U).

\
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Diikaz. Necht’ ma smysl lim z,, + lim y,, tj. existuji lim x,, = a,limy, = bavyraza +b
ma smysl.

\

Necht' U je okoli bodu a + b. Podle tvrzeni o s¢itani okoli existuji okoli V' bodu a a
okoli W bodu b tak, zZe souCetboduz V aboduz WlezivU (. V + W C U).

\

Pak skoro vSechny ¢leny {x, } leZi ve V' a skoro vSechny Cleny {y, } lezi ve W. Jejich
souCty, to znamena i skoro vSechny Cleny {z, + y,}, lezi ve V + W a tedy v U, coz
znamend, Ze lim(x,, + y,,) = a + b. Tim je dokazano tvrzeni (1).

—p
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Jestlize se v predchozim dlikazu piSe ndsobeni misto sCitdni a pouZije tvrzeni o naso-
beni okoli, dostane se dikaz tvrzeni (2).

\




Jestlize se v predchozim dikazu piSe ndsobeni misto s¢itani a pouZije tvrzeni o naso-
beni okoli, dostane se dukaz tvrzeni (2).
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Jestlize se v predchozim dilkazu piSe ndsobeni misto s¢itdni a pouzije tvrzeni o naso-
beni okoli, dostane se dukaz tvrzeni (2).
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Jestlize ma prava strana (3) smysl, pak limy, # 0, coZ znamend, Ze skoro vSechny
Cleny {y,} jsou nenulové (jinak by existovala podposloupnost samych 0 a tedy by mu-
sela 1 celd posloupnost mit limitu 0).

\
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Jestlize ma prava strana (3) smysl, pak limy, # 0, coZ znamend, Ze skoro vSechny
Cleny {y,} jsou nenulové (jinak by existovala podposloupnost samych 0 a tedy by mu-
sela 1 celd posloupnost mit limitu 0).

\

Pak 1 zlomky maJ1 od jistého indexu pocinaje smysl. Protoze "z” = .CUny staci, vzhle-

dem k limite soucmu v (2), predpokladat Ze {x,} je konstantni posloupnost s hodnotou
1.

\/
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Jestlize ma prava strana (3) smysl, pak limy, # 0, coZ znamend, Ze skoro vSechny
Cleny {y,} jsou nenulové (jinak by existovala podposloupnost samych 0 a tedy by mu-
sela 1 celd posloupnost mit limitu 0).

\

Pak 1 zlomky maJ1 od jistého indexu pocinaje smysl. Protoze "z” = .CUny staci, vzhle-

dem k limite soucmu v (2), predpokladat Ze {x,} je konstantni posloupnost s hodnotou
1.

\
Podle tvrzeni o podilu okoli je diikaz obdobny jako v pfedchozich dvou pripadech. <

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5
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Limita a usporadani




Limita a usporadani

\

Tato ¢ast ukazuje chovani konvergence posloupnosti k usporadani na redlnych Cislech
a existenci limity monoténnich posloupnosti.

\
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Limita a usporadani

‘ LEKCE03-POS
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Limita a usporadani

‘ LEKCE03-POS
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VETA. Necht {z,}, {y,} jsou posloupnosti redlnych &isel.
\




VETA. Necht {z,}, {y,} jsou posloupnosti redlnych &isel.
\

1. Jestlize lim x,, < lim y,,, potom je x,, < y,, pro skoro vSechna n.

\




VETA. Necht {z,}, {y,} jsou posloupnosti redlnych &isel.

\
1. Jestlize lim x,, < lim y,,, potom je x,, < y,, pro skoro vSechna n.
\
2. Jestlize x, < y, pro skoro vSechna n, potom limzx, < limy, pokud obé limity
existuji.

\




VETA. Necht {z,}, {yn} jsou posloupnosti redlnych Cisel.
|

1. Jestlize lim z,, < lim ¥, potom je z,, < y, pro skoro vSechna n.

\

2. Jestlize x,, < y, pro skoro vSechna n, potom limzx, < limy, pokud ob¢ limity
existuji.

\
Diikaz. Necht’ limx,, = a,limy, = b,a < b a U,V jsou disjunktni oteviené intervaly,
U > a,V > b. Pak kazdy prvek U je mensi neZ kazdy prvek V' (dokaZzte). ProtoZe skoro
vSechny Cleny posloupnosti {x,,} (resp. {y,,}) leZi v U (resp. ve V), plati uvedené tvrzeni

(1).
\
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VETA. Necht {z,}, {y.} jsou posloupnosti redlnych &isel.
\

1. Jestlize lim z,, < lim ¥, potom je z,, < y, pro skoro vSechna n.

\

2. Jestlize x,, < y, pro skoro vSechna n, potom limzx, < limy, pokud ob¢ limity
existuji.

\
Diikaz. Necht’ limx,, = a,limy, = b,a < b a U,V jsou disjunktni oteviené intervaly,
U > a,V > b. Pak kazdy prvek U je mensi neZ kazdy prvek V' (dokaZzte). ProtoZe skoro
vSechny Cleny posloupnosti {x,,} (resp. {y,,}) leZi v U (resp. ve V), plati uvedené tvrzeni

(1).
\

Tvrzeni (2) plyne ihned z (1). Kdyby totiZz x,, < y,, pro skoro vSechna n a limx,, >
lim y,,, pak podle (1) (s obracenou nerovnosti) by pro skoro vSechna n platilo z,, > vy,,
coZ by byl spor s predpokladem.

=
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DUSLEDEK. Necht {z,}, {an}, {yn} jsou posloupnosti redlnych Cisel a z,, < ay, < yy
pro skoro vSechna n. JestliZze existuji lim z,,, lim g, a rovnaji se, pak existuje i lima,, a
rovna se predchozim limitam.

\




DUSLEDEK. Necht {z,}, {a,,} {y,,} jsou posloupnosti realnych Ciselaz, < a, <y,

pro skoro vSechna n. Jestlize existuji lim x,,, lim y,, a rovnaji se, pak existuje 1 lima,, a
rovna se predchozim limitam.
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DUSLEDEK. Necht {z,} je omezena posloupnost a {y,} konverguje k 0. Potom
lim x,y, =0

=)




VETA. Necht {z,} je monoténni posloupnost redlnych &isel.

1. Je-li {z,,} neklesajici, pak lim z,, = sup z,, .

\




VETA. Necht {z,} je monoténni posloupnost redlnych &isel.

1. Je-li {z,,} neklesajici, pak lim z,, = sup z,, .

\

2. Je-li {z,,} nerostouci, pak lim x,, = inf x,, .

\




VETA. Necht {z,} je monoténni posloupnost redlnych &isel.

1. Je-li {z,,} neklesajici, pak lim x,, = sup x, .

\

2. Je-li {x,} nerostouct, pak lim x,, = inf z,, .

4

Dukaz. Necht' je posloupnost {x,} neklesajici. Potom in{;{: x, = T asupx, je stejné
nz n>k

pro vSechna k£ a rovna se néjakému a. Potom ale

sup inf x, =supxry =a, infsupx,=infa=a.
. n>k % G n>k k

Podle charakterizace limity posloupnosti pomoci suprem a infim tedy lim z,, existuje a
rovna se a, tj. Cislu sup,, x,.

\/
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VETA. Necht {z,} je monoténni posloupnost redlnych &isel.

1. Je-li {z,,} neklesajici, pak lim x,, = sup x, .

\

2. Je-li {x,} nerostouct, pak lim x,, = inf z,, .

4

Dukaz. Necht' je posloupnost {x,} neklesajici. Potom ina x, = T asupx, je stejné
n> n>k

pro vSechna k£ a rovna se néjakému a. Potom ale

sup inf x,, = supx; = a,

infsupxz,, =infa = a.
. n>k % k

n>k

Podle charakterizace limity posloupnosti pomoci suprem a infim tedy lim z,, existuje a
rovna se a, tj. Cislu sup,, x,.

\/

Pro nerostouci posloupnost {x, } je dikaz obdobny, nebo lze pouzit predchozi dikaz
pro posloupnost {—x,, }. &

=)
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DUSLEDEK. Monoténni posloupnost ma vzdy limitu. Omezend monotonni posloup-
nost vZdy konverguje v R.

Pozndamky 6 Priklady 6 Otazky 6 Cviceni 6 Uceni 6




HROMADNY BOD




HROMADNY BOD
'

Posloupnost {x, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat
mohou.

\
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HROMADNY BOD
'

Posloupnost {x, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat
mohou.

\

Jejich limity (nazyvané hromadné body) mohou nékdy nahrazovat neexistujici limitu
celé posloupnosti.

\/
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HROMADNY BOD
'

Posloupnost {x, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat
mohou.

\

Jejich limity (nazyvané hromadné body) mohou nékdy nahrazovat neexistujici limitu
celé posloupnosti.

\/

ProtoZe kazd4a nekoneCnd mnozina obsahuje prosté posloupnosti, 1ze definovat hro-
madné body mnoZiny (i nespocetné) jako hromadné body téchto posloupnosti.

\/
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HROMADNY BOD
'

Posloupnost {x, } nemusi konvergovat, ale nékteré jeji podposloupnosti konvergovat
mohou.

\

Jejich limity (nazyvané hromadné body) mohou nékdy nahrazovat neexistujici limitu
celé posloupnosti.

\/

ProtoZe kazd4a nekoneCnd mnozina obsahuje prosté posloupnosti, 1ze definovat hro-
madné body mnoZiny (i nespocetné) jako hromadné body téchto posloupnosti.

\/

Jsou to body, které jsou k dané mnoZiné velmi blizko.
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Hromadny bod posloupnosti




Hromadny bod posloupnosti

\

Okoli limity musi obsahovat skoro vSechny ¢leny posloupnosti. U hromadného bodu
je podminka zeslabena na nekonec¢né mnoho ¢lenti posloupnosti.

\
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Hromadny bod posloupnosti

\ o ) 5 5 _ ) LEKCE03-POS
Okoli limity musi obsahovat skoro vSechny ¢leny posloupnosti. U hromadného bodu  Posloupnosti

5 , iR v 8 . definice
je podminka zeslabena na nekonecné mnoho ¢lenu posloupnosti. podposloupnost
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DEFINICE. Prvek a z R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {z,}, jestlize kazdé
okoli U bodu a obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {z,,} (tj., existuje neko-
necnd podmnoZzina S C N tak, ze x,, € U pro s € .9).

\
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DEFINICE. Prvek a z R* se nazyva hromadny bod posloupnosti {z,}, jestlize kazdé
okoli U bodu a obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {z,,} (tj., existuje neko-
necnd podmnoZzina S C N tak, ze x,, € U pro s € .9).
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VETA.




VETA.

1. Prvek a z R* je hromadnym bodem posloupnosti {x,, }, pravé kdyz existuje jeji pod-
posloupnost {z;, }, kterd konverguje k bodu a.

\




VETA.

1. Prvek a z R* je hromadnym bodem posloupnosti {x,, }, pravé kdyz existuje jeji pod-
posloupnost {z;, }, kterd konverguje k bodu a.

\

2. Hodnota sup ( inf @) (= lim ( inf ,,)) je nejmensim hromadnym bodem posloup-
keN n=>k k n>k

nosti {x, } (znacf se lim inf x,, nebo lim x,, a ¢te se limes inferior).

\




VETA.

1. Prvek a z R* je hromadnym bodem posloupnosti {x,, }, pravé kdyz existuje jeji pod-
posloupnost {z;, }, kterd konverguje k bodu a.

\

2. Hodnota sup ( inf @) (= lim ( inf ,,)) je nejmensim hromadnym bodem posloup-
keN n=>k k n>k

nosti {x, } (znacf se lim inf x,, nebo lim x,, a ¢te se limes inferior).

\

3. Hodnota inf (supz,)(= lim (supz,)) je nejvésim hromadnym bodem posloup-
keN n>k k n>k

nosti {x, } (znacf se limsup x,, nebo lim x,, a ¢te se limes superior).




Dukaz. (1) Jestlize k a konverguje vybrand posloupnost z {x, }, pak kazdé okoli bodu
a obsahuje skoro vSechny Cleny této podposloupnosti, tedy nekone¢né mnoho Clenti z
{x,}, a proto je a hromadnym bodem {x,}.

\
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Dukaz. (1) Jestlize k a konverguje vybrand posloupnost z {x, }, pak kazdé okoli bodu
a obsahuje skoro vSechny Cleny této podposloupnosti, tedy nekone¢né mnoho Clenti z
{x,}, a proto je a hromadnym bodem {x,}.

\

Naopak, necht’ a je hromadnym bodem {z,} a U,, pro n € N, jsou okoli bodu a
takové, ze U, C U,,(U, = {a}, napt. U, = (a — 1/n,a + 1/n)pro a vlastni. Lze
predpokladat, Ze x,, # a pro skoro vSechna n (jinak by existovala konstantni podpo-
sloupnost s hodnotou a a dikaz by byl hotov).

\/
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Dukaz. (1) Jestlize k a konverguje vybrand posloupnost z {x, }, pak kazdé okoli bodu
a obsahuje skoro vSechny Cleny této podposloupnosti, tedy nekone¢né mnoho Clenti z
{x,}, a proto je a hromadnym bodem {x,}.

\

Naopak, necht’ a je hromadnym bodem {z,} a U,, pro n € N, jsou okoli bodu a
takové, ze U, C U,,(U, = {a}, napt. U, = (a — 1/n,a + 1/n)pro a vlastni. Lze
predpokladat, Ze x,, # a pro skoro vSechna n (jinak by existovala konstantni podpo-
sloupnost s hodnotou a a dikaz by byl hotov).

\/

Kazdé okoli U, obsahuje nekone¢né ¢lend z {z,}. Lze tedy vybrat prostou podpo-
sloupnost {xy, } tak, Ze =, € U,,. Ziejmé {xy, } konverguje k a.

=
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(2) Necht’ a = liin ( 1r>1{;€ xn) a U je otevieny interval okolo a. Tedy pro skoro vSechna

k je inf x, € U. Jestlize infimum mnoZiny nélezi do otevieného intervalu, musi do
n>k

intervalu nalezet 1 néjaky prvek této mnoziny (dokazte).

\
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(2) Necht’ a = liin ( 1r>1{;€ xn) a U je otevieny interval okolo a. Tedy pro skoro vSechna

k je inf x, € U. Jestlize infimum mnoZiny nélezi do otevieného intervalu, musi do
n>k

intervalu nalezet 1 néjaky prvek této mnoziny (dokazte).

\

Tedy pro kazdé k existuje n;, > k tak, ze x,, € U (pouZzijte vlastnosti infima). Protoze
index n; se miiZe opakovat ve vybéru jen konecné krat, obsahuje U nekonecné mnoho
¢lent posloupnosti {x,} a tedy a je jejim hromadnym bodem.

\/
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(2) Necht’ a = lilgn ( 1r>1{;€ a:n) a U je otevieny interval okolo a. Tedy pro skoro vSechna

k je inf x, € U. Jestlize infimum mnoZiny nélezi do otevieného intervalu, musi do
n>k

intervalu nalezet 1 néjaky prvek této mnoziny (dokazte).

\

Tedy pro kazdé k existuje n;, > k tak, ze x,, € U (pouZzijte vlastnosti infima). Protoze
index n; se miiZe opakovat ve vybéru jen konecné krat, obsahuje U nekonecné mnoho
¢lent posloupnosti {x,} a tedy a je jejim hromadnym bodem.

\/

Necht b < a a V je intervalové okoli bodu b, které je disjunktni s néjakym interva-
lovym okolim U bodu a. Podle prfedchoziho odstavce je pro skoro vSechna k, napft. pro
k > ny, 1r>1£: x, € U. Tedy jen Cleny w1, o, ..., x,, mohou lezet ve V' a proto b neni

hromadny bod {z,}.
\
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(2) Necht’ a = lilgn ( 1r>1{;€ a:n) a U je otevieny interval okolo a. Tedy pro skoro vSechna

k je inf x, € U. Jestlize infimum mnoZiny nélezi do otevieného intervalu, musi do
n>k

intervalu nalezet 1 néjaky prvek této mnoziny (dokazte).

\

Tedy pro kazdé k existuje n;, > k tak, ze x,, € U (pouZzijte vlastnosti infima). Protoze
index n; se miiZe opakovat ve vybéru jen konecné krat, obsahuje U nekonecné mnoho
¢lent posloupnosti {x,} a tedy a je jejim hromadnym bodem.

\/

Necht b < a a V je intervalové okoli bodu b, které je disjunktni s néjakym interva-
lovym okolim U bodu a. Podle prfedchoziho odstavce je pro skoro vSechna k, napft. pro
k > ny, 1r>1£: x, € U. Tedy jen Cleny w1, o, ..., x,, mohou lezet ve V' a proto b neni

hromadny bod {z,}.
¥

Cist (3) se dokdZe podobné jako &dst (2) nebo se (2) pouZije na posloupnost {—Zﬁng

=)
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DUSLEDEK.
1. Kazda posloupnost m4 hromadny bod.

\




DUSLEDEK.
1. Kazda posloupnost m4 hromadny bod.

\

2. Posloupnost ma limitu pravé kdyz ma jediny hromadny bod.

\




DUSLEDEK.

1. Kazda posloupnost ma hromadny bod.

\

2. Posloupnost ma limitu pravé kdyz ma jediny hromadny bod.

\

Je to porad dokola. Doufam,
Ze jsem to nepopletla. Mys-
lenka je tam jasna.
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Nasleduji dvé dllezita tvrzeni.
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Nasleduji dvé dllezita tvrzeni.

\

To prvni je jednoduchym dasledkem piedchoziho disledku (1) a tvrzeni (1) pfedchozi
véty pro omezené posloupnosti, ale vzhledem k jeho vyznamu je uvedeno znovu.

\




Nasleduji dvé dllezita tvrzeni.

\

To prvni je jednoduchym dasledkem piedchoziho disledku (1) a tvrzeni (1) pfedchozi
véty pro omezené posloupnosti, ale vzhledem k jeho vyznamu je uvedeno znovu.

3

tence.

\

VVVVVV




Nasleduji dvé dllezita tvrzeni.

\

To prvni je jednoduchym dusledkem predchoziho disledku (1) a tvrzeni (1) pfedchozi
véty pro omezené posloupnosti, ale vzhledem k jeho vyznamu je uvedeno znovu.

3

tence.

\

VVVVVV

Je to velice uziteCna véeta !!!




VETA.

1. (Bolzanova—Weierstrassova véta) 7 kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat pod-
posloupnost konvergujici v R.

\




VETA.

1. (Bolzanova—Weierstrassova véta) 7 kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat pod-
posloupnost konvergujici v R.

\

2. (Cantorova véta) Je-li K, klesajici posloupnost uzavienych omezenych intervalﬁ

na R, pak ﬂ K, # (. Jestlize navic délky intervali K, konverguji k 0, je ﬂ K,
k=
Jednobodovy

\




VETA.

1. (Bolzanova—Weierstrassova véta) 7 kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat pod-

posloupnost konvergujici v R.
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Dukaz. (2). Necht' x,, € K, pro kazdé n. Pak {z,} je omezena a ma hromadny bod
0

a € R. Nyni se ukaze, ze a € () K.
k=1

4




Dukaz. (2). Necht' x,, € K, pro kazdé n. Pak {z,} je omezena a ma hromadny bod
a € R. Nyni se ukaze, ze a € () K.
k=1

\/

Pokud a ¢ () K,, pak existuje n tak, Ze a ¢ K, a najde se otevieny interval U okolo
k=1
a disjunktni s K, (a tedy disjunktni s kazdym K, pro k > n).

\
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Dukaz. (2). Necht' x,, € K, pro kazdé n. Pak {z,} je omezena a ma hromadny bod
a € R. Nyni se ukaze, ze a € () K.
k=1

\/

Pokud a ¢ () K,, pak existuje n tak, Ze a ¢ K, a najde se otevieny interval U okolo
k=1
a disjunktni s K, (a tedy disjunktni s kazdym K, pro k > n).

\

To je ale spor, nebot’ U musi obsahovat nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {z,} a
tedy musi protinat nekonecné mnoho mnozin Kj.

\/
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Dukaz. (2). Necht' x,, € K, pro kazdé n. Pak {z,} je omezena a ma hromadny bod
a € R. Nyni se ukaze, ze a € () K.
k=1

\/

Pokud a ¢ () K,, pak existuje n tak, Ze a ¢ K, a najde se otevieny interval U okolo
k=1
a disjunktni s K, (a tedy disjunktni s kazdym K, pro k > n).

\

To je ale spor, nebot’ U musi obsahovat nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {z,} a
tedy musi protinat nekonecné mnoho mnozin Kj.

\/

Pokud délky intervalli K, konverguji k 0, nemtiZze obsahovat jejich prinik dva rtizné
body (ty maji kladnou vzdalenost). &

=
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Dekuji za potlesk. Patri vSak
vySe uvedenym pantm.

Poznamky 7 Piiklady 7 Otazky 7
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Hromadny bod mnoZiny




Hromadny bod mnozZiny

\

Jednoduchou modifikaci hromadného bodu posloupnosti se dostane hromadny bod
mnoZziny:

\
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\

Jednoduchou modifikaci hromadného bodu posloupnosti se dostane hromadny bod

mnoZziny:

\

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyvd hromadny bod mnoZiny A C R, jestlize kazdé
okoli bodu a obsahuje nekone¢né mnoho prvkii mnoZiny A.
Prvek a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoziny A se nazyvéa izolovany bod

mnoziny A.

\

Hromadny bod mnozZiny
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\

Jednoduchou modifikaci hromadného bodu posloupnosti se dostane hromadny bod

mnoZziny:

\

DEFINICE. Prvek a z R* se nazyvd hromadny bod mnoZiny A C R, jestlize kazdé
okoli bodu a obsahuje nekone¢né mnoho prvkii mnoZiny A.
Prvek a € A, ktery neni hromadnym bodem mnoziny A se nazyvéa izolovany bod

mnoziny A.

\

Hromadny bod mnozZiny
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POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rizny od a.

\




POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

\

2. Bod +o0 je hromadny bod mnoZziny A C R pravé kdyZ A neni shora omezena.
Podobné pro —oo.

\
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POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

\

2. Bod +o0 je hromadny bod mnoZziny A C R pravé kdyZ A neni shora omezena.
Podobné pro —oo.

\

3. Kone¢nd mnozina nemd Zadny hromadny bod.

\
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POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

\

2. Bod +o0 je hromadny bod mnoZziny A C R pravé kdyZ A neni shora omezena.
Podobné pro —oo.

\

3. Kone¢nd mnozina nemd Zadny hromadny bod.

\

4. Bod je hromadnym bodem skoro prosté posloupnosti prave kdyz je hromadnym bo-
dem mnoziny hodnot této posloupnosti.

\
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POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

\

2. Bod +o0 je hromadny bod mnoZziny A C R pravé kdyZ A neni shora omezena.
Podobné pro —oo.

\

3. Kone¢nd mnozina nemd Zadny hromadny bod.

\

4. Bod je hromadnym bodem skoro prosté posloupnosti prave kdyz je hromadnym bo-
dem mnoziny hodnot této posloupnosti.

\

5. Je-li @ hromadnym bodem mnoziny A a B D A, je a hromadnym bodem i mnoZziny
B.

\
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POZOROVANI.

1. Prvek a z R* je hromadny bod mnoziny A C R pravé kdyz kazdé okoli bodu a
obsahuje aspon jeden bod mnoziny A rlizny od a.

\

2. Bod +o0 je hromadny bod mnoZziny A C R pravé kdyZ A neni shora omezena.
Podobné pro —oo.

\

3. Kone¢nd mnozina nemd Zadny hromadny bod.

\

4. Bod je hromadnym bodem skoro prosté posloupnosti prave kdyz je hromadnym bo-
dem mnoziny hodnot této posloupnosti.

\

5. Je-li @ hromadnym bodem mnoziny A a B D A, je a hromadnym bodem i mnoZziny
B.

\

6. a € Ajeizolovanym bodem A pravée kdyz existuje okoli U bodu a takové, ze UNA =

{a}.
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Hromada je vidét na dalku.
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Predchozi vlastnost (4) ukdzala vztah hromadnych bodi posloupnosti k hromadnym
bodiim odpovidajicich spocetnych mnoZzin.

\




Predchozi vlastnost (4) ukdzala vztah hromadnych boda posloupnosti k hromadnym
bodum odpovidajicich spocetnych mnozin.
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VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnozinu A C R a bod a € R*:
1. a je hromadny bod mnoZiny A;
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VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnozinu A C R a bod a € R*:
1. a je hromadny bod mnoZiny A;

\

2. existuje posloupnost v A \ {a} konvergujici k a;
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VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnozinu A C R a bod a € R*:
1. a je hromadny bod mnoZiny A;

\

2. existuje posloupnost v A \ {a} konvergujici k a;

\

3. existuje prosta posloupnost v A konvergujici k a;

\




VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro mnozinu A C R a bod a € R*:
1. a je hromadny bod mnoZiny A;

\

2. existuje posloupnost v A \ {a} konvergujici k a;

\

3. existuje prosta posloupnost v A konvergujici k a;

\

4. existuje ryze monoténni posloupnost v A konvergujici k a.




Dukaz. 1 = 2: Necht’ a je hromadny bod A a {U,} je klesajici spocetna soustava okol{
bodu a s prinikem {a}. Kazdé U,, obsahuje bod =, € A\ {a}. Je zfejmé, ze {z,} je
hledana posloupnost.

\/
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Dukaz. 1 = 2: Necht’ a je hromadny bod A a {U,} je klesajici spocetna soustava okol{
bodu a s prinikem {a}. Kazdé U,, obsahuje bod =, € A\ {a}. Je zfejmé, ze {z,} je
hledana posloupnost.

\/

ProtoZze kazda konvergentni posloupnost s Cleny nerovnajicimi se limité obsahuje
prostou a tedy 1 ryze monotonni podposloupnost, jsou vlastnosti (2), (3) a (4) ekviva-
lentni. Tyto vlastnosti trividlné implikuji vlastnost (1).

—p

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DUSLEDEK. Kazd4 nekone¢nd podmnozina v R ma hromadny bod a kazdd omezena
nekonecnd podmnozina v R ma vlastni hromadny bod.
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DUSLEDEK. Kazd4 nekone¢nd podmnozina v R ma hromadny bod a kazdd omezena
nekonecnd podmnoZina v R ma vlastni hromadny bod.
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Kazdé tvrzeni ma svou hod-
notu.




DUSLEDEK. Ka?d4 nekone¢na podmnozina v R m4 hromadny bod a kazda omezena
nekoneCnd podmnozina v R ma vlastni hromadny bod.
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DUSLEDEK. Ka?d4 nekone¢na podmnozina v R m4 hromadny bod a kazda omezena
nekoneCnd podmnozina v R ma vlastni hromadny bod.

\

Kazdé tvrzeni ma svou hod-
notu.

\
Poznamky 8 Priklady 8 Otéazky 8

Kdo si ty posloupnosti asi
vymyslel?
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Indexovani.

\




Poznamky 1 :

Indexovani.

\

Npqi nutné trvat na indexo-
vani od 1 do oo.
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Soubor {n!}> , neni podle definice posloupnost, ale 1ze snadno posunout indexy, aby
posloupnost vznikla: {(n—1)!}>°,. Podobné je tomu napf. se soubory {p;, }o° 5, {ar}?2 4,
I soubory {z;}. >, {x, Z3r, T5x, T71, ...} s€ piirozené upravi do tvaru {x, } ,cn. Navic u
posledniho souboru neni indexova mnoZina ddna, ale je zieymé, jak se chépe.
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Soubor {n!}> , neni podle definice posloupnost, ale 1ze snadno posunout indexy, aby
posloupnost vznikla: {(n—1)!}>°,. Podobné je tomu napf. se soubory {p;, }o° 5, {ar}?2 4,
I soubory {x;}. >, {z, T3r, Tyr, T, } se pf'irozené.uprayi do tvaru {z,}nen. Navic u
posledniho souboru neni indexova mnoZina ddna, ale je zieymé, jak se chépe.

\

Ve vsech téchto uvedenych pfipadech (a pokud nemitiZze dojit k nedorozuméni) je
vhodné;jsi chapat uvedené zapisy jako posloupnost, 1 kdyZ indexy nejsou zaddny nebo
nejsou tvaru n € N.
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Soubor {n!}> , neni podle definice posloupnost, ale Ize snadno posunout indexy, aby
posloupnost vznikla: {(n—1)!}°° ;. Podobné je tomu napft. se soubory {p,, } °°_ 4, {ai}7>
I soubory {x;}. >, {2, 37, T5r, T75, ...} se piirozené upravi do tvaru {z,, },en. Navic u
posledniho souboru neni indexova mnozina dédna, ale je zfeyjmé, jak se chape.

\

Ve vsech téchto uvedenych pripadech (a pokud nemuZze dojit k nedorozuméni) je
vhodnéjsi chapat uvedené zapisy jako posloupnost, i kdyz indexy nejsou zadany nebo
nejsou tvaru n € N.

\

Pro tcely konvergence lze za posloupnost brat dokonce libovolny soubor {x}scs, kde
S je nekonecna spocetnd mnozina (usporadani indext neni podstatné).
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Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozlisSovat mezi posloupnosti
a jeji mnoZzinou hodnot.
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Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozlisSovat mezi posloupnosti
a jeji mnoZzinou hodnot.

\

Posloupnost je vzdy spocetnd, jeji mnozina hodnot miiZe byt i jednobodova (napf.
posloupnost samych nul {0,0,0,0,0,...}).
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Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozlisSovat mezi posloupnosti
a jeji mnoZzinou hodnot.

\

Posloupnost je vzdy spocetnd, jeji mnozina hodnot miiZe byt i jednobodova (napf.
posloupnost samych nul {0,0,0,0,0,...}).

\

Navic mohou mit i riizné posloupnosti stejné mnoziny hodnot. Napft. {1,2, 2, 3, 3, 3, 4,4,
kde Cislo n se opakuje n-krét za sebou

\/




Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozliSovat mezi posloupnosti
a jeji mnoZzinou hodnot.
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Posloupnost a mnozina hodnot posloupnosti. Je nutné rozliSovat mezi posloupnosti
a jeji mnoZzinou hodnot.
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Navic mohou mit i rizné posloupnosti stejné mnoZiny hodnot. Nap¥. {1, 2,2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, thoigtonni
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Zadavani posloupnosti. Posloupnost se obvykle zaddva néjakym predpisem, napf.
x, =n!pron € N.
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Zadavani posloupnosti. Posloupnost se obvykle zaddva néjakym predpisem, napf.
x, =n!pron € N.

\

Neékdy Ize posloupnost zadat uvedenim nékolika prvnich Clenti, popt. dodat slovni
doprovod (pravé v uvedeném piikladu {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5, ...} je to jednodussi nez
zadat n-ty Clen predpisem).
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Specifikum posloupnosti je zadani rekurentni. Zada se prvni Clen (nebo ne€kolik prv-
nich ¢lentl) a poté vzorec na vypocet dalsich ¢lent. Napt. 1 = 2, 2,11 = (v, + 1/x,)/2.

\




Specifikum posloupnosti je zadani rekurentni. Zada se prvni Clen (nebo ne€kolik prv-
nich ¢lentl) a poté vzorec na vypocet dalsich ¢lent. Napt. 1 = 2, 2,11 = (v, + 1/x,)/2.

\

Pokud se nepodafi odhalit predpis na definovani z,, pfimo bez pomoci predchozich
Clent, je v tomto piipadé obtiZné napsat Cemu se rovna napt. x1gg.
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Specifikum posloupnosti je zadani rekurentni. Zada se prvni Clen (nebo nékolik prv-
nich Clent) a poté vzorec na vypocet dalSich Clent. Napt. x1 = 2, z,1 = (v, +1/2,)/2.
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Velice dﬁleiit}’lm pripadem je zadani posloupnosti pomoci redlné funkce f defino-

vané napr. na (0,00); pak z,, = f(n) a pro prdci s posloupnosti lze pouZit tvrzeni pro
funkce, které pro posloupnosti neplati nebo nemaji smysl (napf. derivace a vypocet limit
posloupnost1 pomoci L’Hospitalova pravidla).
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Podposloupnostl Je vhodné si uvédomovat, Ze podposloupnost je opét posloupnost.
Nékdy se misto podposloupnosti hovori o vybrane posloupnosti — vybiraji se totiz jen
nékteré Cleny plivodni posloupnosti.

Konec poznamek 1.




Poznamky 2 :

V prosté posloupnosti {z,, } jsou hodnoty z,, v jednozna¢ném vztahu se svymi indexy,
tj. zadny bod se v posloupnosti neopakuje.

-=p




Konstantni posloupnost mé naopak jen jednu hodnotu a ta se nekonecné€krat opakuje.
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Konstantni posloupnost mé naopak jen jednu hodnotu a ta se nekonecné€krat opakuje.

\

Konstantni posloupnost se nékdy nazyva staciondrni.
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Konstantni posloupnost mé naopak jen jednu hodnotu a ta se nekonecnékrat opakuje.

\

Konstantni posloupnost se nékdy nazyva staciondrni.

\

Nékdy se stdva matema-
ticka analyza pouhou hrou
se slovy. Stacionarni auto
prosté nejede.
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Je vhodné si uvédomit, Ze pojmy nerostouct, neklesajici neznamenaji opak pojmi
rostouct, klesajici — podobné pro konstantni versus prostd.
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Je vhodné si uvédomit, Ze pojmy nerostouct, neklesajici neznamenaji opak pojmi
rostouct, klesajici — podobné pro konstantni versus prostd.
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Posloupnost je napf. nerostouci, jestlize v zddném prechodu od indexu n k indexu
n + 1 hodnota posloupnosti nevzroste, kdezto posloupnost je rostouct, jestlize v kazdém
takovémto prechodu prislusna hodnota vzroste
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Je vhodné si uvédomit, Ze pojmy nerostouci, neklesajici neznamenaji opak pojmi
rostouct, klesajici — podobné pro konstantni versus prostd.
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Zieyjmé je posloupnost omezend prave kdyz je souCasné€ shora a zdola omezena.
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Zieyjmé je posloupnost omezend prave kdyz je souCasné€ shora a zdola omezena.

\

Podobnou definici vlastnosti skoro 1ze zavést i pro spoCetné mnoZiny; napr. vyrok ,
,skoro vSechny body spocetné mnoZiny A leZi v mnoZziné U" znamend, Ze jen konecné
mnoho bodit z A leZi mimo U.

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

Vychazi se z posloupnosti v R, ale konvergence té€chto posloupnosti je definovana v
R*, nebot’ je to vyhodné, jak se ukdze pozdéji.
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Poznamky 3 :

Vychazi se z posloupnosti v R, ale konvergence té€chto posloupnosti je definovana v
R*, nebot’ je to vyhodné, jak se ukdze pozdéji.

\

Nicméné, konvergentni posloupnost znamena v mnoha textech konvergenci v R (po-
dobné jako je tomu u konvergence fad nebo integralli). V tomto textu je snaha vzdy
popsat, v jaké mnoZiné je konvergence pouZzita.
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Posloupnost, kterda nekonverguje, se v nekterych textech nazyva divergentni.

\




Posloupnost, ktera nekonverguje, se v nékterych textech nazyva divergentni.
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Posloupnost, ktera nekonverguje, se v nékterych textech nazyva divergentni.
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Posloupnost, ktera nekonverguje, se v nékterych textech nazyva divergentni.
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TakZe se k nekone¢nu muize
konvergovat i divergovat.
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NezaleZi na usporadani indexu posloupnosti. Definice limity a posloupnosti {x,,}
ik, Ze pro kazdé okoli U bodu a existuje jen konecné mnoho ¢lenti posloupnosti, které
nelezi v U.
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NezaleZi na usporadani indexu posloupnosti. Definice limity a posloupnosti {x,,}
ik, Ze pro kazdé okoli U bodu a existuje jen konecné mnoho ¢lenti posloupnosti, které
nelezi v U.

\

Pro tuto definici staci posloupnost definovat jako soubor indexovany libovolnou spo-
¢etnou mnozinou (viz Otdzky), nebot’ nezélezi na usporadani indext.
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PrepiSe-li se definice do jiného tvaru, napf. Ze existuje index n tak, Ze pro vSechna
n > ngje r, € U, je indexovani pomoci prirozenych Cisel potiebné.
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Staci pouzivat jen néktera okoli. Jestlize dané okoli obsahuje skoro vSechny Cleny
posloupnosti, m4 stejnou vlastnost 1 kazdé vétsi okoli.
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Staci pouzivat jen néktera okoli. Jestlize dané okoli obsahuje skoro vSechny Cleny
posloupnosti, m4 stejnou vlastnost 1 kazdé vétsi okoli.
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Staci tedy tuto vlastnost oveérovat jen pro takovy systém U/ okoli bodu a, Ze kazdé jiné
okoli uz obsahuje mnozinu z /.
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Staci pouzivat jen néktera okoli. Jestlize dané okoli obsahuje skoro vSechny Cleny
posloupnosti, m4 stejnou vlastnost 1 kazdé vétsi okoli.

\

Staci tedy tuto vlastnost ovérovat jen pro takovy systém U okoli bodu a, ze kazdé jiné
okoli uz obsahuje mnozinu z /.

\

To je napf. systém {U, }n, kde U,, = {x; |x — a| < 1/n} pro vlastni bod a, U,, =
x> n}proa = +oo, U, = {z;z < —n} pro a = —oo. Misto {1/n} (resp {n}) lze Vth
1 jinou posloupnost kladnych Cisel konvergujici k O (resp. k +00).
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Konvergence posloupnosti k a € R mé pfirozeny vyznam, zobrazi-li se bud’ na ose
x (pak vSechny jeji Cleny se blizi k a ve smyslu vzdalenosti na primce) nebo jako graf
v roviné (graf se blizi k pfimce y = a, tj. tato pfimka je jakousi asymptotou grafu
posloupnosti).

\




Konvergence posloupnosti k a € R mé pfirozeny vyznam, zobrazi-li se bud’ na ose
x (pak vSechny jeji Cleny se blizi k a ve smyslu vzdalenosti na primce) nebo jako graf
v roviné (graf se blizi k pfimce y = a, tj. tato pfimka je jakousi asymptotou grafu
posloupnosti).
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Konvergence k +0o0 znamena, ze hodnoty posloupnosti rostou nade vSechny meze.
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Konvergence k +00 znamena, ze hodnoty posloupnosti rostou nade vSechny meze.

\
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Neni nutné, aby se vSechny Cleny posloupnosti bliZily stejné rychle, napt. liché cleny
se mohou k limit& bl{zit rychleji nez sudé Cleny (tj. pro dané okoli limity se nachazi
mimo n¢j mnohem mén¢ lichych Clent nez sudych ¢lend posloupnosti).
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Neni nutné, aby se vSechny Cleny posloupnosti bliZily stejné rychle, napt. liché cleny
se mohou k limit& bl{zit rychleji nez sudé Cleny (tj. pro dané okoli limity se nachazi
mimo n¢j mnohem mén¢ lichych Clent nez sudych ¢lend posloupnosti).

\

. liché ¢leny

Konec pozndmek 3.




Poznamky 4 :

Poznamky k charakterizaci vlastni limity. Vlastnost 2 v predchozi charakterizaci
konkrétni limity fika, Ze konvergence nezavisi na posunuti (nebo ze konvergence k li-
bovolnému vlastnimu bodu 1ze definovat pomoci konvergence k 0 a pomoci aritmetické
operace, zde odcitani).
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Treti vlastnost charakterizuje konvergenci pomoci vzdélenosti bodl (vzdalenost mezi
prvky posloupnosti a limitou se blizi k 0).

-




Ctvrta vlastnost je prepis definice, vyjadifme-li okoli pomoci nerovnosti. Tato charak-
terizace se Casto nazyva <, ng-charakterizace limity posloupnosti.
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Ctvrta vlastnost je prepis definice, vyjadifme-li okoli pomoci nerovnosti. Tato charak-
terizace se Casto nazyva <, ng-charakterizace limity posloupnosti.
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Posledni vlastnost plati 1 pro nevlastni body a vyjadruje vztah konvergence k uspora-
dani.
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Bolzanova—Cauchyova podminka se pouziva spiSe v dikazech neZ pro konkrétni
posloupnosti. Pro konkrétni posloupnosti se Cast€ji pouzivaji jind tvrzeni.

Konec pozndmek 4.




Poznamky 5 :

Vyrok pokud md pravd strana smysl znamena dvoje: jednak musi limity na pravé
strané existovat a s témito limitami (tj. Cisly) md dand aritmetickd operace smysl, tj.
vznikly vyraz neni neurcity (napr. se nerovna oo — 00).
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Poznamky 5 :

Vyrok pokud md pravd strana smysl znamena dvoje: jednak musi limity na pravé
strané existovat a s témito limitami (tj. Cisly) md dand aritmetickd operace smysl, tj.
vznikly vyraz neni neurcity (napr. se nerovna oo — 00).

\

Tvrzeni tika, Ze pokud ma prava strana smysl, pak ma i leva strana smysl a ob¢ strany
se rovnaji.

\




Poznamky 5 :

Vyrok pokud md pravd strana smysl znamena dvoje: jednak musi limity na pravé
strané existovat a s témito limitami (tj. Cisly) md dand aritmetickd operace smysl, tj.
vznikly vyraz neni neurcity (napr. se nerovna oo — 00).

\

Tvrzeni tika, Ze pokud ma prava strana smysl, pak ma i leva strana smysl a ob¢ strany
se rovnaji.

\

V pripadé€, Ze obé¢ limity na pravé strané jsou vlastni, pak aritmetickd operace na pravé
strané¢ ma vzdycky smysl, kromé déleni nulou pro limity podilu.
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Pri pocitani limity napf. souctu se tedy formdlné€ napiSe, Ze se tato limita rovna souctu
limit, 1 kdyZ v tuto chvili jeSté rovnost neni zndma.
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Pri pocitani limity napf. souctu se tedy formdlné€ napiSe, Ze se tato limita rovna souctu
limit, 1 kdyZ v tuto chvili jeSté rovnost neni zndma.

\

Teprve po ovéreni existence a smyslu pravé strany je mozné se vratit a potvrdit rov-
nost.
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Pri pocitani limity napf. souctu se tedy formdlné€ napiSe, Ze se tato limita rovna souctu
limit, 1 kdyZ v tuto chvili jeSté rovnost neni zndma.

\

Teprve po ovéreni existence a smyslu pravé strany je mozné se vratit a potvrdit rov-
nost.

\

V pripadé¢, Ze prava strana z n¢jakého divodu nema smysl, je nutné rovnost skrtnout
a nelze ji pouzit.

\




Pri pocitani limity napr. souctu se tedy formaln€ napisSe, Ze se tato limita rovna souctu
limit, 1 kdyZz v tuto chvili jeSté rovnost neni znama.
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V rovnosti pro limity podilu by se spravné mél pridat predpoklad, ze vSechna y,, jsou
nenulova.
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V rovnosti pro limity podilu by se spravné mél pridat predpoklad, ze vSechna y,, jsou
nenulova.
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Nicméné, jak bylo pouZito v ditkazu, jen kone¢né mnoho Clent ¥, miize byt nulovych
(protoZe prava strana ma smysl a jeji jmenovatel je tedy nenulovy).
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V rovnosti pro limity podilu by se spravné mél pridat predpoklad, ze vSechna y,, jsou
nenulova.

\

Nicméné, jak bylo pouZito v ditkazu, jen kone¢né mnoho Clent ¥, miize byt nulovych
(protoZe prava strana ma smysl a jeji jmenovatel je tedy nenulovy).

\

T&chto konecné mnoho ¢lent nema pro limitu vyznam a je mozné posunout posloup-
nosti az od néjakého indexu nebo nékolik prvnich Clenti zménit.

\




V rovnosti pro limity podilu by se spravné mél pridat predpoklad, Ze vSechna y,, jsou
nenulova.
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Poznamky 6 :

JestliZze chdpeme prvni tvrzeni ve vét€ o zachovavani nerovnosti jako A = B, pak
druhé tvrzeni je tvaru =B =- = A a tudiZ jsou obé¢ tvrzeni ekvivalentni.
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Poznamky 6 :

JestliZze chdpeme prvni tvrzeni ve vét€ o zachovavani nerovnosti jako A = B, pak
druhé tvrzeni je tvaru =B =- = A a tudiZ jsou obé¢ tvrzeni ekvivalentni.

\

Snadno se najdou priklady, Ze v druhém tvrzeni ve vété o zachovavani nerovnosti neni
mozné zmeénit neostré nerovnosti na ostré (viz Otdzky).
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Poznamky 6 :

JestliZze chdpeme prvni tvrzeni ve vété o zachovavani nerovnosti jako A = B, pak LEKCEO3.POS
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Poznamky 7 :

Z vlastnosti hromadnych bodu vyplyva, Ze mnoZina H hromadnych bodi posloup-
nosti {x,} lezi v intervalu [lim inf x,,, lim sup x,,| a oba krajni body do H néleZi.
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Posloupnost miize mit jediny hromadny bod (pokud uvazujeme jen hromadné body
z R, pak nemusi mit zddny hromadny bod — uvédomte si priklad), nebo mize mit za
hromadné body celou rozSifenou redlnou primku (resp. R).

\




Posloupnost miize mit jediny hromadny bod (pokud uvazujeme jen hromadné body
z R, pak nemusi mit zddny hromadny bod — uvédomte si priklad), nebo mize mit za
hromadné body celou rozSifenou redlnou primku (resp. R).

\

V Otdzkdch je uvedena charakterizace mnozin, které jsou mnozinami hromadnych
bodii posloupnosti.
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Opét jsou k dispozici dvé ekvivalentni definice hromadnych bodi posloupnosti: po-
moci okoli a pomoci limit podposloupnosti.
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Opét jsou k dispozici dvé ekvivalentni definice hromadnych bodt posloupnosti: po-
moci okoli a pomoci limit podposloupnosti.

\
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Poznamky 8 :

Je mozné zde opakovat stejnou poznamku jako u hromadnych bodii posloupnosti: jsou
dvé ekvivalentni definice hromadnych bodli mnoZiny, a to pomoci okoli a pomoci limity
posloupnosti, a pouzivaji se obé dvé podle momentalni vhodnosti.
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Opét se ukazuje rozdil mezi posloupnosti a mnoZinou hodnot jejich ¢lenii. Konstantni
posloupnost ma hromadny bod (svou hodnotu), kdezto jednobodovd mnoZina nema
zadny hromadny bod.

\




Opét se ukazuje rozdil mezi posloupnosti a mnoZinou hodnot jejich Clenti. Konstantni
posloupnost md hromadny bod (svou hodnotu), kdezto jednobodova mnozina nema
Zzadny hromadny bod.
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PRIKLADY




Priklady 1 :

Priklady posloupnosti:

aritmetickd posloupnost {a + nd}>°,, Posloupnosti
geometrickd posloupnost {aq"}>, dei},‘3,1§§0§10upnost
{n?}, {1/n}, {sin(n)}, {%—7} {/n}, Vlaighosstgnmf
posloupnost ploch pravidelnych n-thelnikt vepsanych do kruznice. Pmesent
monotonni

skoro vSude
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Rekurentné zadané posloupnosti:

aritmeticka posloupnost o = a, x, 1 = ©, + d,

geometricka posloupnost g = a, x, 11 = T,q

r1=1,29=22, = (¥p_2+ Tp_1)/2 pron > 3.

Fibonacciova posloupnost {z,}, kde 1 = xo = 1, 2,190 = =, + T,,.1 pron > 3.
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Grafické znazornéni posloupnosti: Znazornit posloupnost Ize dvéma zptisoby. Jed-
nak jako body na piimce (v tomto zndzornéni v§ak neni vidét opakovani bodi):

\




Grafické znazornéni posloupnosti: Znazornit posloupnost Ize dvéma zptisoby. Jed-
nak jako body na piimce (v tomto zndzornéni v§ak neni vidét opakovani bodi):
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...jednak jako graf, tj. mnoZinu bodt {(n, z,);n € N} v roviné:

\




...jednak jako graf, tj. mnoZinu bodt {(n, z,);n € N} v roviné:

\

Konec priklada 1.




Priklady 2 :

Urcete, které z nasledujicich posloupnosti jsou (ryze) monotonni nebo (shora, zdola)

{vn}, {sin(l/n), {V2}, {(n-37}, {5}

n!
3n




Priklady 2 :

Urcete, které z nasledujicich posloupnosti jsou (ryze) monoténni nebo (shora, zdola) | EKCEUAPOS
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U rekurentné zadané posloupnosti 1 = 1,29 = 2, x, = (,_2 + x,_1)/2, ukazte, Ze
podposloupnost ¢lent s lichymi indexy je rostouci a podposloupnost Clenti se sudymi
indexy je klesajici.

Konec piikladi 2.




Priklady 3 :

Ovérte nasledujici skutecnosti:
Posloupnost samych jednicek {1, 1, 1, ...} md limitu rovnu 1.




Posloupnost stiidajicich se nul a jednic¢ek {0, 1,0, 1,0, 1, ...} nema limitu.




Posloupnost (klesajici) {1/n} ma za limitu 0.




Posloupnost, kde se stfidaji 0 a 1/n (tj. {0,1,0,1/2,0,1/3,...}) ma za limitu O.




Posloupnost {1/2"} ma za limitu 0.




Posloupnost {2"} ma za limitu +oo0.




Posloupnost {a"} ma za limitu 0 nebo 1 nebo +oco podle toho, zda je |a| < 1,a =
1,a > 1, resp. Je-li a < —1, nema posloupnost {a"} limitu.

=)




Spodtéte omezenou ,,plochu” mezi parabolou y = z? a pfimkou y = 1 nésledujicim
zpusobem: Pocitejte plochu pod parabolou nad intervalem [0, 1] pomoci limity posloup-
nosti {s,}, kde s,, je soucet ploch obdélnickti s vrcholy (i/n,0),((¢ + 1)/n,0), (( +
1)/n, (i/n)*), (i/n, (i/n)?), kde ¢ probihd 0, 1, ...,n — 1. LEKCE03-POS
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Ukazte, ze kazdé realné Cislo je limitou posloupnosti racionélnich Cisel a limitou po-
sloupnosti iraciondlnich Cisel. Pouzijte model R vytvoreny v kapitole o redlnych Cislech.

Konec piikladu 3.



file:acis.popis R

Priklady 4 :

Najdéte podle vlastnosti (4) pro dané £ nejmensi mozné n pro ovéfeni lim 1/n = 0.

—p




Najdéte posloupnosti {H>1£; xp i a {supx, } pro x, = 1/nnebo x, =n/(n+1).
i n>k

—p




Oveéite, ze plati Bolzanova—Cauchyova podminka pro posloupnost {1/n} a Ze neplati
pro posloupnost {y/n}.

—p




Dokazte pomoci Bolzanovy—Cauchyovy podminky, Ze posloupnost {x, } konverguje,
kde {z,} je zadana rekurentn¢:

561:2, LTpn+l = V/Tp -

Konec prikladi 4.




Priklady 5 :

PoutZiti véty o limité sou¢tu pro lim(n + 2):

\




Priklady 5 :

PoutZiti véty o limité sou¢tu pro lim(n + 2):

e napiSe se pravd strana limn + lim <

e spoctou se limity na pravé strané lim n = oo, lim% =0
e oveii se smysl souctu oo + 0 = oo

e napie se vysledek lim(n + 1) = oco.

\




Priklady 5 :

PouZiti véty o limité souctu pro lim(n + +):

\

e napiSe se pravd strana limn + lim

e spoctou se limity na pravé strané lim n = oo, hm% =0

e oveii se smysl souctu oo + 0 = oo

e napiSe se vysledek lim(n + 1) = co.

\

V praxi se postupuje rychleji: piSou se postupné (zatim forméalni, neovéfené) rovnosti

_ 1
lim (n + —)
n

. o1
= limn + lim —
n

o0+ 0=00.
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Priklady 5 :

Ve, , v . [YRY% v . 1 .
PouZiti véty o limité souctu pro lim(n + ): LEKCEO.POS
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Priklady 5 :

Ve, , v . [YRY% v . 1 .
PouZiti véty o limité souctu pro lim(n + ): LEKCEO.POS
Posloupnosti
‘ definice

podposloupnost
vlastnosti
v , . . 1 konstantni
e napiSe se pravd strana limn + lim = prosia
n omezena
monotonni
O skoro vSude
limita
e OVEIi se smysl souctu co + 0 = oo viastnost

charakterizace 1

e spoctou se limity na pravé strané lim n = oo, hm% =

. . . 1 charakterizace 2
e napise se vysledek lim(n + =) = oc. Bolzano Cauchy
n cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
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limita a monotonie
Vv praxi se postupuje rychleJ1: pisou se postupne (zatim formalni, neovérené) rovnosti hmgggf;gg;;gggsl-
liminf
. 1 . ) 1 limsup
lim (n -+ —) =limn+lim— =004+ 0= 0. Bolzano-Wei.
n n Cantor »
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lim

(

n—+ —
n

1)2

Proto se nékdy pouziva to
rovnitko s otaznikem.

1
limn+lim—=00+0=00, 7 =ANO
n
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Limita polynomu. Necht' je posloupnost zadana hodnotami polynomu stupné aspon

I vbodechn € N, tj, z, = apn® + ap_1n* 1+ ...+ an + ag, kde k € Naay, ay, ...ax
jsou redlna Cisla, a; # 0. UkaZte, ze lim x,, = £00, kde znaménko vysledku je znaménko
¢isla ay. Odtud vyplyva, Ze lim 1/x,, = 0. LEKCE(3-POS
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Limita podilu polynomu. Necht' dvé posloupnosti jsou zaddny polynomy, x, =
apn® + ap_ P+ L Fam +agay, = bl + b_in't + ... + bin + by, kde opét
k,l € N,a; # 0,0 # 0.

\




Limita podﬂu polynomu. Necht' dvé posloupnosti jsou zadény polynomy, z, =
an® + ap 0+ o+ an+aay, = bn! + b_n!~t + ..+ bin + by, kde opét
k,l € N ya, # 0,b; # O.

\

Ukolem je spocitat lim & o Pri pfimém pouziti véty o limité podilu se na pravé strané
dostane neurcity vyraz (podil nekonecen). Je tedy nutné podﬂ in ne]drlve upravit, napr.
kracenim zlomku vyrazem z™, kde m = min(k, [).

\
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Limita podﬂu polynomu. Necht' dvé posloupnosti jsou zadény polynomy, z, =
an® + ap 0+ o+ an+aay, = bn! + b_n!~t + ..+ bin + by, kde opét
k,l € N ya, # 0,b; # O.

\

Ukolem je spocitat lim & o Pri pfimém pouziti véty o limité podilu se na pravé strané
dostane neurcity vyraz (podil nekonecen). Je tedy nutné podﬂ in ne]drlve upravit, napr.
kracenim zlomku vyrazem z™, kde m = min(k, [).

\

Ukazte, ze potom lze pouzit vétu o limité podilu a vysledkem je

0, k<l
T 2 — %—’;, k=1

Yn +o0, k> 1,

kde znaménko u oo je stejné jako znaménko %—k
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Limity s odmocninami. Limity, kde jsou ve vyrazech rozdily odmocnin vedoucich k

neurcitym vyrazim oo — 0o, jako napf. v/n + 1 — /n, se Casto daJ1 pocitat rozsSitenim
(jako zlomku) vhodnymi vyrazy, které rozdlly odmocnin postupné prevedou na rozdily

polynomu. Napf. uvedeny vyraz v/n + 1 — y/n se chape jako zlomek s jmenovatelem 1
a roz$ii{ se vyrazem v/n + 1 + /n; dostane se zlomek

(n+1)—n 1
Vn+l++yn Vnt+l+yn’

na ktery jiz lze pouzit pfimo vétu o podilu.
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Pro odmocniny vys$§ich ¥4dd se pouZije vzorec a* — V% = (a — b)(a**! + a¥2b +
a" 3% 4 4 abF T+ 0.

\




Pro odmocniny vys$§ich ¥4dd se pouZije vzorec a* — V% = (a — b)(a**! + a¥2b +
a" 3% 4 4 abF T+ 0.

\
Naptr.
vnZ4+n—v/n?—1
n
se spocitd tak, Ze se zlomek rozsff{ vyrazem {/(n? + n)2+v/n2 + nv/n? — 14+3/(n? — 1)2
a v Citateli se dostane (n* +n) — (n*> — 1) =n + 1.

\

lim




Pro odmocniny vyssich ¥4dd se pouZije vzorec a* — % = (a — b)(a**! + a¥2b +
a3 + .+ abt 2 + oY,

{ LEKCE03-POS
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Priklady 6 :

Vypoététe pomoci druhého Disledku lim S22

n




Pomoci prvniho Dusledku l1ze spocitat lim nsin(1/n) = 1 [navod: z jednotkové kruz-
nice pouzijte nerovnosti sin(1/n) < 1/n < tg(1/n)].

=)




Posloupnost {/a} je pro a > 1 klesajici a tedy konvergentni k ¢islu ¢ > 1. Protoze
pro ¢ > 1 je lim ¢" = 400, musi byt lim {/a = 1.

\




Posloupnost {/a} je pro a > 1 klesajici a tedy konvergentni k ¢islu ¢ > 1. Protoze
pro ¢ > 1 je lim ¢" = 400, musi byt lim {/a = 1.

\

Predchozi vysledek lim /a = 1 platiipro 0 < a < 1 - sta¢i pouzit pfedchozi vysledek
pro 1/a.

\




Posloupnost {</a} je pro a > 1 klesajici a tedy konvergentni k ¢islu ¢ > 1. Protoze
pro ¢ > 1 je lim ¢" = 400, musi byt lim {/a = 1.

\/

Predchozi vysledek lim /a = 1 platiipro 0 < a < 1 - staéi pouzit predchozi vysledek
pro 1/a.

\

Podobné Ize dokézat lim /n = 1 [pro diikaz monoténnosti je vhodné pouzit Bernoul-
liovu nerovnost].

-
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Ukazte, ze lim p" /n! = 0 pro kazdé p € R.
\ /




Ukazte, ze lim p" /n! = 0 pro kazdé p € R.
\

[Navod: Posloupnost {Z—T} pro p > 1 je posloupnost nezapornych Cisel, ktera jsou od
n&jakého indexu shora omezena posloupnosti 7(1/2)" !, kde r > 0,1 € Nal > 2p.]

=)




Vypocet limit posloupnosti zadanych rekurentné byva obtizné;jsi.

\




Vypocet limit posloupnosti zadanych rekurentné byva obtiznéjsi.

\

V jednodussich pripadech lze nejprve ukdzat, Ze posloupnost ma néjakou limitu a
potom je mozné zlimitovat rekurentni vzorec; ziska se tak néjaky vztah pro limitu, z

kterého se da limita vypocitat.

=)
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Necht z1=1lax,,1=1+2x, + 1/£L‘n Pak o9 = 3, x3 = 4.33, x4 = 5.50.
\ /




Necht z1=1lax,,1=1+2x, + 1/£L‘n Pak o9 = 3, x3 = 4.33, x4 = 5.50.
\

Je posloupnost {z,, } rostouci?

\




Necht 1 =lawx,.;1 =1+, + 1/z, Pak x5 = 3,23 = 4.33, x4 = 5.56.
\ /

Je posloupnost {z,, } rostouci?

 /
Vidime, Ze
: » 1
r, <xp1=1+x,+1/z, jetotéZco— > —1,
xn

coz opravdu plati, protoze se zacCina s kladnym Cislem z, a proto vSechna Cisla x,, jsou
kladna.

\




Necht 1 =lawx,.;1 =1+, + 1/z, Pak x5 = 3,23 = 4.33, x4 = 5.56.
 /

Je posloupnost {z,, } rostouci? LEKCE(3-POS
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Nyni se provede limita obou stran rekurentniho vzorce:

1 1
1im$n+1=11m(1+37n+—>, tedyA:1+A—|—Z
Ln

(posledni vyraz ma vzdy smysl, protoZze A nemuze byt 0).

\




Nyni se provede limita obou stran rekurentniho vzorce:
1 1
limxn+1:lim(1+xn+—>, tedy A=1+A+ —
T A
(posledni vyraz ma vzdy smysl, protoze A nemize byt 0).

\

Tento vztah plati pro A = 400 nebo pro A = —1. Limita posloupnosti {z,} je tedy
rovna bud® —oo nebo —1 nebo +o0. ProtoZe Cisla x,, jsou kladn4, je lim x,, = +o0.

\
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Nyni se provede limita obou stran rekurentniho vzorce:

1 1
lim 2,1 = lim (1+xn+—>, tedy A=1+A+ —

L A LEKCE03-POS
;- s v o @ P Poslqupnosti
(posledni vyraz ma vzdy smysl, protoZze A nemuze byt 0). definice
podposloupnost
vlastnosti
‘ konstantni
prosta

Tento vztah plati pro A = 400 nebo pro A = —1. Limita posloupnosti {z,,} je tedy = omezni

’ v v, . s, - 0 monotonni
rovna bud’ —oo nebo —1 nebo +oc. Protoze Cisla x,, jsou kladn4, je lim x,, = +o0. | skoro viude
1mita
vlastnosti
‘ charakterizace 1
o o e charakterizace 2
Pokud by napt. x;1 = —1/2 (obecné x; € (—1,0)), bude posloupnost {x,} klesajici Bolzano Cauchy
. p 2. 90 cauchyovska
alimz, = —1. Pro x;1 < —1 bude posloupnost {z} rostouci a opét limx,, = —1. Pro iimia souctu,..
- limita a usporadani
r1 = —1 bude posloupnost {x, } konstantni. > policalt
limita a monotonie
hromadny bod posl.
‘ charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nyni se provede limita obou stran rekurentniho vzorce:
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1im$n+1=lim(1+$n+—), tedyA:1+A+Z
I

(posledni vyraz ma vzdy smysl, protoze A nemiiZe byt 0).
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Tento vztah plati pro A = 400 nebo pro A = —1. Limita posloupnosti {z,} je tedy
rovna bud’ —oo nebo —1 nebo +oc. Protoze Cisla x,, jsou kladn4, je lim z,, = +o0.
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Pokud by napf. x1 = —1/2 (obecné x; € (—1,0)), bude posloupnost {x,} klesajici

alimz,

—1. Pro ;1 < —1 bude posloupnost {z} rostouci a opét lim x,,

r1 = —1 bude posloupnost {x, } konstantni.

\

Tento postup neni jednodu-
chy, ale je zapotiebi. Je to
prost¢ matematika. Uhod-
nout vysledek nestaci.

—1. Pro
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Ja jsem to spocital rychleji
pomoci kalkulacky.
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Necht’ je posloupnost dana rekurentnim vzorcem z,,,1 = 1/(x, + 1) ax; = 0.

\




Necht’ je posloupnost dana rekurentnim vzorcem z,,,1 = 1/(x, + 1) ax; = 0.
\
Potom je

xo=1,23 =0.5, 24 = 0.67, 25 = 0.6, 26 = 0.625, 27 = 0.615, - - -

a tedy posloupnost neni monoténni.

\




Necht’ je posloupnost ddana rekurentnim vzorcem x,, 1 = 1/(z, + 1) az; = 0.

\

Potom je

29 = 1,13 =0.5,1, = 0.67, 25 = 0.6, 76 = 0.625, 7 = 0.615, - -

a tedy posloupnost neni monoténni.

\

Ale podposloupnost {xzs,1} je rostouci a podposloupnost {z5,} je klesajici (dokazte

to) a obé podposloupnosti tedy maji vlastni limity lim z9, 1 =
jsou limity vlastni?).

4

B,limxy, = C (pro¢
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Necht’ je posloupnost ddana rekurentnim vzorcem x,, 1 = 1/(z, + 1) az; = 0.
 /
Potom je

2y = 1,23 = 0.5, 24 = 0.67, &5 = 0.6, 25 = 0.625, 7 = 0.615 , - - -

a tedy posloupnost neni monoténni.

\

Ale podposloupnost {xzs,1} je rostouci a podposloupnost {z5,} je klesajici (dokazte
to) a obé podposloupnosti tedy maji vlastni limity lim x5,.1 = B,limzs, = C (proc
jsou limity vlastni?).

4

Protoze x,,9 = (1 + x,)/(2 + x,), musi B i C spliovat rovnici x = (1 + z)/(2 + z),

coz znamend 2° +x — 1 = 0,atedy B = C' = (/5 — 1)/2, pfiblizné 0.618. (Pro¢ nelze
pouzit druhy koren dané kvadratické rovnice?)

\
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Protoze x,,9 = (1 + x,)/(2 + x,), musi B i C spliovat rovnici x = (1 + z)/(2 + z),

coz znamend 2° +x — 1 = 0,atedy B = C' = (/5 — 1)/2, pfiblizné 0.618. (Pro¢ nelze
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To se nam to pékné motalo,
co?
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V praxi je rekurentné za-
dana posloupnost bud’ rov-
nou monotonni, nebo je to
poskladané ze dvou mono-
tonnich.
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©s)

V praxi je rekurentné za-
dana posloupnost bud’ rov-
nou monotonni, nebo je to
poskladané ze dvou mono-
tonnich.

Ten, kdo neovéruje pozado-
vanou a ocekdvanou mono-
tonnost, pripadné jinak rad
zlobi si zkusi rekurentni po-
sloupnost a1 = 1, a,.1 =
—a,.
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Destinny rozvoj realného Cisla
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Destinny rozvoj realného Cisla

\

Pro dané redlné Cislo r se oznaci ry nejveétsi cel€ Cislo mensi nez r; pak r — ryp <
1 = 10/10. Déle se oznaci r nejvétsi z ¢isel 0, 1, ..., 9, pro které je ro + 15 < r; pak
r— (ro+ 15) < 1/10 = 10/100.
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Destinny rozvoj realného cisla

\

Pro dané redlné Cislo r se oznaci ry nejveétsi cel

1 = 10/10. Dale se oznaci r; nejvetsi z Cisel 0, 1, ..
1

— (7“() + 10

\

Indukeci je mozné pokracovat dale a sestrojit posloupnost {r,, }x obsahujici ¢isla 0, 1, 2, ...,

tak, Ze Cislo

je menSi neZ r o méne nez 107",

\/

) < 1/10 = 10/100.

Sn

+ 24 B

10

102

103

e

., 9, pro které je ry +

T
10

¢ Cislo mensi nez r; pak r—ry <

< r; pak
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Indukeci je mozné pokracovat dale a sestrojit posloupnost {r,, }x obsahujici ¢isla 0, 1, 2, ...,

tak, Ze Cislo

je menSi neZ r o méne nez 107",
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Posloupnost {s, }n je neklesajici.

\/

102

103

e

., 9, pro které je ry +

T
10

¢ Cislo mensi nez r; pak r—ry <
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Pro dané redlné Cislo r se oznaci ry nejvétsi celé Cislo mensi nez r; pak r—ry <
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na kalkulacce "odleva".
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ProtoZe posloupnost {107"} konverguje k 0, konverguje {s,, }n k 7.

\




ProtoZe posloupnost {107"} konverguje k 0, konverguje {s,, }n k 7.

\

Tato skuteCnost se struéné zapisuje symbolem r = rg, ri797374.... @ nazyva se dese-
tinny rozvoj Cisla r.

\




Protoze posloupnost {107} konverguje k 0, konverguje {s,, }n k 7.
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Jestlize se pro posloupnost {r,}5° obsahujici ¢isla 0, 1,2, ..., 9 definuje s,, predchozi
rovnosti, je posloupnost {s, } neklesajici a ma tedy néjakou limitu (supremum) r-.

\




Jestlize se pro posloupnost {r,}5° obsahujici ¢isla 0, 1,2, ..., 9 definuje s,, predchozi
rovnosti, je posloupnost {s, } neklesajici a ma tedy néjakou limitu (supremum) r-.

\

Posloupnost {r,,} ale nemusi byt desetinny rozvoj definovany v predchozim odstavci

(napf. ¢islo 1 md za desetinny rozvoj 1.0000... a posloupnost {7, }°, kde ro =0ar, =9
pro n > 0, ma za prisluSné Cislo r také Cislo 1.

\
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Jestlize se pro posloupnost {r,}5° obsahujici ¢isla 0, 1,2, ..., 9 definuje s,, predchozi
rovnosti, je posloupnost {s, } neklesajici a ma tedy néjakou limitu (supremum) r-.

\

Posloupnost {r,,} ale nemusi byt desetinny rozvoj definovany v predchozim odstavci

(napf. ¢islo 1 md za desetinny rozvoj 1.0000... a posloupnost {7, }°, kde ro =0ar, =9
pro n > 0, ma za prisluSné Cislo r také Cislo 1.

‘

Casto se 1 tyto situace oznacuji jako desetinné rozvoje.

\/
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Jestlize se pro posloupnost {r,}5° obsahujici ¢isla 0, 1,2, ..., 9 definuje s,, predchozi
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Jo, je to jedno. I kdyZz rov-
nost 1 = 0.999999...- mi
dela radost.
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Eulerovo ¢islo e
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Nyni bude spoétena velmi dilezitd limita lim(1 4+ 1/n)".
n

\

Vyraz v limit€ se rozvine pomoci binomického rozvoje a upravi na tvar

(142)
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Z. této upravy lze zjistit dvé skuteCnosti. Jednak, ze dana posloupnost je rostouci (jako
Cinitelé se zde vyskytuji ¢leny 1 — k/n, coz v dal§im ¢lenu posloupnosti davd 1 —k/(n+
1), coz je vetsi Cislo; navic vyraz pro n + 1 ma jesté pridany kladny posledni Clen) a

1
= 1+1+;

1--)

1
3

jednak, Ze je omezena seshora.
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jednak, Ze je omezena seshora.

\

Posledni skuteCnost mozna vyzaduje vysvétleni: vynechaji-li se ve vyrazu na pravé
strané vSechny zdvorky, vyraz se zvetsi — protoze n! > 2", dostava se

\
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Takze lim(1 + 1/n)" existuje a rovnd se kladnému ¢islu mezi 2 a 3. D4 se dokazat, Ze
n
je to transcendentni Cislo rovné 2,718... Nazyva se Eulerovo Cislo a znaci se e.
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Priklady 7 :

Posloupnost {0, 1,0, 1,0, 1, ...} stfidajicich se nul a jedni¢ek ma dva hromadné body:
Oal.

=)




Jaké ma hromadné body posloupnost {cos(mn/4)}?




Najdéte prostou posloupnost s hromadnymi body {—1,0,2}.




Najdéte posloupnost {x,,} s hromadnymi body {1/k }ren.
\




Najdéte posloupnost {x,,} s hromadnymi body {1/k }ren.
\

Bude 0 také hromadnym bodem {x,, }?




Necht' {z,} je posloupnost obsahujici vSechna raciondlni ¢isla jako ¢leny (existuje
takova posloupnost?).

\




Necht' {z,} je posloupnost obsahujici v§echna raciondlni ¢isla jako Cleny (existuje
takova posloupnost?).
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Naleznéte lim inf a lim sup posloupnosti pouzitych v prikladech.

Konec prikladi 7.




Priklady 8 :

Jaké hromadné body m4 interval (0, 1)?




Jaké hromadné body ma mnozina raciondlnich bodu v intervalu (0, 1)?




Jaké hromadné body ma mnozina iraciondlnich bodu v intervalu (0, 1)?




Najdéte podmnoZzinu (0, 1) majici jediny hromadny bod. MiiZe byt tato mnoZina ne-
spocetna?

=)




Ukazte, Ze neexistuje mnozina A majici za hromadné body pravé mnozinu {1/k};en:.

Konec piikladi 8.




OTAZKY




Otazky 1 :

Preved’te posloupnost {1/1 — 2n} °° . do posloupnosti indexované pfirozenymi Cisly.
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U posloupnosti uvedenych v predchozich Prikladech napiSte napt. paty Clen.

\
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Preved’te posloupnost {1/1 — 2n} °° . do posloupnosti indexované pfirozenymi Cisly.

\

U posloupnosti uvedenych v predchozich Prikladech napiSte napt. paty Clen.

\

Zkuste u uvedenych rekurentné zadanych posloupnosti v predchozich Prikladech najit
wnerekurentni" vyjadfeni x,,.
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Otazky 1 :

Preved’te posloupnost {1/1 — 2n} °° . do posloupnosti indexované pfirozenymi Cisly.

\

U posloupnosti uvedenych v predchozich Prikladech napiSte napt. paty Clen.

\

Zkuste u uvedenych rekurentné zadanych posloupnosti v predchozich Prikladech najit
wnerekurentni" vyjadfeni x,,.

\
Znézornéte graficky (obéma zptsoby) posloupnosti {1—2/n}, {/n}, {(1+(—1)")/2}.

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

Necht' P je néktera z vlastnosti: (ryze) monotonni, prostd, konstantni, omezend. UkaZte,
ze kazda podposloupnost posloupnosti s P ma taky P.

-




MiiZe mit posloupnost {x,}, kde mnozina vSech x,, je nekone¢nd, konstantni podpo-
sloupnost?

=




Je-1i posloupnost skoro prostd, je mnozina hodnot této posloupnosti nekonecna. Plati
opak?

=)




Kazda ryze monotonni posloupnost je prostda. Kazdd monoténni posloupnost je bud’
skoro konstantni nebo obsahuje ryze monotonni podposloupnost (se skoro stejnou mno-
zinou hodnot). DokaZte.

=




Ukazte, ze skoro konstantni posloupnost ma konecnou mnozinu hodnot. Plati opak?

—p




Charakterizujte posloupnosti, které obsahuji prostou podposloupnost.




Charakterizujte posloupnosti, které neobsahuji konstantni podposloupnost.




Ukazte, ze kazda posloupnost obsahuje monotonni podposloupnost.




Ukazte, ze kazda prosta posloupnost obsahuje ryze monotonni podposloupnost.

—p




Ukazte, ze kazda skoro neklesajici posloupnost je zdola omezena. Uved’te priklad, ze
nemusi byt omezena.

=)




Posloupnost je konstantni praveé kdyz je neklesajici a nerostouci. Dokazte.




Ukazte, Ze posloupnost {x,} je omezena (nebo shora, zdola omezend) pravé kdyz
existuje kladné Cislo k tak, Ze pro vSechna n € N je |z,| < k (resp. x, < k, resp.

_—




Ukazte, ze posloupnost je omezend (nebo shora, zdola omezend) praveé kdyz je skoro
omezena (resp. skoro shora, zdola omezena).

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

Dokazte nasledujici tvrzeni:
Jestlize {z, } konverguje k a, pak konverguje k a i kazda posloupnost ziskand z {x,}
zménou, vynechdnim nebo pridanim kone¢né mnoha ¢lend.

=)




Prehazi-li se indexy u posloupnosti {z,} konvergujici k a, konverguje i vysledna po-
sloupnost k a.

=




Necht’ {x,} konverguje k a. Pro kazdé n € N bud’ S,, neprazdna kone¢nd podmnoZzina
intervalu [n,n + 1) a S = |J S,. Pak posloupnost {ys}scs, kde ys = x,, pro s € Sy,
n=1

konverguje k a.

\




Necht’ {x,} konverguje k a. Pro kazdé n € N bud’ S,, neprazdna kone¢nd podmnoZzina
intervalu [n,n + 1) a S = |J S,. Pak posloupnost {ys}scs, kde ys = x,, pro s € Sy,
n=1

konverguje k a.

\

(Posloupnost {ys}ses vznikla z {x, } tak, Ze kazdy bod se konecnekrat opakuje.).

\




Necht’ {x, } konverguje k a. Pro kazdé n € Nbud’ S, neprazdna kone¢na podmnozina
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n=
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Jestlize {x,} konverguje k a a {z,,} neni skoro konstantni, pak existuje prostd podpo-
sloupnost konvergujici k a, ktera ma stejnou mnozinu hodnot jako {x,}.

=)




Jestlize {z,,} konverguje k a a {x,} neni skoro konstantni, pak existuje ryze mono-
tonni podposloupnost konvergujici k a.

\




Jestlize {z,,} konverguje k a a {x,} neni skoro konstantni, pak existuje ryze mono-
tonni podposloupnost konvergujici k a.
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Jestlize podposloupnosti {,, }nes, {Zn fnem s posloupnosti {z,,} konverguji k a, pak
{x,} konverguje k a. (Jinymi slovy, jestliZze spojime dohromady kone¢né mnoho po-
sloupnosti konvergujici k a, pak i vysledna posloupnost konverguje k a.)

\




Jestlize podposloupnosti {,, }nes, {Zn fnem s posloupnosti {z,,} konverguji k a, pak
{x,} konverguje k a. (Jinymi slovy, jestliZze spojime dohromady kone¢né mnoho po-
sloupnosti konvergujici k a, pak i vysledna posloupnost konverguje k a.)

\

Ukazte na prikladé, Ze to neplati pro spojeni nekonecné mnoha posloupnosti.




Limita posloupnosti je +o0o praveé kdyz zadna podposloupnost neni shora omezena.

\




Limita posloupnosti je +oo pravé kdyz zadna podposloupnost neni shora omezena.

\
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Otazky 4 :

Ukazte, ze pro libovolnou posloupnost {z,} je posloupnost {113C x,, }1. neklesajici a

posloupnost {sup x,, }; nerostouci.
n>k

=




Uved’te priklad, Ze i pro prostou posloupnost {z,, } nemuseji byt posloupnosti { 1r>1£ T i

a {sup x, }x ryze monoténni. Kdy jsou ryze monoténni? Mohou byt obé ryze monoténni?
n>k

-




Ukazte, Ze pro kazdou posloupnost {z, } plati sup ( inf z,,) < inf (supx,).
keN n=>k keN n>k

Konec otazek 4.




Otazky 5 :

UkaZzte pomoci limity soucinu, Ze prop € R je limp - x,, = p - lim z,,, pokud ma prava
strana smysl (tj. pokud existuje lim z,,).

—p




Ukazte pomoci limity souctu a predchoziho tvrzeni, Ze lim(x,, — y,,) = lim z,, — lim g,
jakmile ma prava strana smysl.

=)




Dokazte matematickou indukci, Ze pro libovolné prirozené Cislo £ a k& posloupnosti
{iEl,n}, {.TQ,n}, e {Cbk,n} plati

k k
lim E Lip = g limz;,, ,
n n
i=1 i=1
ma-li prava strana smysl.

\




Dokazte matematickou indukci, Ze pro libovolné prirozené Cislo £ a k& posloupnosti
{iEl,n}, {.TQ,n}, e {Cbk,n} plati

k k
lim E Lip = g limz;,, ,
n n
i=1 i=1
ma-li prava strana smysl.

\

Podobné pro konecny soucin posloupnosti.




Dokazte vétu o limité souCinu posloupnosti pomoci ¢, ny-charakterizace limity.

—p




Najdéte priklady posloupnosti {z,}, {y,} tak, Ze lim z, = 0, limy,, = 0 alim x,,/y, je
predem dané Cislo z R* nebo, Ze lim x,, /y,, neexistuje.

=)




Najdéte priklady posloupnosti {z, }, {y,} tak, Ze lim z, = 0, lim y,, = +oc alim x,, -y,
je predem dané Cislo z R* nebo, Ze lim x,, - y,, neexistuje.

—p




Uvédomte si, zZe tvrzeni v Otdzkdch I predchozi kapitoly o realnych Cislech uvedené
hned pted Casti Redlné exponenty tika, Ze lim a’» = 1 pokud lim r,, = 0.
n n

Ukazte pomoci tohoto tvrzeni, Ze lim a’™ = 0

\




Uvédomte si, zZe tvrzeni v Otdzkdch I predchozi kapitoly o realnych Cislech uvedené
hned pted Casti Redlné exponenty tika, Ze lim a’» = 1 pokud lim r,, = 0.
n n

Ukazte pomoci tohoto tvrzeni, Ze lim a’™ = 0
n
Tézs1 je dokazat pro r € Ralima, > 0, ze lima] = (lima,)".

Konec otazek 5.




Otazky 6 :

Ukazte, Ze pro pripad nevlastnich limit 1ze prvni Diasledek zformulovat jednoduse;ji:

\




Otazky 6 :

Ukazte, Ze pro pripad nevlastnich limit 1ze prvni Diasledek zformulovat jednoduse;ji:

\

Jestlize x,, < vy, pro skoro vsechna n a lim x,, = +00, pak i lim y,, = +00.

\




Otazky 6 :

Ukazte, ze pro pripad nevlastnich limit 1ze prvni Dusledek zformulovat jednoduseji:
LEKCE03-POS

Posloupnosti
‘ definice
» 5 ) L podposloupnost
Jestlize x,, < y, pro skoro vsechna n a lim x,, = +00, pak i lim y,, = +o0. viasinosti
prosta
‘ omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
. limita a usporadani
Jak vypadda formulace pro 2policajti
9 limita a monotonie
— ! hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
* Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Plati obdoba druhého dusledku pro nevlastni limity? (Tj., jestlize {x,} je omezend a
{y, } konverguje k +oo, pak lim z,,y,, = +00?)

=)




Jestlize lim z,, = sup{x,}, pak lze posloupnost {x,} prehazet tak, Ze vznikne nekle-
sajici posloupnost.

=




V druhé Casti prvni véty nelze pouzit ostré nerovnosti. Uved’te priklad posloupnosti
{z,} a{y,} takové, Ze x,, < y, pro vSechna n a lim x,, = lim y,,.

=




Ukazte, ze jestlize lim x,, < p, pak skoro vSechny prvky posloupnosti {x, } jsou mensi
neZ p. Podobné pro obréacenou nerovnost.

=




Dokazte nasledujici zobecnéni véty o zachovavani nerovnosti limitami: Necht’ existuji
limity posloupnosti {x,} a {y,}. JestliZe pro skoro kazdé n je x, < y; pro nekonecné
mnoho indexu k, je lim x,, < lim y,,.

\




Dokazte nasledujici zobecnéni véty o zachovavani nerovnosti limitami: Necht’ existuji
limity posloupnosti {x,} a {y,}. JestliZe pro skoro kazdé n je x, < y; pro nekonecné
mnoho indexu k, je lim x,, < lim y,,.

\

Je-1i tedy v predchozim tvrzeni navic pozadavek, aby 1 skoro kazdé y,, nebylo vétsi
neZ nekone¢né mnoho xj, pak lim z,, = lim y,,.

Konec otazek 6.




Otazky 7 :

Uved’te pfiklad posloupnosti {x,}, kterd nema limitu v R* a Zaddny hromadny bod v
R.

_—




Uved’te priklad prosté posloupnosti {z,}, kterd ma presné¢ dva hromadné body (tj.
liminf z,, a lim sup x,, # lim inf z,,).

=)




Pro libovolnou kone¢nou mnozinu K v R najdéte posloupnost majici za hromadné
body prave body z K.

=)




Rika se o mné, Ze jsem uza-
viend. To vSak neni jisté.
Skutecnost je takovato:
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charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
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'

*Necht pro kazdé n € N je a,, hromadny bod posloupnosti {x,}. Pak kazdy hro-
madny bod posloupnosti {a,} je hromadnym bodem posloupnosti {x,}, tj. mnozina
hromadnych bodt je uzaviend v R (Mnozina A C R se nazyva uzaviend , jestliZe plati

{z,} CAz, > a=acA.

\/

Rika se o mné, Ze jsem uza-
viend. To vSak neni jisté.
Skutecnost je takovato:
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Rika se o mné, Ze jsem uza-
viend. To vSak neni jisté.
Skutecnost je takovato:

'

*Necht pro kazdé n € N je a,, hromadny bod posloupnosti {x,}. Pak kazdy hro-
madny bod posloupnosti {a,} je hromadnym bodem posloupnosti {x,}, tj. mnozina
hromadnych bodt je uzaviend v R (Mnozina A C R se nazyva uzaviend , jestliZe plati
{z,} CAz, > a=acA.

\

Je uzavieny interval uzavienou mnozinou?
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Poznamka.




Poznamka.

Plati i opak: Je-li F' uzaviena mnozina v R, pak existuje prostd posloupnost {z,} tak,
Ze I' je mnozina vSech jejich hromadnych bodt v R.

\




Poznamka.

\

) Pla@ i opalf.: Je-li F uzaviena mnoZina v R, Eak existuje prostd posloupnost {,, } tak, |freepss oo
ze F' je mnozina vSech jejich hromadnych bodu v R. Posloupnosti

definice
podposloupnost

‘ vlastnosti

konstantni

prosta

omezena

monoténni

skoro vSude
limita

vlastnosti

charakterizace 1

charakterizace 2

. v v v Bolzano Cauch:
To je vSe. Byl to cCajicek, cauchyovski
S QPO 4 2 limita souctu,...
prISte prltVrdlme ce limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace

, liminf
Konec otazek 7. limsup
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Otazky 8 :

Jak 1ze zeslabit v tvrzeni (4) pfedchoziho Pozorovani predpoklad, Ze {z,} je prosta?

—p




Pro libovolnou konecnou mnozinu K v R najdéte mnoZinu majici za hromadné body
pravé body z K.

=)




Je-li A C |a,b], pak kazdy hromadny bod mnoziny A lezi v [a, b).




Je-li A C F a F' je .uzaviend mnoZzina, pak kazdy hromadny bod mnoziny A lezi v F'.

=)




Ukazte, Ze mnozina hromadnych bodt dané mnozZiny je uzaviena.

\




Ukazte, Ze mnozina hromadnych bodt dané mnozZiny je uzaviena.

\

Poznamka: Kazdd uzaviend mnozina v R je mnoZinou hromadnych bodi v R né¢jaké
(spoCetné) mnoziny.

Konec otazek 8.
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Cviceni 1 :




Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :




Konec cvicCeni 2.




CviCeni 3 :




Konec cvicCeni 3.




Cviceni 4 :




Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :




Konec cvicCeni 5.




CviCeni 6 :




Zakladni posloupnosti




Zakladni posloupnosti

\

Rozebereme si definici konvergence:

\




Zakladni posloupnosti

\

Rozebereme si definici konvergence:

\

DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

\/
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Zakladni posloupnosti

\

Rozebereme si definici konvergence:

\

DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti.

\/

Znaci se lim,,_,,, x,, = a nebo x,, — a pron — 0.

\
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Zakladni posloupnosti

‘ . 5 o LEKCE03-POS

Rozebereme si definici konvergence: Posloupnost
podposloupnost

‘ vlastnosti
konstantn{
prosta

DEFINICE. Posloupnost {z,} v R konverguje k bodu a € R* (nebo ma za limitu bod = Jmezes

monotonni
a), jestlize kazdé okoli U bodu a obsahuje skoro vSechny prvky posloupnosti. i Shoro vsude
vlastnosti
‘ charakterizace 1
charakterizace 2
31 ] — Bolzano Cauchy
Znaci se lim,,_,,, x,, = a nebo x,, — a pron — 0. o
limita souctu,...
limita a usporadani
‘ 2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
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vlastnosti h.b.m.
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9y C o . . h.b.m.
Je tfeba vidét 1 obrazek. o es-rozvoj
uzaviend mnozina
Poznd
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Priklady

mPp 23156789
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Pokud takové okoli ma tvar (a — €,a + ¢), potfebujeme pro skoro vSechny prvky
posloupnosti odhad

\




Pokud takové okoli ma tvar (a — €,a + ¢), potfebujeme pro skoro vSechny prvky
posloupnosti odhad

\

la —x,| < €.




Pokud takové okoli ma tvar (a — €,a + ¢), potfebujeme pro skoro vSechny prvky
posloupnosti odhad

\

la —x,| < €.

Takovy odhad je jednodu-
chy velmi zfidka.
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Piiklad. Platf lim,, o + = 0.
\




Piiklad. Platf lim,, o + = 0.
V
Resent. Pro € > 0 najdeme n. = 1/¢ a pro indexy vEtsi nez n. jiz plati odhad

0 —z,| <ce€.




Piiklad. Platf lim,, oo+ = 0.
\
Pro € > 0 najdeme n. = 1/¢ a pro indexy vétsi nez n. jiz plati odhad

0 —z,| <e€.

Takové a podobné limity si
je treba pamatovat k feSeni
prikladi ,,vyssi kvality".
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Uspésné vytesilo 10 z 10.
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Podobné 1ze spocitat ptiklady pro x, = 1/(n — 1), z, = 1/2n + 1), z, = 1/+/n,
T, = 1/n°, z, = 0.

\




Podobné 1ze spocitat ptiklady pro x, = 1/(n — 1), z, = 1/2n + 1), z, = 1/y/n,

x, =1/n3 x, = 0.

\

Je to samoziejmost.
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Kdykoliv budeme potrebo-
vat, lze konvergujici po-
sloupnosti scCitat, odCitat, na-
sobit a délit.
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Kdykoliv budeme potrebo-
vat, lze konvergujici po-
sloupnosti scCitat, odCitat, na-
sobit a délit.

Jestli se takhle bude praco-
vat s tak krasnou vétou jako
je veta o algebre limit, tak se
neznam.
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Kdyz pocitame limity, piSeme u rovnitka znacku ,,V", aby bylo patrno, Ze se jednd o
podminecnou rovnost.

\




Kdyz pocitame limity, piSeme u rovnitka znacku ,,V", aby bylo patrno, Ze se jedna o
podminecnou rovnost.

\
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Kdyz pocitame limity, piSeme u rovnitka znacku ,,V", aby bylo patrno, Ze se jedna o
podminecnou rovnost.

\
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Kdyz pocitame limity, piSeme u rovnitka znacku ,,V", aby bylo patrno, Ze se jedna o
podminecnou rovnost.

\

»Jestlize se nakonec dopoci-
tame, byla to rovnost."

.o2n+1 v n : 1
R e m Al atmmrl

\

Zde ,,V" znamenalo vétu o limité souctu.
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Jesteé Castéji pouzivame od-
had: vétsi posloupnost ma
vetsi limitu.
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Jesteé Castéji pouzivame od-
had: vétsi posloupnost ma
vetsi limitu.

Nebo stejnou. Ja se asi roz-
Cilim.
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Priklad. Plati lim,, ., sin(n)/n =0
\




Priklad. Plati lim,, ., sin(n)/n
\

= (

Jde o vétu ,,mizejici krat nu-
lova".
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Priklad. Plati lim,, ., sin(n)/n =0
\

Jde o vétu ,,mizejici krat nu-
lova".

\

Taky jde pouzit ,,policajty" 0 «— —1/n <sin(n)/n < 1/n — 0, pro n — oo.
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Jde limitit dva sCitance. Pro
n Clenu to nedélejte.
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Jde limitit dva sCitance. Pro
n Clenu to nedélejte.

—_
—
lo~2

- lim (04+0+---+0)
n n n n— 00
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Jde limitit dva sCitance. Pro
n Clenu to nedélejte.

1 1\ ? .
= lim (0+0+---40)
n T n n— 00

Kdo to ud€l4, ten si koleduje
0 MOji pozornost.
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Jde limitit dva Cinitele. Pro
n Clenu to nedélejte.
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Jde limitit dva Cinitele. Pro
n Clenu to nedélejte.
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Jde limitit dva Cinitele. Pro
n Clenu to nedélejte.

Kdo to ud€la, budou se mu
smat.
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Jde limitit dva scCitance,
které jsou zcela samostatné.

Pro propojené Cleny to ne-
delejte.
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Jde limitit dva scitance, LEKCE03-POS
Posloupnosti

které jsou zcela samostatné. onoup
Pro propojené cCleny to ne- podposloupnost
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Jde limitit dva scCitance,
které jsou zcela samostatné.

Pro propojené Cleny to ne-
delejte.

|le~o

n—oo

Kdo to udéld, bude ptisobit
jemné komicky.

lim (0+1)" = 1.
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Pouzivame pouze dovolené
operace podeprené néjakou
vetou.
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Pouzivame pouze dovolené
operace podeprené néjakou
vetou.

Tak to mam rada.
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Zakladni Skaly posloupnosti




Zakladni Skaly posloupnosti
\

Nékteré posloupnosti jsou rychleji mizejici nez jiné.

\
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Zakladni Skaly posloupnosti
\

Nékteré posloupnosti jsou rychleji mizejici nez jiné.

\

Ja si ty drobeCky nékdy
prohliZim patficné zvétSené.
Misto x,, — 0 koukam na
1/, — oo.
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Zakladni Skaly posloupnosti
\

Nékteré posloupnosti jsou rychleji mizejici nez jiné.

\

Ja si ty drobeCky nékdy
prohliZim patficné zvétSené.
Misto x,, — 0 koukam na
1/, — oo.

\/

Napriklad misto drobeckl 1/n mame chlapdky n.
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Nyni se lehce presvédcCime,
ktera posloupnost rychleji ,
,utika" k nekonecnu.
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PiSeme
n n n n(n —1)(n —2)

2= (11" = () ()2 —
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Tedy 2" je Casem mnohem charakterizace |
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S 5
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Piseme

n n n
=1+ = (U2

n(n —1)(n —2)

1.2.3

Tedy 2" je Casem mnohem
Vet nez n, n’, n® a urdité
1 nez jiné polynomy.

Tedy

IA
S|

— 0, n — 0.

N
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Podobné se chovaji posloupnosti ¢" pokud |¢| < 1. Samoziejmé je 1/q = 1 + c a zase
mocniny prevalcuji polynom n.

\




Podobné se chovaji posloupnosti ¢" pokud |¢| < 1. Samoziejmé je 1/q = 1 + c a zase
mocniny prevalcuji polynom n.
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Podobné se chovaji posloupnosti ¢" pokud |¢| < 1. Samoziejmé je 1/q = 1 + c a zase
mocniny prevalcuji polynom n.

\/

Podobné se usvédci /a —
1, poptipadé /n — 1.

\
Opravdu, pokud /a = 1 + x,,, pak po umocnéni jde x,, k nule.
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Dalsi jednoducha posloupnost s limitou k zapamatovéni (a dokdzani) je

\




Dalsi jednoducha posloupnost s limitou k zapamatovéni (a dokdzani) je

\

.20
Im — = 0.
n—oo 1!




Dalsi jednoducha posloupnost s limitou k zapamatovéni (a dokdzani) je

\

n LEKCE03-POS
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Také plati
\




Také plati
\

I
o

lim —
n—oo H




Také plati
\

|
o

lim —
n—oo H

Polynomy jsou pomalejsi
nez mocniny.
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Superdiilezita limita je
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lim (1 + —) = @
71— 00 n




Superdiilezita limita je

\

Jiz jsme ji zkoumali. Polozme nyni

1 n 1 n+1
0 — (1+_) by = (1+_) |
n n




Superdiilezita limita je

, 1
lim {14+ — = €.
n— 00 n
\
JiZ jsme ji zkoumali. Polozme nyni
1 n 1 n+1
ap, = (14+—] ,b, = |1+ —
n n

\

Pak pomoci indukce ukdzeme

a1<a2<a3<---<bg<b2<b1.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Superdiilezita limita je

1 n
lim {14+ — = €.
n— 00 n
\
JiZ jsme ji zkoumali. Polozme nyni
1 n 1 n+1
a, = |1+—) ,bp, = [1+—
n n

\

Pak pomoci indukce ukdzeme

a1<a2<a3<---<bg<b2<b1.

\

Tim padem (monoténni a omezené) posloupnosti {a,, } i {b, } maji limitu e (spole¢nou,

protoze b, = a,(1 + 1/n)). Automaticky 2 < e < 3.

=
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Také nasledujici posloupnost je uziteCna (jeji odvozeni neni snadné)

f 1 1 1 1 1 B
nl_{go a+ﬁ+§+§+"°+a = e.




Také nasledujici posloupnost je uziteCna (jeji odvozeni neni snadné)

_ 1 1 1 1 1
im ( s +5+5+5+ -+ = e.
n—oo \ 0! 1! 21 3| n! LEKCE03-POS
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Zkoumejme chovani
G5 — G
a srovnejme ji s ostatnimi rychle rostoucimi posloupnosti.

\




Zkoumejme chovani

G5 — G

a srovnejme ji s ostatnimi rychle rostoucimi posloupnosti.

\/

Je to nejzaludnéjsi posloup-
nost co znam.
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Zkoumejme chovani
G5 — G
a srovnejme ji s ostatnimi rychle rostoucimi posloupnosti.

\/

Je to nejzaludnéjsi posloup-
nost co znam.

\/

Plati uzitecny odhad

(ﬁ)” ol < n—+1
3 ' 2

(Prvni nerovnost se dokaze indukci, druhd pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem.)

=)
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Kdo chce lepsi odhad, dostane

(g)n < nl < e(g)n :




Kdo chce lepsi odhad, dostane

(

) << (3)
— n! el —
e 2

Tak se dostaneme k péknym
odhadim +/n!.
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Kdo chce lepsi odhad, dostane

() <n<e(3)

Tak se dostaneme k péknym
odhadim +/n!.

o8

To je jiz vSak Cisté Carovani.
Uaaaaa !!!
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Rekurentni posloupnosti




Rekurentni posloupnosti

\ /
Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...
\
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Rekurentni posloupnosti

\ /
Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...
\

Jde o rekurentni posloupnost splnujici

Tpil = V2+x, .
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Rekurentni posloupnosti

\

Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...

\/

Jde o rekurentni posloupnost splnujici

Lp+1 = V2+ 1z, .
\

Plati 1 < 9 < x3 < --- < 2 (diikaz pozorovanim vzorecku a indukci).

\
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Rekurentni posloupnosti

\

Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...

\/

Jde o rekurentni posloupnost splnujici

Lp4+1 = V2+ 2z, .
\

Plati 1 < 9 < x3 < --- < 2 (diikaz pozorovanim vzorecku a indukci).

\

Monoténni omezena posloupnost {z,,} ma kone¢nou limitu, oznac¢me ji A.

\
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Rekurentni posloupnosti

\

Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...

\/

Jde o rekurentni posloupnost splnujici

Lp4+1 = V2+ 2z, .
\

Plati 1 < 9 < x3 < --- < 2 (diikaz pozorovanim vzorecku a indukci).

\

Monoténni omezena posloupnost {z,,} ma kone¢nou limitu, oznac¢me ji A.

{
Zlimitime rekurentni vztah

Lpt+1 = vV 2+ Zy

(.’L‘n_|_1)2 =2+,

a dostaneme po chvilce pfemysleni A = 2.

\

vyjadreny ve tvaru
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Rekurentni posloupnosti

\

Uvazujme posloupnost x; = V2, 19 = V 2+ V2, T3 = \/2 +vV2+V2, ...

\/

Jde o rekurentni posloupnost splnujici

Lp4+1 = V2+ 2z, .
\

Plati 1 < 9 < x3 < --- < 2 (diikaz pozorovanim vzorecku a indukci).

\

Monoténni omezena posloupnost {z,,} ma kone¢nou limitu, oznac¢me ji A.

{
Zlimitime rekurentni vztah

Lpt+1 = vV 2+ Zy

(.’L‘n_|_1)2 =2+,

a dostaneme po chvilce pfemysleni A = 2.

\

vyjadreny ve tvaru
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Vyresil jeden z 10.
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Jde o putovéani po grafu funkce f(z) = /2 + x systémem, pfi kterém zvolime z, pak
na grafu f zahneme doprava a na grafu identity zahneme doll a najdeme x. Pak z x-

postupujeme dale. Tak sestrojime hledanou rekurentni posloupnost {x,, }.
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: RIS -

cauchyovska
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charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
> 3 2 Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
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Priklad. Zkoumejte rekurentni posloupnost

1 1
$n+1:§ $n+x— .




Jde o putovani po grafu funkce f(x) = (x + 1/x)/2 systémem, pii kterém
zvolime z, pak na grafu f zahneme doleva a na grafu identity zahneme doli a najdeme

To. Pak z x5 postupujeme dale. Tak sestrojime hledanou rekurentni posloupnost {z,, }.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
41 vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
3 X _ skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
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charakterizace
h.b.m.
‘ des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Jde o putovani po grafu funkce f(x) = (x + 1/x)/2 systémem, pii kterém
zvolime z, pak na grafu f zahneme doleva a na grafu identity zahneme doli a najdeme
To. Pak z x5 postupujeme dale. Tak sestrojime hledanou rekurentni posloupnost {z,, }.

(x + 1/x)/2

\

Limita bude jednicka (jde o monotonni a omezenou posloupnost) a hodnota limity se
zjisti zlimiténim rekurentniho vztahu.

\/
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Jde o putovani po grafu funkce f(x) = (x + 1/x)/2 systémem, pii kterém
zvolime z, pak na grafu f zahneme doleva a na grafu identity zahneme doli a najdeme
To. Pak z x5 postupujeme dale. Tak sestrojime hledanou rekurentni posloupnost {z,, }.

(x + 1/x)/2

\

Limita bude jednicka (jde o monotonni a omezenou posloupnost) a hodnota limity se
zjisti zlimiténim rekurentniho vztahu.

\/

Pokud zacneme vlevo od jednicky, posloupnost bude monoténni od indexu 2.
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Mame hezké reseni.
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_6

Priklad. Posloupnost spliuje 1 = 4, 2,41 = 7 o

\

. Zjistéte limitu.




_6

Priklad. Posloupnost spliuje z1 = 4, 2,41 = 7 T

\

Sestrojena posloupnost neni monotonni, ale podposloupnost s lichymi (i sudymi) in-
dexy je monoténni a omezend. Spocteme limity téchto monotonnich posloupnosti a zjis-
time, Ze plivodni posloupnost konverguje.

\/

Zjistéte limitu.
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Priklad. Posloupnost spliuje z1 = 4, 2,41 = 7 T

\

Sestrojena posloupnost neni monoténni, ale podposloupnost s lichymi (i sudymi) in- LEKCE03-POS

. 7z , , v <. v 2 2 . .. Posloupnosti
dexy je monotonni a omezena. Spocteme limity téchto monoténnich posloupnosti a zjis- definice
podposloupnost

time, Ze plivodni posloupnost konverguje. vlastnosti

konstantni

‘ prosta
omezena
monoténni
skoro vsude
- limita
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6/ (1 +)C) charakterizace 2
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Zjistéte limitu.




Priklad. Pocasi bylo kazdy rok ,,primérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k
jakému pocasi to spéje.

\




Priklad. Pocasi bylo kazdy rok ,,primérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k
jakému pocasi to spéje.

‘ LEKCE03-POS
Oznalme z; = A, xo = B. Plati A
podposloupnost
Ly T Lyl vlastnosti
T = — konstantni
n+2 ) prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
‘ limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Pocasi bylo kazdy rok ,,primérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k
jakému pocasi to spéje.

\
Oznacme z; = A, x5 = B. Plati

Ln + Ln+1

Ln42 = 9

\/

Nabizi se konstantni feseni y,, = 1. To nevyhovuje svymi prvnimi Cleny.

\/

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Pocasi bylo kazdy rok ,,primérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k
jakému pocasi to spéje.

\

LEKCE03-POS
Ozname x; = A, x9 = B. Plati Fosloupnosti
podposloupnost
9o A | vlastnosti
Jb = . konstantni
n+2 ) prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
‘ limita
s s v v . g P . PN vlastnosti
Nabizi se konstantni feSent y,, = 1. To nevyhovuje svymi prvnimi Cleny. charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
‘ cauchyovska
v v v . P . . , . P I@m@ta souétu:.,.. w
Dalsi feSeni se nabizi z, = (—1 / 2)". To také nevyhovuje svymi prvnimi Cleny. limita a uspofddén
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
* charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Najdeme konstanty « a [ takové, aby x, = ay, + [z, bylo hledané pocasi. Jde o
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych « a 3 s parametry A a B

—1 LEKCE03-POS
A = 1 + ﬁ — (1) Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
B = 1 + 5 — (2) konstantni
4 prosta
omezena
Ax7A 7 s 1 monoténni
(porovnavame prvni dva Cleny posloupnosti). mlonotonn
limita
‘ vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Najdeme konstanty « a [ takové, aby x, = ay, + [z, bylo hledané pocasi.
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych « a (3

A:

B:

—1
a1+ﬁ—

1 -
Q —I—54

(porovnavame prvni dva Cleny posloupnosti).

\/

Zjistime « a (3 a spoCitdme limitu x,,.

\/

s parametry A a B

Jde o

()
2)

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Najdeme konstanty « a [ takové, aby x, = ay, + [z, bylo hledané pocasi.
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych « a 3 s parametry A a B

—1
A = a1+ﬁ—

B — al + 8-
oz—|-54

(porovnavame prvni dva Cleny posloupnosti).

\/

Zjistime « a (3 a spoCitdme limitu x,,.

\/

Spocitime, Ze se pocasi ustali na (A + 2B)/3.

\/

Jde o

()
2)

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Najdeme konstanty « a [ takové, aby x, = ay, + [z, bylo hledané pocasi.
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych « a 3 s parametry A a B

—1
A = a1+ﬁ—

B — al + 8-
oz—|-54

(porovnavame prvni dva Cleny posloupnosti).

\/

Zjistime « a (3 a spoCitdme limitu x,,.

\

Spocitime, Ze se pocasi ustali na (A + 2B)/3.

\

Nevyresil nikdo.

Jde o

()
2)

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak hledat dvé ,,nezdavisla" feSeni y,, a z, v libovolné rekurentni situaci?

Pouzijeme metodu ,ha-

dani". Hledame freSeni ve
vhodném tvaru. Funguje

to pro urcité typy prikladt
(zde ano).

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak hledat dvé ,,nezdavisla" feSeni y,, a z, v libovolné rekurentni situaci?

Pouzijeme metodu ,ha- LEKCE03-POS
Posloupnosti

dani". Hledame freSeni ve definice
vhodném tvaru. Funguje podposloupnost

v, s v o vlastnosti

to pro urcCité typy prikladu konstantnf

(zde ano). bmerend
monoténni
skoro vSude

limita

‘ vlastnosti

charakterizace 1

Hleddme posloupnost ve tvaru y,, = c" pro vhodnou konstantu c. Dostaneme v naSem i ey

prlpade rovinici . qauchygvska
limita souctu,...
limita a usporadani
c’ + Cn"f‘l 2 policajti
CTH—2 _ limita a monotonie
2 ) hromadny bod posl.
charakterizace
coZ po vydéleni ¢ vede na kvadratickou rovnici, ktera dava feseni 1, —1/2. };ﬁ;‘lﬁ,
Bolzano-Wei.
‘ Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak hledat dvé ,,nezdavisla" feSeni y,, a z, v libovolné rekurentni situaci?

Pouzijeme metodu ,ha-

dani". Hledame freSeni ve
vhodném tvaru. Funguje

to pro urcité typy prikladt
(zde ano).

\

Hledame posloupnost ve tvaru ¥, = ¢ pro vhodnou konstantu c. Dostaneme v nasem
pripad€ rovnici
n-+2 c" + Cn+1
T g
coZ po vydéleni ¢ vede na kvadratickou rovnici, ktera dava feseni 1, —1/2.

\

JedniCka vede na y,,, druhé feseni na z,,. Linearni kombinaci téchto dvou ,,bazovych"
feSeni dostaneme feSeni pro libovolnou hodnotu pocatecnich podminek A, B.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Reseni pomoci typovani vy-
sledku ve vhodném tvaru
pouzivali 1 velci matematici.

Ja jsu mala.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Najdéte obecny Clen posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...




Priklad. Najdéte obecny Clen posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

\

Rekurentni vztah je
Tpt2 = Tp + Tpta -

\




Priklad. Najdéte obecny Clen posloupnosti

4

Rekurentni vztah je

4

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Tpt2 = Ty + Tptl -

Ma prekvapivé feSeni.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Najdéte obecny Clen posloupnosti

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

\

Rekurentni vztah je
Tp+2 = T + Tntl -

\

Ma prekvapivé feSeni.

M3 prekrasné resent.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Obecné posloupnosti




Obecné posloupnosti

\

Plati fada tvrzeni pro obecné posloupnosti.

\




Obecné posloupnosti

‘ o . . . LEKCEOS-POS
Plati fada tvrzeni pro obecné posloupnosti. Eloellon s
definice
podposloupnost
‘ vlastnosti
konstgntm’
Priklad. Pro posloupnost kladnych Cisel z,, plati IOE
omezena
monoténni

. Ln+1 . skoro vSude
lim =12 = lmuz, = 0. limita
n—oo Iy n—0o0 vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
‘ cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




\

Obecné posloupnosti

Plati fada tvrzeni pro obecné posloupnosti.

\
Pitklad.

\

konstantu.

\

Pro posloupnost kladnych Cisel x,, plati

im 2 = 12 —  lmax, = 0.

n—oo Iy n—00

Necht’ pro vSechna n plati x,,/z, < 3/4. Pak x,, < ¢(3/4)" pro vhodnou

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Obecné posloupnosti

Plati fada tvrzeni pro obecné posloupnosti.

\
Pitklad.

\

konstantu.

\

Pro posloupnost kladnych Cisel x,, plati

im 2 = 12 —  lmax, = 0.

n—oo Iy n—00

Necht’ pro vSechna n plati x,,/z, < 3/4. Pak x,, < ¢(3/4)" pro vhodnou

Tedy geometrickd posloup-
nost je vétsi. Konvergenci k
nule mame diky policajtam.
Misto 1/2 1ze vzit libovolné
Cislo0 < g < 1.Prog=1
to jiz nejde.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x;,, ma limitu, pak

L T35 A Jg Am 000 9= Ty .
lim = lim =z, .
n—oo n n—oo




Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x;,, ma limitu, pak

. 5 S P s O .
lim = lm z, .
n—00 n n—00

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
‘ podposloupnost
g . .. Lo . vlastnosti
Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x,, ma limitu, pak oo
prosta
. . omezena
lim {L/.fUlQZ'Q Ty — lim Ty . monoténni
n— o0 n— o0 skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
‘ charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviena mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x;,, ma limitu, pak

. 5 S P s O .
lim = lm z, .
n—00 n n—00

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
‘ podposloupnost
< L o, L oae . vlastnosti
Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x,, ma limitu, pak kenstantaf
prosta
. . omezena
lim {L/.fUlQZ'Q Ty — lim Ty . monoténni
n—0o0 n—0o0 skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
‘ charakterizace 2

v , S P Bolzano Cauchy
Priklad. Pro posloupnost kladnych Cisel x,, plati cauchyovska
limita souctu,...
e limita a uspofddani
n+l 2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
. . 1. . charakterizace
existuje-li limita vpravo. liminf
limsup
Bolzano-Wei.
‘ Cantor
hrom.bod mnoZziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

lim Vx, = lim
n—00 n—oo I,

Y



Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x;,, ma limitu, pak

. 5 S P s O .
lim = lm z, .
n—00 n n—00

\

Priklad. Pokud posloupnost kladnych Cisel x;,, ma limitu, pak

lim /x129---2, = lim z, .
n—oo n—oo

\
Priklad. Pro posloupnost kladnych Cisel x,, plati

Lp+1

lim Vx, = lim
n—00 n—oo I,

9
existuje-li limita vpravo.

\

Diikazy jsou ponékud obtiz-
néjsi.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Nejsem

nejhloupé;si.

Vzkazu rozumim.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Triky a kouzla




Triky a kouzla

Prijméte na vlastni riziko
pozvani do zakdzané komm-
naty kouzel a triki. Vstup
je na vlastni nebezpeci. Pro-
zrazené kouzlo sice funguje,
ale jiz nikdy nepiijde obje-
Vit.

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
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Triky a kouzla

Prijméte na vlastni riziko
pozvani do zakdzané komm-
naty kouzel a triki. Vstup
je na vlastni nebezpeci. Pro-
zrazené kouzlo sice funguje,
ale jiz nikdy nepiijde obje-
Vit.

Pokud tedy opravdu chcete,
podivejte se na né. Dopo-
rucuji to udé€lat az v situ-
aci, kdyz si s feSenim nevite
rady.
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Rozlozeni zlomku na dva:
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2 > 7 3) L

Tomu postupnému pricitani
a odecitani stejnych Cisel 1i-
kam TELESKOP.

1
n—+1

| =——ro—
n—+1
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Teleskop se pouzije u soucint rliznych vyrazi, naptiklad

\




Teleskop se pouzije u soucint rliznych vyrazi, naptiklad

1_% _ (n—17)2(2n+1)

Y




Teleskop se pouzije u soucint rliznych vyrazi, naptiklad
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1 n—1)n-+1
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Teleskop se pouzije u soucint rliznych vyrazi, naptiklad

1_% B (n—l)gn—l—l)

1 (n=1)n+2)
n(ntl) nn+1)

n®—1 (n—1)(n*+n+1)

nm+1l m+D(n—-12+n-1)+1)

LEKCE03-POS
Posloupnosti
definice
podposloupnost
vlastnosti
konstantni
prosta
omezena
monoténni
skoro vSude
limita
vlastnosti
charakterizace 1
charakterizace 2
Bolzano Cauchy
cauchyovska
limita souctu,...
limita a usporadani
2 policajti
limita a monotonie
hromadny bod posl.
charakterizace
liminf
limsup
Bolzano-Wei.
Cantor
hrom.bod mnoziny
izolovany bod
vlastnosti h.b.m.
charakterizace
h.b.m.
des-rozvoj
Cislo e
uzaviend mnozina
Pozna
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Oznacme
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Oznacme

Pak

2n — 1

2n+1

Jde o ktizence teleskopu a
geometrické rady.
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Znamym trikem

jsme prevedli rozdil ,,skoro stejnych" véci na jednicku déleno soucet ,,skoro stejnych"
vect.

\

\/n+

5

VAF 1= B JAF I+ VA

1

1

Vn+l4++/n

Ve
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Znamym trikem

\/W v vntl—yVnvn+l+yn 1
1 vn+1+ \/ﬁ vn+1+ Vn LEKCE03-POS

Posloupnosti

jsme prevedli rozdil ,,skoro stejnych" véci na jednicku déleno soucet ,,skoro stejnych" definice
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K poznani toho, které véci limita SOUELu,...

sjou skoro stejné si pama- limita a uspotddént
policajti
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n2+1 ~ n,
V2 +2on+1 ~ n+1,

vVni+2n ~ n+1,
Vn2 +n

n2+n ~ n+-,

Vi3 +3n2+3n+1 ~ n+1,
~ n-+1,




Ta vlnovka znamena to, Ze
limita rozdilu levé a pravé

strany jde k nule. Hle!
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Ta vlnovka znamena to, Ze
limita rozdilu levé a pravé

strany jde k nule. Hle!
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To 1ze ucinné€ pouzivat v pfi-
kladech
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Vn3+1—vVn2+1 = (\/3n3+1—n)—|—<n—\/n2+1) = ...




‘3/713 +1—

n? 4+ 1

= (W—n>+(n— n2+1) =

Tak jsme nasli spolecného
znamého pro dvé odmocni-
nové ,protivy". V kazdé za-
vorce pak pracujeme zna-
mym zpuisobem.
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Kdyz mame soucet dvou véci, je jedna z nich zpravidla vétsi a jde tak jejim vytknutim
prevést soucet na soucin:
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prevést soucet na soucin:
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Kdyz mame soucet dvou véci, je jedna z nich zpravidla vétsi a jde tak jejim vytknutim
prevést soucet na soucin:

\

Zavorku poSleme k jed-
niCce, protoze se jednd o
soucin.
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Kdyz mame soucet dvou véci, je jedna z nich zpravidla vétsi a jde tak jejim vytknutim

prevést soucet na soudin:

\

Zavorku poSleme k jed-
niCce, protoze se jednd o
soucin.

SlySim a rozumim.
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Konec cviceni 6.
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Varovani. Informace v sekci ,,ueni" obsahuji takové nesmysly, Ze se z nich 1ze poucit,
ale nejde se z nich nic naucit.

\
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Varovani. Informace v sekci ,,uCeni" obsahuji takové nesmysly, Ze se z nich 1ze poucit,

ale nejde se z nich nic naucit.
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Ale ja to myslel dobre . ..
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Varovani. Informace v sekci ,,uCeni" obsahuji takové nesmysly, Ze se z nich 1ze poucit,

ale nejde se z nich nic naucit.
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n—ao

Ale ja to myslel dobre . ..

1+ —

n

|le~o
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Nic Spatného jsem neudélal.
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Nic Spatného jsem neudélal.

M4S pravdu, podepsal jsi
svlj rozsudek.
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lim %

Tak jsem to rozstipl.




lim
n—oo

Tak jsem to rozstipl.

(a®)¢ = a* a ani o chlup miti
C1 vic. T.j. radéji nestipat.
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Stru¢né a jasné.
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22 2
lim —
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|le~

Strucné a jasne.

Mo0000000000000C strucne.
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Limity mam rad.




lim cos” | —
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3 (1 : 3
lim cos" (0) =
n Nn— 00

o~

0

Limity mam rad.

Limity t€ moc rady nemayji.
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Je dobre znat sinus.
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n —
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