Matematickd analyza

Mevs

Matematickd analyza je jednim z nejkrasnéj$ich obord matematiky.

Vim o ¢em mluvim. Kdo tomu nevéfi, at’ se po-
diva do Pruvodce.

Hodné radosti pfi jejim zvladani preji jako vaSe
prednasejici.

PREDNASKA
Prednéska bude obsahovat vyklad jednotlivych partii.
Zakladni l4tka bude dopliiovdna pozndmkami, ptiklady a otdzkami.

Predpokladam, Ze ty poznamky budete Cist, pfi-

klady fesit na otazky odpovidat.

| Pfiznavam, Ze to nejsou jenom jednoduchosti. I



Pti zkousce bude potreba predvést nemalé mnoz-
stvi znalosti Gstné€ i pisemné.

Doporucuji si dileZité partie zkusit napsat vlast-

norucné, abyste je mohli predvést u zkousky.

KdyZ néemu nerozumite, neni to diikaz toho, Ze
na to nejste.

| Zeptejte se klidné kdykoliv. Rdda pomohu. I

POZNAMKY



Pozndmky je takové "druhé podani"ptfednasky.
Jsou zde diskutovany dopliujici informace, jiné
pristupy a tak.

Kromé prednasejicich je nikdo necte. Teda mys-
lel jsem "necte rad".

PRIKLADY

Priklady ukazuji, co se tak zpravidla v této kapi-
tole bude vyzadovat ke spocitani.

Na prvni pohled vypadaji désivé, ale ono se to
Casem podda.




| Naivka. I

OTAZKY

Otazky jsou ldkadlem pro zvidavé. Pékné se pri
jejich ¢teni pfemysli.

Mohu-li doplnit, tak se pfi nich i pé¢kné usina.

Vénujte se poznamkdam, piikladim a otdzkdm
"pfimérene". Ale az v druhé radé.

CVICENI



| Cviceni dopliiuje prednasku o typové priklady. I

Na kazdy typovy priklad je tfeba samostatné spo-

v o v

citat dalsi priklady.

| Je tfeba spocitat mote prikladi. I

Timto se predstavil cvicici. Ten se bude o ta cvi-
Cenf starat.




Aby bylo jasno, pfednesend latka je soubor rad,
ndvodu a triku, které je tfeba umét pouzivat.

K tomu slouzi cviceni a samostatna prace.

Je to jako v pocitacové hie. Sbirdte kou-
zelné zbrané, pijete zdzratné ndpoje, ziskdvite
"skills"a pak je musite v pravy okamZik pouZit.

Zkouska je néco jako tlupa nepritel, které musite
pfemoci. Kdo nema "skills", je ztracen, pratelé.

STUDIUM



Ke zvladnuti latky je tfeba se ucit teorii, pocitat
priklady a pracovat na sobé.

Ja to teda zkusim, mami.

To je nas student. Neni s nim lehké pofizeni.

Tati, mohl bys to, prosim, zopakovat, nerozumim




| A toho mam néco naucit! Je to dfina. I

Pokud nékde budete délat néco zakazaného, budu
se zlobit!

Pokud bude n€kdo (kdokoliv) blbnout a délat
zbyte€nosti, budu ho strasit.

Pokud nékde budou délat ze mne troubu, budu se

branit.

KONZULTACE



A kdyZ vyjdou hvézdicky a vSichni uz spi, po-
radim ja. Napriklad: Vite, Ze na svété jsou dvé

*Pravidla svéta:

1. Nikdy netikejte ostatnim vSechno, co vite.

Tim se predstavila Sova. K té muzete chodit na

konzultace ve dne v noci.

| Sova je z nas nejchytrejsi. I



To, co zde bude povidat Sova ozna¢ime hvézdic-
kou. Jsou to vétSinou ponékud narocnéjsi partie
a lze je vynechat. Sova s hvézdickami je zaca-

N oe

konec.

| Slysel jsem, vidél jsem, usnul jsem ... I

Za vsechny pekné vysledky v matematice mizu
j4 amoji kamaradi. J4 jsem skiitek Simplex a rad
vymySlim piiklady.

Za vSechny vypecené vysledky v matematice
mizu zase ja a moji kamaradi. Ja jsem protiskii-
tek Complex a rdd vymySlim protipiiklady.
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| S (proti)skiitkama budu (kama)rad. I

Pro dobry zacatek je dobré zopakovat stfedoskol-

skou matematiku.

| K tomu poslouzim rdd ve Cviceni. I

| Mnoho Stésti a nashledanou v dalsi lekci. I

UCENI
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V ¢asti uceni najdete moje nejvypecenéjsi chi-

| Nékde to ma smysl opravovat, jinde je i to Skoda. I

| Nikdy to radé€ji nepouZivejte. I

Nékdy se chlubim pied sestfickou a pred babic-

kou, co vSechno uz umim.
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NS kluk je Sikulka. Rdda ho poslouchdm. Nesu
mu zrovna dobroty.

Bréska je poSuk, neumi ani spravné délit (dob-
roty). Mdm to s nim trdpeni.

BONUSY

Nékdy pomohu jenom ji. Na kouzla neni nikdo
lepsi. Moje nejlepsi najdete v ¢asti bonusy.

| Dik, dédo. I
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Ja se ani nemusim snazit kouzlit, vS§echno mi vy-

chazi samo.

| Ja se ani nemusim trdpit, Carovat m¢ bavi. I

Budete mi pomdhat a za to vim budu nechdvat

dobroty od babicky. O.K. ?

|

CVICENI

11

Cviceni 1:
Vyroky a mnoZiny

Problematika vyrok a mnozin ma dvé roviny.

Elementérni teorie je zndma ze stfedni Skoly. Tuto budeme pouZivat.
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Druhd rovina je pomérné narocnd, je zcela presna
a jde najit v Pravodci.

Budeme pouzivat maly a velky kvantifikator, mnoziny cisel a obvyklé véci ze stfedoskolské matematiky.
Velky Kvantifikdtor V je formulka, kterd donuti vSechny dalsi vyroky v fadé za nim (t.j. nds) slouZit do
roztrhani téla.

Musi byt totiZ ochotni ke kazdému objektu, ktery jim Velky Kvantifikator predlozi, dokdzat zbytek
tvrzeni.

Ve skutecnosti se vlastné dokazuje zbytek tvrzeni
s "parametry", které predlozi Velky Kvantifika-
tor.

VETA. "Ka kazdému vejci existuje slepice, kterd ho snesla.”

Diikaz. Velky Kvantifikdtor nachystd vejce, a zbytek tvrzeni (my) musi hledat tu Sikovnou slepici, kterd ho
snesla. Tak se mohou bavit do nekonecna ... . Pokud ovSem zbytek tvrzeni nejde dokézat pifimo, napriklad
sporem: kdyby Zadna slepice nebyla, tak by to vejce neexistovalo, spor. <

| To mi je jasné. I

Maly Kvantifikator 3 je formulka, ktera (nas) donuti hledat odpovéd’ na hadanku, kterd spociva v plat-
nosti dalSich vyroki v fadé za Malym Kvantifikdtorem.
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Musime byt Sikovni a najit, v ¢em hadanka spo-
civa.

VETA. "Existuje slepice, kterd snesla alespon dvé vejce."

Dukaz. Maly Kvantifikdtor nim zadal hddanku, my budeme bud’ hledat konkrétni superslepici, nebo mi-
Zeme spocitat vejce a slepice, pokud je pocCet vajec vetsi, mame existencni diikaz hotov. <&

Tu bych chtél.

Jak to budeme psat?

Ukédzeme priklad.

Piiklad. Vo € R : 22 > 0

Reseni. Diikaz. Mame dokdzat, 7e Vo € R : 22 > 0.

Zvolime = € R.

Pokud = > 0, pak vyndsobenim této rovnosti tou samou rovnosti dostaneme 22 > 0.
Pokud z < 0, pak vyndsobenim této rovnosti tou samou rovnosti dostaneme 2 > 0.

Probrali jsme vSechny moznosti. Tedy diikaz je hotov.

Matematicka indukce
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Zkusime piiklad na pouziti matematické in-

dukce.

Priklad. Vn € N plati n.0 = 0.

Reseni. Ditkaz. Ozna&ime T'(n) vyrok "n.0 = 0". Budeme postupovat ve dvou krocich

(i) T'(1) plati ? Zkusime ovéfit, piSeme pro n = 1 vyrok 7'(1), tedy 1.0 =70, toto plati, tedy ?7=ANO.
T(1) plati.

(i) T'(n) = T'(n+ 1) plati ?

Necht' plati T'(n) pro urité n. Zkusime ovéfit, zda plati 7'(n + 1). PouZijeme indukéni piedpoklad
0 =n.0apiSeme 0 = n.0 =n.04+ 0= (n+ 1).0. Tedy T'(n + 1) plati. ?=ANO.

Podle principu matematické indukce je dikaz hotov.

Tvrzeni i jeho dikaz je nékdy limonadka. I

vvvvvv

Vv

fesime tak, Ze pouze do nékterych ¢asti ditkazu dosazujeme t€zs{ kroky.

Je to prosté blokové schéma postupu, které se
hodi obecné.




Pokud nékdy nevime, zda néjaky vztah plati, je
tfeba ho pfi psani oznacit jako "?"a pokud se na

konci ukédze, Ze to byla pravda, tak se to zapiSe
"7=ANO".

Priklady pak vypadaji néjak takhle:
Priklad. Najdéte nejmensi IV € N tak, aby platilo

n>N=—2">n?.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze nerovnost neplati pro n = 3, dokdZzeme tvrzeni pro N = 4. To bude to
nejmensi mozné.

Postupujeme indukef.

1. Pro n = 4 tvrzeni plati.

2. Indukéni krok T'(n) = T'(n + 1) d4 trochu pocitdni. Neni obtiZny.

| Pouziv4 se kouzelnd véta 24 = 42. I

Uspé&sné vyiesil napoprvé bez chyb jenom 1 z 10.

Nic si z toho nedélejte . ..

J4 to nebyl. I

Bl il o
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Ptiklad pro radost:

Piiklad. Na kruhové draze jsou rozmistény kanystry s benzinem. Benzinu je celkové dost na to, aby bylo
mozné objet cely okruh. Existuje vZdy vhodné misto ke startu ?

¥

Necht' je k okruhu potfeba 1 hektolitr benzinu.

Reseni.

| Je to jasnacka pomoci matematické indukce. I

Tvrzeni miize napriklad znit takto: Pro n kanystra, které obsahuji dobromady hektolitr benzinu a které
jsou rozmistény na draze, existuje startovaci pozice, ze které je mozné objet okruh VE SMERU HODINO-

VYCH RUCICEK.

Zarikavadla

¥

A pak se pouZzije indukce. Je to Gpln€ jasné?

|

Uplné jasné je, Ze bych na podobném principu

rdd dostdval kapesné. Zatim mi to nikdy nevy-
staci ...

Zkusime si néjaké zarikavadlo. To jsou protivné

napsand tvrzeni.




Pfiklad. Va e RIe e RIa e RVz €eR : z € (a,a+¢e) <=z € (a—1,a+1)

v _owv

To jsou mi véci, nevypada to prilis rizove.

Reseni. Necht’ je a pevné ddno. Zvolime v = a + 1, ¢ = 2 a je hotovo.

To je jasnd informace.

|

Priklad. 3o e RVe e RVa e RIx €R : z € (a,at¢e) <=z € (a—1,a+1)

| To jsou mi véci, vypada to bledé. I

Regeni. PoloZime a = 0. Pro libovolné o € R, ¢ € Rexistuje z = a + o + € + 3333, které nelezi v
Zadném z intervald. Tedy ekvivalence plati.

To akceptuje bézny clovek jen velmi nerad. Sa-

moziejmé je to "nekaly trik", ale je to pravdivé
tvrzeni.




| Nevyfesil nikdo z 10. I

Jsem to ale kandn, to jsem je vSecky prevezl. UZ
se té$im na repete.

J4 jsem prosté moc diveéfivy. I
Priklad.

IM CcR3f: M —-RVzeR : f(2?)=1.

Reseni. Hleddme mnozinu M tak, aby existovala pravé jedna funkce s tou vlastnosti.

Ta vlastnost fika néco o hodnotach funkce f v nezdpornych bodech. Pokud by mnoZzina M obsahovala
i zdporné body, tak by tam funkce f mohla byt libovolna.

Tedy zvolime mnozinu M = [0, co). Pak existuje pravé jedna funkce f(x) = 1, kterd vyhovuje.

To neni malé vitézstvi. Pokud je to jasné, tak bla-
hopteju :-)
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Vyfesil 1 z 10.

TO jsem byl ja.

Udéldm za odménu makové buchty.

L

Priklad. Urcete mnozinu

{aeR :VzeR : |zr—2/<1= 2 —az>5}.

Tak se ukazte, myslitelé!

|

Reseni. Musi byt splnény podminka 22 — az > 5 v krajnich bodech intervalu z = 1, 2 = 3 a také ve
vrcholu paraboly (vime jaké?). To diky prubéhu kvadratické funkce staci.



| Vyfesili 2 z 10. I

| Jestli to nezkontrolujete a nedoplnite, tak ... I

Komplexni ¢isla

Pracujeme s komplexnimi ¢isly z = x + ¢y, kde 7 je komplexni jednotka.

¥

Piiklad. Najdéte obor hodnot zobrazeni f(z + iy) = 22 + iy.
Reseni. Hleddme, kterd a + ib € C jsou obrazem né&jakého = + iy € C pfi zobrazeni f. Tedy fesime
rovnici 22 + iy = a + ib s parametry a, b € R.

Je to trochu technicky narocné, protoZe vypocty

s komplexnimi Cisly nejsou vzdy "vidét".

Zkusime trochu pocitani.

Porovndme redlnou a imagindrni ¢ést a dostaneme x = ++/a, y = b, pokud a > 0. Tedy obor hodnot je

{a+ibeC : a>0}.

Vyfesili 3 z 10. I



Takhle hleddne obor hodnot c¢ehokoliv. Je to

prosté navod.

| Moje KNOW-HOW spociva ve vitaminech. I

Moje KNOW-HOW odpocivd nejradéji v posteli.

| Ned4 mi to, a tak se ddme jesté do teorie mnozZin. I
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| Ukédzeme, co je a co neni mnoZina. I

Napiiklad vyvrdtime povéru, Ze mnoZina je sou-

bor objektd s ur¢inou vlastnosti.

| Myslete si kazdy néjakou mnoZinu. I

Myslim si mnozinu A vSech mnozin. Vidite, jak
je velikd, napfiklad se sama obsahuje: A € A.
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Myslim si mnozinu B vSech mnoZin, které se ne-
obsahuji jako prvek. Jestlize B € B, tak B ¢ B,

ajestli B ¢ B, tak B € B. SPOR!!! Mdm super-

| A v tom je to zakopané. To se pravé nesmi. I

To je jako kdyZ definuji (zvolim, jmenuji) holice
jako toho Clovéka, ktery se sim neholi. Kdo pak
holi holi¢e? Holi¢ nebo neholic?

Tedy zlobi tvrzeni, které mluvi o sobé, o pravdi-
g vosti a o negovani. V kazdé teorii budou zlobit
tvrzeni typu: "Toto neni pravda.”




Abychom se tomu vyhnuli, budeme v nasi teo-
rii mluvit o mnoZinach, které dovedeme sestro-
jit, tedy prazdna mnoZina, dvouprvkovd mno-
Zina jejich podmnoZin a tak dél. Pfiddme sjedno-
ceni, dopliiky a prezijeme. Tak vybudujeme teo-
rii mnoZin tim, Ze stanovime axiomy, jak DELAT
mnoziny.

A co je tedy "mnoZina vSech mnoZin"? To neni
mnozina, ale je to vétsi objekt a fikd se mu trida.

Ale bylo to alespoii trochu adrenalinu, nez se to
takhle utnulo, neli-liz pravda?

Nez se to takto "utnulo", méla fada matematika
tézké spani.
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BTW, teorie mnozin by si zaslouzila jesté praveé
jednu obrazovku, ale nechce se mi ...

(Qg\\\

BTW, pokud piijdete s novym paradoxem, ktery

neni zaloZen na triku "Toto neni pravda.”, budu
vam fikat Superskiitek.

Konec cviceni 1.

Uceni 1:

Z analyzy vyletéli vSichni pfede mnou, vyletim
taky.

| Oni vyletéli na lenost, tebe to taky ceka. I



Na cviceni koukam a docela tomu rozumim.

KdyzZ nebudes pocitat sam, vyletis.

VI < 3

i
¥

Komutativita, to je dobry vzorecek.

1

Na kazdého existuje bi¢, ale existuje také bi¢ na

kazdého (analyza).




1
sin2A

sin? A

2sin Asin B
2 cos A cos B
2sin Asin B
2sin A cos B

sin A + sin B
sin A —sin B
cos A + cos B

cos A —cos B

Souctové vzorecky patii k povinné vybavé zale-

sdka. J4 si je nosim s sebou, abych to nekazil.

sin2 A + cos? A
2sin Acos A

1
5(1 —cos2A)

%(1 + cos2A4)

sin Acos B + cos Asin B
sin Acos B — cos Asin B
cos Acos B — cos Asin B
cos Acos B + cos Asin B
cos(A — B) — cos(A+ B)

cos(A — B) + cos(A+ B)
cos(A — B) — cos(A+ B)
sin(A — B) + sin(4 + B)
. A+ B A-B
2 sin cos
2 2
9 +B . A-B
08 sin
cos —5— 8 5
A+ DB A-B
2 cos cos
2 2
. . Bb-A
2 sin sin
2

€]
(@)

3)

“
&)
(6)
N
®
®
(10)
(11)
(12)

13)
(14)
15)

(16)
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Pro vSechny dva rtizné body ... I



| Jsi udatny v Cestiné. I

Al « alfa
B |3 beta
I' | v | gamma
Ao delta
E | € | epsilon
E | € | epsilon
Z | C zéta
H | n éta
(CININ theta
| ) idta
K| & kappa
A | XA | lambda
M| p my
N | v ny
=] ¢ ksi
O | o | omikron
Im| pi
P |p 6
X | o | sigma
T |7 tau
T | v | ypsilon
| o fi
P | @ fi
X | x chi
v |y psi
Q | w | omega

| Jsem udatny i v fectiné. I
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| Hlavné s sebou nos ¢, s tim nejdal dojdes. I

Konec uceni 1.
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