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6 OBSAH19 Øí¹e tensorù 29319.1 Co jest tensor : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29319.2 Symetrické a antisymetrické tensory : : : : : : : : : : : : : : 30619.3 Tensory v obecné relativitì : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31719.4 Spinory : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32219.5 Tensory a nezávislé jevy : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33219.6 Epilog : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 336(Text k obrázkùm na obálce viz de�nici rovnobì¾nostìnu v kapitole Pro-story plné vektorù a té¾ kapitolu Dlá¾dìní a krystaly.)Návod ke ètení tìchto skriptTexty psané antikvou této velikosti jsou urèeny i zaèáteèníkùm (tøeba ja-ko doplnìk k pøedná¹ce jednoho z autorù tohoto textu) a obsahují látku,kterou doporuèujeme studentùm v¹ech druhù studia libovolného roèníku naMFF UK. Roz¹iøující partie psané nìkdy men¹ím písmem1 a nìkdy znaèka-mi (]) resp. (~) oznaèujícími zaèátek resp. konec dotyèné þroz¹iøující partieÿjsou urèeny pokroèilej¹ím, resp. více motivovaným ètenáøùm. Ani tyto partiev¹ak nevy¾adují vìt¹í pøedbì¾né znalosti, snad kromì ovládnutí þkalkuluÿ,tzn. elementù diferenciálního a integrálního poètu { jako oblastí, které èas-to zasahují svým tématem. Skripta jsou psána dosti struènì nejen z dùvo-du þsnahy udr¾et rozsah v únosných mezíchÿ2. ®ádný pøedmìt nelze dobøeovládnout bez jistého vlastního þtvùrèíhoÿ úsilí. Partie vynechané se slo-vy þdoka¾te si samiÿ nedoporuèujeme pøeskakovat, pokud by ètenáøi nebylavìc dost jasná, i kdy¾ to tøeba je¹tì neumí zformulovat. Mù¾e se stát, ¾evynechané partie vyvolají nevoli ètenáøe pøípadnì pøání nalézt podrobnìj-¹í vysvìtlení. Uvítáme tedy jakoukoliv, nejlépe v¹ak konstruktivní, kritiku anámìty pro zlep¹ení a roz¹íøení na¹eho textu. V dal¹ích versích tohoto {zatímprovisorního{ textu se pokusíme na uvedené námìty reagovat.þVulgarisujícíÿ shrnutí a poznámky nevy¾adující zvlá¹tní vnímavost a in-teligenci jsou psány strojopisným fontem (þpro ty s pøímoèaøej¹ím chá-páním matematikyÿ3).1Koneèné rozhodnutí, které pasá¾e pojímáme jako roz¹iøující, jsme je¹tì neprovedli.2Tedy lenosti.3Co¾ mohou být i autoøi textu. V dal¹ím plánujeme uvedený typ poznámek podstatnìroz¹íøit. Niels Bohr pøi své náv¹tìvì v Moskvì v roce 1960 prohlásil, ¾e se nikdy pøed svýmistudenty nebrání prozradit, ¾e je hlupák. Perevodèik to pøelo¾il tak, ¾e se netají s tím, ¾ejsou studenti hlupáci. Kapica (mo¾ná nìkdo jiný) vtipnì replikoval, ¾e právì v tomto tkví



OBSAH 7Matice A je psána tlust¹ím písmem a matice transponovaná, komplexnìsdru¾ená, hermitovsky sdru¾ená, inversní a pseudoinversní po øadì jako AT ,A, A�, A�1 a A:. Pro vektory jsou vyhra¾ena písmena se ¹ipkou, napø. ~u.Poèítáte-li ale nìco sami, volte samozøejmì znaèení podle vlastního uvá¾ení.Poèítejte s tím, ¾e fysici obvykle pí¹í adjungovanou matici pomocí køí¾ku(Ay), komplexní sdru¾ení pomocí hvìzdièky místo pruhu (c�) a nad maticimnohý autor pí¹e støí¹ky. Pro transponovanou matici je oblíbená vlnka: eA.Grupy, tìlesa a prostory jsou psány písmem zdvojeným.Pomìrnì brzy se objeví zápis matematických formulí s dolními i hornímiindexy (pokud jde o mocnìní, lze to vyèíst z kontextu): v¹imnìte si, ¾e v èistìlineárnì algebraických pøípadech se sumuje jen podle zdvojených indexù,z nich¾ je jeden dole a druhý nahoøe (vìt¹inou v tomto poøadí), a volnéindexy mají stejnou polohu ve v¹ech èlenech na obou stranách rovností.Výjimku tvoøí napø. skalární souèin v Rnb(~x; ~y) = nXi=1 xiyi: (0.1)Správnì by se tento vzorec mìl psát ve tvarub(~x; ~y) = nXi=1 nXj=1 gijxiyj: (0.2)kde gij (tøeba gij = 1 pro i = j a gij = 0 jinak) je velièina zvaná metrickýtensor. Hodnota skalárního souèinu není nic þa priori danéhoÿ, jak uvidímepozdìji!Bezpatkové písmo v bì¾ném textu naznaèuje, ¾e právì ètete jakousi úlo-hu. Pro dùkazy je èasto voleno písmo ¹ikmé.Mo¾ná u¾ brzy zjistíte, jak jest u¾iteèná latinská a øecká abeceda.Proto je zde uvádíme (øeckou s anglickými názvy písmen).A je stan a nebo støí¹ka L je klika od døevníku,B dvì baculatá bøí¹ka. M dva stany táborníkù.C je rohlík, mìsíc, srp, N pøi¹lo M o nohu,D pùl broskve nìkdo slup'. O je koláè z tvarohu.E je høeben vylámaný, P je prapor na mávání,F semafor pochroumaný, R je ¹a¹ek pro zasmání,G je rohlík bez ¹pièky, S je zatoèený had,H postýlka Hanièky. T stoleèek { prostírat!CH je mìsíc u postele, U je mísa na knedlíky,I pravítko uèitele, V je váza z keramiky,J je obrácená hùl, Y vidlice na práèek,K snìhové vloèky pùl. Z je znaèka zatáèek.
A; � alpha N; � nuB; � beta �; � xi�;  gamma O; o omikron�; � delta �; �;$ piE; �; " epsilon P; �; % rhoZ; � zeta �; �; & sigmaH; � eta T; � tau�; �; # theta �; � upsilonI; � iota �; �; ' phiK; � kappa X; � chi�; � lambda 	;  psiM; � mu 
; ! omegarozdíl mezi kodaòskou a moskevskou ¹kolou. Autoøi se nestydí pøiznat hloupost jak uèitelù,tak studentù, projeví-li se.



8 OBSAHÚvodní poznámky k obsahu skriptPøedmìt lineární algebry tvoøí bezesporu jednu z centrálních èástí základní-ho matematického vzdìlávání na universitách. Jeho výrazná logická stavba,abstraktnost a elegance pojmù a vìt a také, pøes èetné vazby k ostatnímmatematickým disciplínám i aplikacím, znaèná sobìstaènost pøedmìtu (vesmyslu malého objemu znalostí jiných matematických disciplín bezpodmí-neènì nutných k pochopení zde studované látky) z nìho èiní ideální úvodnípøedmìt moderní matematiky.Termín þmoderní matematikaÿ je nutno v této souvislosti trochu vy-svìtlit. Nejde ji¾ samozøejmì vùbec jen o þvy¹¹í matematikuÿ s ponìkudhypertrofovaným dùrazem na klasický in�nitesimální poèet. Uvìdomme si,¾e jinak dokonalé knihy tøeba Jarníkovy zrcadlí (nejen místy ji¾ archaic-kým zpùsobem vyjadøování) dobu svého vzniku { která je souèasné generacistudentù vzdálena srovnatelnì s dobou Bolzano-Cauchyho.Moderní matematiku v souèasnosti charakterisuje ji¾ nejen abstraktnostpøístupu, snaha o logickou jasnost výstavby pøedmìtu, lakoniènost vyjadøo-vání (co¾ jsou pøevládající trendy matematiky 20.století), ale také, zvlá¹tìv posledních desetiletích, opìtný návrat k interakcím s fysikou a ostatnímipøírodními vìdami. Poslední trend ov¹em nepùsobí je¹tì tak dlouho, aby sestaèil odrazit v pøevá¾né vìt¹inì stávajících uèebnic, od obecné ¹koly poèí-naje, ovlivnìných více ne¾ padesátiletou þodlukouÿ matematiky od fysiky(zapoèatou rozvojem disciplín jako je teorie mno¾in, topologie a abstraktníalgebra a vrcholící v díle Bourbakiho).Zkrátka øeèeno, nyní je opìt þv módìÿ svazovat abstraktní matematickékonstrukce s reálným svìtem souèasné fysiky (a dal¹ích vìd). Pisatelé tìchtoskript patøí k tìm, jim¾ uvedená móda vyhovuje mnohem více ne¾ døívìj¹ístav.Neèiníme si, samozøejmì, nárok na zvlá¹tní originalitu. Kupøíkladu, ani¾bychom se sna¾ili opisovat napø. knihu [1], je jasné, ¾e tato kniha (a samozøej-mì té¾ kniha [0]) znaènì ovlivnila obsah uvedených skript (a doporuèujemeji k pøeètení èi alespoò seznámení se s ní ambicióznìj¹ím studentùm). Ji-nak je vhodné pøipomenout, ¾e o pøedmìtu lineární algebry existují desítkyknih, skript, uèebních textù, a to i v èe¹tinì, a dal¹í vycházejí. Doporuèujemeètenáøi alespoò zbì¾né seznámení napøíklad s existujícími skripty lineární al-gebry autorù Vopìnky [2], Goralèíka [3], Beèváøe [4] a dal¹ích. (Je pouènési pøeèíst tøeba jen úvody k tìmto knihám dokumentující, jak rùzné osob-nosti pøistupují odli¹ným zpùsobem ke zdánlivì stejným tématùm.) Seznámíse tak trochu i s historií pøedná¹ení tohoto pøedmìtu na MFF UK. Skripta



OBSAH 9[2] byla napøíklad psána v dobì þvrcholící odlukyÿ matematiky od fysiky,kdy geometrie (speciálnì projektivní geometrie) byla málem nazírána jakoji¾ þmrtvá disciplínaÿ, její¾ znalost v¹ak mù¾e být vhodná jako þprùpravak jiným, dùle¾itìj¹ím oborùm matematikyÿ.Posice geometrie se ov¹em za posledních dvacet let radikálnì promìnila:Nyní je geometrie v centru souèasného matematického dìní { co¾ dosvìd-èuje i poèet tzv. Fieldsových medailí (analogie Nobelovy ceny, která {jakznámo{ není v matematice udìlována). LA je samozøejmì do znaèné mírytaké úvodem k tomuto pøedmìtu.LA je v¹ak také stavebním kamenem kvantové mechanice, teorii pravdì-podobnosti, teorii diferenciálních rovnic, lineárnímu programování, ekonomii: : : , jak èasem uvidíme, a té¾ úvodem do moderní analýzy, pøesnìji do pøed-mìtu zvaného þfunkcionální analýzaÿ.Je obdivuhodné, jak mnohé pojmy LA mají kromì své vnitøní elegan-ce (která samozøejmì není utajena autorùm [2], [3], [4], : : : ) té¾ rùznorodéaplikace a vazby na dal¹í matematické obory. Tento aspekt je v uvedenéliteratuøe témìø zcela zanedbáván. Napøíklad pojem operátoru je jednímz nejvhodnìj¹ích východisek k formulaci kvantové mechaniky, pojem expo-nenciály matice je základním prostøedkem popisu evoluèních rovnic (tzn.systémù vyvíjejících se v èase).Weyl ve svém nekrologu o Hilbertovi øekl mimo jiné: þ: : : do¹lopak navíc k jistému zázraku: ukázalo se, ¾e teorie spektra Hilber-tových prostorù4 je odpovídajícím matematickým prostøedkemnové kvantové fysiky, zavedené Heisenbergem a Schr�odingeremr.1925.ÿZdaleka nejen do LA patøí zásadní pojem grupy, slou¾ící mj. k mate-matickému zkoumání pojmu symetrie. (S pojmem grupy se seznámíme naèetných pøíkladech; samotná teorie grup v¹ak v tìchto skriptech není obsa-¾ena.)Tato skripta jsou zápiskem pøedná¹ek lineární algebry pro první roèníkfysiky, konaných pùvodnì víceménì dle Kopáèkových skript, pøedná¹ek, je¾postupnì doznaly zmìn a roz¹íøení hlavnì smìrem k aplikacím.) Jsou þnul-týmÿ pokusem o text, který v èeské literatuøe o pøedmìtu LA zatím víceménìchybí. Obsahují jistì veliké mno¾ství chyb, snad pøevá¾nì tìch nepodstat-ných. Jsou psána (pro leckoho a¾ pøíli¹) struènì, nebo» nechtìjí suplovatexistující texty. Mìla by být, alespoò v zásadì, sobìstaèná,5 aby ètenáø ne-4Tzn. nekoneènìdimensionálních prostorù se skalárním souèinem.5Viz napø. tabulku na stranì 7.



10 OBSAHmusel hledat podstatnou informaci jinde.Na druhé stranì vøele doporuèujeme ètenáøi, aby èerpal dal¹í informacez n e j r ù z n ì j ¹ í c h zdrojù. Vede to témìø v¾dy k lep¹ímu pochopení(tak jako je v¾dy lep¹í komunikovat s více lidmi { úplné hlupáky ov¹emvyjímaje { ne¾ stále sly¹et jeden, by» i konsistentní, názor). Ní¾e uvádímeseznam nìkteré základní literatury. Cílem této knihy je více polo¾it dùrazna s o u v i s l o s t i LA s ostatní matematikou (resp. alespoò na ty, kteréjsou bli¾¹í autorùm textu) ne¾ na pøedmìt takøíkajíc þsám o sobìÿ.Také jsme se sna¾ili soustøedit nìkterá fakta, která jsou sice dobøe známaznalcùm specialisovaných oborù, tzn. patøí do jakéhosi obecného þfolklóruÿdaných oborù a která tedy ¾ádnému specialistovi nestojí za zformulování u¾proto, ¾e to pøece v¹ichni (experti) znají { která ale naopak bývají neznámáobecnému (i matematickému) publiku a nevyskytují se v úvodních textech(ba nìkdy ani v monogra�ích). Pøíkladem budi¾ tøeba Feynmanùv integ-rál, podmínka detailní rovnováhy z teorie Markovských procesù, ale i taktriviální vìc, jakou je výpoèet objemu k-rozmìrného rovnobì¾nostìnu v n-rozmìrném prostoru (co¾ mù¾e být pro ryzího þalgebraikaÿ vìc þle¾ící mimojeho zájemÿ a ryzímu þanalytikoviÿ se to mù¾e jevit jako triviální cvièení navìtu o substituci èi plo¹ný integrál.Jinak øeèeno, text se obrací ke ètenáøi libovolného roèníku napø. fysiky,který nebude ani specialistou analytikem, ani specialistou algebraikem, alecítí potøebu porozumìt nìkterým základním vìcem { tøeba poèítání obje-mù èi plo¹ných obsahù mnohostìnù: : : { a u teoretických konstrukcí oceòujenejen jejich krásu, ale je¹tì radìji jejich n e p o s t r a d a t e l n o s t v roz-voji matematicko-fysikální gramotnosti. Rádi bychom ètenáøe pøesvìdèili, ¾evìt¹ina konstrukcí uvedených v této knize vyhoví tomuto po¾adavku.Dal¹í doporuèená literatura pro studenty fysikyDo doby zdokonalení tìchto skript lze je¹tì doporuèit standardní skriptaKopáèkova (podle nich¾ byla koneckoncù uvedená pøedná¹ka zpoèátku or-ganisována) Matematika pro fyziky II,IV. Sbírka pøíkladù (Kopáèek a kolek-tiv) je nezbytným doplòkem (do doby, ne¾ zaøadíme odpovídající pøíklady ido pøedkládaných skript) ka¾dého studenta LA/fys. O sbírce pøíkladù Pro-skurjakov lze øíci toté¾ co o její paralele v oblasti analýzy (Dìmidoviè). Obìsbírky obsahují veliké mno¾ství (nìkdy velice zajímavých i tì¾kých a dùle-¾itých) pøíkladù a pøes svoji zastaralost (vznikaly v 50.letech a døíve) jsouzatím nenahraditelné pro vá¾nìj¹í zájemce. Z velikého mno¾ství dal¹í litera-



OBSAH 11tury lze ostatní literaturu v jazyce èeském doporuèit jen jako doplòkovou,nebo» vìt¹inou nepokrývá v¹echny partie, na které se klade dùraz v tìchtoskriptech (platí to samozøejmì i obrácenì).Kromì knihy Kostrikina a Manina doporuèujeme základní a dnes ji¾klasickou uèebnici Souèasná geometrie, pøelo¾enou i do angliètiny.Výbìr látky v pøedlo¾eném textu je samozøejmì ovlivnìn subjektivnívolbou autorù (nealgebraikù!); uveïme alespoò heslovitì nìkterá základnítémata, která k lineární algebøe také patøí a informaci o nich¾ by ètenáø zdemarnì hledal.Jde pøedev¹ím o numerické aspekty lineární algebry (co¾ je samostatnýobor velké praktické dùle¾itosti), dále o soustavnìj¹í informaci o a�nní a pro-jektivní geometrii (a o lineárním programování), o teorii perturbace spektralineárních operátorù (uveïme alespoò knihu [11]). Také nìkteré þèistì lineár-nì algebraickéÿ partie jsou asi pojednány ménì ob¹írnì, ne¾ bývá zvykem.U tématu tak standardního, jako je LA, nemá smysl se sna¾it o pøíli¹nouoriginalitu výkladu. Na druhé stranì nìkteré roz¹iøující partie nemají v¾dy{ pokud je nám známo { odpovídající analogii v bì¾né (i cizojazyèné) kni¾níliteratuøe.Zmínìná a nìkterá dal¹í literatura0. Jiøí Kopáèek: Matematika pro fyziky I, II, III, IV a pøíklady k nim I-IV1. A. I.Kostrikin, J. I.Manin: LA i geometrija, Moskva 19862. Petr Vopìnka: Lineární algebra a analytická geometrie, 1964, skripta UK3. Pavel Goralèík: Úvod do lineární algebry, 1978, skripta UK4. Jindøich Beèváø: Lineární algebra I, II, 1980, skripta UK5. Ladislav Bican: Lineární algebra, 1980, skripta UK6. B. A.Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P.Novikov: Souèasná geometrie, I.díl,Moskva 1979, 19867. G. Birkho�, S.MacLane: Algebra, Bratislava 19788. Israel M.Gelfand: Lekce z lineární algebry6, Moskva 19669. Vladimír Koøínek: Základy algebry, z této knihy se uèili po desetiletí va¹idávní pøedchùdci, Praha 195410. Leo Boèek: Tensorový poèet, Praha 197811. Tosio Kato: Perturbation Theory , Springer-Verlag 19866Tato kniha samozøejmì representuje pouze nepatrný zlomek rozsáhlého díla jednohoz nejvìt¹ích matematikù 20. století. Také na legendárním Gelfandovì semináøi (který trváod podzimu roku 1943 a¾ dodne¹ka, poslední léta ov¹em na Rutgersovì universitì v USA)je lineární algebra (a potenciálnì celá matematika) stále pøítomna.



12 OBSAH12. Michael B.Green, John H. Schwarz, Edward Witten: Superstring theory,Cambridge University Press 198713. I. V. Proskurjakov: Sbírka úloh z LA, Moskva, 198414. Jiøí Formánek: Úvod do kvantové teorie, Academia 198315. Ale¹ Pultr: Skripta k pøedná¹ce pro 1. a 2. roèník informatiky, 199516. Ladislav Koubek: Úvod do anal. geometrie a algebry, 1965, skripta UK17. Gilbert Strang: Linear Algebra and its Applications, Academic Press1976718. Nicolas Bourbaki: Algebra, Paris 1959, je to opìt literatura pro nároèné;obsahuje v¹ak i historické poznámky o pøedmìtu lineární algebry19. Jozef Kvasnica: Matematický aparát fyziky, Academia, Praha 198920. Jiøí Blank, Pavel Exner, Miroslav Havlíèek: Lineární operátory v kvan-tové fyzice, Praha, Karolinum 199321. L.Krump, V. Souèek, J. Tì¹ínský: Úvod do analýzy na varietách, v pøí-pravì, vyjde 199722. Marjorie Senechal: Quasicrystals and geometry, Cambridge UniversityPress, 1995Jeden citát pro kurá¾ na závìr úvoduJeden z tvùrcù kvantové mechaniky R. Jost vzpomíná na vznik kvantovéteorie pole, matematicky víceménì nerigorosní, av¹ak úspì¹né fysikální teorie{ podle knihy Simon-Reed: Metody souèasné matematické fysiky:In the thirties, under the demoralizing inuence of quantumperturbation theory, the mathematics required of a theoreticalphysicist was reduced to a rudimentary knowledge of the Latinand Greek alphabets.A budete-li mít nìkdy pøi èetbì textu pocit, ¾e jste se s nìjakým pojmem(který právì potøebujete) je¹tì nesetkali, pou¾ijte rejstøík!7Velmi roz¹íøená americká uèebnice (\for handicapped students", citujeme-li postesk-nutí jednoho z u¾ivatelù této knihy nad úrovní amerických studentù, kterým pøedná¹el: : : )
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14 OBSAH
Poznámka k 2. vydání skriptV novém vydání skript jsou opraveny zji¹tìné chyby a pøeklepy; je té¾ pøidánonìkolik drobných dodatkù.Nìkteré z partií textu { zvlá¹tì z tìch, chápaných jako þroz¹iøujícíÿ (proètenáøe libovolného roèniku èi vìku) by si mo¾ná zaslou¾ily pøepracování èidoplnìní. Tyto partie v¹ak obvykle netvoøí souèást úvodních kursù. Mnohéèásti textu (a nejen ty vymezené symboly (]) a (~)) mohou tedy naopak býtpøi èetbì vynechány.To lze doporuèit zejména ètenáøi bez speciálního zájmu o fyzikální apli-kace (jako jsou mnozí studenti kursù matematiky a informatiky). Minimálnísmysluplnou podmno¾inu textu mohou pak tvoøit napø. (místy mírnì okle¹-tìné) kapitoly 1, 3 { 8, 17 plus rudimenty kapitol 2, 9, 11, 13, 15, 16, 19.(Konzultujte pøitom obsah knihy; popø. i strom závislosti na str. 26).Z hlediska oborù, jako je èistá algebra a informatika, ov¹em ve skriptechmnohé základní vìci stále chybí (jako tøeba dùkladnìj¹í zmínka o jinýchtìlesech ne¾ je R èi C , speciálnì o koneèných tìlesech) a dùraz je místypolo¾en jinam, ne¾ by potøeby tìchto oborù vy¾adovaly. Z dal¹ích význaènýchaplikací LA zde pak chybí napø. jakákoliv informace o teorii lineárních kódù.Av¹ak samotný fakt, ¾e lineární algebra má podstatný dopad i jinde ne¾v sobì samé, je snad ilustrován dostateènì i tak.Poznámka k 3. vydání skriptKrátký termín od rozebrání pøedchozího vydání do pøípravy nového tiskuneumo¾nil udìlat plánované podstatnìj¹í zmìny a doplòky; bylo pouze opra-veno nìkolik dal¹ích zji¹tìných chyb a pøidáno jedno cvièení. Do budoucnaplánujeme roz¹íøení kní¾ky m.j. o obsáhlej¹í soubor øe¹ených pøíkladù. Jaké-koliv námìty k dal¹ímu vydání jsou vítány.Pøi adaptaci textu 3. vydání LaTEXem nám poskytl velmi efektivní arychlou pomoc student 2. roèníku Michal Belda; patøí mu ná¹ vøelý dík!



Kapitola 1První seznámenís pøedmìtemAbstraktnost, logická výstavba a universálnost pou¾ití pojmù LA jsou rysytéto teorie, které zaèáteèník sotva ocení ihned. Ve snaze probudit jeho mo-tivaci a pomoci mu pøenést se pøes poèáteèní abstraktní partie bez zjevnýchaplikací uvedeme hned teï nìkteré pøíklady situací, pøi jejich¾ zkoumánípøedmìt LA vyrostl a k jejich¾ popisu jsou pojmy a vìty LA u¾iteènýmnástrojem (jak èasem uvidíme).Podnikneme zde krátkou úvodní exkursi do problematiky:1. øe¹ení soustav lineárních rovnic2. výpoètu objemù (pozdìji i povrchù)3. vyu¾ití symetrií pøi zkoumání pravidelných tìles.Zmíníme se té¾ o metodì þlinearisaceÿ jako klíèové ideje mnohých pøí-rodních vìd.Potøebný nadhled nad (1) bude pozdìji poskytovat teorie lineárních pro-storù, nad (2) teorie determinantù a antisymetrických tensorù a nad (3)teorie grup.1.1 Gaussova eliminaceSeznámíme se krátce s touto základní metodou øe¹ení soustav lineárníchrovnic. Soustavu m rovnic o n neznámýcha11x1 + : : :+ a1nxn = b115



16 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEM... (1.1)am1x1 + : : :+ amnxn = bmbudeme zapisovat pomocí tabulky, tzv. matice (podrobnìji budeme pozdìjimluvit o roz¹íøené matici soustavy)0B@ a11 � � � a1n b1... . . . ... ...am1 � � � amn bm 1CA : (1.2)Vzpomeòme si nyní, jak jsme øe¹ili soustavy dvou rovnic na støední ¹kole:þvypoèítámeÿ z 1.rovnice x1 = 1a11 (b1 � nXi=2 a1ixi) (1.3)a dosadíme do dal¹ích rovnic. V øeèi matic to mù¾eme pøehlednìji vyjád-øit takto (promyslete): odeèteme vhodný násobek 1.øádku od ostatních øád-kù tak, abychom dostali novou, þekvivalentníÿ matici (dávající soustavu sestejným øe¹ením jako døíve), mající pod èlenem a11 samé nuly.0BBBB@ a11 a12 � � � a1n b10 ~a22 � � � ~a2n ~b2... ... . . . ... ...0 ~am2 � � � ~amn ~bm 1CCCCA ; (1.4)kde ~a22 = a22 � a21a11 a12 atd.Pokud je a11 = 0, musíme postup modi�kovat: pøehodíme poøadí rovnic.Nelze-li ani takto docílit a11 6= 0, tzn. celý první sloupec matice je nulový,mù¾eme zøejmì volit x1 libovolnì a fakticky potom øe¹íme pouze soustavus maticí 0B@ a12 � � � a1n b1... . . . ... ...am2 � � � amn bm 1CA : (1.5)Analogicky pokraèujeme dále { vynulováním sloupce pod ~a22 (pokud lzedocílit ~a22 6= 0; jinak volíme x2 libovolnì a x1 na závìr vypoèteme z prvnírovnice poté, co jsme urèili x3; : : : ; xn ze zbývajících rovnic) atd. Uvedeným



1.1. GAUSSOVA ELIMINACE 17postupem dospìjmeme nakonec k þekvivalentníÿ matici (vedoucí k tému¾øe¹ení) tvaru (promyslete podrobnìji, procviète na konkrétních pøíkladech)0BBBBBBB@ � ::: ::: ::: ::: ::: �� ::: ::: ::: ::: �� ::: ::: ::: �� ::: �����
1CCCCCCCA (1.6)

kde køí¾ky (�) oznaèují zaruèenì nenulové prvky { nìkdy zvané pivoty (je-jich¾ pøíli¹ná malost by ov¹em nepøíznivì pùsobila na numerickou pøesnostvýsledku1), od nich¾ nalevo jsou samé nuly, stejnì tak jako nalevo od ¹krt-nutým trojúhelníkem oznaèených prvkù na pravé stranì, tak¾e je-li nìkterýz prvkù oznaèených �� nenulový, soustava zøejmì nemá øe¹ení. Jinak pí¹emeobecné øe¹ení soustavy (1.6) a tedy i obecné øe¹ení výchozí soustavy takto:Nech» poslední øádek, v nìm¾ existuje nenulový èlen, je v poøadí k-tý,nech» ~akl je pøíslu¹ný pivot, tedy zleva první takovýto èlen. (Nebudeme ji¾psát dal¹í vlnovky.) Promìnné xl+1; : : : ; xn volíme nyní libovolnì; promìn-nou xl dopoèteme z rovnice~aklxl + ~ak;l+1xl+1 + : : :+ ~aknxn = ~bk: (1.7)Dal¹í postup þsmìrem nahoruÿ je analogický, ètenáø si ho zkusí promysletsám! (Promìnné xj , u nich¾ se nikdy nevyskytne þpivotníÿ koe�cient typu�, libovolnì volíme; ostatní promìnné xj postupnì (pro klesající indexy)dopoèítáváme z rovnic ~aijxj + nXk=j+1 ~aikxk = ~bi; (1.8)kde ~aij je þpivotníÿ koe�cient.)1Naèrtli jsme jen nejzákladnìj¹í schema metody, která je ¹iroce pou¾ívána a její¾ pou¾itímá mnoho dal¹ích, zvlá¹tì numerických, aspektù, kterými se zde vùbec nezabýváme.



18 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEM1.2 Øe¹ení soustav rovnic a objemy tìlesOmezíme se pro názornost na pøípad tøí rovnic pro tøi neznámé. Oznaèmes1; s2; s3 sloupce matice0B@ a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 1CA ; tedy s1 = 0B@ a11a21a31 1CA atd. (1.9)Chceme øe¹it soustavu napsanou ve vektorovém tvaru takto:x1s1 + x2s2 + x3s3 = b kde b = 0B@ b1b2b3 1CA : (1.10)Pro jakékoli tøi vektory a; b; c 2 R 3 = R �R �R zaveïme oznaèení V (a; b; c)pro objem rovnobì¾nostìnu R vymezeného vektory a; b; c tzn. tìlesa tvaruR(a; b; c) = fv = x1a+ x2b+ x3c jxi 2 (0; 1)g: (1.11)Podle známého vzorce pro objem (þzákladna krát vý¹kaÿ) snadno ovìøímeplatnost vztahù { (za b dosadímePxisi, promyslete a nakreslete si, co zname-ná, ¾e vý¹ka nemìní svou velikost pøi pøechodu od rovnobì¾nostìnu R(s1; s2; b)k rovnobì¾nostìnu R(s1; s2; x3s3))V (s1; s2; b) = x3V (s1; s2; s3) (1.12)(a podobnì pro x1; x2.) Tedy platí vzorecx3 = V (s1; s2; b)V (s1; s2; s3) : (1.13)Jde o Cramerovo pravidlo, s ním¾ se setkáte v kapitole o determinantu.1.3 Výpoèet objemu pravidelného dvacetistìnuU¾ Pythagorejci mìli za emblém pravidelný pìtiúhelník, obrazec, jeho¾ po-divuhodné vlastnosti byly skryty obyèejným smrtelníkùm (a nìkteré z nich isamotným Pythagorejcùm, jak uvidíme pozdìji v kapitole o Penroseovì po-krytí) a jeho¾ zkoumání musí pøedcházet studiu dvacetistìnu. Uvidíme, jaksymetrie pomáhá v øe¹ení této úlohy.



1.3. VÝPOÈET OBJEMU PRAVIDELNÉHO DVACETISTÌNU 19Spoèteme nejprve èíslo x = cos 2�=5 = cos 72�. Pohledem na pravidelnýpìtiúhelník s jednotkovými vektory ~ei6����1PPPPi JJJĴ



�
~e1 ~e2~e3~e4~e5 Cvièení. Nakreslete podobnou hvìzdici,ov¹em z vektorù ~e1 + ~e2 a podobnì.Kolikrát vìt¹í rozmìry bude mít, tj. kolik jek~e1 + ~e2k = k~e1k ?zjistíme, ¾e (odùvodnìte podrobnì; v¹imnìte si, ¾e ve výrazu ní¾e pracujemecelkem s pìtadvaceti dvojicemi vektorù, z nich¾ deset je þblízkýchÿ, jako napø.1 a 2, a deset je þdalekýchÿ, jako napø. 1 a 3)20 = k~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4 + ~e5k2 = 5 + 10 cos 2�5 + 10 cos 4�5 = (1.14)= 5 + 10x+ 10(2x2 � 1); (1.15)tedy x = 14(p5� 1) = �2 , kde � je tzv. zlatý øez3� � 0:618; �2 + � = 1 èili ��1 = � + 1: (1.16)O þmagickýchÿ vlastnostech tohoto èísla se lze pouèit v knihách o teorii èísel.Podobné pozorování platí i pro pravidelný dvacetistìn, mající jak známo12 vrcholù, které dále ztoto¾níme s vektory ~e1; : : : ~e12 vycházejícími z poèát-ku ve støedu tìlesa. Doporuèujeme zapùjèit si nebo lépe sám si vyrobit zmínìnýdvacetistìn.Dva vrcholy dvacetistìnu toti¾ buï splývají, nebo jsou protilehlé a nebojsou v posici þblízkéÿ èi þdalekéÿ, pøièem¾ obou druhù dvojic je po tøice-ti; ka¾dý z dvanácti vrcholù má pìt þblízkýchÿ sousedù a stejnì tak pìtþdalekýchÿ, souèin v¹ak dìlíme dvìma, abychom nezapoèetli ka¾dou dvoj-ici dvakrát. Jeliko¾ k~e1 + : : :+ ~e12k = 0, lehce ovìøíme, ¾e cos' se li¹í jen2Nezapomeòte, ¾e cos 2� = 2 cos2 �� 1.3Zlatý øez se vykládá jako pomìr stran obdélníka, který jde rozdìlit na jemu podobnýobdélník a ètverec. Nedivte se, ¾e mnohý autor míní zlatým øezem pøevrácenou hodnotu� 1:618. Zlatý øez je také (doka¾te) limitou pomìru sousedních èlenù Fibonacciho po-sloupnosti, v ní¾ je ka¾dý èlen souètem pøedcházejících dvou: 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34 : : :



20 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEMve znaménku, oznaèuje-li ' úhel mezi dvìma body þblízkéÿ resp. þdalekéÿdvojice vrcholù ~ei;~ej . Spoèteme tento úhel ' mezi blízkými vrcholy:Volme oèíslování dvanácti vrcholù tak, aby vektor~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4 + ~e5 (1.17)byl kladným násobkem ~e6. Pak je (ovìøte!)k~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4 + ~e5k2 = 5 + 10 cos'� 10 cos' (1.18)(v dané pìtici je pìt blízkých a pìt dalekých dvojic). Z druhé strany, zpro-jektujeme-li ~e1; : : : ;~e5 do ~e6, platík~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4 + ~e5k2 = (5 cos')2 = 25 cos2 ': (1.19)Tedy cos' splòuje rovnici25 cos2 ' = 5; tedy cos' = 5�1=2 (1.20)a objem ji¾ pomìrnì snadno dopoèteme (proveïte!).Cvièení. Spoètìte i objemy dal¹ích pravidelných (Platónových) tìles proznámou vzdálenost vrcholù od tì¾i¹tì. Tìmito tìlesy jsou ètyøstìn, krychle,osmistìn a dvanáctistìn; dvanáctistìn má pìtiúhelníkové stìny.Nìkolik poznámek o principu linearisaceLinearisujeme-li problémy þjednéÿ nezávislé promìnné, dostáváme z hlediskaLA objekty vcelku triviální, toti¾ jednorozmìrné. Tedy LA nemá pøíli¹ co øícike klasickému in�nitesimálnímu poètu jedné promìnné.Jiná situace nastane pøi zkoumání funkcí více promìnných. Tam u¾ vìt-¹ina význaènìj¹ích tvrzení má své lineárnì algebraické þjádroÿ; pokud by seLA vyuèovala jen jako pomocník pro analýzu, bylo by logiètìj¹í s algebrouzaèít a¾ v letním semestru 1.roèníku. I v analýze usly¹íte mnoho o pojmu,který se de�nuje jako þlineární zobrazení: : : ÿ, toti¾ o diferenciálu.Mnohé fysikální zákony (Hookùv, Ohmùv: : : ) jsou linearisovanou versízákonù pøesnìj¹ích, o to v¹ak slo¾itìj¹ích, toti¾ nelineárních. Nejpozdìji za-nedlouho uvidíte, ¾e celé fysikální teorie (nerelativistickou mechaniku) lzechápat jako þlinearisované verseÿ teorií úplnìj¹ích (teorie relativity).Na závìr jedna odstra¹ující poznámka. þLinearisovanéÿ obrázky, jakograf ní¾e zobrazující typický záznam zmìn prùmìrných roèních teplot v ob-dobí 10 000 let,



1.3. VÝPOÈET OBJEMU PRAVIDELNÉHO DVACETISTÌNU 21d d d d d c
které èasto tvoøí gra�cký doprovod nejrùznìj¹ích zkoumaných situací (a»u¾ jde o kolísání cen akcií na burse, zápis teploty pacienta nebo cokoli ji-ného) svìdèí obvykle o nevelké matematické gramotnosti autora. Máme-lik disposici jen údaje oznaèené koleèkem, jsou domalované lineární spojnicemezi nimi jenom pøeká¾ejícím balastem. Kritický u¾ivatel dané informace bymìl tyto lineární spojnice nejdøíve umazat (a teprve poté si pøípadnì mù¾epolo¾it otázku, jaký typ køivky je vhodné prolo¾it danými daty { èi þpodélnichÿ).Linearisovat problémmá toti¾ smysl, jsou-li namìøené hodnoty rozprostøe-ny þdostateènì hustìÿ (vzhledem k rychlosti zmìny derivace zkoumané zá-vislosti).Jako pøíklady extrémnì chaotických funkcí vzpírajících se i pøi znaènìhustém výbìru mìøených dat rozumné linearisaci uveïme nedávno publiko-vaný graf zmìn prùmìrné roèní teploty ve ètvrtohorách (získaný r. 1993 nazákladì mìøení prùøezu grónského ledovce), kde vhodný krok pro linearisaciproblému neèiní miliony ale pouhé desítky let(!) èi { v jiné ¹kále { grafyrùzných elektrických potenciálù a jiných (i nefysikálních) èasových velièinpopisujících èinnost mozku (linearisovat a tudí¾ jednodu¹e predikovat tøebapromìny nálad nìkterých psychicky nevyrovnaných osob se jeví jako mar-né sna¾ení nìkdy i v rozmezí pouhých vteøin(!); k porozumìní takovýmtopromìnlivým velièinám je lépe opøít se o poznatky z teorie chaosu èi sta-cionárních náhodných procesù). Krátce, situace, kdy pøedlo¾ené údaje majíþhustotu nedostateènou pro rozumnou linearisaciÿ, jsou velmi èasté. Doplòu-jící údaje buï nemáme, nebo se domníváme, ¾e je nepotøebujeme { a návykze ¹koly kreslit pøímky þjako podle pravítkaÿ mù¾e pøesto pøetrvávat.44Autorùm se bohu¾el nepodaøilo v této �lipice proti lomeným èarám být dùslednými:pøi kreslení chaotického grafu nahoøe byl pou¾it program TEXCad, prokládající lomenou



22 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEMPro nerozumné u¾ivatele èehokoliv (a» je to tu¾ka a pravítko, LA, statis-tika èi jiná partie matematiky) platí, ¾e nejlépe by bylo jim dotyèný nástrojzcela utajit.Poznámka. Ponìkud ra�novanìj¹ím zpùsobem linearisace je þpreparacedat metodou integrálních souètùÿ. Ta je zalo¾ena na pomìrnì prosté my¹-lence { ¾e toti¾ primitivní funkce tøeba i k velmi þdivokéÿ funkci { jakona pøedchozím obrázku { u¾ vypadá podstatnì þhladèejiÿ, tak¾e pøikládatpravítko ke grafu primitivní funkce u¾ smysl mít mù¾e (vezmeme-li pak pri-mitivní funkci je¹tì jednou, bude situace je¹tì lep¹í!)Výrok typu þgraf rosteÿ má pak u¾ dobrý smysl (jenom¾e je zase obtí¾-nìj¹í øíci, èeho ¾e graf to vlastnì roste). Nejvìdeètìji daná metoda vypadá,pøièteme-li k pùvodnì zkoumané funkci konstantu tak, aby støední hodnotabyla rovna nule na daném intervalu. Primitivní funkce pak þmù¾e zaèínat ikonèit v nuleÿ, tzn. vypadá obvykle u¾ jako þlukÿ, popøípadì má tìch ohybùtrochu více. A u¾ lze èinit závìry typu: od roku 1770 do roku 1850 se klimaoteplovalo, pak ochlazovalo do roku 1910, pak zase : : :Úvodní poznámka o funkcionální analýzePou¾ití LA na nejrùznìj¹í problémy pøírodních vìd ve smyslu pøedchozí po-známky se dá shrnout do þheslaÿ: místo slo¾ité funkcef(x1; : : : ; xn) (1.21)zkoumejte její linearisaci v okolí daného bodu v Rn.Toto v¹ak není jediný zpùsob, jak LA vstupuje do jiných partií mate-matiky. Takto LA bìhem 19.století vznikla, av¹ak pou¾ití uvedeného typuji¾ netvoøí nejpodstatnìj¹í èást toho, jak LA interaguje se zbytkem mate-maticky nyní. Vy¹¹í stupeò abstrakce nabízí disciplína zvaná funkcionálníanalýza. Ta pracuje s vícerozmìrnými lineárními objekty (jako rùzné ne-koneènìrozmìrné prostory funkcí) s pou¾itím þnázornýchÿ pojmù známýchz geometrie euklidovského prostoru. Tento pøístup je velmi u¾iteèný i prozískání potøebného nadhledu nad takovou partií, jako je klasický diferenciál-ní a integrální poèet. Pojmy funkcionální analýzy tvoøí i základ soudobéhojazyka kvantové teorie. Z tohoto a dal¹ích dùvodù budeme postupnì ètenáøiþvnucovatÿ funkcionálnì-analytické my¹lení i tam, kde by to zpoèátku anièáru zvolenými body grafu: : :



1.3. VÝPOÈET OBJEMU PRAVIDELNÉHO DVACETISTÌNU 23neoèekával. Uvidí tøeba, ¾e nìkteré èásti analýzy vypadají z pohledu LA po-nìkud jinak a leckdy i jednodu¹eji { napø. Taylorùv vzorec jako exponenciáladerivace. Uvidí elegantní popis situací jako je napø. teorie øe¹ení soustav li-neárních diferenciálních rovnic prvého øádu s konstantními koe�cienty, kdebez znalosti LA (Jordanova tvaru) nelze problému vùbec porozumìt, pokudporozumìním míníme více ne¾ nauèení se þkuchaøceÿ odnìkud þspadlýchÿpøedpisù.Dal¹í poznámky o pøedmìtuLA je mnohem mlad¹í ne¾ tøeba analýza. Zatímco jádro klasického þkal-kuluÿ vzniklo v 17. a 18.století, nìkteré zcela základní pojmy LA vzniklyani ne pøed sto lety, a partie LA blízké svým pojetím funkcionální analýzejsou jenom pár desítek let staré. (Nìkteré je¹tì ani nepronikly do mnohastandardních uèebnic.)Souèasný bouølivý rozvoj geometrie v souvislosti s teoretickou fysikou jis-tì dále obohatí obsah pøedmìtu LA v blízké budoucnosti; srovnatelnì rychlýrozvoj (relativnì vzhledem k historickému období) v analýze probìhl napos-led snad nìkdy v osmnáctém století. . .Znamená to také snad, ¾e LA teprve èeká období zpøesòování a pøebu-dování jejich základù v analogii s prací Bolzana, Cauchyho,: : : v základechanalýzy? Asi nikoliv, co¾ je dáno také odli¹nou povahou obou pøedmìtù:v algebøe v jistém smyslu þnení co zpøesòovatÿ a cesta od názorného argu-mentu èi úspì¹né formální manipulace k precisnímu dùkazu je zde mnohempøímoèaøej¹í ne¾ v analýze.Pøirovnejme analýzu resp. algebru k dvìma následujícím dìtským èin-nostem: stavení hradu z písku (analýza) a sestavení hodin ze stavebnice(algebra). Výrok þhrad u¾ je skoro hotov, zbývá pár vìcí uhladit a zaméstÿnemá pøi sestavování hodin protìj¹ek: ozubená koleèka hodin do sebe prostìbuï zapadají nebo ne (þskoro zapadajíÿ je nesmysl). Tak je to i s dùkazyv lineární algebøe: jsme-li þskoro hotoviÿ, jsme obvykle ji¾ zcela hotovi, za-tímco v analýze bývá nìkdy od þdùkazu podle obrázkuÿ k pøesnému dùkazuje¹tì dlouhá cesta.U na¹eho pøirovnání mù¾eme øíci: zatímco pøi výstavbì hradu z písku senázory na hotovost díla, vypracování detailù, úklid atd. mohou li¹it podle ná-tury a poøádnosti jednotlivých uèastníkù stavby èi pøihlí¾ejících, v pøípadìkonstatování þstavebnice je slo¾enaÿ je mo¾né hodnocení mnohem jedno-znaènìj¹í.



24 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEMPoznamenejme dále, ¾e jsme v tato skripta vlo¾ili mnoho poznámek uvá-dìjících i fakta, která zde nejsou dokázána. V takových pøípadech nám ¹lo ouvedení nìkterých snadno formulovatelných (nikoliv nutnì snadno dokazatel-ných) tvrzení øíkajících dùle¾itou dodateènou informaci o právì probíranémpøedmìtu a jeho souvislostech. Oèekáváme námitky typu þideje a náèrtkydùkazù nepatøí do uèebnic, a vùbec u¾ ne do uèebnic pro zaèáteèníkyÿ apøedesíláme, ¾e s takovýmito námitkami nesouhlasime; k vysvìtlení toho-to stanoviska si roztøiïme tvrzení a vìty objevující se v textu do nìkolikaskupin:1. vìty základní dùle¾itosti pro dal¹í text, s výraznou a netriviální my¹-lenkou dùkazu (leckdy i nesoucí název autora(ù)): tyto dokazujemev¾dy, nìkdy i více zpùsoby (existuje-li více mo¾ností dùkazu). Tako-výchto vìt je jenom 5-10 v ka¾dém semestru (a ka¾dý adept na známkualespoò 3 by je mìl øádnì zaregistrovat !).2. vìty øeknìme standardní, jejich¾ dùkaz (po uvedení pøípadného návo-du) vy¾aduje jistou samostatnou ale þpøímoèarouÿ námahu { jako po-zorné pronásobení sum v souèinech apod. { dùkaz takovýchto vìt èastopøenecháme ètenáøi; nìkteré z tìchto vìt mohou pøípadnì mít snadnopochopitelný význam i pro zaèáteèníka, který v takovém pøípadì mù¾ezpoèátku formální dùkaz pøeskoèit a vrátit se k nìmu pozdìji po zdo-konalení svých formulaèních dovedností. Dùle¾itost vìt tohoto typu jeobvykle spí¹e v tom, ¾e pomáhají ujasnit si roli základních de�nic danéoblasti.3. vìty sice dùle¾ité jinde, ale okrajového významu v uvedeném textu (ne-navazuje se na nì dále). Zde se sna¾íme uvést leckdy alespoò my¹lenkudùkazu, ne v¹ak v¾dy. Nìkterá fakta jsou prostì zajímavá dokonce ibez dùkazu! (Nematematici to vìdí: : : ) Bylo na¹í vìdomou snahou vlo-¾it takto do textu nejrùznìj¹í doplòující látku související s LA (i kdy¾nemù¾e být ani øeèi o úplnosti na¹eho výbìru). Souèasná matematika(a to i ta þskuteènì nepostradatelnáÿ tøeba pro fysika) je toti¾ takrozsáhlá disciplína, ¾e zvládnout ji poøádnì ve smyslu dokonalého iformálního ovládnutí technických detailù je úkol prakticky nezvládnu-telný pro jedince. Èasto je ale potøebné mít tøeba jen letmé povìdomío u¾iteèných pojmech a metodách { u¾ proto abychom vìdìli, s èím setøeba potøebujeme v budoucnu více seznámit. Máme-li volit mezi þne-poøádnou znalostíÿ (tøeba i jednoduchou karikaturou jinak mnohem



1.3. VÝPOÈET OBJEMU PRAVIDELNÉHO DVACETISTÌNU 25formálnì slo¾itìj¹í situace) nebo úplným ignorováním dùle¾itých fakt,volíme první mo¾nost.V kontrastu k èasto vyslovovanému názoru, ¾e jádrem matematiky jsouvìty a (pøesné!) dùkazy, chceme zdùraznit i dùle¾itost znalostí vhodnýchmetod (a tedy vlastnì i vhodných de�nic). Zastáváme názor, ¾e metoda jedùle¾itìj¹í ne¾ vìta { z jedné metody volbou rùzných pøedpokladù a rùznýchsituací èasto dostáváme rùzná tvrzení. Opaèný pøípad, kdy jeden dùle¾itýfakt se dokazuje rùznými metodami, je sice velice pozoruhodný, ale pod-statnì ménì èastý! Metodu lze vylo¾it leckdy i v jednoduché karikatuøe;výraznou metodu si lze zapamatovat mnohem snadnìji ne¾ technické pøed-poklady (ty koneckoncù metoda leckdy pøirozenì nastolí ji¾ sama od sebe);je¹tì hor¹í je, ¾e nìkdy komplikované pøedpoklady zatemní výraznou metodupøípadnì tuto metodu tak þznetvoøíÿ (¹patnì zvolené, nìkdy i pøíli¹ obecnépøedpoklady vìty napø.) tak, ¾e neuvidíme pozdìji mo¾nost uplatnit pùvod-ní jasnou metodu i v situacích, které ambiciósnì formulovaná obecná vìtajaksi nepøedvídala: : :Napø. èlovìk i letmo seznámený se souèasnou teoretickou fysikou ví, jakmnohostranné pou¾ití èasto ve velmi komplikovaných situacích má ona velmijednoduchá metoda integrace zvaná þper partesÿ. Viz koneckoncù i uvedenáskripta: co mají spoleèného tøeba ortogonální polynomy, distribuce apod.kromì onoho jediného magického slova per partes? Myslet si, ¾e jedna ab-straktní vìta z teorie nìjakého þhodnì obecnéhoÿ integrálu v¹echny tytopøípady zahrne, je dosti absurdní a hlavnì neu¾iteèná pøedstava; pokud byje tøeba i momentálnì zahrnula, tak se nepochybnì brzy objeví nìjaká dal¹íodli¹ná aplikace. (Mimochodem to, co mají tøeba distribuce a ortogonálnípolynomy spoleèného, se spí¹e vyjádøí jazykem LA { pojmem transponova-ného èi adjungovaného operátoru { ne¾ jazykem teorie integrálu, který sotvazahrne dvì takto odli¹ná pou¾ití metody per partes do jedné vìty.)Podìkování. Autoøi dìkují èetným kolegùm (vèetnì mnohých studen-tù MFF UK), kteøí vìnovali svùj èas na seznámení se s nìkterými partiemiskript a jejich¾ kritické poznámky a námìty leckdy zanechaly stopu na obsa-hu tìchto skript. Zvlá¹tní díky patøí recensentùm prof. J. Formánkovi, DrSc.a dr. M. Znojilovi, CSc. Dal¹í reakce na obsah i formu tìchto skript budouvítány; nejlépe na elektronických adresách uvedených v závìru knihy.



26 KAPITOLA 1. PRVNÍ SEZNÁMENÍ S PØEDMÌTEMPolynomyKvadratickárovniceKomplexní èíslaZákladní vìtaalgebry Mno¾inyZobrazeníKartézskýsouèin PermutaceBinomickáformule GrupyHomomor�smusDualita grupLineární algebra a souvislosti, 1994
Lineární prostorDimenzeLin. zobrazeníHodnostMatice askládání Skalární souèinOrtogonálníprojekceGramm-Schmidt þ"=�ÿnekoneènéøadyØádkový prostor(sloupcový)Gaussova eliminaceØe¹ení soustav OperátorPodobné matice DeterminantSpektrumObjemy tìles NásobenídeterminantuCharakterizace izometriíNilpotentní operátoryZobecnìná øe¹ení CramerovopravidloInvariantnípodprostory operátoruDirektnísouèet prostorùBlokové maticeJordanova vìta Soustavy lin.dif. rovnicEvoluènírovnice Cyklický vektorjinékanonickétvarySpektrální polomìr

Krystalogra�ckégrupyPenroseovodlá¾dìníModelyrùstua zániku Positivní astochastickématiceFeynmanùvintegrálDualitalineárních prostoruTranspoziceoperátoruDuální baseDualita v anal.Symetrickéhermitovskéortogonálnía unitárnímatice
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ProjektivníprostorProjektivnízobrazeníPseudoinversematicPolární rozkladoperátoru (matice)Grammovamatice Kvadratické formyDiagonalizaceDoplnìní na ètverecJacobi-SylvesterDiagonalizace TensoryTransformace slo¾ekSymetrické tensoryAntisymetrické tensoryVnìj¹í souèin
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Kapitola 2Kdo je grupa a tìleso2.1 GrupaTato kapitola, striktnì vzato, je¹tì nepatøí do lineární algebry. Pojem gru-py je v¹ak natolik ústøedním pojmem algebry (a celé matematiky), ¾e semu samozøejmì nemù¾eme vyhnout. Naopak, budeme se sna¾it tento pojemco nejvíce ilustrovat v prùbìhu celého kursu LA. Zde uvedeme jen nìkoliknejzákladnìj¹ích pojmù.Zaènìme tedy koneènì výklad stylem vìta, dùkaz,: : :Definice grupy. Mno¾inu G , na ní¾ je de�nována binární operace tzn.zobrazení f(a; b) 7! a+ b resp. ab resp. a � bg : G � G ! G (2.1)nazýváme grupou, platí-li vztahy1. 8a; b; c 2 G a + (b + c) = (a + b) + c resp. a � (b � c) = (a � b) � c(asociativita).2. 90 resp. 1 2 G (takzvaný nulový èi neutrální prvek), ¾e 8a 2 G a+0 =0 + a = a resp. a � 1 = 1 � a = a.3. 8a 2 G 9b (tzv. opaèný èi inverzní prvek, pí¹eme potom b = �a resp.b = a�1) takový, ¾e a+ b = b+ a = 0 resp. ab = ba = 1.Znaèíme-li operaci jako +, mluvíme o aditivní grupì, pí¹eme-li ji jako ná-sobení, jde øeè o grupì multiplikativní, jindy jde o þkomposiciÿ apod.27



28 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESOCvièení. Doka¾te jedineènost neutrálního a inversního prvku.Definice. Grupu nazvìme komutativní nebo Abelovou, je-li 8a; b 2G : a+ b = b+ a: (Znak þ+ÿ jsme vyhradili jen pro Abelovy grupy.)Definice. Podmno¾ina P � G , která je uzavøena na binární operacigrupy G a unární operaci inverse, se nazývá podgrupou G . Podgrupa P �G je normální podgrupou G , platí-li8g 2 G g � P � fg � p; p 2 Pg = fp � g; p 2 Pg � P � g (2.2)Tøídy a � P � fa � p; p 2 Pg lze násobit (pro normální podgrupu P!) podlevzorce (a�P)�(b�P) = ((a � b) � P). Tento vzorec je korektní právì tehdy, jde-lio normální podgrupu, nebo» mo¾nost napsat jakýkoliv souèin apbp0 té¾ vetvaru abp00 je ekvivalentní mo¾nosti napsat jakýkoliv prvek pb té¾ ve tvarubp00p0�1 = bp000. Vzniklou grupu nazýváme faktorgrupou grupy G podle Pa oznaèujeme G =P. (Tento pojem, jako¾ i následující pojem direktního apolodirektního souèinu, bude pro zaèáteèníka asi velmi abstraktní a prototì¾ký; je mo¾no ho pøi prvním ètení vypustit.)Jiná definice. Po¾adavek 8g 2 G g � P = P � g lze pøepsat takéjako 8g 2 G g � P � g�1 = P, co¾ je dùvod, proè normální podgrupì takéøíkáme invariantní (mínìno vùèi tzv. vnitøním automor�smùm �g : p 7!gpg�1). P je tedy normální podgrupou G právì tehdy, kdy¾8g 2 G ; p 2 P gpg�1 2 P: (2.3)Tento vztah vyjadøuje gPg�1 � P, a jeliko¾ platí i pro g�1: g�1Pg � P ,P � gPg�1, je ekvivalentní gPg�1 = P.Pojem normální podgrupy by se nedoèkal docenìní bez zavedení násle-dující konstrukce.Definice morfismu. Zobrazení � : G ! eG mezi dvìma grupami na-zveme mor�smem nebo homomor�smem, pøená¹í-li grupovou operaci,tzn. �(a � b) = �(a)e��(b); �(1) = e1; �(a�1) = �(a)f�1 (2.4)Vlnka zde oznaèuje binární operaci, unární operaci þvybrání inversního prv-kuÿ nebo nulární operaci þvybrání neutrálního prvkuÿ v eG . Budi¾ známo, ¾emor�smus, který je surjekcí, to jest funkcí þnaÿ, se nazývá epimor�smema monomor�smem je mor�smus v pøípadì, ¾e funkce je injekcí (tj. kdy¾



2.1. GRUPA 29je prostý, rùzným pøiøadí rùzné). (Mnemotechnická pomùcka SEMI èi MISEslo¾ená z poèáteèních písmen tìchto zobrazení vám v¾dy pøipomene, kteréje které.) Je-li � obé, to jest zobrazení je bijekcí, vzájemnì jednoznaènýmpøiøazením, mluvíme o isomor�smu.Definice jádra. Jádrem homomor�smu ' : G ! eG nazveme mno-¾inu vzorù neutrálního prvku z eG . Doka¾te, ¾e jádro ka¾dého mor�smu jenormální podgrupou G a naopak, je-li G 0 normální podgrupou G , je G 0jádrem mor�smu fx 7! x+ G 0g : G ! G =G 0.Definice centra.Centrem grupy G nazýváme její podmno¾inuZ(G )tìch prvkù s, pro nì¾ 8g 2 G sg = gs; (2.5)a je to tedy podgrupa (gs1 = s1g; gs2 = s2g ) g(s1s2) = (s1s2)g) a todokonce normální, proto¾e gsg�1 = sgg�1 = s.Definice prostoty.Grupu nazýváme poloprostou (polojednoduchou),neobsahuje-li ¾ádné vlastní1 normální Abelovy podgrupy. Grupa je prostá(jednoduchá), neobsahuje-li ¾ádné vlastní normální podgrupy. (U Lieovýchspojitých grup, diskutovaných dále, slovo þ¾ádnéÿ musíme chápat jako þ¾ád-né kromì diskrétníchÿ.)Pøímý souèin grup. Typickým pøíkladem grupy, která není prostá, jedirektní neboli pøímý (také kartézský) souèin grup A � B . Jde o kartézs-ký souèin tìchto grup s jednotkovým prvkem (1A; 1B), inversním prvkem(a; b)�1 = (a�1; b�1) a s operací de�novanou vztahem (a1; b1) � (a2; b2) =(a1 � a2; b1 � b2). Její poèet prvkù je tedy roven souèinu poètù prvkù grup Aa B (v pøípadì spojitých grup je její dimense rovna souètu dimensí grup A ,B ). Taková grupa má za svoji normální podgrupu jak grupu isomorfní A(s prvky (a 2 A ; 1B)), tak grupu isomorfní B .Cvièení. Ilustrujte uvedené pojmy na následujících pøíkladech grup:1. (R ;+), její podgrupy (Q ;+) a (Z;+), (Rnf0g; �), (Q nf0g; �), : : :Existujemor�smus fx 7! exg : (R ;+) ! (R n f0g; �), proto¾e ea+b = ea � eb adokonce isomor�smus na grupu (R+; �).1Vlastní znamená netriviální: Grupa má v¾dy dvì triviální normální podgrupy, sebesamu a grupu obsahující jen neutrální prvek.



30 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESO2. þruletaÿ Zn = f0, 1, 2, : : : , n � 1g (i � j) = (i + j) modulo n.Je isomorfní multiplikativní grupì n èísel rovnomìrnì rozestavìnýchpo jednotkové kru¾nici, jedním z nich¾ je jednotka2 : fa 2 Zn 7!exp(2�ia=n)g : Zn ! podgrupa C .3. þspojitá ruletaÿ U1 = fz 2 C ; jzj = 1g s násobením komplexníchèísel. Lze sestrojit mor�smus fx 7! exp(ix)g : (R ;+) ! (U1; �) neboisomor�smus z aditivní grupy tøíd reálných èísel li¹ících se o násobek2� (sèítání modulo 2�).4. Permutace na mno¾inì & skládání, viz dále.5. Pøemístìní èili shodnosti v elementární geometrii a rùzné podgrupyna zpùsob symetrie tìles (napø. isometrie dvacetistìnu), symetriekrystalù apod.6. Krystalogra�cké grupy, v dvojrozmìrném pøípadì symetrie dlá¾dì-ní. Pohleïme na obrázky ve speciální kapitole (a na text na stranì 122)vìnované tìmto otázkám a charakterisujme grupy tam pojmenovanéþprostorováÿ, þbodováÿ neboli þkrystalogra�ckáÿ a þstacionárníÿ.7. Pojem grupy je ústøedním matematickým pojmem i jinde ve fysice.Ve standardním modelu elementárních èástic, to jest teorii kvarkù,leptonù a zprostøedkujících bosonù, je dùle¾itá grupa symetrií SU3 �SU2 � U1, rùzné teorie velkého sjednocení se sna¾í tuto grupu vylo¾itjako podgrupu grupy vìt¹í, napø. SU5 a heterotické stringy se ji sna¾ídocílit z grupy SO 32 nebo E 8 � E 8.8. Historicky se pojem grupy poprvé objevil zaèátkem 19.století (to jestpo roce 1800) pøi zkoumání (ne)øe¹itelnosti algebraických rovnic stup-nì alespoò pátého. Galois svùj objev sepsal pøes noc, následující denmìl souboj kvùli nì¾nému pohlaví a nechal se odprásknout.9. Radujme se, ¾e v posledním desetiletí byla dokonèena (snad) klasi�ka-ce velké tøídy grup, toti¾ koneèných grup, do ní¾ patøí grupy krysta-logra�cké, grupy permutací, stejnì jako grupa symetrií dvacetistìnu ajiných tìles a dal¹í, také grupa v¹ech operací, které lze provést s Rubi-kovou kostkou. Klasi�kace koneèných grup je dílem srovnatelným (ivahou pøíslu¹né knihy) s atlasem svìta a je výsledkem enormního úsilínìkolika generací algebraikù.2Pøipomínáme, ¾e exp(ix) = cosx+ i sinx.



2.2. PERMUTACE 31Koneèné Abelovy grupy. Neskonale prost¹í úlohou je klasi�kace ko-neèných komutativních grup { dokonce v¹ech koneènì generovaných (s koneè-ným generátorem), kterým porozumíte sami, zobecníte-li pojem direktníhosouèinu na libovolné mno¾ství èinitelù.Vìta. Ka¾dá koneèná Abelova grupa je isomorfní pøímému souèinuvhodných cyklických grup, které jdou dokonce volit tak, ¾e ka¾dá z nich mápoèet prvkù rovný mocninì prvoèísla (pozor, øády grup-èinitelù se mohouopakovat).G = Zp(1)n(1) �Zp(2)n(2) � : : :�Zp(N)n(N) , napø. Z75 = Z3 �Z25: (2.6)V¹imnìte si, ¾e napø. grupa Z4 není isomorfní pøímému souèinu Z2 � Z2{ napøíklad proto, ¾e druhá mocnina ka¾dého prvku druhé z grup (nikolivv¹ak první) je jednotkový prvek.Definice. Øekneme, ¾e mno¾ina A � G generuje grupu G , jestli¾e8g 2 G 9n9a1; a2; : : : ; an; ¾e 8i(ai 2 A nebo a�1i 2 A) a ¾e (2.7)g = a1a2 � : : : � an: (2.8)(Nìkterá ai mohou být stejná.) Grupa generovaná jednoprvkovou mno¾inouse nazývá cyklická (napø. Zn nebo Z) a je v¾dy komutativní, co¾ doka¾te.2.2 PermutaceMotto.Máte permutace rádi? Rádi máte permutace? Permutace rádi máte?Rádi permutace máte? Permutace máte rádi? Máte rádi permutace!Permutace je vzájemnì jednoznaèné (tj. prosté a þnaÿ) zobrazení ob-vykle koneèné mno¾iny na sebe.Pojem. Permutaci p : X ! X oznaèíme za transposici, existují-lix 6= y 2 X takové, ¾e p(x) = y, p(y) = x a jinak p(z) = z pro z 2 X n fx; yg.Definice. Jakoukoli uspoøádanou n-tici (x1; x2; : : : ; xn), pokud p(xi)= xi+1 pro i = 1; : : : ; n � 1 a p(xn) = x1 nazveme cyklem permutace pdélky n� 1.



32 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESO6 -?� ����?RI -���>?QQQkTato situace propermutace nenastane:(nebylo by prosté)Definice. Uspoøádáme-li prvky X do posloupnosti (1; 2; : : : ; n) (kde nje poèet prvkù X), mù¾eme permutaci znázornit tabulkou1 2 3 4 : : : n# # # # : : : #p(1) p(2) p(3) p(4) : : : p(n)Ka¾dou dvojici typu i < j, kde p(i) > p(j) nazveme inversí tabulky(permutace). (Budeme mluvit o i; j-inversi.) ©ipky a rámeèky budeme nadálevynechávat.Tøi ekvivalentní de�nice znaku (znaménka) permutace� znak 1p = (�1)poèet inversí p� znak 2p = (�1)suma délek cyklù p, tedy (�1)poèet cyklù liché délky� znak 3p = (�1)k, kde k je poèet transposic Ti nutných k sestavenípermutace: p = T1 � : : : � TkVìta. Pojem znaku permutace je dobøe de�nován a v¹echny tøi de�ni-ce urèují toté¾. Permutacím s kladným resp. záporným znakem (znaménkem)øíkejme sudé resp. liché.Dùkaz.1. znak 1 = znak 3 : Základní skuteèností, ji¾ je tøeba dokázat, je, ¾e pøidá-me-li k permutaci S transposici T , zmìní se poèet inversí o liché èíslo.Nech» tedy P = S �Tij , kde Tij je transposice mìnící prvky i 6= j. Pakmá permutace P tabulku, v ní¾ je v druhém øádku proti permutaci Svymìnìno i-té a j-té èíslo. Inverse i; j buï zmizí nebo se objeví (v Pproti S, to je to þliché èísloÿ), inverse, kterých se neúèastní ani i ani j,



2.2. PERMUTACE 33zùstanou a u inversí typu i; a a a; j (kde a je libovolný prvek tabulky)se buï nic nezmìní, nebo obì zmizí, nebo obì vzniknou, nebo jednavznikne a jedna zmizí.Z toho plyne nejen rovnost znakù, ale i jednoznaènost de�nice znak 3,proto¾e znak 1 je de�nován jednoznaènì.2. znak 2 = znak 3 : Ka¾dou permutaci lze slo¾it z cyklù a ka¾dý cyklusdélky n lze rozepsat na komposici n transposicí. Napø. 1 2 3 42 3 4 1 ! =  1 2 3 42 1 3 4 ! � (2.9)�  1 2 3 41 3 2 4 ! �  1 2 3 41 2 4 3 ! (2.10)Vyhodnocujeme-li pravou stranu, to jest zji¹»ujeme-li, co výsledná per-mutace pøiøadí tøeba trojce, je nutné nejprve pøeèíst, co pøiøadí trojce taúplnì pravá permutace (4), druhá zprava pøiøadí ètyøce ètyøku (4) a levátéto ètyøce ètyøku. Proto nalevo napí¹eme pod trojku ètyøku.Mù¾ete si také promyslet, kterak v permutaci, která obsahuje dva cykly, lzetyto dva cykly þslepitÿ, slo¾íme-li tuto permutaci s nìjakou transposicí, pøeha-zující dva prvky, ka¾dý z jednoho cyklu, a naopak, slo¾íme-li tento cyklus znovus touto transposicí, dostaneme dva cykly:'
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Cvièení.1. Sudé permutace tvoøí normální podgrupu A n grupy v¹ech permutací Sn.Co je faktorgrupou?2. Doka¾te tuto vìtu: Zobrazení fp 7! znak pg : P (X) ! Z2 je mor�s-mus grupy P (X) v¹ech permutací na mno¾inì X do multiplikativní grupyf+1;�1g a ta je isomorfní cyklické dvojprvkové grupì Z2 = f0; 1g sesèítáním modulo 2. Sudé permutace jsou jádrem tohoto homomor�smu.



34 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESO3. (Je¹tì ke grupám obecnì.) Grupa v¹ech otoèení a posunutí trojrozmìr-ného prostoru (uva¾ujme jen ty, které nemìní orientaci) má za normálnípodgrupu grupu v¹ech posunutí. Naopak podgrupa v¹ech otoèení �xujícíchpoèátek není normální. Uka¾te, proè. (Dvì rùzná, vzájemnì neinversní oto-èení nemohou dát dohromady identitu, aè je navíc skládáme s translacemiv jakémkoli poøadí.)Polopøímý souèin grup (]). Poslední cvièení bylo typickým pøíkla-dem, kdy lze grupu G v¹ech isometrií popsat jako polopøímý souèin grupA �� B , kde B je normální podgrupa (dìlitel) G (v na¹em pøípadì je B grupouv¹ech translací) a A je isomorfní faktorgrupì G =B .Polodirektní (semidirektní) souèin grup A �� B je tedy kartézskýsouèin tìchto grup s operací de�novanou podle(a1; b1)(a2; b2) = (a1a2; b1ba12 ); (2.11)kde ba = �(a)b je symbol úèinkování grupy A na grupì B (èili nìkteréhozvoleného mor�smu grupy A do grupy automor�smù B , èili grupy v¹ech iso-mor�smù B do sebe). Konkrétnì v nahoøe uvedeném pøíkladì si uvìdomte, ¾erotace generuje pøirozeným zpùsobem automor�smus grupy translací, kterýdané translaci pøiøadí translaci ve smìru pøíslu¹nì otoèeném. (Zvolíme-li tri-viální mor�smus �, který ka¾dému a pøiøadí identický automor�smus grupyB , dostaneme obyèejný pøímý souèin A � B .) Ka¾dý si mù¾e nalézt inversníprvek k (a; b) (nebo alespoò ovìøit, ¾e jím (a�1; (b�1)(a�1)) je), jednotkovýprvek je (1A; 1B) a asociativitu ovìøíme zde:[(a1; b1)(a2; b2)] (a3; b3) = (a1a2a3; b1ba12 b(a1a2)3 )(a1; b1) [(a2; b2)(a3; b3)] = (a1a2a3; b1(b2ba23 )a1) (2.12)První slo¾ky obou výsledkù se rovnají evidentnì, ale rovnají se i druhé, ponì-vad¾ (upravujeme druhou komponentu v druhém výsledku) platí následujícívzorce plynoucí z toho, ¾e �(a) jsou automor�smy grupy B .(b2ba23 )a1 = ba12 (ba23 )a1 = ba12 b(a1a2)3 (2.13)Dal¹ím pøíkladem polopøímého souèinu je 2n-prvková grupa �n symetriípravidelného n-úhelníka, která je polopøímým souèinem (pøesnìji je mu iso-morfní) grupy Z2 (hraje roli A ) a grupy Zn (která je normální podgrupou�n). (~)



2.3. ØE©IL VY BYSTE ROVNICI PÁTÉHO STUPNÌ? 352.3 Øe¹il vy byste rovnici pátého stupnì?(]) Tuto sekci jsme nenazvali Galoisova teorie, abychom pøíli¹ nepodrá¾dilipøípadné na vìt¹í formální pøesnost si potrpící znalce této teorie, ale pøestodoufáme, ¾e hloubavé studenty inspiruje k dumání o øe¹ení rovnic vy¹¹íchstupòù.Mnozí jsou pøesvìdèeni, ¾e vzorec pro øe¹ení algebraické rovnice libo-volného stupnì musí existovat. Proto hned na poèátek pøedvedeme jedendùvod, který snad víru tìchto osob v existenci vzorce podlomí:Hledáme-li koøeny rovnice (vydìlili jsme koe�cienty u nejvy¹¹í mocninya zavedli støídavá znaménka)xn � axn�1 + bxn�2 � cxn�3 +� : : : = 0; (2.14)chceme vlastnì rozlo¾it tento polynom na souèin koøenových èinitelùxn�axn�1+ bxn�2� cxn�3+� : : : = (x�x1)(x�x2) � : : : � (x�xn): (2.15)Roznásobíme-li pravou stranu a uvá¾íme, ¾e se musí rovnat v¹echny koe�ci-enty u jednotlivých mocnin x, zjistíme, ¾e a je souètem v¹ech koøenù (kladnìvzatým díky na¹í znaménkové konvenci), b je souètem v¹ech souèinù dvojicrùzných koøenù atd.V¹imnìme si, ¾e v¹echny koe�cienty jsou invariantní3 vùèi libovolné per-mutaci koøenù, a toto bude zajisté platit pro jakékoli jejich funkce (a2�b : : :).Nezdá se vám tì¾ké z nich získat výraz natolik asymetrický, jakým je x1?Jak to vlastnì dìláme u kvadratické rovnicex2 � ax+ b = 0, kde a = x1 + x2; b = x1 � x2? (2.16)Umocníme a na druhou, dostaneme x21 + 2x1x2 + x22, odeèteme 4b a zbudenám x21 � 2x1x2 + x22, co¾ po odmocnìní dává �(x1 � x2). Pøiètením a avydìlením dvìma dostáváme koøeny.Z uvedeného postupu je snad zøejmé, ¾e rùzné koøeny dává (jeden) vzorecproto, ¾e volíme rùzné hodnoty odmocnin. (Zde, v pøípadì druhé odmocniny,jde o dvojznaènost znaménka, n-tá odmocnina je n-znaèná funkce.)Chcete-li si odvodit vzorce pro øe¹ení rovnice tøetího a ètvrtého stupnì,doporuèujeme vám sestavit si tabulky, kterak vyjádøit rùzné (vùèi permuta-cím koøenù) invariantní polynomy koøenù, napø.x21 + x22 = a2 � 2b: (2.17)3Nezmìní se, permutujeme-li koøeny.



36 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESOPro kubickou rovnici pak pohledíte na výraz (! = exp 2�i=3 je þprimitivníhodnotaÿ 3p1) x1 + !x2 + !2x3 (2.18)a uvìdomíte si, ¾e pokud se vám podaøí vypoèítat tento výraz z koe�cientù,budete mít takøka vyhráno. (Pøiètete k výrazu zrcadlový x1 + !2x2 + !x3a souèet koøenù x1 + x2 + x3 a dostanete 3x1; vidíme, ¾e vzorec pro koøenbude mít tvar souètu dvou tøetích odmocnin a a=3.)Zároveò tøetí mocnina daného výrazu vypadá symetriètìj¹í vùèi permu-tacím koøenù (a tak by se mohla lépe vyjadøovat pomocí koe�cientù), nenív¹ak úplnì:4(x1 + !x2 + !2x3)3 = x31 + x32 + x33 + 6x1x2x3++3!(x21x2 + x22x3 + x23x1) + 3!2(x1x22 + x2x23 + x3x21): (2.19)Pøepsáním ! do tvaru (�1=2 + ip3=2) dospìjeme radostnì ke stavu, kdyjediný vùèi permutacím neinvariantní èlen budei3p3=2(x21x2 + x22x3 + x23x1 � x1x22 � x2x23 � x3x21): (2.20)Ten ov¹em ji¾ lze získat jako druhou odmocninu výrazu vùèi v¹em permuta-cím invariantního podobnì, jako x1�x2 u kvadratické. (Pod onìmi sèítanýmitøetími odmocninami bude souèet nìjakých polynomù z koe�cientù a jakésidruhé odmocniny.)Provedete-li naznaèené kroky, dospìjete k øe¹ení: je¹tì je v¹ak u¾iteènésubstitucí x = y�a=3 rovnici pøevést do formy s nulovým koe�cientem u x2,co¾ se projeví tím, ¾e lze vy¹krtat v¹echny èleny obsahující a. Závìrem budeCardanùv vzorec: rovnice y3 + py + q = 0 (2.21)má koøeny (rùzná znaménka pøed druhou odmocninou právì zaji¹»ují þzrcad-lovostÿ výrazù)y = 3vuut�q2 +s�p3�3 + �q2�2 + 3vuut�q2 �s�p3�3 + �q2�2: (2.22)Podobnì lze v radikálech (pomocí odmocnin) vyøe¹it i rovnici ètvrtéhostupnì (zkuste si to). Pro odvození je tøeba znát triky pro øe¹ení rovnicekubické. Zkusíte zaèít s výrazem(x1 + x2 � x3 � x4): (2.23)4Výraz pak napí¹eme ve tvaru tøetí odmocniny této þtøetí mocninyÿ.



2.4. NEHMOTNÁ TÌLESA 37Teprve potom trochu pochopíte, proè nelze øe¹it rovnice vy¹¹ích stupòù,shrnete-li postup øe¹ení:Z koe�cientù jsme v¾dy sestavili (symetrický vùèi Sn) výraz, odmocnili,a dostali tak formuli F , která se násobí nìkterou odmocninou z jednotky od-povídajícího stupnì pøi urèité permutaci koøenù. Na¹li jsme tak charakter(mor�smus do U1) grupy dosud pøípustných permutací. Tím, ¾e k takové-mu výrazu pøièteme výraz symetrický nebo zrcadlový, dostaneme vzoreèek,který zcela mìní hodnotu pøi permutacích, vùèi kterým není F invariantní.Zajímáme se tedy jen o podgrupu permutací, které F nechávají beze zmìny(øíkejme tomu naru¹ení grupy symetrií Sn do G , napø. A n). Tato gru-pa G je normální podgrupou grupy pøedchozí, jako ka¾dé jádro charakteru.Tvorbou nových výrazù a dal¹ím odmocòováním postupnì naru¹ujeme grupusymetrií daného výrazu a¾ na 1G, grupu obsahující jen identickou permutaci.Naru¹ení grupy probíhá S2 ! A 2 = 1G resp. S3 ! A 3 ! 1G resp. S4 !A 4 ! B 4 ! 1G, kde B 4 je (lokální) oznaèení pro ètyøprvkovou podgrupu A 4isomorfní Z2 �Z2 s prvky(1; 2; 3; 4) ! f(1; 2; 3; 4); (2; 1; 4; 3); (3; 4; 1; 2); (4; 3; 2; 1)g: (2.24)U vy¹¹ích stupòù postup nelze realisovat, ponìvad¾ známá vìta (obsa¾e-ná v uèebnicích algebry) øíká, ¾e grupa A n je prostá pro n > 4. Prostotu A 5(vzorce pro rovnice vy¹¹ích stupòù by nám umo¾nily odvodit i vzorec prorovnici pátého stupnì) doká¾ete tak, ¾e si uvìdomíte, ¾e pøípadná normál-ní podgrupa grupy A 5 by musela (aby nebyla triviální) obsahovat alespoòjednu neidentickou permutaci p, která mù¾e mít v pøípadì pìti prvkù jednuz následujících struktur cyklù: cyklus délky 4, cyklus délky 2, dvì transpo-sice. Aby v¹ak byla normální, musí obsahovat s permutací p v¹echny prvkygpg�1, g 2 A 5, a tudí¾ (jak zjistíte) by musela obsahovat v¹echny prvkystejné struktury cyklù. Z po¾adavku uzavøenosti na komposici v¹ak vyvodí-te, ¾e musí obsahovat v¹echny permutace z A 5 (a jde tedy stejnì o triviálnípodgrupu), proto¾e cyklus délky 2 lze zapsat jako komposici cyklù délky 4apod. (~)2.4 Nehmotná tìlesaSeznámíme se s pøíklady algebraických struktur proti grupì bohat¹ích o dal¹íoperaci.Definice.Mno¾inu M se dvìma binárními operacemi þ+ÿ a þ�ÿ nazvemeokruhem, platí-li



38 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESO1. a+ b = b+ a2. (a+ b) + c = a+ (b+ c)3. a � (b � c) = (a � b) � c4. 90 : a+ 0 = 0 + a = a5. 8b 9a a+ b = 0 = b+ a, (b = �a)6. 91 : a � 1 = 1 � a = a7. a(b+ c) = ab+ ac8. (a+ b)c = ac+ bcPøíklad. Zobrazení na Rn mohu skládat (þ�ÿ), ale i sèítat (þ+ÿ): ('+ )(a) := '(a) +  (a): Nejde v¹ak je¹tì o okruh (co není splnìno?) Okruhdostaneme, bereme-li lineární zobrazení (viz dále). Podrobnìj¹í diskusi tìchtoa dal¹ích pøíbuzných pojmù (obor integrity: : : ) viz algebraické uèebnice.Nás bude dále nejvíce zajímat následující speciální pøípad okruhu:Definice. Okruh nazveme tìlesem, pokud8a 2 M n f0g 9b 2 M , ¾e (2.25)ab = ba = 1 a znaèíme b = a�1: (2.26)Pøíklady tìles.1. Zp, kde p je prvoèíslo { cyklická grupa s p prvky: Tìlesem Zp zdemíníme tìleso èísel f0; : : : ; p � 1g se sèítáním a násobením modulo p(zbytek po dìlení p); je vidìt, ¾e v pøípadì, ¾e p není prvoèíslo (napø.77), najdeme v Zp nìjaké s ním soudìlné èíslo (napø. 14), jeho¾ ka¾dýnásobek (modulo p) bude dìlitelný jejich nejvìt¹ím spoleèným dìlite-lem (zde 7) a tedy nemù¾e být roven jednièce (ze Zp); nenajdeme tedyinversní prvek. Naopak, je-li p prvoèíslo, najdeme pro ka¾dé nenulovéi 2 Zp inversní prvek (napø. v Z7 jsou inversní prvky k 1,2,3,4,5,6 poøadì 1,4,5,2,3,6, tøeba 5 � 3modulo 7 = 1.)2. Kromì Zp s prvoèíselným p lze sestrojit komutativní tìlesa, která majípn prvkù (mocnina prvoèísla), které si lze pøedstavit jako polynomynejvý¹e (n� 1)-ního stupnì s koe�cienty ze Zp, se sèítáním modulo pv ka¾dém stupni x a násobením modulo nìjaký vhodný (ireducibilní,to jest nerozlo¾itelný na souèin jednodu¹¹ích) polynom n-tého stup-nì. (Operace modulo polynom n-tého stupnì se provádí odeèítánímsouèinu tohoto polynomu s nìjakými xi, dokud nedostaneme polynomnejvý¹e (n� 1)-ního stupnì.)



2.4. NEHMOTNÁ TÌLESA 393. (Q ;+; �). Víte, jak se násobí a sèítají zlomky?4. (R ;+; �) a jeho nejvìt¹í komutativní nadtìleso (C ;+; �).Proè nejsou u¾iteèná tøeba u-komplexní èísla x = a + bu, u2 = 1?Inversní èíslo k x lze psát jako x�1 = (a � bu)=(a2 � b2) a neexistujepro x = a(1 � u) { z puristického hlediska tedy nesplòuje axiómy protìleso.Zásadnìj¹í je, ¾e taková u-komplexní èísla se rozpadají na dvì nezávisláreálná èísla; napí¹eme-li dvì u-komplexní èísla ve tvarux = a1 + u2 + b1� u2 ; y = c1 + u2 + d1� u2 ; (2.27)lze potom zapsat souèin xy jako souèet dvou slo¾ek, z nich¾ prvá jesouèinem jen prvých slo¾ek èinitelù a druhá je souèinem druhých:xy = ac1 + u2 + bd1� u2 (2.28)Pøesnì tak se násobí diagonální matice x resp. y s èísly a; b resp. c; dna diagonále. (Ovìø uvedená fakta.)5. Mno¾ina èísel typu fm+pp : n jm 2 T; n 2 Tg pro p 2 T, pp =2 T prodané tìleso T (zprvu T = Q ) jsou tìlesa, hrající velkou roli v dùkazechnemo¾nosti trisekce úhlu apod.6. U kvaternionù se pozdr¾íme tro¹ku déle.Kvaterniony, nejvìt¹í nadtìleso tìlesa R , objev Williama Rowana Ha-miltona (podle nìho znaèíme tìleso H ) z roku 1843. Patøí k nejèastìji ci-tovaným pøíkladùm þzáblesku géniaÿ v matematické literatuøe, o èem¾ se,spolu s popisem výjimeèné osobnosti W.R.Hamiltona, mù¾ete doèíst napø.v èasopise Math. Intelligencer 11/2(1989).Chceme-li mít tìleso s více ne¾ jednou imaginární jednotkou (pouhé dvìnestaèí, jak se dá nahlédnout), abyi2 = j2 = k2 = : : : = �1; (2.29)pøedepí¹eme-li je¹tì vztah ní¾e a uva¾ujeme-li jen tøi jednotky i; j; kij = k; (2.30)



40 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESOje u¾ v¹e dal¹í urèeno de�nicí tìlesa, vztahy napø.ij = k ) i2j = ik ) �ik = j apod. (2.31)Kvaterniony jsou tedy þèíslaÿ tvarux = �+ �i+ j + �k; f�; �; ; �g � R (2.32)sèítající se zøejmým zpùsobem a násobící se v souladu s distributivním zá-konem a s pravidly (v¹imnìte si nekomutativity)i2 = j2 = k2 = �1; ij = k = �ji; jk = i = �kj; ki = j = �ik: (2.33)V¹echna mo¾ná nadtìlesa C s maximální dimensí jsou isomorfní s kva-terniony. Pøi dùkazu se vyu¾ívá vhodná volba kombinací ?-maginárních jed-notek, aby byly splnìny podmínky i2 = j2 = k2 = ijk = �1.Pokuste se najít x�1. : : :Nevíte-li, prozkoumejte èíslo�� �i� j � �k�2 + �2 + 2 + �2 : (2.34)V èitateli je sdru¾ený kvaternion, ve jmenovateli ètverec jeho normy.2.5 Cayleyova èísla(]) Je¹tì vìt¹í þtìlesoÿ ne¾ kvaterniony dostaneme, opustíme-li po¾adavek asocia-tivity násobení. Ka¾dé Cayleyovo èíslo neboli oktonion má svùj oboustrannýinversní prvek. Známe-li distributivní zákon a pøirozený zákon sèítání, tak jediné,co je tøeba najít pro nalezení jejich struktury, je multiplikativní tabulka imaginár-ních jednotek.Prozraïme hned na poèátku, ¾e algebra Cayleyových èísel (znaème ji O ) máimaginárních jednotek sedm, je tedy osmirozmìrným prostorem nad R . Mù¾ete sipromyslet, proè v jiné dimensi nic podobného nefunguje.Pokud se dozvíte, ¾e obsahuje za své podtìleso kvaterniony (a ¾e ètverec ka¾déimaginární jednotky je �1), jistì vás symetricko-estetické dùvody pøivedou k víøe,¾e kvaterniony obsahuje vícekrát: øíkejme kvaternionická trojice trojici Cayleyo-vých èísel (obvykle imaginárních jednotek), které se chovají jako i; j; k. Oznaèíme-liimaginární Cayleyovy jednotky jako i; j; k; A;B;C;D, napadne nás, ¾e (kromì ijk)také ABC mohou tvoøit trojici. Hned se ale dostaneme do nesnází, proto¾e souèinyiA a iB musí být oba �D (chceme-li, aby souèinem dvou imaginárních jednotekbyla plus minus jiná) a souèin iD ji¾ nelze de�novat v souladu s po¾adavkem, abyka¾dé dvì rùzné jednotky spolu s jejich souèinem tvoøily trojici.



2.5. CAYLEYOVA ÈÍSLA 41Existuje v¹ak øe¹ení; ètveøice ABCD lze rozdìlit na dvojice tøemi zpùsoby, keka¾dému zpùsobu lze pøiøadit jednu jednotku z fi; j; kg. Tedy budeme mít sedmimaginárních jednotek, jejich¾ ètverce budou �1, které navzájem antikomutují, akvaternionické trojice získají tvar (z jistých dùvodù je tøeba psát iDC; kCB místoiCD; kBC) ijk; iAB; iDC; jAC; jBD; kCB; kAD: (2.35)V¹imnìte si, ¾e ka¾dá dvojice jednotek je v právì jedné trojici, a její souèin je tedydobøe de�nován. Pøíklad neasociativity je(ij)A = kA = D 6= �D = iC = i(jA): (2.36)Podobnì, jako lze získat H z mno¾iny C �C , lze O získat z H �H , pøedepí¹eme-lipro násobení(x + yA)(x0 + y0A) = (xx0 � y0y) + (yx0 + y0x)A; x; y; x0; y0 2 H : (2.37)Zajímavá je otázka automor�smù uvedené algebry. Po¾adujeme-li po automor�smu', aby '(a+ b) = '(a) + '(b); '(a � b) = '(a) � '(b); (2.38)zjistíme, ¾e komplexní èísla mají grupu automor�smù isomorfní Z2 (kromì iden-tického automor�smu komplexní sdru¾ení), automor�smy kvaternionù tvoøí grupuSO (3) (tøi imaginární jednotky lze otoèit trojrozmìrnou ortogonální transformací)a Cayleyova èísla mají zvlá¹tní grupu automor�smù G 2. Jde o podgrupu SO (7) {kvaterniony lze také ortogonálnì otáèet, ale nikoli zcela volnì; dimense grupy G 2je jen 14 ve srovnání s dimensí 21 = 7 � (7� 1)=2 grupy SO (7), viz str. 114.Jak vypadají takové transformace grupy G 2? Shromá¾díme-li k sobì zbytky kva-ternionických trojic od jedné imaginární jednotky { napøíklad i (to jest jk; AB;DC),mù¾eme øíci, ¾e lze rotovat þdo sebeÿ souøadnice j a k, stejnì jako A a B nebo Da C, ov¹em v grupì G 2 musí být celkový úhel tìchto tøí otoèení nulový (proto jedimense G 2 jen dvoutøetinová ve srovnání s SO (7)).Ovìøíte-li, ¾e algebra je skuteènì symetrická vùèi uvedeným rotacím, snadnopak i pochopíte, proè má ka¾dý prvek jednoznaèný oboustranný inversní prvek.Co se týèe invariantù, má grupa G 2 invariant grupy SO (7) (metrický tensor�mn) a navíc antisymetrický tensor ymno (indexym;n; o nabývají hodnot i; j; k; A;B;C a D), který je nulový vyjma pøípadù, kdy m;n; o tvoøí kvaternionickou trojici(pak nabývá znaku permutace). G 2 lze také charakterisovat jako podgrupu SO (7),která ponechává na místì nìjaký prvek spinorové representace.Ostatní vyòaté grupy. Grupa G 2 je jednou z Cartanových vyòatých grup,o nich¾ je¹tì usly¹íme. Ka¾dá z nich mù¾e být charakterisována jako grupa auto-mor�smù nìjaké neasociativní algebry (struktury podobné okruhu, viz def. na str.37).Dùvodem, proè neuká¾eme tyto algebry s grupami symetrií E 6;E 7;E 8, je jejichslo¾itost. Øekneme jen, ¾e F 4 je grupa automor�smù algebry A (3;O ), to jest v¹ech



42 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESOhermitovských matic 3� 3 s Cayleyovými elementy a operací de�novanou jakoþantikomutátorÿ A �B = 12(AB+BA): (2.39)Taková matice obsahuje tøi nezávislá reálná èísla na diagonále a tøi dal¹í Cayleyo-va èísla mimo diagonálu, dimense A (3;O ) je tedy 27, ov¹em jednotková maticepøi automor�smu musí pøejít opìt na sebe. To je dùvod, proè v sekci Cartaniádaprohlásíme, ¾e fundamentální representace F 4 je 26-rozmìrná.2.6 Trisekce úhlu pravítkem a kru¾ítkemStovky lidí se sna¾ilo a mnozí dodnes sna¾í roztøetit úhel. V této sekci uká¾eme,proè je nemo¾né rozdìlit obecný úhel na tøetiny pomocí pravítka a kru¾ítka.Uká¾eme5 nejprve, ¾e v¹echny body, které lze sestrojit, mají souøadnice, kteréjdou zapsat jako výraz obsahující sèítání, odèítání, násobení, dìlení a druhé odmoc-niny, a naznaèíme, ¾e body, které by musely jít vytvoøit, kdybychom umìli roztøetitúhel, mají souøadnice, které nemají takovýto jednoduchý tvar z druhých odmocnin.Budeme postupnì roz¹iøovat tìleso Ti, podtìleso R , obsahující v¹echny x-ové av¹echny y-ové souøadnice. Zaèneme s i = 0 a T0 = Q . Nové body (x; y) lze získatjako prùnik pøímky s pøímkoux� x1x2 � x1 = y � y1y2 � y1 a x� x3x4 � x3 = y � y3y4 � y3 ; (2.40)kru¾nice s kru¾nicí(x� x1)2 + (y � y1)2 = r212 a (x� x3)2 + (y � y3)2 = r234; (2.41)nebo pøímky s kru¾nicí,(x � x1)(y2 � y1) = (y � y1)(x2 � x1) a (x� x3)2 + (y � y3)2 = r234 (2.42)kde pøímky spojují ji¾ vyznaèené body a kru¾nice mají støed v nìkterém vy-znaèeném bodì a mají polomìr, aby na nich le¾el nìjaký ji¾ odkrytý bod. To jestxi; yi; r2ij � (xi � xj)2 + (yi � yj)2 2 Ti. Vyøe¹ením první dvojice rovnic dostá-váme, ¾e i x a y le¾í v Ti, tedy nic nového. U druhé dvojice lze dvì rovnice odsebe odeèíst, x2+ y2 se po¾ere a zbude lineární rovnice, která v kombinaci s jednouz kvadratických dá soustavu tého¾ typu, jakou je tøetí, opìt s koe�cienty z Ti.Kdy¾ øe¹íme tøetí, buï budou x a y z Ti, nebo budou tvaru x resp. y = m+n�pd,kde m;n; d 2 Ti a pd =2 Ti. V druhém pøípadì staèí roz¹íøit tìleso na Ti[pd], tojest na Ti+1 = Ti[pd] = fm+ n � pd jm;n 2 Tig: (2.43)5Dìkujeme panu Petru Vopìnkovi za inspiraci.



2.6. TRISEKCE ÚHLU PRAVÍTKEM A KRU®ÍTKEM 43To je opravdu tìleso, proto¾e (m+n�pd)�1 = (m�n�pd)=(m2�n2d). (Tìleso C lzepak chápat jako R [p�1].) Proto¾e operací s kru¾ítkem a pravítkem dìláme koneènýpoèet, staèí koneènìkrát roz¹íøit tìleso. V¹echny souøadnice bodù, je¾ dostaneme,budou tudí¾ z nìjakého roz¹íøeného tìlesa Tn.Kdybychom umìli daný úhel 3� roztøetit, pak bychom umìli sestrojit vzdálenosttan� pøi dané jednotkové vzdálenosti a daném tan 3�.tan(�+ �) = tan�+ tan�1� tan� tan� ; tan 2� = 2 tan�1� tan2 � (2.44)tan 3� = 2 tan�1�tan2 � + tan�1� 2 tan� tan�1�tan2 � = 3 tan�� tan3 �1� 3 tan2 � (2.45)Sekvenci rovností a» si veri�kuje ka¾dý sám. Poslední vzorec není nic jiného ne¾kubická rovnice pro tan�.tan3 �� 3 tan 3� � tan2 �� 3 tan�+ tan 3� = 0 (2.46)Pokud má ale tato rovnice s koe�cienty z Ti koøen z Ti+1, tøeba m + n � pd, kdem;n; d 2 Ti a pd =2 Ti, pak má také koøen m � n � pd (polynom se rozpadne naM +N � pd a musí být M = N = 0, speciálnì pro d = �1 zde tvrdím, ¾e rovnices reálnými koe�cienty obsahuje s komplexním koøenem i komplexnì sdru¾ený). Prokubickou rovnici je ale faktor u kvadratického èlenu minus souètem koøenù, èili tøetíkoøen le¾í v Ti; je roven �(m + n � pd) � (m � n � pd) � kvadratický koe�cient.Indukcí dostáváme, ¾e pokud má kubická rovnice koøen z Ti, má pak i racionálníkoøen (T0 � Q ). Není tì¾ké nahlédnout, ¾e urèitì pro nìjaké racionální (ba provìt¹inu) tan 3� nebude mít6 racionální koøen, èím¾ tvrzení doká¾eme (detaily v dal¹ísubsekci).Tý¾ závìr bychom dostali pro kubaturu krychle (rovnice x3 = 2, nalezení hra-ny krychle s dvojnásobným objemem) nebo kupøíkladu pro konstrukci pravidelnéhosedmiúhelníka. (Pravidelný pìtiúhelník jde sestrojit!)Racionální koøenyChtìjme nalézti v¹echny racionální koøeny algebraické rovnice s celoèíselnými koe-�cienty an; : : : ; a1; a0: anxn + : : :+ a1x+ a0 = 0 (2.47)Dosadíme-li po¾adovaný tvar koøenu x = p=q (mù¾eme uva¾ovat, ¾e p; q jsou nesou-dìlná celá èísla) do této rovnice, dostaneme po vynásobení výrazem qn rovnicianpn + an�1pn�1q + : : :+ a1pqn�1 + a0qn = 0: (2.48)6Úhel 3� s racionální tangentou jde v¾dy sestrojit a pøesto nejde narýsovat jeho tøetina.



44 KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TÌLESONapí¹eme ji ve dvou tvarech, v nich¾ je názornìj¹íanpn = �q(an�1pn�1 + : : :+ a1pqn�2 + a0qn�1) (2.49)a0qn = �p(a1qn�1 + : : :+ an�1pn�2q + anpn�1); (2.50)¾e (podle prvého) an musí být násobkem q (pn a q jsou nesoudìlná) a ¾e (podledruhého) a0 musí být násobkem p (qn a p jsou nesoudìlná, v závorce jsou v¾dy celáèísla).Nyní ji¾ staèí zkontrolovat èísla p=q, která pøipadají do úvahy.Proè tedy nelze sestrojit pravidelný sedmiúhelník?Proto¾e by musel jít sestrojit úhel � = �=7. Zkontrolujte následující vzorce.tan 4� = tan(2 � 2�) = 4 tan�(1� tan2 �)1� 6 tan2 �+ tan4 � (2.51)tan 7� = tan(3�+ 4�) = tan�� 3� tan2 �1� 3 tan2 � + 4 1� tan2 �1� 6 tan2 �+ tan4 �� (2.52)Ale pro � = �=7 je tan 7� = 0 a jeliko¾ tan� 6= 0, musí být nulová závorka. Pí¹eme-lix = tan2 �, máme tedy rovnost3� x1� 3x + 4� 4x1� 6x+ x2 = 0 neboli x3 � 21x2 + 35x� 7 = 0; (2.53)co¾ je kubická rovnice, která (díky skuteènostem vý¹e) nemù¾e mít jiné reálné ra-cionální koøeny ne¾ �1; 1;�7; 7. ®ádný ale rovnici neøe¹í (zkontrolujte), a tak nelzesestrojit úseèku délky tan2 �=7, a tedy ani úseèku délky tan�=7:Sestrojení úseèek délek x a x2 jsou ekvivalentní úkoly, ponìvad¾ máme-li x,staèí narýsovat podobné trojúhelníky, jeden se stranami 1; x, druhý s odpovídají-cími stranami x; y a bude y = x2. Naopak, lze vyznaèit na pøímku sousední úsekyo délkách ca = 1; cb = x2, nad úseèkou ca + cb zkonstruovat Thaletovu kru¾nici asestrojit kolmici v bodì dìlícím úseky ca; cb. Vý¹ka v daného trojúhelníka pak budex podle Euklidovy vìty o vý¹ce v2 = cacb. (~)



Kapitola 3Prostory plné vektorùTouto kapitolou zaèíná vlastní výklad lineární algebry.Definice. Nech» T je komutativní tìleso; dále mìjme na mysli v¾dy Rnebo C , pøièem¾ oba tyto pøípady budou velmi dùle¾ité a v lecèems odli¹né.1Mno¾inu V nazveme lineárním nebo vektorovým prostorem nad T,jsou-li de�novány na V operace þsèítáníÿ a þnásobení konstantouÿ z T spl-òující následující axiomy (neutrální prvek prostoru jako¾to grupy 0V budemeznaèit ~0)1. (V ;+) je komutativní grupa2. 8�; � 2 T 8~v 2 V � � (� � ~v) = (� � �) � ~v3. 0T � ~v = 0V ; (�1T ) � ~v = �~vV4. � � (~u+ ~v) = � � ~u+ � � ~v5. (�+ �) � ~v = � � ~v + � � ~vPrvky takového prostoru nazýváme vektory a znaèíme ~u apod. Kdyby-chom podtr¾ené slovo þtìlesoÿ v de�nici nahradili slovem þokruhÿ, výslednýobjekt bychom nazývali modulem.1Nevìnujeme pozornost prostorùm nad jinými tìlesy, aè jsme si vìdomi toho, ¾e jestudují v dne¹ní matematice obory z nejpresti¾nìj¹ích, jakým je algebraická geomet-rie. Zpoèátku si mù¾ete pøedstavovat prostory reálné, na pøechod ke komplexním vèasupozorníme. 45



46 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙPojem lineární kombinace. Jakýkoliv vektor tvaru souètu násobkùkoneèného poètu vektorù ~v = nXi=1 ~vi�i (3.1)nazveme lineární kombinací vektorù ~v1; : : : ; ~vn.Definice. Pro libovolnou mno¾inuM vektorù nazveme jejím lineárnímobalem lineární prostor v¹ech lineárních kombinací vektorù z M a znaèímeho L(M) = f nXi=1 ~vi�i; 8i ~vi 2M; �i 2 Tg: (3.2)Definice. Base prostoru V je ka¾dá minimální2 mno¾ina vektorù (dálemísto adjektiva þminimálníÿ budeme mluvit o lineárnì nezávislých vekto-rech), jejím¾ lineárním obalem je celé V, a dimense je poèet tìchto vektorù.O jednoznaènosti pojmu dimense pøesvìdèíme nedùvìøivé v sekci o Steinitzo-vì vìtì. Obvykle budeme mluvit o prostorech koneèné dimense, ale mnohézávìry mohou být elegantnì pøevedeny i do situace nekoneèné dimense.Definice. Øekneme, ¾e M � V generuje V, pokud8~v 2 V 9~v1; ~v2; : : : ; ~vn 2M a �1; �2; : : : ; �n 2 T, ¾e ~v = nXi=1 ~vi�i: (3.3)Pøíklady lineárních prostorù.1. Vektory v rovinì a v prostoru z elementární geometrie.2. Rn = R � R � : : :� R| {z }n :3. C n:4. Prostor F(X) v¹ech funkcí (reálných èi komplexních) na nìjaké mno¾i-nì X. Je-li X interval, jde o velikánský prostor, pro interval X = h0; 1ihleï na dal¹í pøíklady.5. C h0; 1i ; spojité funkce na h0; 1i :2Taková, z ní¾ nelze ¾ádný ubrat tak, ¾e se lineární obal nezmìní.



3.1. LINEÁRNÍ NEZÁVISLOST 476. P h0; 1i polynomy, Pn h0; 1i polynomy nejvý¹e n-tého stupnì.7. T h0; 1i trigonometrické polynomy, kombinace funkcí cos 2�nx a sin 2�nxpro n 2 N .8. Prostor funkcí po èástech konstantních na h0; 1i, vyjma dìlících bodù0 < a1 < a2 < : : : < an < 1:9. Prostor spojitých funkcí po èástech lineárních.10. Mno¾ina øe¹ení soustavy lineárních rovnic s nulovou pravou stranou.11. Prostor v¹ech (resp. jen omezených resp. konvergentních) posloupností.12. Patologický pøíklad: R coby lineární prostor nad tìlesem racionálníchèísel (podobná þzvrhlostÿ se u¾ívá pøi dùkazu existence nemìøitelnýchmno¾in v teorii míry).13. Magické neboli latinské ètverce, ètvercové tabulky èísel, v nich¾se navzájem rovnají v¹echny øádkové a sloupcové souèty, pøípadnì dlelibosti i souèty po diagonálách.14. Miliony dal¹ích pøíkladù.Úkol. Hledejte base uvedených prostorù (ne ka¾dý prostor má basi pøiro-zenì zadanou jako 2),3) nebo i 6), napø. 9),10)), sestrojte tímto isomor�smy dovhodného Rn (je-li to mo¾né) a urèete dimense.3.1 Lineární nezávislostDefinice. Vektory ~v1; : : : ; ~vn 2 V nazveme lineárnì závislé, existuje-li n-tice èísel (�1; : : : ; �n) 2 Tn n f(0; 0; : : : ; 0)g (3.4)taková, ¾e nXi=1 ~vi�i = 0: (3.5)Zde T znamená R nebo C . Pro ka¾dé i, pro nì¾ �i 6= 0, lze vyjádøit vektor~vi jako lineární kombinaci ostatních vektorù~vi =Xj 6=i ~vj�j kde �j = ��j�i : (3.6)



48 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙNecelá dimense(]) Neodpustíme si z tématu vyboèující poznámku urèenou pro zvídavé ète-náøe, kteøí si chtìjí zapøemý¹let nad fraktály, to jest útvary sobì podobnými(zvìt¹íme-li fraktál, vidíme podobnou strukturu jako pøed zvìt¹ením), o tom,¾e mnohdy má smysl mluvit i o neceloèíselné dimensi. Rozpracování teorietakových prostorù zahájil jeden z nejvìt¹ích (snad nejvìt¹í) matematikù na-¹eho století John von Neumann.3Uva¾me, ¾e trojrozmìrný prostor má podmno¾iny trojrozmìrné (celý pro-stor, kvádry, koule atd.), dvojrozmìrné (povrchy kvádrù, koulí, kruhy atd.)a jednorozmìrné (køivky) a ¾e objem (míra) tìlesa dimense men¹í ne¾ tøi jenulový.Podobnì brzy usly¹íte, ¾e Lebesgueova míra Cantorova diskontinuana pøímce je nulová. Cantorovu diskontinuu lze pøipsat dimensi ln 2= ln 3v souladu s následující de�nicí. (Pøesvìdète se, ¾e pro útvary s celoèíselnoudimensí dává správné hodnoty.)Jak ji spoèítat. V Rn mìjme omezenou mno¾inu bodù M . Pro ka¾-dou pøesnost C najdìme co nejlep¹í zpùsob s co nejmen¹ím B(C), kteraklze pro ka¾dý bod P z M pomocí B(C) bitù informace vypoèítat souøadnicetakového bodu A, aby mìl od bodu P vzdálenost men¹í ne¾ 2�C (nebo jinakøeèeno, aby se ka¾dá souøadnice A li¹ila od odpovídající souøadnice P ménìne¾ o 2�C , tj. byla s pøesností na C bitù). Zobecnìnou (Hausdor�ovou)dimensí pak rozumíme limitu pomìru B(C)=C pro C !1. (U¾ívejme de-�nici jen pro omezené mno¾iny.) Pojem vý¹e uvedený se obvykle formalisujenásledujícím zpùsobem:Definice. Nazvìme "-sítí dané mno¾iny M takovou její koneènou pod-mno¾inuN , ¾e ka¾dý bod má od mno¾inyN vzdálenost nejvý¹e ". Hausdor�o-va dimense se de�nuje jako¾tod = lim"!0 lnnln (1=") ; (3.7)pokud tato limita existuje, kde n oznaèuje minimální mo¾ný poèet prvkù"-sítì N .3©lechtickou pøedponu získal jeho otec za to, ¾e pùjèil císaøi peníze. Ji¾ jako malýprojevoval John matematické nadání, a tak se jeho otec rozhodl, ¾e z nìho vychová velkéhomatematika. Nu¾e platil nejlep¹í matematiky, aby Johna uèili, a vychoval z nìho svìtovéhomatematika.



3.1. LINEÁRNÍ NEZÁVISLOST 49Pojem Cantorova diskontinua. Jde o podmno¾inu intervalu h0; 1itìch èísel, která lze ve trojkové soustavì zapsat jako 0; abcde : : :, kde èís-lice a; b; c; d; e : : : jsou jen nuly a dvojky, pøièem¾ sem patøí i èísla typu(0; 02222 : : :)3 (toto je toté¾ jako (0; 1)3 = 1=3).Z hlediska teorie mno¾in je to mno¾ina nespoèetná (nelze jejím prvkùmvzájemnì jednoznaènì pøíøadit pøirozená èísla), jejímohutnost je stejná, ja-ko mohutnost kontinua: staèí nahradit dvojky v zápise jednotkami a vznikléèíslo interpretovat jako binární, èím¾ Cantorovo diskontinuum jednoznaènì4pøiøadíme intervalu h0; 1i.Mno¾inu lze názornì získat tak, ¾e interval h0; 1i rozdìlíme na tøi èástia prostøední (otevøený interval (1=3; 2=3)) vypustíme. Ka¾dý zbylý inter-val rozdìlíme na tøi èásti a prostøední vypustíme (tj. intervaly (1=9; 2=9) a(7=9; 8=9)). Takto postupujeme do nekoneèna; Cantorovo diskontinuum jetedy prùnikem mno¾in po n vy¹ktrtnutích pøes n 2 N .Celkem vynecháme z intervalu h0; 1i úseèky o celkové délce13 + 29 + 427 + 881 : : : = 1=31� 2=3 = 1; (3.8)èili zbude mno¾ina míry nula. (~)
Czech-shmade 1994

Bod na kupø.dolní tøetinì obrysu obrazce,který získáme po nekoneènìkrát provedenémpøistavení rovnostranného trojúhelníka naprostøední tøetinu ka¾dé strany (viz obr.),lze popsat desetinným èíslem z intervalu(0,1) ve ètyøkové soustavì, kde k-tá èíslice(0,1,2,3) udává, na které ètvrtinì stranyv k-tém stupni rozli¹ení bod le¾í. Proto¾edélky úseèek klesají jen jako 3�k,pøipí¹eme fraktálu (obrysu) dimensilog4/log3. (3.9)Isomor�smus, podprostory, reálná a komplexní dimenseDefinice. Zobrazení ' : V ! W mezi dvìma lineárními prostory nazve-4A¾ na nìjakou spoèetnou mno¾inu; pø.: (0; 02222 : : :)3 6= (0; 20000 : : :)3, ale(0; 01111 : : :)2 = (0; 10000 : : :)2.



50 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙme isomor�smem, je-li vzájemnì jednoznaèné (prosté a þnaÿ) a lineární.'(~v + �~w) = '(~v) + �'(~w) (3.10)Definice. Podmno¾inu lineárního prostoru, která je sama vektorovýmprostorem v indukované operaci + a �, nazveme podprostorem. Je-li Wpodprostor V (dále znaèíme prostì W � V), nazveme faktorprostorem(pochopte, proè jde o speciální pøíklad faktorgrupy) V podle W mno¾inu v¹echtøíd prvkù typu ~a+ W = f~a+ ~v j ~v 2 W g (3.11)a znaèíme ho V=W . Sèítání a násobení zavádíme pøedpisem(~a+ W ) + (~b+ W ) := (~a+ ~b) + W ; �(~a+W ) := �~a+ W : (3.12)Ovìøte korektnost5 tìchto de�nic.Vìta. Oznaèíme-li symbolem dimV dimensi prostoru V, platí1. Pro W � V je dimW � dimV. Pro pøípad koneèné dimense a W 6= Vje nerovnost ostrá.2. dimW + dimV=W = dimVLemma. Nech» ~v1; : : : ; ~vn je base podprostoru W � V. Pak ji lze doplnitna basi celého V (m > n)~v1; : : : ; ~vn; ~vn+1; : : : ; ~vm; (3.13)pøièem¾ tøídy ~vn+1 +W ; : : : ; ~vm + W (3.14)tvoøí basi faktorprostoru V=W .Tvrzení. Nech» W 1 � V, W 2 � V. PakdimW 1 + dimW 2 = dimW 1 \W 2 + dimL(W 1 [W 2): (3.15)5Vnitøní neprotiøeèivost.



3.2. STEINITZOVA VÌTA 51Dùkaz. Je-li ~v1:::m base W 1\W 2, lze najít vektory ~w1:::n a vektory ~z1:::ptak, aby vektory ~v1; : : : ; ~vm; ~w1; : : : ; ~wn tvoøily basi W 1~v1; : : : ; ~vm; ~z1; : : : ;~zp tvoøily basi W 2: (3.16)Pak ji¾ jen ovìøíte, ¾e ~v1:::m, ~w1:::n, ~z1:::p tvoøí basi L(W 1 [ W 2).Vìta. Isomorfní prostory mají stejnou dimensi, prostory stejné dimensenad tým¾ tìlesem jsou isomorfní.Vìta. Dimense komplexního prostoru V chápaného jako prostor nadtìlesem reálných èísel je dvojnásobná proti komplexní dimensi tého¾ prostorudimR V = 2dimC V; (3.17)proto¾e tvoøí-li ~v1; : : : ; ~vn komplexní basi V, vytváøejí prvky ~v1; : : : ; ~vn ai~v1; : : : ; i~vn reálnou basi V.Dal¹í úlohy.1. Najdìte dimensi, sestavte þco nejpøirozenìj¹íÿ basi prostoru v¹ech funkcíspojitých na R , které jsou navíc lineární v zadaných intervalech (�1; a0);(a0; a1); : : : ; (an�1; an); (an;1), kde a0 < a1 < : : : < an. Zkoumejtelineární nezávislost funkcí fn(x) = jx� anj, fn+1(x) = 1 a fn+2(x) = x.2. Dumejte nad lineární nezávislostí souborù funkcí:(a) 1; x; x2; x3 : : :(b) e�1x; e�2x; e�3x : : : �1 < �2 < �3 : : :(c) sin�1x; sin�2x; sin�3x : : : (po¾adavky na �i?)3. Najdìte co nejvíce þco nejodli¹nìj¹íchÿ pøíkladù podprostorù lineárníhoprostoru v¹ech posloupností.3.2 Steinitzova vìtaMìjme ve vektorovém prostoru V1. nìjaké lineárnì nezávislé vektory ~v1; : : : ; ~vm



52 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙ2. a dal¹í vektory ~w1; : : : ; ~wn takové, ¾e 8i ~vi 2 L(f~w1; : : : ; ~wng) to jestka¾dý vektor ~vi je lineární kombinací vektorù ~w1; : : : ; ~wn.POTOM PLATÍ m � n.Dùsledek. Nazvali jsme basí jakoukoliv mno¾inu nezávislých vektorù~v1; : : : ; ~vn ¾e V = L(f~v1; : : : ; ~vng). Libovolné dvì base mají potom stejnýpoèet prvkù neboli dimensi, která je tím pádem dobøe de�nována.Dùkaz dùsledku ze Steinitzovy vìty. Mìjme dvì base~v1; : : : ; ~vm a ~w1; : : : ; ~wn. U¾ijme dvakrát Steinitzovu vìtu dle schematu:L(f~v1; : : : ; ~vmg) = V & ~w1; : : : ; ~wn nezávislé =) n � m;L(f~w1; : : : ; ~wng) = V & ~v1; : : : ; ~vm nezávislé =) m � n: (3.18)Výroky vlevo nahoøe a vpravo dole resp. vpravo nahoøe a vlevo dole zname-nají, ¾e ~vi resp. ~wi tvoøí basi.Lemma o výmìnì, základ dùkazu Steinitzovy vìty. Nech»~w 2 L(f~v1; : : : ; ~vmg); ~w = mXi=1 ~vi�i: (3.19)Je-li �j 6= 0, takL(f~v1; : : : ; ~vj�1; ~w; ~vj+1; : : : ; ~vmg) = L(f~v1; : : : ; ~vmg): (3.20)Pro dùkaz staèí dosadit ~vj = 1�j (~w�Pk 6=j ~vk�k).Zeslabení vìty. Výrokem �k (k = 1; : : : ;m) mysleme modi�kaci Stei-nitzovy vìty vzniklou dodateèným pøedpokladem, ¾e mno¾iny f~v1; : : : ; ~vmga f~w1; : : : ; ~wng mají alespoò k spoleèných prvkù. Pak �0 znaèí pùvodníSteinitzovu vìtu a �m je triviální tvrzení.�k a lemma implikuje �k�1Návod. Nech» mezi onìmi spoleènými k� 1 prvky z vìty �k�1, kterouchceme dokázat, není vektor ~vu a také jisté ~wi0 , pøièem¾ ve vyjádøení~vu =Pni=1 ~wi�i je �i0 6= 0.



3.2. STEINITZOVA VÌTA 53Mezi tìmi ~wj, pro nì¾ �j 6= 0, je nutnì nìjaké ~wi0 , které není mezi k � 1spoleènými vektory, jinak bychom mohli napsat ~vu jako lineární kombinaciostatních spoleèných vektorù a vektory ~vi by nebyly nezávislé. Podle lemma-tu je L(f~w1:::ng) = L(f~w1; : : : ; ~wi0�1; ~vu; ~wi0+1; : : : ; ~wng), èím¾ se ale do-stáváme do situace vìty �k.Poznámka. Vìta øíká, ¾e rozkaz Zamìò vhodných m vektorù mno¾inyf~w1; : : : ; ~wng prvky mno¾iny f~v1; : : : ; ~vmg tak, aby se lineární obal L(f~w1:::ng)nezmìnil ! tedy lze realisovat, èeho¾ zøejmým dùsledkem je vysnìná nerovnostm � n.Alternativní zavedení pojmu dimenseExistují i dal¹í zpùsoby zavedení pojmu dimense; uveïme nyní jeden z nich.Je, pravda, mnohem krat¹í, av¹ak urèitì þménì konstruktivníÿ a asi i ménìprùzraèný ne¾ zpùsob zalo¾ený na Steinitzovì vìtì. Pojem dimense se v nìmde�nuje rekursivním zpùsobem, zalo¾eným v podstatì na metodì matema-tické indukce:Definice. Dimensí vektorového prostoru V budeme rozumìt nulu, po-kud pùjde o prostor s jediným prvkem ~0, nebo minimální n takové, abyka¾dý vlastní (tj. netoto¾ný s V) podprostor V mìl u�z de�novanou dimensi,a to nejvý¹e n� 1.Vìta. Ve vektorovém prostoru dimense n má ka¾dá base pøesnì n prv-kù. (Basí v tomto alternativním pojetí opìt rozumíme soubor nezávislýchvektorù, který generuje V tzn. který je þmaximálníÿ mo¾ný).Dùkaz. Postupujeme matematickou indukcí podle relace �; pro n = 0(ba i n = 1; 2) je to snad zøejmé: : : . Z�rejm�e ka�zd�y kone�cn�e generovan�yprostor m�a kone�cnou dimensi podle t�eto de�nice. Má-li prostor dimensi n(podle de�nice), tak v nìm zøejmì nebude existovat base o ménì ne¾ nprvcích (to by byl spor s indukèním pøedpokladem!), ale ani base o více ne¾n prvcích (nebo» potom bychom vynecháním jednoho prvku takovéto base avzetím pøíslu¹ného lineárního obalu dostali vlastní podprostor dimense vìt¹íne¾ n� 1 podle indukèního pøedpokladu, co¾ by byl spor s de�nicí dimensenahoøe!)



54 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙNìkteré geometrické pojmyRovnobì¾nostìn je daný poèátkem souøadnic (nulovým vektorem) a vek-tory ~v1; : : : ; ~vn 2 V ( nXi=1 ~vi�i j 8i �i 2 h0; 1i) (3.21)Obvykle pøedpokládáme, ¾e ~v1; : : : ; ~vn jsou nezávislé, èím¾ vylouèímenapø. zdegenerování krychle na ¹estiúhelník.Poznámka. Rovnobì¾nostìny nad pravidelnými hvìzdami tøí, pìti, de-seti a jedenadvaceti vektorù v rovinì E 2 viz obálku knihy. Ka¾dý vnitøníbod takovéhoto rovnobì¾nostìnu je ov¹em mo¾no vyjádøiti nekoneènì mnohazpùsoby jako kombinaci zmínìných vektorù, þnejlep¹í vyjádøeníÿ (minimalisu-jící sumu absolutních hodnot souøadnic) je mo¾no znázornit lomenou èarou,bì¾ící nejkrat¹í cestou po segmentech ornamentu a¾ k dosa¾ení nejbli¾¹ího(k poèátku) rohu kosoètverce, ve kterém zmínìný bod le¾í. (V¹echny nenulo-vé souøadnice tohoto vyjádøení kromì dvou posledních jsou rovny jedné.)Simplex je vymezený vektory ~v1; : : : ; ~vn 2 V a poèátkem souøadnic( nXi=1 ~vi�i j 0 � �i;X�i � 1) (3.22)Nepøedpokládáme-li nezávislost ~vi, mù¾e vzniknout také n-úhelník.Tuto de�nici s poèátkem souøadnic lze brát jako speciální pøípad násle-dující obecnìj¹í de�nice pro ~v0 = ~0: Simplex vymezený body (koncový-mi body odpovídajících vektorù) ~v0; ~v1; : : : ; ~vn je konvexním obalemmno¾iny tìchto bodù, tj.( nXi=0 ~vi�i j nXi=0 �i = 1) : (3.23)Poznámka. Pro n = 2 jde o trojúhelník, pro n = 3 o ètyøstìn(jsou-li ov¹em vektory ~v1; ~v2; ~v3 nezávislé, kreslete). Pro kontrast uveï-me, ¾e napøíklad v pøípadì pìti vektorù ~v1; : : : ; ~v5 v rovinì dostávámepìtiúhelník.Polyedr je pak souvislé sjednocení koneènì mnoha simplexù. (Najdìte i ji-né de�nice.) Konvexním polyedrem pak rozumíme prùnik koneènìmnoha poloprostorù. (Zkuste precisovat de�nici u¾ívající konvexní obal.)



3.3. FUNKCE TYPU SPLINE 553.3 Funkce typu splineMatematický obor, jeho¾ základními objekty zkoumání jsou nejrùznìj¹í li-neární prostory funkcí, se nazývá funkcionální analýza. Prostory funkcí tamzkoumaných jsou ov¹em vìt¹inou nekoneèné dimense { co¾ pøiná¹í technickékomplikace a nìkdy i zcela nové rysy proti situacím, se kterými se setkává-me v LA . Existuje v¹ak i nìkolik význaèných typù prostorù funkcí koneènédimense, pou¾ívaných velmi èasto v tzv. teorii aproximací (kde jde o nahra-zení pùvodní þslo¾itéÿ funkce jednodu¹¹í aproximující funkcí z nìjaké tøídypolynomù, trigonometrických polynomù, : : : viz dále). 6Ní¾e uvedené prostory jsou velmi èasto pou¾ívány { tøeba v teorii aproxi-mací funkcí. Zatím mù¾eme seznámení s nimi chápat jako pøíle¾itost pocvièitse v hledání zajímavých pøíkladù bází v rùzných lineárních prostorech.Nejde v¹ak zdaleka jenom o tento (samo)úèel. Ní¾e zkonstruované basepodstatným zpùsobem pou¾ijeme pozdìji (viz odstavec þVlnkyÿ v druhéèásti knihy v kapitole Kvadratický svìt, vìnovaný úvodu do problematikyoboru zvaného þImage processingÿ).Kromì ji¾ zmínìných prostorù polynomù a trigonometrických polynomùjde v aplikacích velmi èasto o prostory funkcí majících þpo èástech vlastnost: : : ÿ kde za : : : lze dosadit vlastnosti jako konstantní, lineární, kvadratický,kubický, : : :Tedy takzvané þspline functionsÿ { èesky snad \splajny" (?).Popi¹me nyní podrobnìji tyto pøíklady. Vezmìme pro urèitost interval[0; 1] rozdìlený na (typicky þmaléÿ) intervaly [xi; xi+1) pomocí jistého (�xo-vaného v dal¹ím výkladu) dìlení intervaluD = fxig; kde 0 = x0 < x1 < x2 < : : : < xn = 1: (3.24)Dohodnìme se pro konkrétnost, ¾e v¹echny dále uva¾ované funkce budoumít pøedepsánu hodnotu 0 vnì intervalu (0; 1) . Naopak, bude li to úèelné,pova¾ujme interval [0; 1) za grupu se sèítáním modulo 1 (v takovém pøípadìnìkdy u¾ bez bezpodmíneèného po¾adavku nulovosti uva¾ovaných funkcí vbodì 0 = 1).1. Prostor K v¹ech funkcí po èástech konstantních na ka¾dém intervalu(xi; xi+1) a zprava spojitých v ka¾dém bodì xi .6Z na¹eho dosavadního, èistì algebraického, hlediska jsou samozøejmì v¹echny prostorystejné dimense þstejnéÿ (tedy isomorfní). Tato stejnost ov¹em zmizí pøi zkoumání konkrét-nìj¹ích problémù, tøeba u¾ pøi rùzném zavedení pojmu þvzdálenost vektorùÿ v jednotlivýchprostorech.



56 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙ2. Podprostor K0 = ff 2 K : R 10 f(x)dx = 0g.Cvièení. Najdìte vhodné base prostorù K a K0 !Návod. V pøípadì 1) volte funkce (typu þStolová horaÿ)�i(x) = �[xi;xi+1](x) (3.25)kde �I : �I(x) = 1 , x 2 I oznaèuje tzv. charakteristickou funkciintervalu I (nìkdy se té¾ mluví o tzv. þindikátoruÿ I).V pøípadì 2) zkuste funkce typu i(x) = �i(x)� ci�i+1(x); kde ci = xi+1 � xixi+2 � xi+1 : (3.26)3. Prostor L v¹ech spojitých funkcí þpo èástech lineárníchÿ, pøesnìji li-neárních na ka¾dém intervalu [xi; xi+1] a nulových vnì intervalu [0; 1].4. Podprostor L0 = ff 2 L : Z 10 f(x)dx = 0g: (3.27)Cvièení. Najdìte vhodné base prostorù L a L0 !Návod. V pøípadì 3) volte funkce (typu þMile¹ovkaÿ)	i(x) = Z  i(x)dx (3.28)tedy primitivní funkce k  i.V pøípadì 4) zkuste funkce�i(x) = 	i(x)�di	i(x) kde di = (xi+2 � xi+1)(xi+2 � xi)(xi+3 � xi+1)(xi+1 � xi) : (3.29)V¹imnìte si, ¾e zobrazeníff ! f 0g : L! K0 (3.30)je isomor�smem prostorù L a K0 .



3.3. FUNKCE TYPU SPLINE 575. ProstorQ v¹ech v¹ude derivovatelných funkcí, kvadratických v ka¾démintervalu [xi; xi+1] a nulových vnì intervalu [0; 1].Cvièení. Najdìte vhodnou basi prostoru Q.Návod. Zkuste funkce (typu þØípÿ)�i(x) = Z �i(x); (3.31)tedy primitivní funkce k �i. ®e jde vskutku o basi, je nejlépe vidìt spou¾itím isomor�smu ff ! f 0g : Q! L0: (3.32)Poznámka. V konstrukci prostorù uvedeného typu (polynomy zvolené-ho stupnì uvnitø intervalù (xi; xi+1) s co þnejhlad¹ím napojenímÿ na sebe)lze samozøejmì pokraèovat i dále. Vezmìte tøeba podprostor Q0 = ff 2Q : R 10 f(x)dx = 0g a prostor primitivních funkcí k nìmu. Dostaneme tzv.kubické þsplajnyÿ (spline functions). Najdete vhodnou basi tohoto prosto-ru ? (S pøibývajícím stupnìm polynomu to zøejmì bude formálnì èím dálekomplikovanìj¹í.) Najdìte aspoò dimensi tohoto prostoru!Následující obrázky znázoròují typické pøíklady funkcí z prostorùK;L;Q:
%%%LLLLLLL�������

aaa,,,TTTTT



58 KAPITOLA 3. PROSTORY PLNÉ VEKTORÙA ní¾e uvedené posloupnosti funkcí naznaèují pøíklady vhodných volebbasí v prostorech K;L0 a Q; nìkteré z tìchto basí jsou þvíceménìÿ ortogo-nální (viz následující kapitolu a podrobnìj¹í komentáø pak v odstavci Vlnkyv druhé èásti knihy).

a tak dále . . .

��SSS����SSS�� ��SSS��
Pøíklad base v L0:

. . .a jejich primitivní funkcejako base Q:

Haarovy funkce;pøíklad ortogonální base v K:

Cvièení. Jaký je vztah mezi nakreslenými funkcemi z L0 a pøíslu¹nýmivhodnì volenými Haarovými funkcemi?



Kapitola 4Skalární souèinPojem skalárního souèinu je zobecnìním pojmu ji¾ asi známého (ze støední¹koly) pro vektory v R 2 nebo v R 3.1 Jeho axiomatické zavedení je následující:Definice. Zobrazení2f(~x; ~y) 7! b(~x; ~y)g V � V ! R nebo C (4.1)splòující vztahy1. b(~x+ ~y;~z) = b(~x;~z) + b(~y;~z)2. b(~x; ~y + ~z) = b(~x;~z) + b(~x; ~y)3. b(�~x; ~y) = �b(~x; ~y)4. b(~x; �~y) = �b(~x; ~y)5. b(~x; ~y) = b(~y; ~x)6. 8~x 6= ~0 b(~x; ~x) > 01Neple»te, prosím, s vektorovým souèinem, o nìm¾ pohovoøíme mnohem pozdìji.2Zprvu budeme mít na mysli reálné prostory, na pøechod na komplexní vèas upozorní-me. Postupnì budeme objasòovat, proè právì komplexní èísla (a teorie na nich zalo¾ené)jsou tak dùle¾ité ve fysice. Nejde o vìc jednoduchou, i matematikùm trvalo tøi staletí,od Cardana a¾ do minulého století, ne¾ Gauss problém jasnì zformuloval, a teprve s roz-machem kvantové mechaniky se ukázala nepostradatelnost komplexních èísel ve fysice.Jedním z impulsù pro jejich vznik u¾ v dobì Cardanovì byla skuteènost, ¾e vzorec proøe¹ení kubické rovnice nìkdy nedá v¹echny tøi koøeny (ponìvad¾ nemáme odmocninu zezáporných èísel), aè jsou v¹echny reálné, co¾ se zavedením C vyøe¹í.59



60 KAPITOLA 4. SKALÁRNÍ SOUÈINnazveme skalárním souèinem na vektorovém prostoru V.Cvièení. Minimalisujte soubor tìchto axiomù.Poznámka. Nyní nemluvíme o skalárním souèinu ètyøvektorù v teo-rii relativity, jeliko¾ nesplòuje poslední (¹estou) podmínku, ani o komplex-ním skalárním souèinu þbez hvìzdièkyÿ, proto¾e nevyhovuje páté poznámce,b(~x; ~x) není obecnì reálný a mluviti o ¹esté podmínce nemá vùbec cenu.Definice. Vektory ~v1; ~v2; : : : ~vn nazveme vzájemnì kolmé nebo orto-gonální, platí-li (na pravé stranì rovnosti ní¾e zavádíme oznaèení tzv. normyvektoru) b(~vi; ~vj) = �ij k~vik2 ; (4.2)kde �ij je tzv. Kroneckerùv symbol: �ij = ( 1 pokud i = j0 pokud i 6= jSkuteènost, ¾e dva vektory ~a; ~b jsou kolmé, znaèíme také ~a ? ~b ()b(~a; ~b) = 0.Úloha. Soubor nenulových vzájemnì ortogonálních vektorù je v¾dy lineárnìnezávislý.Pøedbì¾né upozornìní. Èasto, jako v pøípadì Rn, C n pøípadnì je-jich podprostorù je skalární souèin zadán jaksi þod pøírodyÿ. Uvidíme, ¾ena ka¾dém lineárním prostoru lze skalární souèin zavést, a to mnoha zpù-soby. Èasem uvidíme, pro jaké problémy potøebujeme v daném lineárnímprostoru þnajítÿ èi zkonstruovat vhodný skalární souèin. Je tøeba také zdù-raznit opaènou stránku vìci: v mnoha problémech pojem skalárního souèinupøeká¾í správnému pochopení situace. Uvedení pojmu skalárního souèinu azákladních tvrzení s ním spjatých takto brzy ve výkladu lineární algebry lzeodùvodnit tím, ¾e pojmy jako þkolmostÿ jsou v bì¾né pøedstavivosti pøímosvázány s pojmy pøímka, rovina a se zkoumáním jejich vzájemné polohy apro zaèáteèníka je spí¹e tì¾ké pojem vektoru zcela oprostit od takovýchtozdánlivì nezbytných atributù { a v dal¹ím pochopit, proè vùbec zavádímetøeba pojem duálního prostoru a proè mají tensory dva druhy indexù: : :(Posuïme, jak je tì¾ké pro zaèáteèníka si jako isomor�smus prostorùR 2 ! R 2 bez skalárního souèinu pøedstavit vedle otoèení také kosení nebonata¾ení podél jedné nebo obou souøadnic.)Pøíklady.



611. b(~x; ~y) = Pni=1 xiyi pro ~x = (x1; : : : ; xn) 2 C n resp. Rn (pak lzevynechat sdru¾ení)2. Pojem skalárního souèinu je dùle¾itý i v analýze. Na prostorech funkcíbývá skalární souèin zadán pomocí urèitého integrálu. (V¹imnìte si,¾e tento pøechod je zcela pøirozený: v minulém pøíkladì jsme sèítalisouèiny hodnot3 x a y v bodì i, v pøípadì funkèním nabývá i { nyníznaèené jako x { hodnot ze spojitého oboru, a tak je pøirozené nahraditsumaci integrací.) b(~f ; ~g) = Z ba f(x)g(x)dx (4.3)Konkrétnì, pro polynomy se u¾íváZ 1�1 P (x)Q(x)dx Legendreùv skalární souèin (4.4)neboZ 1�1 P (x)Q(x)e�x2dx Hermitùv skalární souèin (4.5)(tento skalární souèin je dùle¾itý v kvantové mechanice pøi zkoumáníharmonického oscilátoru) a mnohé dal¹í (sly¹ lineární algebru i analý-zu).Korelace. Èíslo b(~x; ~y) je v nìkterých situacích nazýváno korela-cí mezi ~x a ~y. Mìjme zadány nìjaké funkce x; y na koneèné mno¾inì M ,její¾ prvky oznaème jako 1; : : : ; n, to jest mìjme vektory (x1; : : : ; xn) a(y1; : : : ; yn). Podle znaménka b(~x; ~y) := Pni=1 xiyi se øíká, ¾e velièiny x ay jsou kladnì nebo zápornì korelovány. Za míru korelovanosti4 obvyklepova¾ujeme velièinu þkoe�cient korelaceÿcxy = b(~x; ~y)k~xk k~yk = Pni=1 xiyiqPni=1(xi)2Pni=1(yi)2 (4.6)3Pojímáme teï vektor x jako funkci, pøiøazující promìnné i z oboru 1; : : : ; n i-tousouøadnici xi.4Jestli¾e chceme de�novat ve statistice bì¾nìj¹í koe�cient korelace, který je roven signua, pokud y závisí lineárnì na x (yi = axi+ b), je tøeba nejprve odeèíst od x resp. y prùmìrx resp. y: xi := xi �Pxi=n, yi := yi �P yi=n.



62 KAPITOLA 4. SKALÁRNÍ SOUÈINa velièiny x; y, pro které je cxy = 0 (alespoò pøibli¾nì), nazýváme neko-relované nebo nezávislé (toto slovo nechápejme v algebraickém smyslu).(Koe�cient le¾í v intervalu h�1; 1i.) Domníváme se napø., ¾e má smysl psátvztah typu yi = �xi + zi + const; i = 1; : : : ; n (4.7)kde ~z je þnekorelovaný zbytekÿ takový, ¾e b(~x;~z) = 0 a Pni=1 zi = 0. To jetzv. lineární regrese a mno¾ina M zde má význam seznamu poøadovýchèísel mìøení. Ani lineární regresi netøeba pøehánìt, jak jsme èasto svìdky pøizpracování nejrùznìj¹ích dat v rùzných oblastech: z faktu, ¾e je b(~x; ~y) 6= 0,co¾ je témìø v¾dy, je¹tì neplyne, ¾e v¹e souvisí lineárnì se v¹ím a ¾e vypoè-tená velièina � dává nìjakou u¾iteènou informaci. K závìrùm nejrùznìj¹íchvýzkumù typu þpreparát P pùsobí (ne)pøíznivì na to èi onoÿ je dobré býti apriori spí¹e kritiètìj¹í, nejsou-li autoøi odborníky v matematické statistice.Diracovské brackety. Nenápadnì si dovolujeme upozornit na názor-ný zpùsob zápisu rovnic s vektory, skalárním souèinem atd., hojnì pou¾ívanýv kvantové teorii. Vektor ~v lze psát jako jvi, skalární souèinb(~x; ~y) = hyjxi (4.8)(V¹imnìte si obráceného poøadí, v bracketech komplexnì sdru¾ujeme levývektor.) Vektory h j jsou prvky duálního vektorového prostoru, o nìm¾usly¹íme pozdìji, a existence skalárního souèinu se ukazuje být v jistém smys-lu ekvivalentní mo¾nosti rozumného vzájemného pøiøazení vektorù prostorua jeho duálu (zaji¹»ující smysluplnost hyj, máme-li jyi.) Vektorùm zapsa-ným h j resp. j i øíkáme bra-vektory resp. ket-vektory podle prvních resp.posledních tøí písmen anglického výrazu pro závorku hbracketi.Definice. Funkcif~x! k~xk � qb(~x; ~x)g : V ! R+ (4.9)nazveme normou vektoru ~x, indukovanou skalárním souèinem b. Normoutedy myslíme þdélkuÿ vektoru a nikoliv její kvadrát, jak jest mnohdy dob-rým zvykem.Jak lze zrekonstruovat b(: : : ; : : :), známe-li k: : :k? Na to odpovídá násle-dující tvrzení, zobecòující známou kosinovou vìtu.Vìta. b(~x; ~y) = 12(k~xk2 + k~yk2 � k~x� ~yk2) (reálný pøípad)



63Dùkaz. Okam¾itì z bilinearity skalárního souèinu. Nejjednodu¹¹í kon-trolu koe�cientù a znamének docílíte pro jednorozmìrný prostor, kdy ~x a ~yjsou èísla a rovnost xy = 12 �x2 + y2 � (x� y)2� (4.10)platí. Stejnì otestujteb(~x; ~y) = 14(k~x+ ~yk2 � k~x� ~yk2): (4.11)V obecném komplexním pøípadì je tøeba u¾ít slo¾itìj¹í vztah, který doká-¾ete zase tak, ¾e ètverce norem napí¹ete jako skalární souèiny a þroznásobíteÿje (koe�cienty u druhé promìnné je tøeba pøi vytýkání sdru¾it).Vìta.b(~x; ~y) = 14(k~x+ ~yk2 � k~x� ~yk2 + i k~x+ i~yk2 � i k~x� i~yk2) (4.12)Cvièení. Zatím je¹tì nevíme, ¾e v R 3 je b(~x; ~y) � x1y1 + x2y2 + x3y3 =k~xk k~yk cos', kde ' je úhel mezi ~x = (x1; x2; x3) a ~y = (y1; y2; y3). Doka¾teto! Minkowského vìta. (trojúhelníková nerovnost pro normu)k~x+ ~yk � k~xk+ k~yk (4.13)Dùkaz.k~x+ ~yk2 = b(~x+ ~y; ~x+ ~y) = k~xk2 + k~yk2 + b(~x; ~y) + b(~y; ~x) (4.14)? � k~xk2 + k~yk2 + 2 k~xk k~yk : (4.15)Poslední krok je oprávnìn díkyCauchyho nerovnosti.b(~x; ~y) + b(~y; ~x) � 2 k~xk k~yk v reálném pøípadì b(~x; ~y) � k~xk k~yk (4.16)



64 KAPITOLA 4. SKALÁRNÍ SOUÈINDùkaz Cauchyovy nerovnosti. Funkcef(t) = k~x� t~yk2 = b(~x� t~y; ~x� t~y) = k~xk2 � tb(~x; ~y)� tb(~y; ~x) + t2 k~yk2(4.17)je nezáporná 8t 2 R , tudí¾ diskriminant(b(~x; ~y) + b(~y; ~x))2 � 4 k~xk2 k~yk2 � 0: (4.18)Dokázali jsme tedy, ¾e reálná èást skalárního souèinu dvou vektorù je men¹ínebo rovna souèinu norem; stejnì tak je ale men¹í nebo rovna absolutníhodnota skalárního souèinu jb(~x; ~y)j � k~xk k~yk ; (4.19)o èem¾ se lehce pøesvìdèíme tím, ¾e vektor (tøeba) ~y násobíme takovoukomplexní jednotkou, aby byl skalární souèin reálný, èím¾ se ov¹em nezmìnínormy vektorù ani absolutní hodnota skalárního souèinu, a pøitom nerovnostu¾ budeme mít dokázanou.Geometrické odboèení, definice. Isomor�smus mezi dvìma vekto-rovými prostory ' : V ! eV zachovávající navíc i skalární souèin~b('(~v); '(~w))eV = b(~v; ~w) (4.20)nazveme isomor�smem prostorù se skalárním souèinem (V; b) a (eV;eb).Definice. Prostor Rn s obvyklým skalárním souèinemb(~x; ~y) = nXi=1 xiyi (4.21)budeme nazývat euklidovským prostorem; oznaèení E n.Pøíklad.Máme charakterisovat v¹echny isomor�smy E 2 do sebe (v poz-dìj¹í terminologii v¹echna ortogonální zobrazení). (Mor�smy algebraické stru-ktury S do sebe se nazývají endomor�smy a ty, které jsou navíc isomor�s-my, se oznaèují za automor�smy, tvoøí grupu èasto znaèenou Aut(S).)Vìta. Takový isomor�smus ' : E 2 ! E 2 je1. buï otoèením o vhodný úhel ! (pro ! = 0 identita)



4.1. GRAMM-SCHMIDTOVA ORTOGONALISACE 652. nebo komposicí otoèení se zrcadlením �, napø.�((x; y)) = (x;�y) (4.22)v tom èi onom poøadí.Poznámka. Mor�smy z prvé skupiny tvoøí normální podgrupu v¹echisomor�smù. Promyslete, proè je faktorgrupou grupafisomor�smy nemìnící orientaci, isomor�smy mìnící orientacig (4.23)isomorfní grupì f+1;�1g s násobením nebo grupì (Z2;+modulo 2).Dùkaz. Pi¹me '((1; 0)) = (a; c) a '((0; 1)) = (b; d). Podle de�niceisomor�smu platí vztahy (dosaïte vektory base)k'(~x)k2 = k~xk2 ) a2 + c2 = 1; b2 + d2 = 1: (4.24)b(~x; ~y) = 0 ) b('(~x); '(~y)) = 0 ) ab+ cd = 0: (4.25)Vyjádøeme tedy a = cos�, c = sin�, b = � sin, d = cos .Pak � cos�: sin  + sin�: cos  = sin(�� ) = 0.Buï se tedy � a  li¹í o násobek 2�, tedy a bc d ! =  cos� � sin�sin� cos� ! (4.26)jde o rotaci o úhel �, nebo se li¹í o lichý násobek �, pak a bc d ! =  cos� sin�sin� � cos� ! =  cos� � sin�sin� cos� ! 1 00 �1 !(4.27)vidíme komposici otoèení a zrcadlení. (Násobení matic budete zvládat nej-pozdìji brzy.)4.1 Gramm-Schmidtova ortogonalisaceSeznámíme se nyní s jednou velmi pøirozenou konstrukcí, mající názornýgeometrický význam. (Budeme èasem mo¾ná a¾ pøekvapeni, ke kolika ne-triviálním aplikacím plným þslo¾itých formulíÿ tato metoda povede; bude



66 KAPITOLA 4. SKALÁRNÍ SOUÈINnapø. jednotícím prvkem rozsáhlé kapitoly klasické analýzy zvané Teorie or-togonálních polynomù.)Máme-li dva vektory ~v1; ~v2, mù¾eme vyjádøit~v2 = a~v1 + ~w2 tak, aby ~v1 ? ~w2: (4.28)Dal¹í text roz¹iøuje tuto operaci na pøípad více vektorù.Vìta. Nech» ~v1:::n 2 (V ; b). Pak9~w1:::n takové, ¾e1. b(~wi; ~wj) = 0 kdy¾ i 6= j. Pí¹eme té¾ ~wi ? ~wj.2. L(f~v1; : : : ; ~vkg) = L(f~w1; : : : ; ~wkg) platí 8k = 1; : : : ; n.Dùkaz. Kreslete si obrázek pro k = 2; 3, projdìte Grammovým a Schmidto-vým ortogonalisaèním procesem vlastní nohou. Druhá podmínka bude splnìna,volíme-li ~wj ve tvaru5~wk = ~vk � k�1Xj=1 ~wj�jk neboli ~vk = ~wk + k�1Xj=1 ~wj�jk: (4.29)Je zøejmì L(f~v1; : : : ; ~vkg) = L(f~w1; : : : ; ~wk�1; ~vkg) podle indukèního pøed-pokladu a díky volbì ~wk také L(f~w1; :::; ~wkg) = L(f~w1; :::; ~wk�1; ~vkg). Pod-mínka prvá vy¾aduje, aby 8i = 1; : : : ; k � 1 bylo~wi ? ~wk , b(~wi; ~vk � k�1Xi=1 ~wj�jk) = 0, b(~wi; ~vk) = b(~wi; ~wi)�ik; (4.30)co¾ jednoznaènì urèuje �ik.Pøíklad.� Legendreovy polynomy Pn(x) = �Pn dndxn �(x2 � 1)n� tvoøí ortogonalisaci1; x; x2; : : : vùèi skalárnímu souèinu R 1�1 f(x)g(x)dx.� Hermitovy polynomy Hn(x) = �Hn ex2 dndxn e�x2 tvoøí ortogonalisaci vùèiskalárnímu souèinu R1�1 f(x)g(x)e�x2dx funkcí 1; x; x2; : : :.5Máme tedy ~w1 = ~v1.



4.2. ORTOGONÁLNÍ DOPLNÌK 67Nejde o nic jiného, ne¾ ¾e vezmeme první vektor ze souboru,ke druhému pøièteme takový násobek prvního, aby byl kolmý naprvní, ke tøetímu pøièteme takové kombinace tìch pøedcházejí-cích vektorù (tìch, které jsou ji¾ kolmé navzájem), aby bylkolmý opìt na v¹echny pøedchozí atd., a¾ dostaneme vektory,které generují tý¾ prostor, jako ty pùvodní, ale vzájemnì ji¾jsou kolmé.4.2 Ortogonální doplnìkDefinice doplòku. Mno¾inu f~v j ~v ? ~w 8~w 2 Wg nazveme ortogo-nálním doplòkem mno¾iny W � V, znaèíme W? a znak èteme komínnebo kolmítko.Tvrzení. (W?)? = L(W ).Lemma, je¾ se bude hodit. Nech» W � V. Pak ka¾dou ortogonálníbasi ~w1:::n prostoru W lze prodlou¾it na ortogonální basi celého V; prodlou-¾íme basi libovolným zpùsobem na basi celého V a ortogonalisujeme �a laGramm-Schmidt.Jeho dùsledek. dimW ? = dimV � dimW .Dùkaz tvrzení.� Nech» je W lineární prostor (budeme tedy tuté¾ mno¾inu psát zdvo-jeným W ). Jeliko¾ je zøejmé, ¾e W � (W ?)? (ponìvad¾ vektor jekolmý na v¹echny vektory, které jsou kolmé na nìho) a dále dimW =dim(W ?)? dle lemmatu, musí být W = (W ?)?.� Zøejmì je W? = (L(W ))?, a proto (W?)? = L(W ) dle minuléhobodu.Definice. Nech» W � V. Dle pøedchozího tvrzení lze ka¾dý vektor~v 2 V napsat ve tvaru~v = ~w+ e~w, kde ~w 2 W ; e~w 2 W ?.Zobrazení f~v 7! ~wg : V ! W (� V) nazýváme ortogonální projekcí napodprostor W .



68 KAPITOLA 4. SKALÁRNÍ SOUÈINNech» W 1 � V, W 2 � V, : : :, W n � V jsou na sebe vzájemnì kolmépodprostory takové, ¾e dimV = nXj=1dimW j (4.31)(W i ? W j znamená 8~v 2 W i 8~w 2 W j ~v ? ~w). Pak existuje jednoznaè-ný rozklad vektoru ~v 2 V~v =Pnj=1 ~wj, kde ~wj 2 W j.Pochopte a vysvìtlete jednomu èlovìku, který to nechápe. Zobrazení f~v 7!~wjg : V ! W j (� V) oznaèujeme dále pj a nazýváme ortogonální projekcína W j. Platí tedy: identické zobrazení=Pnj=1 pj6.1. První a druhá Pythagorova vìta: Velikost ètverce pod odvìsnou resp.pøeponou se rovná velikosti ètverce nad odvìsnou resp. pøeponou.2. Tøetí Pythagorova vìta: k~vk2 = k~wk2 +  e~w2 :3. Obecnìj¹í ètvrtá Pythagorova vìta: k~vk2 =Pnj=1 k~pj(~w)k2 :4. Pátou þPythagorovu vìtuÿ uvidíme ve formì Parsevalovy rovnosti nastranì 257.5. Parafráze Pythagorovy vìty ve tvaru, kdy odvìsny a pøepony ji¾ nejsouúseèkami, nýbr¾ vícerozmìrnými simplexy, pochází od Grassmanna amy o ní mluvíme na str. 315. Pythagoras ji asi je¹tì neznal.Dùkazy si proveïte sami kromì ¹esté vìty.Projekcí bez pøívlastku ortogonální a bez pøedpokladu zavedení ska-lárního souèinu nazveme lineární zobrazení p : V ! V, platí-li p2 = p.Projekce p1; : : : ; pn nazveme doplòkové, platí-li 8i 6= j : pipj = pjpi = 0a 1 = Pnj=1 pj, kde 1 oznaèuje identické zobrazení. Operátoru splòujícímup2 = p se také øíká idempotentní (z latinského þstejný jako mocninyÿ) aco se týèe vlastních èísel x (viz dále), splòují x2 = x, tedy x = 0 resp. x = 1.6Poslednímu vztahu se v kvantové fysice øíká relace úplnosti. Seèteme-li projektoryj iih ij na v¹echny vektory (þstavyÿ) z base (na podprostory jimi generované), dostanemeidentický operátor (zde znaèený svislou èarou) j =Pi j iih ij



Kapitola 5Matice a lineární zobrazení
Motto. Matice Indukují Lineární Obrazení ©tudákùm, Znalým A Hol-dujícím Radìji Algebraickým Dohadùm Ne¾ Idiotským Klepùm.Linearita Umo¾òuje Bezpeèné Odstranìní ©otkù, Maøících Odvìké TouhyLidstva.Definice. Lineárním zobrazením (homomor�smem) f : V ! Wrozumíme ka¾dé zobrazení splòující vztahyf(~v+ ~w) = f(~v) + f(~w) 8~v; ~w 2 V (5.1)f(�~v) = �f(~v) (5.2)Pøíklady.1. Zobrazení typu f~x 7! ~f(~x)g : Rn ! Rm, kde1~f = 0BBBB@ f1f2...fm 1CCCCA ; ~x = 0BBBB@ x1x2...xn 1CCCCA a fk(~x) = nXj=1 akjxj : (5.3)Tabulku (akj) nazýváme maticí tohoto lineárního zobrazení.1V zájmu budoucnosti pí¹eme nìkteré indexy nahoru. Koho to obtì¾uje, nech» si pøed-staví v¹echny dole. 69



70 KAPITOLA 5. MATICE A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ2. Otoèení, zrcadlení, stejnolehlost, kosení (ale nikoli posun vektoru, nu-lovému vektoru musí být pøiøazen opìt nulový) atd. jako pøíklady z ele-mentární geometrie.Chceme-li mluvit o zobrazeních v tzv. a�nních prostorech (vèetnìposunu), je u¾iteèné psát souøadnice vektoru v n-rozmìrném prostorunikoli pouze (x1; x2; : : : ; xn), ale (x1; x2; : : : ; xn; 1) a identi�kovat tentovektor s jeho násobky. Tímto se nám také pøirozenì odkryjí nevlastníbody (v nekoneènu) jako vektory s nulovou poslední (pøidanou) sou-øadnicí. Transformace souøadnic zahrnující posunutí bude mít tvar R ~v~0 1 ! ; (5.4)kde matice R obhospodaøuje obvyklou èást lineárního zobrazení asloupcový vektor ~v posun. Dal¹í poznámky o projektivním prostoruv kapitole o kvadratických plochách.3. Ortogonální projekce na podprostor.4. Øada pøíkladù z analýzy na nekoneènìrozmìrných prostorech funkcí ajejich vhodných (i koneènìdimensionálních) podprostorech, kupø.f 7! f 0 � dfdx (derivace) (5.5)f 7! Z x0 f(y)dy (primitivní funkce) (5.6)f 7! g � f (násobení funkcí) (5.7)f 7! ft kde ft(x) = f(x+ t), (posun o t): (5.8)Lineární zobrazení f : V ! V, zvlá¹tì na prostorech funkcí, nazývá-me operátory. (Napø. operátor derivování, operátor souøadnice, tj.násobení funkcí g(x) = x apod.)5. Mnohá nelineární zobrazení bývá u¾iteèné linearisovat.MaticeBrzy uvidíme, jak je výhodné pracovat abstraktním zpùsobem s operátorybez jejich vyjadøování v urèité basi. O tom, s jakým váháním se uskuteèòoval



71krok k bezsouøadnicovému my¹lení, svìdèí výzva E. Schmidta na jednomsemináøi v G�ottingenu k Johannu2 von Neumannovi z konce dvacátých let:þNe, ne! Neøíkejte operátor, øíkejte matice!ÿZaènìme tedy s de�nicí matice.Definice. Nech» f : V ! W je lineární zobrazení, ~v1; : : : ; ~vn base V a~w1; : : : ; ~wm base W . Pi¹me ~f(~vi) = mXj=1 ~wjaji: (5.9)To lze, nebo» W = L(f~w1; : : : ; ~wmg). TabulkuA = (aji); j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ; n (5.10)nazveme maticí f vùèi basím ~vi a ~wj. Prvky matice øaïmeA = 0BBBB@ a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... . . . ...am1 am2 � � � amn 1CCCCA (5.11)(pí¹eme-li indexy v¹ude dole (aij = aij), po øádkách èteme èísla 11,12,: : :v bì¾ném poøadí) a její velikost vyslovujme jako vý¹ka krát ¹íøka, èili zdem � n. Èasto se zajímáme o pøípad V = W a ~vi = ~wi a mluvíme o maticivzhledem k (jedné) basi ~vi.Vìta. Nech» ~x =Pni=1 ~vixi. Potom ~f(~x) =Pmj=1 ~wjyj, kdeyj = nXi=1 ajixi: (5.12)V dùkazu je u¾it jen vztah pro obraz vektoru base, linearita a zmìna poøadídvou sum. ~f(~x) = nXi=1~f(~vi)xi = nXi=1 mXj=1 ~wjajixi = mXj=1 ~wjyj (5.13)2Tehdy je¹tì; pozdìji po emigraci John.



72 KAPITOLA 5. MATICE A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍVìta o slo¾eném zobrazení. Nech» f : V ! W má matici A vùèibasím ~v1:::n a ~w1:::m. Nech» g : W ! Z má matici B vùèi basím ~w1:::m a~z1:::p. Pak komposice g � f : V ! Z (5.14)má matici C vùèi basím ~v1:::n a ~z1:::p, pøièem¾ matice C = B�A je komposiceneboli souèin matic3 B a A a má elementycji = mXk=1 bjkaki: (5.15)Dùkaz.~g(~f(~vi)) = ~g( mXk=1 ~wkaki) = mXk=1~g(~wk)aki = mXk=1 pXj=1~zjbjkaki = pXj=1~zjcji (5.16)U¾iteèný úkol. Ovìøte asociativitu násobení matic A � (B �D) = (A �B) �D a distributivnostA �(E+F) = A �E+A �F a (E+F) �A = E �A+F �A.Poznámky.� Pravidlo pro zapamatování þøádka krát sloupecÿ zní, ¾e cji je skalár-ním souèinem j-tého øádku B a i-tého sloupceA, je tøeba ale vynechatkomplexní sdru¾ování.� Ètvercové matice daného rozmìru n�n tvoøí nekomutativní okruh vùèisèítání4 a násobení. Toto platí samozøejmì i o mno¾inì v¹ech lineárníchzobrazení f : V ! V.� V pøípadì ètvercových matic þobvykleÿ neplatí A � B = B � A; je-lialespoò jedna neètvercová, tak mají tyto souèiny rùzný rozmìr nebodokonce neexistují, a tak o neplatnosti rovnosti nikdo nepochybuje.Test. Uète se násobit matice, dokud nebudete souhlasit s tím, ¾e0B@ 1 -2 3 -40 3 -2 14 0 -2 3 1CA :0BBB@ 1 23 4-2 -30 1 1CCCA = 0B@ -11 -1913 198 17 1CA (5.17)3Nezamìòujte s A �B, existuje-li!4Matice se sèítají zøejmým zpùsobem: cij = aij + bij , je-li C = A+B.



73Pøíklady z analýzy: operátory derivace a posunuOperátor derivace. Na prostoru Pn v¹ech polynomù nejvý¹e n-téhostupnì má operátor D[f ] = f 0 vùèi basi 1; x; x2; : : : maticiD = 0BBBB@ � 1 � � � � �� � 2 � � � �� � � 3 � � �... ... ... ... . . . 1CCCCA : (5.18)V¹imnìte si, ¾e ve tøetím sloupci je vektor pøiøazený operátorem derivacetøetímu vektoru base, vyjádøený pomocí souøadnic v té¾e basi.Pokud bychom zkoumali matici derivování vùèi basi1; x; x22! ; x33! ; x44! : : : ; (5.19)mìla by matice tvar (proto¾e d=dx(xk=k!) = (xk�1=(k � 1)!))N = 0BBBBB@ � 1 � � � � �� � 1 � � � �... ... ... . . . ...� � � � � � 1� � � � � � �
1CCCCCA; (5.20)který bude jakýmsi standardem v kapitole o nilpotentních operátorech. (Spo-ètìte N2, N3: : : . Snad vám vyjde, ¾e jednièky se jen posouvají od diagonály.)Operátor posunu. Najdeme matici P� operátoru posunu ff 7! f�g,kde f�(x) = f(x+ �), vùèi basi 1; x; x2=2!; : : : a doká¾eme vztahP� = 1+ �N+ �22!N2 + : : : + �nn!Nn; (5.21)pøièem¾ 1 znaèí jednotkovou matici operátoru identity, která má na dia-gonále jednotky a jinde nuly a proto51 = 0BBBB@ 1 � � � � �� 1 � � � �... ... . . . ...� � � � � 1 1CCCCA ; 1 �A = A resp. A � 1 = A (1ij = �ij)(5.22)5Pro jednotkovou matici se mnohdy u¾ívají symboly I, E, J a dal¹í.



74 KAPITOLA 5. MATICE A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍpro stejnì vysokou resp. ¹irokou matici A, jako je jednotková matice. V uve-deném vztahu rozpoznáváme Taylorùv vzorec známý z analýzy a vìc budemedále studovat v kapitole o exponenciále.Operátor posunu toti¾ vektoru base xk=k! pøiøadí funkci (podle binomickévìty) (x+ �)kk! = kXj=0 xjj! �k�j(k � j)! ; (5.23)co¾ je kombinace vektorù base xj=j!. Matice P� tedy bude mít na místìs indexy (jk) prvek �k�j(k � j)! : (5.24)Stejnì tak pravá strana pøispívá na posici (jk) jen èlenem s (k� j)-tou moc-ninou N (co¾ jste snad dokázali v úloze), pøed ní¾ je tý¾ koe�cient.Úloha. Zamyslete se, jak se chová operátor P� pro �! 0.Operátor diferenceV¹imnìme si nyní diskrétní variace na téma operátoru derivace.Zkoumejme operátor D̂t = 1t (Pt � 1); (5.25)kde symbolem 1 oznaèujeme identické zobrazení ff 7! fg. Jde o tzv. ope-rátor první diference, podrobnìji[D̂tf ](x) = 1t (f(x+ t)� f(x)): (5.26)Rozviòme (D̂t)n = ((Pt � 1)=t)n podle binomické formule (a nebojme setoho, ¾e pracujeme s operátory a nikoliv s èísly a tedy vlastnì pou¾ívámeplatnost binomické formule na komutativním okruhu):(D̂t)n = 1tn nXk=0(�1)n�k n!k!(n� k)!Pkt; �Pkt = (Pt)k� (5.27)nebo pro konkrétní funkci f[(D̂t)nf ](x) = 1tn nXk=0(�1)n�k n!k!(n� k)!f(x+ kt) (5.28)



5.1. NÌKTERÉ DAL©Í VÝZNAÈNÉ PØÍKLADY MATIC 75Následující cvièení je u¾ spí¹e z analýzy.Úloha. Doka¾te pomocí l'Hospitalova pravidla vztahlimt!0[(D̂t)nf ](x) = dndxn f(x)  u¾ijte 0 = (1� 1)m = mXk=0 m!(�1)kk!(m� k)!!(5.29)a uznejte, ¾e(D̂t)n (5.30)je vhodnou náhra¾kou n-té derivace v pøípadì, ¾e f je zadána jen pomocí hodnotna nìjaké podmøí¾ce R , to jest v bodech x + mt, m 2 Z. Pro nepravidelnérozmístìní bodù v møí¾ce je dobrá Vandermondova matice, viz dále.5.1 Nìkteré dal¹í význaèné pøíklady maticPermutaèní matice indukovaná permutací � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng máprvky pij = �i�(j): (5.31)Má tu prostou vlastnost, ¾e prvkùm base pøiøadí tyté¾ v jiném poøadí:~f(~vj) =X ~vi�i�(j) = ~v�(j): (5.32)Tímto jsme representovali grupu permutací na f1; : : : ; ng v grupì v¹echmatic n�n, které odpovídají isomor�smùm na V (tj. regulárních, viz dále).Trojúhelníkové matice horní resp. dolní A jsou takové, pro nì¾ aij =0 pro i > j resp. i < j.Poznámka. Taková matice se ji¾ objevila pøi popisu Gramm--Schmidtova ortogonalisaèního procesu. Obecnìji, máme-li zadaný øetìzecpodprostorù V1 � V2 � : : : � Vn � V a máme-li zobrazení f : V ! Vtakové, ¾e f(Vi) � Vi a znaèí-li A jeho matici vùèi postupnì doplòovanébasi, má A tvar, v nìm¾ se postupnì zleva doprava sni¾uje (nebo zùstávástejný) sloupec nul, jím¾ konèí ka¾dý sloupec matice, nìco jako horní trojú-helníková matice, v ní¾ jsou elementy bloky a nikoli ji¾ pouhá èísla, kde blokyodpovídají doplòujícím prvkùm base Vi vùèi Vi�1. Bloky jsou triviální, je-lidimVi = dimVi�1 + 1. Mno¾ina zobrazení tohoto typu tvoøí pologrupu(uzavøenou na komposici, obsahující jednotkový prvek). Najdìte nìjaké jejípodgrupy. Návod: Zamìòte f(Vi) � Vi za silnìj¹í pøedpoklad.



76 KAPITOLA 5. MATICE A LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍDiagonální matice je taková, ¾e aij = 0 pro i 6= j, tedy taková, kteréje zároveò horní trojúhelníková i dolní trojúhelníková. Diagonální maticetvoøí podpologrupu pøedchozí pologrupy. Co musíme je¹tì po¾adovat, aby¹lo o multiplikativní grupu a nejen pologrupu (grupa bez po¾adavku existenceinversního prvku)?Z mnoha význaèných pøíkladù matic, jimi¾ se hem¾í sbírky pøíkladù (na-pø. od Proskurjakova) uvedeme jeden (dvojitý) pøíklad.Vandermondova maticePolynom n-tého stupnì mù¾eme charakterisovat1. buï zadáním jeho koe�cientù: p(x) = anxn + : : :+ a1x+ a0.2. nebo tøeba zadáním hodnot v nìjakých bodech �0; �1; : : : ; �n.Vztah mezi tìmito dvìma soubory èísel lze zapsat jako0BBBB@ p(�0)p(�1)...p(�n) 1CCCCA = V0BBBB@ a0a1...an 1CCCCA = 0BBBB@ 1 �0 �20 � � � �n01 �1 �21 � � � �n1... ... ... . . . ...1 �n �2n � � � �nn 1CCCCA0BBBB@ a0a1...an 1CCCCA (5.33)Stejná matice vzniká pøi zkoumání následujícího, zdánlivì odli¹ného, faktickyv¹ak témìø toto¾ného problému: víme, ¾elimh!0 f(x+ h)� f(x)h = f 0(x); (5.34)a chceme pro ka¾dé n 2 N a ka¾dou volbu èísel �0; �1; : : : ; �n najít koe�ci-enty q0; q1; : : : ; qn, abylimh!0Pni=0 qif(x+ h�i)hn = f (n)(x); (5.35)chceme tedy odvozovat vzorce typuf 00(x) = limh!0 f(x� h)� 2f(x) + f(x+ h)h2 : (5.36)Øe¹te u¾itím l'Hospitalova pravidla; snad vám vyjde, ¾e� q0; q1; � � � ; qn �V = � 0; 0; � � � ; n! � (5.37)



Kapitola 6HodnostZaèneme vìtou, která by se stejnì tak mohla hodit do partie o dimensi akterá zobecòuje rovnost dimW + dimW ? = dimV pro W � V.Vìta. Pro dané zobrazení f : V ! W zaveïme symboly 1K er (f) = f~v 2 V j~f(~v) = ~0g; (6.1)Im(f) = f(V) = f~w 2 W j 9~v 2 V ~f(~v) = ~wg (6.2)a mluvme o jádru neboli nulovém prostoru a obrazu daného lineárníhozobrazení. Pak je dimK er (f) + dimIm(f) = dimV.Dùkaz. Nech» ~w1; : : : ; ~wm je base Im(f) a nech» ~z1; : : : ;~zk je baseK er (f). Najdìme pro ka¾dé i = 1; : : : ;m nìjaké ~vi takové, ¾e ~f(~vi) = ~wi.Potom je ~z1; : : : ;~zk; ~v1; : : : ; ~vm base prostoru V, ponìvad¾ je-li ~v 2 V apí¹eme-li (jednoznaènì)~f(~v) = mXi=1 ~wi�i  ) ~f(~v � mXi=1 ~vi�i) = 0 (!)! ; (6.3)existují jednoznaènì urèené koe�cienty �1; : : : ; �k takové, ¾e~v � mXi=1 ~vi�i = kXj=1~zj�j : (6.4)1Obor hodnot, námi znaèený jako image (obraz), se mnohdy znaèí R(f) jako zkratkaslova range. Na¹ím znaèením se vyhneme nedorozumìním pramenícím z faktu, ¾e R(f) =S(A) a nikoliv R(f) = R(A). 77



78 KAPITOLA 6. HODNOSTOznaèení. Pro matici A zøídíme symboly~rj = �aj1; aj2; : : : ; ajn� a ~si = 0BBBB@ a1ia2i...ami 1CCCCA (6.5)pro její j-tý øádek a i-tý sloupec (zkratka slovenského riadok a ståpec). Pro-story R (A) = L(f~r1; : : : ;~rmg) � Rn; (6.6)S(A) = L(f~s1; : : : ;~sng) � Rm (6.7)nazýváme øádkovým resp. sloupcovým prostorem matice A.Definice. Mìjme lineární zobrazení f : V ! W s maticí A vùèi basím~v1; : : : ; ~vn a ~w1; : : : ; ~wn. Oznaème symbolyh = hf = dimIm(f); (6.8)hr = hr(A) = dimR (A); hs = hs(A) = dimS(A): (6.9)Vìta. hr = hs = h. Spoleènou hodnotu budeme nazývat hodnostímatice A resp. zobrazení f . Vzhledem k dùle¾itosti tohoto tvrzení uvedemedva dùkazy vztahu hr = hs (a souvislosti s h si necháme na konec).Lemma, základ prvého zpùsobu. Nech» matice A0 vznikne z maticeA vynecháním sloupce, který je lineární kombinací ostatních. Potom sa-mozøejmì hs(A) = hs(A0) (proè?), ale takéhr(A) = hr(A0): (6.10)(Platí zajisté i lemma, kde zamìníme slovo þøádkaÿ, písmeno þrÿ atd. slovemþsloupecÿ, písmenem þsÿ apod.)Nejprve uká¾eme, jak z daného lemmatu plyne vysnìné hr = hs. Vyne-chávejme sloupce a øádky matice A a dojdìme k jakési þpodmaticiÿ A�, zekteré se ji¾ nic nedá vynechat. Potom je matice A� ètvercová; kdyby mìlavíce sloupcù ne¾ øádkù, nebyly by sloupce nezávislé, a naopak (proè?). Je-liko¾ podle lemmatu máme hr(A) = hr(A�) a hs(A�) = hs(A), je dùkaz



79vztahu hr = hs hotov, nebo» hr(A�) = hs(A�) (obì se rovnají rozmìru tétoètvercové matice, z ní¾ u¾ nelze nic vynechat).Dùkaz lemmatu. Nech» tøeba poslední sloupec je lineární kombinacípøedchozích: ~sn = n�1Xi=1 ~si�i (6.11)Oznaème symbolem r̂j þuseknutýÿ øádek ~rj (bez posledního èlenu ajn).Tvrdíme, ¾e zobrazením þuseknutíÿf~r 7! r̂g : R (A)! R (A0) (6.12)(které lineárnì roz¹íøíme na celé R (A)) se nemìní vztah lineární nezávis-losti øádkù. Vskutku, oznaèíme-li symbolem F lineární funkci (øádkovéhovektoru) F � x1; : : : ; xn�1 � = n�1Xi=1 xi�i; (6.13)máme vztahX�i~ri = � P�ir̂i; F (P�ir̂i) � (6.14)(nebo» v øádkovém prostoru R (A) platí vztah ~r = � r̂; F (r̂) �; odùvodnìteblí¾e) a tudí¾ X�i~ri = ~0 , X�ir̂i = ~0: (6.15)Druhý zpùsob. Ní¾e napsanou argumentaci je tøeba trochu modi�kovatv pøípadì prostorù komplexních.Zaveïme na R (A) skalární souèin indukovaný vnoøením do Rn. V¹imnì-me si, ¾e prostor N = (R (A))? (6.16)je jádrem (nulovým prostorem) zobrazeníf~x 7! ~y = A~xg : Rn ! Rm: (6.17)(Toto je fakt samostatné dùle¾itosti, zvl. v teorii øe¹ení soustav rovnic.)Na jedné stranì tedy máme vztah (podle vìty u konce kapitoly o skalár-ním souèinu) dimN = n� dimR (A) = n� hr(A): (6.18)



80 KAPITOLA 6. HODNOSTNa druhé stranì platí podle prvé vìty této kapitolydimN = n� dimS(A) = n� hs(A) (6.19)Tedy je hr(A) = hs(A).Dùkaz rovnosti hodnosti zobrazení.Vztah h = hs doká¾eme rozkladem f : V ! W na komposici zobrazení--? 6I JfARn RmV Wkde I je isomor�smus pøiøazující vektoru ~v =Pni=1 ~vixi sloupec souøad-nic (xi=1:::n) vùèi basi ~vi, A je oznaèení zobrazení f~x 7! ~y = A~xg a J jeisomor�smus pøiøazující sloupci souøadnic (yj=1:::m) vektorPmj=1 ~wjyj . Staèísi nyní uvìdomit, ¾e (odùvodnìte podrobnìji)h = dimIm(f) = dim(A � I)(V) = dimA(Rn) = dimS(A): (6.20)6.1 Hodnost souèinu, regulární maticeVìta. Nech» f : V ! W , g : W ! Z. Oznaème symboly hf , hg, hg�fhodnosti pøíslu¹ných zobrazení. Pak platí vztahyIm(g � f) � Im(g); K er (f) � K er (g � f) (6.21)a tudí¾ i hg�f � min(hf ; hg):Poznámka. Zatímco vztah hg�f � hg je v této formulaci vidìt triviálnì,implikaci K er (f) � K er (g � f)) hg�f � hf je vhodné zformulovat i v øeèimatic:Vìta. R (B �A) � R (A); S(B �A) � S(B)a tedy také h(B �A) � min(h(A); h(B)).Dùkaz. Vztah cji =P bjkaki znamená, ¾e~rj(C) =X bjk~rk(A) a ~si(C) =X~sk(B)aki: (6.22)



6.1. HODNOST SOUÈINU, REGULÁRNÍ MATICE 81Definice regularity. Ètvercovou matici n � n nazveme regulární,má-li hodnost n, v opaèném pøípadì øíkáme matici singulární.Prvý dùsledek. Pro ka¾dou regulární matici A existuje tzv. inversnímatice B taková, ¾eAB = BA = 1: : : to je jednotková matice 0B@ 1 � � � �... . . . ...� � � � 1 1CA : (6.23)(Staèila by jedna podmínka k úplné charakterisaci B, objasnìte.) Znaèíme jiB = A�1.Dùkaz. Pro regulární matici A je zobrazeníf~x 7! A~xg : Rn ! Rn (6.24)bijekcí (prosté a þnaÿ). Inversní maticí je pak prostì matice inversního zob-razení. Toto je také regulární.Druhý dùsledek. Regulární matice tvoøí grupu vùèi násobení, ponì-vad¾ B�1A�1 je zøejmì inversní maticí k AB, která je tím pádem regulární(pro regulární A, B).Které matice jsou urèitì regulární.� Trojúhelníková matice s nenulovými prvky na diagonále.� Permutaèní matice.� Vandermondova matice, jsou-li v¹echny �0; �1; : : : �n rùzné.� Exponenciála matice (nakoukni do kapitoly o exponenciále).� Matice tvaru A = 1+B (6.25)s takovou maticí B, aby výraz (právì C je A�1)C = 1Xn=0(�1)nBn (6.26)



82 KAPITOLA 6. HODNOSTbyl dobøe de�nován: to zaruèíme tøeba malostí v¹ech elementù B (abysuma konvergovala na v¹ech posicích) nebo kupøíkladunilpotentnostíB (to jest po¾adavkem, aby Bn = 0 pro v¹echna n poèínaje nìjakýmn0).6.2 Ekvivalentní øádkové úpravyObjasníme konkrétní postup pøi urèování hodnosti matice, pøi výpoètu ma-tice inversní a pøi øe¹ení soustav rovnic. Základní metodou je zde Gaussovaeliminace (zapomnìtliví a» nahlédnou do úvodní kapitoly).Definice. Ekvivalentní øádkovou úpravou matice rozumíme� pøiètení násobku jednoho øádku k jinému� výmìnu dvou øádkù� vynásobení nìjakého øádku nenulovou konstantoua také koneènou posloupnost uvedených úprav.Tvrzení. Ekvivalentní øádkové úpravy nemìní prostor R(A) { tedy anihodnost matice. Dùkaz si proveïte sami, je to jednoduché.Vìta. Matici A0 vzniklou z matice A øádkovou úpravou lze získat vy-násobením matice A nìjakou maticí M zleva,2 kde matice M je� jednotková matice, která má navíc na posici (ij) èíslo �, chceme-lipøièíst �-násobek j-tého øádku k øádku i-tému� permutaèní matice, odpovídají transposici prvkù i; j, chceme-li zamì-nit i-tý a j-tý øádek� jednotková matice, která má na posici (ii) èíslo � (místo jednotky),chceme-li i-tý øádek vynásobit èíslem �nebo souèinem Mn � : : : �M2 �M1, chceme-li postupnì provést úpravy odpo-vídající maticím M1;M2 : : :Výpoèet inversní matice.2Tímto v¾dy máme na mysli, ¾e tato matice M stojí vlevo: A0 =M �A.



6.2. EKVIVALENTNÍ ØÁDKOVÉ ÚPRAVY 83Nech» A je ètvercová regulární matice n� n.Napi¹me si dvojici matic (A j1) (chápejme ji jako jednu matici rozmìrun� 2n) a provádìjme její øádkové úpravy tak dlouho, a¾ dostaneme þekvi-valentníÿ matici (1 jB).(Jde o dvojí provedení Gaussovy eliminace: nejprve vynulujeme èlenypod diagonálou A, poté èleny nad diagonálou.)V souladu s poslední vìtou je (M representuje úpravy)M � (A j1) = (1 jB) neboli M �A = 1; M � 1 = B (6.27)a matice B je tudí¾ hledanou inversní maticí k A:M = A�1 = B: (6.28)Varianta øe¹ící soustavu. Jde o postup známý z úvodní kapitoly proregulární A. Soustavu A~x = ~b (6.29)vyøe¹íme provádìním øádkových úprav roz¹íøené matice�A j ~b� (6.30)do té doby, ne¾ dostaneme matici tvaru(1 j~x) ; (6.31)vektor ~x je pak hledaným øe¹ením ~x = A�1~b, proto¾e matice úprav M jeopìt právì A�1.Kombinovaná varianta. Mù¾eme najednou najít A�1 i vyøe¹it sou-stavu A~x = ~b tak, ¾e upravujeme matici�A j1 j ~b� (6.32)a¾ do chvíle, kdy se na místì, kde byla pùvodnìA, objeví matice jednotková.Na místech, kde sídlila 1 resp. ~b, si pøeèteme hledané A�1 resp. ~x.Sloupcová analogie. Pí¹eme-li matice vedle sebe, je tøeba provádìtøádkové úpravy (aby se obì matice mìnily zároveò). Chceme-li pou¾ívatsloupcové úpravy, matice je tøeba zapsat pod sebe. Je¹tì jedna zmìna pro-bìhne: sloupcové úpravy se dají psát jako násobení vhodnou maticí tentokrátzprava.



84 KAPITOLA 6. HODNOST6.3 Frobeniova vìta, øe¹itelnost soustavySoustava A~x = ~b je øe¹itelná právì kdy¾ h(A) = h(A j ~b).Dùkaz. Øe¹itelnost znamená, ¾e 9x1; : : : ; xm tak, ¾e~b = mXi=1~sixi: (6.33)To v¹ak existuje právì tehdy, kdy¾ ~b 2 S(A), tedy kdy¾ hs(A) = hs(A j ~b).Øe¹ení neøe¹itelné soustavy, lineární regrese. Vmnoha prak-tických úlohách se setkáváme se situací, kdy rovnice pro dané neznámé zná-me pouze pøibli¾nì, vìt¹inou díky nepøesnosti mìøení, zato je obvykle vìt¹ípoèet rovnic ne¾ neznámých.V obecnìj¹ím pøípadì øe¹íme soustavuA~x = ~b; (6.34)kde ~b =2 S(A). Za zobecnìné øe¹ení ~x pak pokládáme øe¹ení soustavy, v ní¾proti poslední nahradíme pravou stranu k ní nejbli¾¹ím mo¾ným vektoremle¾ícím ve sloupcovém prostoru, to jest ortogonální projekcí ~b do S(A).U lineární regrese hledáme dvì neznámé a; b podle øady nepøesnýchúdajù (xi; yi), aby þplatiloÿ yi = axi + b: (6.35)Hledaný vektor ~x, matice A a pravá strana nabudou tvaruA = 0BBBB@ x1 1x2 1... ...xn 1 1CCCCA ~x =  ab ! ~b = 0BBBB@ y1y2...yn 1CCCCA : (6.36)Metoda nese název metoda nejmen¹ích ètvercù, proto¾e hledáme a; btaková, aby byl minimální výraznXi=1(yi � axi � b)2: (6.37)



6.3. FROBENIOVA VÌTA, ØE©ITELNOST SOUSTAVY 85Vypoèítejte tedy koe�cienty a, b takové, aby vektor0B@ y1...yn 1CA� a0B@ x1...xn 1CA� b0B@ 1...1 1CA byl kolmý na 0B@ x1...xn 1CA i 0B@ 1...1 1CA(6.38)a porovnejte výsledky se vzorci známými z praktik èi odjinud.Pøíklad první. Najdìte inversní matici k matici n� nA = 0BBBB@ � 1 1 1 1 11 � 1 1 1 11 1 � 1 1 1... ... ... ... ... ... 1CCCCA : (6.39)
Øe¹ení. 0BBBBB@ 0 1 1 1 11 0 1 1 11 1 0 1 11 1 1 0 11 1 1 1 0

����������� 1 � � � �� 1 � � �� � 1 � �� � � 1 �� � � � 1
1CCCCCA � (6.40)

� 0BBBBB@ n� 1 n� 1 n� 1 n� 1 n� 11 0 1 1 11 1 0 1 11 1 1 0 11 1 1 1 0
����������� 1 1 1 1 1� 1 � � �� � 1 � �� � � 1 �� � � � 1

1CCCCCA � (6.41)
� 0BBBB@ 1 1 1 1 1� �1 � � �� � �1 � �� � � �1 �� � � � �1 ���������� 1n�1 1n�1 1n�1 1n�1 1n�1� 1n�1 1� 1n�1 � 1n�1 � 1n�1 � �1n�1� 1n�1 � 1n�1 1� 1n�1 � 1n�1 � 1n�1� �1n�1 � 1n�1 � 1n�1 1� 1n�1 � 1n�1� 1n�1 � 1n�1 � 1n�1 � 1n�1 1� 1n�1

1CCCCA �(6.42)� 0BBBBB@ 1 � � � �� 1 � � �� � 1 � �� � � 1 �� � � � 1
����������� n�21�n 1n�1 1n�1 1n�1 1n�11n�1 n�21�n 1n�1 1n�1 1n�11n�1 1n�1 n�21�n 1n�1 1n�11n�1 1n�1 1n�1 n�21�n 1n�11n�1 1n�1 1n�1 1n�1 n�21�n

1CCCCCA (6.43)



86 KAPITOLA 6. HODNOSTVýsledek tedy zníA�1 = 1n� 1 0BBBB@ 2� n 1 � � � 11 2� n � � � 1... ... . . . ...1 1 � � � 2� n 1CCCCA : (6.44)Zobecnìní. Chceme-li najít inversní matici k matici, která má na dia-gonále èíslo a+ b a mimo diagonálu b, tj. k maticiA = 0BBBB@ a+ b b � � � bb a+ b � � � b... ... . . . ...b b � � � a+ b 1CCCCA = a1+ bU; U = 0BBBB@ 1 1 � � � 11 1 � � � 1... ... . . . ...1 1 � � � 1 1CCCCA(6.45)a napoví-li nám intuice, ¾e inversní matice bude tého¾ tvaruA�1 = c1+ dU; (6.46)lehce dopoèteme koe�cienty c; d z toho, ¾e1 = AA�1 = (a1+ bU)(c1+ dU) = ac1+ (ad+ bc)U + bdU2; (6.47)a proto¾e U2 = nU, je ac = 1, ad + bc + nbd = 0, z èeho¾ c = 1=a ad = �b=(a � (a+ nb)).Pøíklad druhý. Vyøe¹íme soustavu zadanou první maticí a provedemediskusi.0BBB@ 5 �3 2 4 34 �2 3 7 18 �6 �1 �5 97 �3 7 17 � 1CCCA � 0BBB@ 1 �1 �1 �3 24 �2 3 7 18 �6 �1 �5 97 �3 7 17 � 1CCCA � (6.48)
� 0BBB@ 1 �1 �1 �3 20 2 7 19 �70 2 7 19 �70 4 14 38 �� 14 1CCCA � 0B@ 1 �1 �1 �3 20 2 7 19 �70 0 0 0 � 1CA (6.49)
Diskuse.



6.3. FROBENIOVA VÌTA, ØE©ITELNOST SOUSTAVY 87� � = 0: volíme x3; x4 libovolnì, z prvních dvou rovnic dopoèteme x2 ax1.� � 6= 0: podle Frobeniovy vìty nemá øe¹ení. Hledejme zobecnìné øe¹ení,to jest pravou stranu nahradíme ortogonální projekcí do sloupcovéhoprostoru matice A. Najdìte tedy taková x1; x2; x3; x4, aby následujícívektor byl kolmý ke v¹em sloupcùm A, co¾ vede ke ètyøem (ale jen kedvìma nezávislým) rovnicím, které dopoètete.0BBB@ 319� 1CCCA� x10BBB@ 5487 1CCCA� x20BBB@ �3�2�6�3 1CCCA� x30BBB@ 23�17 1CCCA� x40BBB@ 47�517 1CCCA (6.50)Kontrolou vám bude, ¾e dosazením � = 0 musíte dostat øe¹ení pøed-chozího bodu.Pøíklad tøetí. Najdìte nejmen¹í kladné celé n pro kteréAn = 1 kde A = 0BBB@ cos 2� sin 2� � �� sin 2� cos 2� � �� � cos 3� sin 3�� � � sin 3� cos 3� 1CCCA : (6.51)
Øe¹ení. V¹imnu si, ¾e pro blokovou matici tvaruA =  B �� C ! (6.52)platí An =  Bn �� Cn !.Dále si uvìdomím, ¾e cos� sin�� sin� cos� !n =  cosn� sinn�� sinn� cosn� ! : (6.53)Hledáme tedy nejmen¹í n, aby 2n i 3n bylo dìlitelné 360, tím je n = 360jako nejvìt¹í spoleèný násobek 180 a 120.



88 KAPITOLA 6. HODNOSTPoznámka. Existuje samozøejmì nepøeberné mno¾ství úloh z fyziky iodjinud, vedoucích k øe¹ení nìjaké soustavy lineárních rovnic. Jako pøíkladsi napi¹te napø. Kirchho�ovy zákony pro nìjaký slo¾itìj¹í elektrický obvod,obsahující pouze zdroj stejnosmìrného napìtí a odpory. Spoètìte velikostiproudù v jednotlivých vìtvích obvodu.
U IR1 R3R2 R4R5I3 I1I2I4I5

- 6?66?



Kapitola 7Operátory v rùzných basích,stopa7.1 Podobné matice, matice v rùzných basíchVìta. Nech» f : V ! W má1. matici A vùèi basím ~v1; : : : ; ~vn a ~w1; : : : ; ~wm2. matici B vùèi basím f~v1; : : : ;f~vn a f~w1; : : : ;g~wm:Nech» f~vi =Pi0 ~vi0ci0i, f~wj =Pj0 ~wj0dj0j.Pak B = D�1AC: (7.1)+ Speciálnì, máme-li poka¾dé jednu basi (V = W ), ~vi = ~wi,máme vzorec B = C�1AC: (7.2)Matici C øíkáme matice pøechodu od base ~vi (staré) k basi f~vi (nové).Pro lep¹í zapamatování detailnì: Ve sloupcích má matice zapsány souøadnicevektorù nové base (f~vi) vùèi staré basi (~vi). Obsahuje-li tedy nová base del¹ívektory ne¾ stará, matice pøechodu od staré k nové obsahuje þvelká èíslaÿ.Jsou-li xi souøadnice vektoru ~x v basi ~vj (staré), tj. ~x =Pi ~vixi a obdobnì89



90 KAPITOLA 7. OPERÁTORY V RÙZNÝCH BASÍCH, STOPAexi souøadnice v basi f~vj (nové), jsou svázány vztahemxi =Xj cijfxj èili 0BBBB@ x1x2...xn 1CCCCA = C0BBBB@ fx1fx2...fxn 1CCCCA : (7.3)Dùkaz. Pøechod od nevlnkované basi k vlnkované napí¹eme takto (v¹i-mnìte si, ¾e { podle obvyklých pravidel { násobíme maticí øádek, jeho¾ prvkynejsou èísla, ale vektory!):(f~v1; : : : ; f~vn) = (~v1; : : : ; ~vn)C a (f~w1; : : : ;g~wm) = (~w1; : : : ; ~wm)D (7.4)Vztah ~f(~vi) =P ~wjaji zapisuji(~f(~v1); : : : ;~f(~vn)) = (~w1; : : : ; ~wm)A (7.5)a podobnì (~f(f~v1); : : : ;~f(f~vn)) = (f~w1; : : : ;g~wm)B: (7.6)Zkombinujeme-li poslední rovnost s druhou rovností první øádky dùkazu,máme (~f (f~v1); : : : ;~f (f~vn)) = (~w1; : : : ; ~wm)DB: (7.7)Naopak, pøilo¾íme-li funkci k rovnostif~vi = nXk=1 ~vkcki ) ~f(f~vi) = nXk=1~f(~vk)cki; (7.8)máme(~f (f~v1); : : : ;~f (f~vn)) = (~f(~v1); : : : ;~f (~vn))C = (~w1; : : : ; ~wm)AC (7.9)a získáme tak dokazovanou rovnostAC = DB ) B = D�1AC: (7.10)Definice. Matice A, B, pro nì¾ existuje matice C, ¾eB = C�1AC; (7.11)nazýváme podobné a znaèíme A � B.



7.2. STOPA 91Urob si sám:1. A � B) An � Bn, A�1 � B�1 (existuje-li).2. Podobné matice mají stejnou hodnost (ale i stejnou stopu a determi-nant, ba dokonce stejný charakteristický polynom, jak uvidíme pozdì-ji).3. Pro A � B existuje v Rn base ~v1; : : : ; ~vn, v ní¾ má zobrazení f~x 7!A~xg : Rn ! Rn matici B.7.2 StopaDùle¾itost tohoto pojmu oceníme a¾ pozdìji.Definice. Nech» operátor f : V ! V má vùèi nìjaké basi ~v1; : : : ; ~vnmaticiA. Stopou matice1 A resp. operátoru f nazveme souèet diagonálníchprvkù: Tr f = TrA = nXi=1 aii (7.12)Korektnost de�nice (nezávislost na basi) stopy pro operátor vyplývá z ná-sledujícíhotvrzení. Stopy podobných matic A a A0 jsou stejné.Tvrzení je dùsledkem obecnìj¹ího faktu, tzv. cykliènosti stopy (platí ikdy¾ AB 6= BA): TrAB = TrBA; (7.13)proto¾e Tr(C�1AC) = Tr(ACC�1) = TrA: (7.14)Cykliènost stopy doká¾eme prostou zmìnou poøadí sumace a pøejmeno-váním sumaèních indexù:TrAB = nXi=1 nXj=1 aijbji � TrBA = nXj=1 nXi=1 bijaji: (7.15)1Zkratka þTrÿ je z anglického þtraceÿ; pou¾ívá se té¾ zkratky þSpÿ z nìmeckého þSpurÿ.
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Kapitola 8DeterminantTeorie determinantù vznikla v souvislosti s øe¹ením soustavyA~x = ~b (8.1)pro regulární A. Jak jsme ji¾ naznaèili v úvodní kapitole, lze tìmto otázkámdáti i geometrickou interpretaci. Uvidíme toti¾, ¾e teorii determinantù jemo¾no chápat jako teorii mìøení objemù v Rn. Omezme se pro konkrétnostna pøípad dimense tøi a podívejme se, jaké vlastnosti má mít velièina zvanáobjem tìlesa. Uèiòme následující pozorování pro vektory z R 3.Oznaème symbolem V (~v1; ~v2; ~v3) (8.2)objem rovnobì¾nostìnu R(~v1; ~v2; ~v3) = fP3i=1 ~vi�i j�i 2 (0; 1)g.Aditivita. Objem sjednocení disjunktních mno¾in by mìl být rovensouètu objemù èástí. Obrázek (nakreslený jen v dvourozmìrné situaci) vássnad pøesvìdèí, ¾e by mìlo platit
-���� ��������������������������������������������~v2 ~v1 ~v01(obsah þvelkéhoÿ rovnobì¾níka je roven souètu obsahù men¹ích rovno-bì¾níkù { staèí pøesunout þdlouhýÿ trojúhelník)V (~v1; ~v2; ~v3) + V (~v01; ~v2; ~v3) = V (~v1 + ~v01; ~v2; ~v3) (8.3)93



94 KAPITOLA 8. DETERMINANTa podobné vztahy pro druhou a tøetí promìnnou.My víme podrobnìji ze základní ¹koly, ¾e objem je dán vzorcem þzá-kladna krát vý¹kaÿ a ¾e vý¹ka na základnu L(f~v2; ~v3g) se nemìní pøiètenímnásobkù ~v2 a ~v3 k ~v1, tedyV (~v1 + ~v2�2 + ~v3�3; ~v2; ~v3) = V (~v1; ~v2; ~v3) (8.4)pro libovolné �2; �3 a podobnì pro druhou a tøetí promìnnou.Znaménko objemu, pojem orientaceKonsistence (8.3) vede k po¾adavku (objasnìte!)V (�~v1; ~v2; ~v3) = �V (~v1; ~v2; ~v3): (8.5)To znamená, ¾e u¾ nelze chápat V jako v¾dy nezápornou velièinu. Musímevybrat správné znaménko pro V . Jak ho urèíme? Zde pøicházíme ke klíèo-vému pojmu þorientace base ~v1; ~v2; ~v3ÿ. Tato orientace mù¾e být buï sou-hlasná s kanonickou basí daného prostoru èi nesouhlasná. Pøedstavíme-lisi kanonickou basi~e1 = 0B@ 1�� 1CA ~e2 = 0B@ �1� 1CA ~e3 = 0B@ ��1 1CA (8.6)orientovanou podle pravidla pravé ruky, napø. ~e1 dozadu (tj. za va¹e záda), ~e2vpravo a ~e3 nahoru, obecnìji pohybuje-li se pravá ruka1 ve smìru ukazováèkuod ~e1 k ~e2, míøí palec ve smìru ~e3, lze mluviti o pravotoèivosti (napø. ~e1:::3)nebo levotoèivosti dané base. Pojmu souhlasné orientace dvou basívìnujeme roz¹iøující poznámku ní¾e. Zatím se spokojíme s konstatováním,¾e base ~vp(1); ~vp(2); : : : ; ~vp(n) (8.7)je souhlasnì orientována s basí~v1; ~v2; : : : ; ~vn (8.8)právì kdy¾ je p sudá permutace. Tak¾e je pøirozené chtít, aby platil vztah(v¹imnìme si, ¾e �~v1; ~v2; ~v3 má jinou orientaci ne¾ ~v1; ~v2; ~v3)V (~vp(1); ~vp(2); ~vp(3)) = znak p � V (~v1; ~v2; ~v3): (8.9)1S prsty ohnutými na kru¾nici se støedem v poèátku.



95CejchZbývá ocejchovat velièinu V tøeba vztahemV (~e1;~e2;~e3) = 1 (8.10)pro kanonickou basi v R 3.Je-li nyní A matice 3� 3, pi¹medetA místo V (~s1(A);~s2(A);~s3(A)): (8.11)(Proèpak asi volíme toto oznaèení? Viz ní¾e.)Po¾adavky vý¹e lze nyní zformulovat takto:� detA je lineární funkcí ka¾dého sloupce� Je-li p matice tvaru pij = �i�(j) (8.12)pro vhodné zobrazení � : f1; 2; 3g ! f1; 2; 3g, tak je (viz vý¹e)detp = znak � (8.13)s tím, ¾e není-li � permutace, dode�nujme jeho znak na nulu2 (pak toti¾má p nìjaké dva sloupce stejné a proto musí být {viz vý¹e{ detp =�detp).Rozpis do sloupcùRozepi¹me nyní sloupec0B@ a11a21a31 1CA = 0B@ a11�� 1CA+0B@ �a21� 1CA+0B@ ��a31 1CA (8.14)a podobnì zbylé dva. Z po¾adavku linearity v ka¾dém sloupci plyne vztah(rozepi¹te podrobnì) detA =Xp detAp; (8.15)2Tohoto oznaèení budeme u¾ívat i pozdìji.



96 KAPITOLA 8. DETERMINANTkde sèítáme pøes v¹ech 27 zobrazení p : f1; 2; 3g ! f1; 2; 3g a matice Ap mána posici (i; j) prvek aij, pokud i = �(j), a jinak nulu. U¾itím vztahu prodeterminant permutaèní matice a linearity mámedetAp = 3Yi=1 ap(i)i znak p (8.16)a tudí¾ dospíváme k závìru.detA =Xp znak p 3Yi=1 ap(i)i (8.17)Shròme obsah tohoto odstavce: induktivními úvahami jsme dospìli k zá-vìru, ¾e existuje-li þrozumnýÿ pojem objemu mnohostìnu, musí být pro rov-nobì¾nostìn dán3 formulí (psanou obecnì4 pro Rn)De�nice determinantudetA =Xp znak p nYi=1 ap(i)i (8.18)Poznámka o permanentu.Pokud bychom vynechali násobení znakempermutace a tedy v¹echny pøíspìvky sèítali, dostali bychom permanentdané matice. Na rozdíl od determinantu matice n�n, který lehce spoètemenapøíklad úpravou matice na trojúhelníkový tvar ji¾ po asymptoticky cn3operacích (potøebujeme vynulovat cca. n2=2 elementù matice a ka¾dé takovévynulování je spojeno s pøiètením násobku jedné øádky k jiné, co¾ obná¹í2n operací), permanent se s nejvy¹¹í pravdìpodobností takto rychle poèítatnedá a nauky o NP-úplnostech mají promy¹leny postupy, jak modi�kovatpøípadný algoritmus pro jeho polynomiálnì rychlý výpoèet na øe¹ení vìt¹inyvýpoèetnì nároèných kombinatorických problémù.Pøed systematické zkoumání pojmu determinantu vlo¾íme je¹tìinformativní vsuvku o pojmu orientace v Rn. Místo o orientacin-tice sloupcù matice mluvme pøímo o orientaci reálné matice. (Komplexnímatice má obecnì komplexní determinant, a tak není vhodné mluviti o jehoznaménku.)3A¾ na znaménko a pøípadný koe�cient související s volbou jednotkového objemu.4V¹imnìte si, ¾e úvahy mohly být provedeny pro jakékoli n.



97Definice. Dvì matice A;A0 nazveme souhlasnì orientované, pokudexistuje spojité zobrazeníft 7! A(t)g : h0; 1i !Mn�n (8.19)do prostoru Mn�n matic n� n takové, ¾eA(0) = A; A(1) = A0 a pro v¹echna t 2 h0; 1i je A(t) regulární.(8.20)Homotopie. To je název pro takovýto þspojitý pøechodÿ od jedné n-tice vektorù (sloupcù A) k druhé (sloupcù A0), pøi kterém nedojde nikdyk þsplácnutíÿ mìnìné base Rn (regularita A(t)).Vìta. Jsou pouze dvì tøídy ekvivalence v relaci þbýt souhlasnì ori-entovánÿ: tøída M+ souhlasnì a tøída M� nesouhlasnì orientovaných s 1.Zobrazení fA 7! B �Ag :M!M (8.21)pøevádíM� naM� resp. naM� podle toho, zda B 2M+ resp. B 2M�.Permutaèní matice p� patøí do Mznak �.Dùkaz jen naznaèíme. Pøipomeòme, ¾e Gaussovou eliminací lze ka¾douregulární matici A vyjádøit jako komposici elementárních matic typuM ji =1+ �E ji (indexy i; j neoznaèují posici v matici, nýbr¾ konkrétní matici M;matice E ji má jednièku jen v místì na i-té øádce a v j-tém sloupci, jindenuly, (E ji )kl = �ki �jl ) nebo typu jednotkové matice, v ní¾ jednu 1 nahradíme�1 (nebo lze vzít typ matice prohazující dva øádky) nebo typu, kde se protijednotkové násobí jeden øádek kladnou konstantou �.Pøitom matice vzniklá þzapomenutím èinitelùÿ tvaru M ji v tomto sou-èinu je souhlasnì orientována s A: není problém spojitì pøejít od A k A0spojitou zmìnou �, resp. názornì rozpisem na souèin mnoha matic s �! 0.Tak¾e máme souèin matic typu J<ji> prohazujících dva øádky a Jk;� ná-sobící k-tý øádek èíslem � a ptáme se, kdy je tento souèin (ne)souhlasnìorientován s 1.Ukazuje se, ¾e závisí pouze na tom, zda je èinitelù J<ji> a Jk;� se zápor-ným � sudý nebo lichý poèet, pøesnìji (jak doká¾eme) komposice dvou matictypu J<ij> nebo Jk;� je souhlasnì orientována s 1. Prozkoumáme jen souèinydvou transposièních matic (podrobnìj¹í zkoumání souèinù typu J<ji>Jk;�,Jk;�J<ji> a Jk;�Jk0;�0 pøenecháme ètenáøi) a rozli¹íme pøitom dva pøípady:



98 KAPITOLA 8. DETERMINANT� J<ij>J<kl>, pøièem¾ mno¾iny fi; jg a fk; lg nejsou disjunktní. V pøí-padì, ¾e jsou dokonce stejné, je souèinem pøimo jednotková matice,v opaèném dostaneme souèin typu0B@ � 1 �1 � �� � 1 1CA0B@ � � 1� 1 �1 � � 1CA = 0B@ � 1 �� � 11 � � 1CA ; (8.22)co¾ je otoèení o 120� kolem osy prvého oktantu, tak¾e dostaneme sou-hlasnost s 1.� Disjunktní pøípad, tedy situace typu0BBB@ � 1 � �1 � � �� � � 1� � 1 � 1CCCA = 0BBB@ � �1 � �1 � � �� � � �1� � 1 � 1CCCA0BBB@ 1 � � �� �1 � �� � 1 �� � � �1 1CCCA ;(8.23)co¾ je komposice otoèení prvé a druhé osy o 90�, otoèení tøetí a ètvrtéosy o 90� a otoèení druhé a ètvrté osy o 180�, z èeho¾ plyne souhlasnost.Poznámka. Idea tohoto dùkazu (rozlo¾it matici na souèin mnoha þjed-nodu¹¹íchÿ matic) se nám bude hodit i jindy, a to nejlépe v následujícímtvaru (promyslete si jej): ka¾dou regulární matici souhlasnì orientovanous 1 lze rozlo¾it na souèin (mnoha) matic þjen malinko se li¹ících od jednot-kové maticeÿ.Cvièení. V R 2 sestrojte homotopii od(�~e1;~e2) do (~e2;~e1): (þOtoète to!ÿ) (8.24)Nahlédnìte, ¾e homotopii od (~e1;~e2) do (~e1;�~e2) sestrojit nelze.8.1 Základní vlastnosti determinantùVìta. FunkcefA 7! detAg :Mn�n ! R (nebo C : : :) (8.25)má tyto vlastnosti:



8.1. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI DETERMINANTÙ 991. Je to multilineární funkce, tedy lineární funkce ka¾dého sloupce (�-xujeme-li sloupce zbývající).2. Zmìní znaménko po výmìnì dvou sloupcù, obecnìji pro libovolnoupermutacidet � ~s�(1); � � � ; ~s�(n) � = znak � � det � ~s1; : : : ; ~sn � (8.26)Z toho také plyne, ¾e determinant matice se dvìma stejnými sloupci jenulový, proto¾e je roven þminus sobìÿ.3. Nezmìní se pøiètením lineární kombinace ostatních sloupcù k sloupcidanému.4. detA 6= 0, A je regulární; det 1 = 1.Dùkaz.1. Pi¹me (uvnitø sumujeme pøes ty permutace, pro které p(1) = j)detA =Xj f j(~s1) p(1)=jXp znak p nYi=2 ap(i)i; (8.27)kde f j(~sk) = ajk oznaèuje j-tou souøadnici sloupce ~sk, co¾ je lineárnífunkce tohoto sloupce, vnitøní suma na prvém sloupci vùbec nezávisí aproto je celý determinant lineární funkcí prvého (analogicky v¹ak takéjakéhokoli jiného) sloupce.2. Platí (sumujeme pøes v¹echny permutace �)det(~s�(1); : : : ;~s�(n)) =X� znak � nYi=1 a�(i)�(i) = (8.28)=X� znak� nYj=1 a�(��1(j))j = znak�X� znak� nYj=1 a�(j)j; (8.29)uvìdomíme-li si, ¾e sumace pøes v¹echny permutace � = ���1 je toté¾,co sumace pøes v¹echny permutace � (permutace tvoøí grupu) a ¾eznak � = znak � � znak�, je dùkaz hotov.



100 KAPITOLA 8. DETERMINANT3. Toto pomìrnì snadno plyne z pøedchozích dvou bodù. Vyu¾ijeme linea-rity ve sloupci, ke kterému pøièítáme, a seèteme determinant pùvodnímatice s determinantem matice, která má dva sloupce stejné.4. Plyne z toho, ¾e Gaussovou eliminací (která podle (1), (3) nemìní(ne)nulovost determinantu) lze dospìt od regulární matice k jednotko-vé matici.Cvièení. Spoètìte determinant Vandermondovy matice.Nejprve odeètete první øádek od druhého, tøetího atd. a získáte tak nulyv prvém sloupci (vyjma první øádky). Pak zjistíte, ¾e z druhého øádku lzevytknout (�1 � �0), ze tøetího : : : a¾ z (n+ 1)-vého lze vytknout (�n � �0).(Vyu¾ijete pøi tom vztahy typu �33��30 = (�3��0)(�23+�3�0+�20).) Získátetím faktor Qnj=1(�j � �0), který vyskoèí pøed determinant. Pak odeèteteod posledního sloupce �0-násobek pøedposledního, od pøedposledního : : : odtøetího �0-násobek druhého, èím¾ dostanete men¹í Vandermondovu matici(v ní¾ chybí �0).Výsledek je Qi<j(�j � �i), tedy pokud jsou v¹echny �i rùzné, je maticeregulární.Vìta. Nech» matice A má tvar (tzv. blokové matice)A =  A0 C0 A00 ! ; (8.30)kde v levém dolním rohu jsou samé nuly a v podtabulce C cokoli. PakdetA = detA0 � detA00: (8.31)Pokud blok þ0ÿ není nulový, neplatí ¾ádný vzorec typu (!)detA = detA0 detA00 � detCdetO: (8.32)Dùkaz. Nech» má matice A0 resp. A00 rozmìr m �m resp. (n �m) �(n � m). Determinant matice A získáme jako sumu pøes v¹echny permu-tace mno¾iny indexù od jedné do n, ale je tøeba si uvìdomit, ¾e nenulovýpøíspìvek dají jen permutace rozlo¾itelné, to jest takové, které lze zapsatjako komposici permutací �0 � �00, pøièem¾ �0 resp. �00 úèinkují pouze namno¾inì indexù f1; : : : ;mg resp. fm + 1; : : : ; ng: nerozlo¾itelné permutace



8.1. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI DETERMINANTÙ 101nutnì obsahují cyklus, jeho¾ se úèastní indexy obou skupin, tedy tyto per-mutace nutnì pøiøadí nìkterému indexu prvé skupiny nìjaký index skupinydruhé, stejnì tak jako naopak, a proto èleny odpovídající tìmto permutacímobsahují èinitel z levého dolního rohu (kde jsou nuly).Uvìdomíme-li si navíc, ¾e znak � = znak �0 � znak �00, mù¾eme ji¾ psátdetA jakoX� znak � nYi=1 a�(i)i =X�0 X�00 znak �0znak�00 mYi0=1 a�0(i0)i0 nYi00=m+1 a�00(i00)i00 :(8.33)Poznámka. Vìtu lze zobecnit i na pøípad více blokù (zformulujte). Ex-trémním pøípadem je situace, kdy bloky mají rozmìr 1 � 1. Pak má vìtadùle¾itý dùsledek.Dùsledek. Determinant trojúhelníkové matice je souèin diagonálníchprvkù. 8i < j nebo 8j < i aij = 0 ) detA = nYi=1 aii (8.34)Tento vzorec spolu s Gaussovou eliminací dává nejdùle¾itìj¹í návod k výpoè-tu determinantù. Pùvodní de�nici determinantu u¾íváme jen ve speciálníchpøípadech, napø. pro matice, které mají þmnoho nulÿ, nebo pro matice ma-lého rozmìru:O determinantu þmaticeÿ 0�0 je vhodné pøedpokládat, ¾e je roven jedné.Determinant þmaticeÿ 1�1 je pøímo a11. Determinant matice 2�2 je a11a22�a12a21. Determinant matice 3�3 poèítáme pomocí Sarusova pravidla (jakosouèet tøí þjihovýchodníchÿ souèinù minus souèet tøí þseverovýchodníchÿsouèinù) a je tøeba zdùraznit, ¾e neplatí pro matice jiného rozmìru ne¾ 3�3.Zásadní význam v teorii determinantù máVìta. detBA = detB � detAPoznámky. Pøed dùkazem vìty si neodpustíme pár øádek komentáøe.� Oznaèíme-li obvyklým symbolem G L (n) (obecnou lineární) grupuv¹ech regulárních matic rozmìru n�n, pak uvedená vìta øíká þpouzeÿto, ¾e následující zobrazení je homomor�smus grup:fA 7! detAg : G L (n)! (R n f0g; �) (8.35)



102 KAPITOLA 8. DETERMINANT� Vìta má i geometrickou interpretaci: detA oznaèuje, jak víme, koe�ci-ent, s ním¾ se mìní objem tìlesa pøi zobrazení f~x 7! A~xg : Rn ! Rn(toto konstatování se nebudeme sna¾it více precisovat). Provedeme-linejprve zobrazení dané maticí A a pak B, násobí se nám objem nej-prve koe�cientem detA a pak je¹tì koe�cientem detB, ale z druhéstrany jsme provedli zobrazení f~x 7! BA~xg a objem se tedy zmìnils koe�cientem detBA.� Vìta o souèinu determinantù umo¾òuje zavést pojem determinantulibovolného operátoru f : V ! V pøedpisemdet f = detA;kde A je maticové vyjádøení f v nìjaké bázi prostoru V. Je-li toti¾A0 = CAC�1 maticové vyjádøení f v jiné bázi, je detA = detA0.Uvìdomte si toti¾, ¾e det(A�1) = (detA)�1.� Doka¾te úvodní vìty této sekce jako dùsledek vìty právì diskutované.Dùkaz. Nejprve si uvìdomme, ¾e vztah platí pro (napø. horní) trojúhel-níkové matice, proto¾e souèin dvou trojúhelníkových matic je opìt trojúhel-níková matice, která má na i-tém místì na diagonále souèin prvkù matic,které násobíme, na tomté¾ místì, a determinant trojúhelníkové matice jesouèinem diagonálních prvkù, jak jsme nedávno ukázali.Obecné matice B resp. A pøevedeme takovými øádkovými resp. sloupco-vými úpravami, kterými se nemìní determinant (to jest pøiètení øady jednék øadì jiné nebo výmìna dvou øad spojená se zmìnou znaménka jedné z nich{ tato úprava mj. lze získat jako komposice pøedchozích) na matice B0 resp.A0 (horního) trojúhelníkového tvaru.B = R1 � : : : �RNB0; A = A0S1 � : : : � SM (8.36)Staèí ji¾ napsatdetBA = det(R1 � : : : �RNB0A0S1 � : : : � SM ) = detB0A0 = (8.37)= detB0 detA0 = detBdetA: (8.38)Nìkteøí z vás prahnou po abstraktnìj¹ím dùkazu, tak ho mají mít.



8.1. ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI DETERMINANTÙ 103Lemma. Ka¾dá matice B lze zapsat jako jakási správnì uzávorkovanáþsumaÿ matic témìø permutaèníchB =MB�; (8.39)kde matice B� mají v¹ude nuly, kromì míst (�(i); i), kde mají odpovídajícíelement matice B, toti¾ b�(i)i.Nejde v¹ak o obyèejné sèítání, ale o (pro znalej¹í øíkáme þv jistém kontex-tu tensorovéÿ) sèítání dvou matic, které se li¹í jen v jednom sloupci; souèetpak má tento sloupec roven souètu (tìch rùzných) sloupcù sèítancù a ostat-ní sloupce má stejné jako sèítanci (na rozdíl od obyèejného souètu, který bymìl i tyto sloupce rovny souètùm, èili dvojnásobné). Pokud jsou oba sèítanciúplnì stejné matice, nevíme, který sloupec máme zdvojnásobit; alespoò sedohodnìme, ¾e vybereme nulový sloupec, je-li nìjaký.Tento rozpis jsme diskutovali ji¾ na úvodu kapitoly; sèítancù bude celkemnn, ov¹em jen n! z nich bude regulárních. Pro opakování: nejprve rozepí¹emeB podle prvního sloupce, pak sèítance podle druhého atd. Napø. a bc d ! =  a b� d !� � bc d ! = (8.40)=   a b� � !�  a �� d !!�   � bc � !�  � �c d !! (8.41)Druhé lemma. Pro rozklad B =LB� platí takéAB =MAB�: (8.42)Dùkaz staèí provést pro pøípadA(B1 �B2) = AB1 �AB2 (8.43)a indukcí spatøit, ¾e A lze þnasoukatÿ do stále hlub¹ích závorek, a¾ výrazzcela þroznásobímeÿ.Ale tento pøípad je oèividný. Nech» je rùzný sloupec matic B1 a B2 tenprvý. Pak jsou elementy prvého sloupce matice AB þskalárním souèinemÿ(bez hvìzdièky) øádkù A s prvním sloupcem B, tak¾e vskutku~s1(A(B1 �B2)) = ~s1(AB1) +~s1(AB2) (8.44)a ostatní sloupce maticAB1, AB2 a tedy iAB1�AB2, ale také A(B1�B2)jsou stejné.



104 KAPITOLA 8. DETERMINANTDále si v¹imneme, ¾e vztahdetAB� = detA � detB� (8.45)je snadným zobecnìním vztahu nedávno dokázanéhodetAdetP� = detAznak �; (8.46)proto¾e sloupce (napø. i-tý) matice AB� jsou jen èíslem b�(i)i (které lzevytknout) pronásobené sloupce matice AP�.Nyní ji¾ lze upravovat detAB: nejprve dosadíme z prvého lemmatu, pakupravíme podle druhého a nakonec u¾ijeme dvakrát vztahudet(C�D) = detC+ detD; (8.47)vyjadøujícího linearitu determinantu jako funkce kteréhokoliv sloupce.detAB = detA(LB�) = det(LAB�) == detA(PdetB�) = detA � det(LB�) = detA � detB: (8.48)8.2 Výpoèet cirkulantuSpoèteme zde jeden význaèný determinant, zvaný cirkulant, jako ilustra-ci vzorce detAB = detAdetB. Nejde jen o ze stovky jiných namátkouvybraný pøíklad; metoda ní¾e pou¾itá je ve skuteènosti základem celéhomatematického oboru { harmonické analýzy (teorie Fourierových trigo-nometrických øad atp.).Pøíklad. Máme pro libovolná a0; a1; : : : ; an spoèítatdetC, kde C = 0BBBB@ a0 a1 � � � an�1 anan a0 � � � an�2 an�1... ... . . . ... ...a1 a2 � � � an a0 1CCCCA (8.49)(øádek (a0; : : : ; an) se toèí dokola, na diagonále v¹ude a0).Øe¹ení. Pou¾ijeme tento þmalý trikÿ. (Pozor, pøecházíme do komplex-ních prostorù!) Oznaème symbolem" = exp 2�in+ 1 � cos 2�n+ 1 + i sin 2�n+ 1 (8.50)



8.3. ROZVOJ DETERMINANTU PODLE SLOUPCE 105tzv. primitivní hodnotu n+1p1. Pi¹me "j � "j , j = 0; 1; : : : ; n. þZkusmeÿvyjádøit matici operátoru f~x 7! C~xg (8.51)v basi dané5 sloupcovými vektory tvaru (èíslíèka nahoøe jsou exponenty)~vj = � 1 "j "2j : : : "nj � T : (8.52)Platí následující význaèný vztah (~vj je þvlastní vektorÿ):C~vj = !j~vj ; (8.53)kde !j = a0 + a1"j + a2"2j + : : :+ an"nj :(Ovìøte podrobnì.)Máme tedy výsledek! Determinant onoho zobrazení je v nové basi vy-jádøen jako determinant diagonální matice s prvky !j na diagonále, je tedysouèinem !j : detC = nYj=0!j = nYj=0( nXi=0 ai"ij): (8.54)Na podobné téma budeme je¹tì mluvit v podkapitole o duální grupì.8.3 Rozvoj determinantu podle sloupceOznaème symbolem A ji matici vzniklou vynecháním i-tého øádku a j-téhosloupce (podle nìho¾ matici rozvíjíme) z matice A. Pak platí následujícívìta.6 8j detA =Xi (�1)i+jaij detA ji (8.55)Dùkaz. Oznaème symbolem A<ij> matici vzniklou z A vynulovánímv¹ech prvkù j-tého sloupce s výjimkou aij . Linearita determinantu jako funk-ce sloupce dává vztah 8j detA =Xi detA<ij>: (8.56)5O pøevodu souøadnic vektoru do této base se mluví jako o diskrétní Fourierovìtransformaci.6V Kopáèkových skriptech je brána za de�nici determinantu indukcí podle rozmìru,suma pøes permutace je tam tedy vìtou.



106 KAPITOLA 8. DETERMINANTStaèí nyní dokázatLemma. detA<ij> = (�1)i+jaij detA jiPro i = j = 1 je lemma zøejmé, jinak þpøestìhujemeÿ prvek aij na místo(1; 1) postupnou aplikací� transposic sloupcù v poøadí i$ i� 1, i� 1$ i� 2; : : : , 2$ 1;� transposic øádkù v poøadí j $ j � 1, j � 1$ j � 2; : : : , 2$ 1:Jeliko¾ transposice sloupcù, ale i øádkù (jak ukazujeme dále) mìní znaménkodeterminantu, bude výsledná matice (znaème ji A0<ij>) splòovat vztahdetA0<ij> = (�1)i�1+j�1 detA<ij>: (8.57)Dùkaz lemmatu plyne nyní ze zøejmého vztahudetA0<ij> = aij detA ji (8.58)(bloková matice, první sloupec nulový a¾ na první èlen, pravý spodek maticeA0<ij> je právì maticeA ji ). Pou¾ití øádkových úprav se bylo mo¾no vyhnout;nebylo by to v¹ak úèelné vzhledem k platnosti vztahu ní¾e, jeho¾ dùsledkemje (v¹imnìte si pøehození indexù i a �(i) proti døívìj¹ím formulím)detA =X� znak� nYi=1 ai�(i) (8.59)princip. Zamìníme-li v jakémkoli platném tvrzení slovo þøádekÿ za slovoþsloupecÿ a naopak (a eventuálnì invertujeme poøadí násobení matic, je-lio nìm øeè), dostaneme opìt platné tvrzení.Dùkaz plyne ihned z triviálního vztahuznak � znak ��1 = 1 (8.60)pro inversní permutaci chápanou jako ��1(j) = i pokud �(i) = j. Proto jedeterminant transponované matice, to jest matice pøevrácené pøes hlavnídiagonálu, stejný jako determinant matice pùvodní.Výpoèet inversní maticeOznaème B matici s prvky bji = (�1)i+j detA ji . Pak jeXk bjkaki =Xk (�1)j+kaki detA jk = �ji detA; (8.61)



8.4. CRAMEROVO PRAVIDLO, ØE©ENÍ SOUSTAVY 107kde �ji = 1 resp. 0 pokud i = j resp. i 6= j (v prvém pøípadì jde o roz-voj detA, v druhém jde o nulovost determinantu se stejnou i-tou a j-touøádkou). Tak¾e platí BA = detA � 1; (8.62)a tedy CA = 1, kde matice C = A�1 má prvkycji = (�1)i+j detA ji (detA)�1: (8.63)(V¹imnìte si pøehození poøadí indexù i; j.)8.4 Cramerovo pravidlo, øe¹ení soustavySoustavu ní¾e mù¾eme vyøe¹it také touto úvahou:A~x = ~b èi ~b =X~sixi (~si je i-tý sloupec A) (8.64)Oznaème symbolem Aj~b matici vzniklou nahra¾ením j-tého sloupce maticeA sloupcem ~b. Pak jedetAj~b = detAj�~sixi = �i detAj~sixi = xj detA (8.65)(kde prostøední rovnítko je oprávnìné linearitou determinantu, Aj~si = Apro i = j; detAj~si = 0 pro i 6= j), tedyxj = detAj~bdetA : (8.66)Geometrickou interpretaci této úvahy jsme ji¾ uvedli v odstavci (1.2).Ve srovnání s metodou odstavce (6.2) se nabízí otázka, která z tìchto dvoumetod je úèinnìj¹í a rychlej¹í. To závisí na konkrétním pøípadì. Výhodavzorce (8.66) je v jeho pøehlednosti, co¾ umo¾ní leckteré jeho netriviálníaplikace i v úlohách, kdy nám nejde vyslovenì o numerické hodnoty velièinxj, ale tøeba jen o postihnutí nìkterých vlastností øe¹ení. Viz tøeba odstavec(17.3) { Jacobi-Sylvesterova metoda.Ale i v jiných problémech, tøeba pro tzv. pásové matice (jejich¾ nenulovéèleny jsou soustøedìny poblí¾ diagonály; takovýto typ se vyskytuje velmièasto v aplikacích pøi náhradì diferenciálních rovnic diferenèními) se nìkdyukazuje, ¾e u¾iteènou informaci o hodnotì xi lze odvodit i pro velmi velkématice.



108 KAPITOLA 8. DETERMINANTCvièení. Mìjme soustavu rovnicxn + �(n)xn�1 + �(n)xn+1 = bn; (8.67)kde n je hodnì velké (pøedstavme si tøeba n = 1023, jak je ve statistickéfysice bì¾né) a kde vìt¹ina koe�cientù �(n) a �(n) je nulová. (Øeknìme, ¾eménì ne¾ deset procent koe�cientù �(n) i �(n) je nenulových.)Potom pro vìt¹inu hodnot k 2 f1; 2; : : : ; ngmá øe¹ení rovnice (8.67) s pra-vou stranou bn = �kn alespoò polovinu slo¾ek nulových! Doka¾te. (Prozkou-mejte ten cyklus libovolné permutace pøispívající k determinantu v èitateli,který obsahuje sloupec k. Mù¾e být vùbec pøíspìvek permutace s takovýmcyklem nenulový?)Alternativní formulaceUveïme je¹tì následující þhomogenníÿ versi Cramerova pravidla:Vìta. Mìjme homogenní soustavuA~x = ~0 (8.68)n rovnic o n+1 neznámých, s maticí hodnosti n. Pak její øe¹ení je dáno (a¾na násobek) vzorcem ~xi = (�1)i detAi; (8.69)kde Ai oznaèuje matici, vzniklou z A vynecháním i-tého sloupce. Dùkaz lzeprovést pomocí následující úvahy:Doplòme maticiA nahoøe je¹tì jedním øádkem { oznaème jej ~y { volenýmz øádkového prostoru A. Determinant takto roz¹íøené matice je samozøejmìnulový; jeho rozpisem podle prvního øádku y dostanemeXi (�1)iyi detAi = 0; (8.70)tedy ~x z rovnice (8.69) je vskutku kolmé k ~y. (Vzpomeòte si na charakterisacihomogenního øe¹ení jako ortogonálního doplòku k øádkovému prostoru matice.)Vyjasnìte vztah tohoto tvrzení ke Cramerovì pravidlu!



Kapitola 9Vlastní èísla a vektoryoperátoruPøicházíme nyní k jednomu z nejdùle¾itìj¹ích pojmù lineární algebry.Definice. Nech» f : V ! V je lineární operátor a~f(~v) = �~v; ~v 6= ~0: (9.1)Pak � nazveme charakteristickým neboli vlastním èíslem1 operátoru f a~v jeho vlastním vektorem. (V pøípadì, ¾e jde o prostor funkcí V, mluvímeo vlastní funkci.) Souboru vlastních èísel operátoru øíkáme spektrum.Zformulujte si sami pojem vlastního èísla a vektoru matice.Nutnost zavedení komplexních lineárních prostorù.Chceme-li vyu¾ívat mocné techniky vlastních èísel a vektorù rozvinuté dále,uva¾me, ¾e algebraická rovnice s koe�cienty z R nemusí mít koøen z R ,zatímco pro C existujezákladní vìta algebry. Ta tvrdí, ¾e ka¾dý polynom alespoò prvníhostupnì s libovolnými koe�cienty z C má v komplexním oboru alespoò jedenkoøen.Intuitivní dùkaz. (Pro ty, co ji¾ tøeba sly¹eli nìco o logaritmu kom-plexního èísla. Jinak, prosím, text pøeskoète.) Polynomanxn + an�1xn�1 + : : :+ a1x+ a0 (9.2)1Nìmecky þEigenwertÿ, rusky þsobstvìnnoje znaèenieÿ, anglicky þeigenvalueÿ (germa-nismus svìdèí o vedoucí roli nìmecké matematiky té doby).109



110 KAPITOLA 9. VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY OPERÁTORUse pro velká komplexní x = rei', kde r ! 1 chová jako anxn. Lze najítdostateènì velké r, aby se argument (úhel) pøi objetí kru¾nice zmìnil celkovìo 2�n.Pokud je polynom v celé Gaussovì rovinì nenulový, lze ho v¹ude logarit-movat (logaritmus komplexního èísla je logaritmem jeho absolutní hodnotyplus i-krát argument, který vybereme tøeba z intervalu (��; � >), logaritmuspak bude stejnì jako polynom sám spojitou funkcí a po objetí2 po libovolnékøivce se vrátí na výchozí hodnotu, ani¾ by se zmìnil by» jen o násobek 2�i,co¾ je v rozporu se závìrem minulého odstavce.Dùsledek. Ka¾dý polynom stupnì n lze napsat ve tvarup(x) = an nYi=1(x� �i) (9.3)nebo ve tvarup(x) = an kYj=1(x� �j)n(j); (9.4)kde �j jsou vzájemnì rùzné a n(j) je stupeò neboli násobnost koøene �j .Náznak dùkazu. Je-li � koøen polynomu, pak3p(x) = p(x)� p(�) = (x� �)q(x); (9.5)kde q(x) je jakýsi polynom stupnì n�1, jeho¾ koøeny mají stejnou násobnostjako u p kromì koøenu �, jen¾ ji má o jednu men¹í. Iterováním poslednívysazené formule dostáváme po¾adovaný rozklad.Vìta. � je vlastním èíslem f , � øe¹í rovnici det(f � �1) = 0:Dùkaz. 9~v; ~f(~v) = �~v , (f � �1) není bijekcí, a to není právì kdy¾det(f � �1) = 0. Poslední rovnice je tzv. charakteristická rovnice ope-rátoru. (Zopakujte si pojem determinantu operátoru!)Vìta o diagonalisaci. Nech» charakteristická rovnice f : V ! V máv¹echny koøeny rùzné, tj. jednonásobné. Pak lze f diagonalisovat, podrobnìjif má diagonální matici vzhledem k basi V tvoøené vlastními vektory f .2Imaginární èást logaritmu pøitom mìníme spojitì, nikoli v intervalu (��; � >.3Zde vyu¾íváme rovností typu x3 � y3 = (x� y)(x2 + xy + y2).



111Dùkaz. Staèí ukázat, ¾e vlastní vektory tvoøí basi V; jeliko¾ jejich poèetodpovídá stupni charakteristické rovnice tzn. dimensi V, uká¾eme ji¾ jen je-jich nezávislost, tøeba takto: Kdyby pro vhodnou nenulovou sadu koe�cientù�i platilo X�i~vi = 0; (9.6)kde ~f(~vi) = �i~vi, tak by pro ka¾dé kladné celé N platilo0 = fN (X�i~vi) =X�i�Ni ~vi; (9.7)a to je pøíli¹ (nekoneènì mnoho) nezávislých rovnic pro neznámé �i na to,aby ¹ly øe¹it. Dumejte podrobnìji, viz té¾ kapitolu o Jordanovì tvaru.Pou¾ili jsme jednoduché tvrzeníèko. Je-li ~f(~v) = �~v, je takéf � f � : : : � f| {z }N � fN (~v) = �N~v: (9.8)Vìta. Nech» �1; �2; : : : ; �n jsou prvky spektra f ; ka¾dý prvek pí¹emetolikrát, kolik je jeho násobnost. Pakdet f = nYi=1�i a Tr f = nXi=1 �i: (9.9)V pøípadì jednonásobných koøenù plyne z minulé vìty, obecný dùkaz roz-vádìt nebudeme, nebo» vyplyne z detailnìj¹ích úvah o Jordanovì formì ma-tice, ale mù¾ete si jej provést ji¾ teï, uvìdomíte-li si, ¾e stopa a determinantjsou (a¾ na znaménko) koe�cienty an�1; a0 charakteristického polynomu.Vìta.Nereálná vlastní èísla a vektory reálné maticeA (zatím nemluvmeo obecném operátoru) lze sdru¾it do párù:Je-li A~x = �~x tak platí i A~x = �~x: (9.10)Dùkaz. Druhá rovnost je komplexnì sdru¾ená s první, a ¾e lze pruhþroztrhnoutÿ pøi násobení ab = ab, asi je¹tì víte.Pøíklad. Ovìøením vztahu(1�BA)�1 = 1+B(1�AB)�1A; (9.11)



112 KAPITOLA 9. VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY OPERÁTORUpokud inverse existuje alespoò na jedné stranì, doka¾te, ¾e nenulové èásti spekt-ra AB i BAjsou stejné.Tento fakt je je¹tì mnohem jednodu¹eji vidìt z rovnosti (ukazující podob-nost AB a BA a platné pokudA resp. B je regulární, co¾ je silný po¾adavekv pøípadì nekoneèné dimense, kde tedy bývá u¾iteènìj¹í vztah vý¹e uvedený)AB = A �BA �A�1 = B�1 �BA �B: (9.12)Z tohoto plyne, ¾e rovnice AB�BA = 1 nemá øe¹ení pro matice koneè-né velikosti4 (srovnej se sekcí Kvantová mechanika). Uvedenou nemo¾nost jemo¾no dokázati i jednodu¹eji u¾itím cykliènosti stopy. Proveïte!9.1 Charakterisace isometrií ve tøech rozmìrechDùsledek. Nech» f : E 3 ! E 3 je lineární zobrazení zachovávající délkyvektorù. Pak platí jdet f j = 1 a� je-li navíc det f = +1, je f otoèením kolem vhodné osy� je-li det f = �1, lze f vyjádøit jako komposici otoèení a zrcadlení;proto¾e jsme v liché dimensi, mù¾eme za zrcadlící matici vzít minusjednotkovou matici; to má tu výhodu, ¾e nezávisí na tom, zda ji na-pí¹eme vlevo èi vpravo { komutuje se v¹emi maticemi (pro �f platíminulý bod); v sudorozmìrném pøípadì je tøeba vzít matici vzniklouz jednotkové nahrazením jedné (lichého poètu) jednotky minus jednot-kouDùkaz. Nejprve poznamenejme, ¾e vlastnosti þzachovává velikost vekto-ruÿ a þzachovává skalární souèinÿ jsou v dùsledku kosinové vìty ekvivalentní.~f(~v) = k~vk () b(~f(~v);~f(~w)) = b(~v; ~w) (9.13)Podle první vìty máme, ¾e buï jsou v¹echna vlastní èísla zobrazení f�1; �2; �3 reálná, nebo musí být dvì vzájemnì komplexnì sdru¾ená (øeknìme�2 = �3). Jeliko¾~f(~vi) = �i~vi& ~f(~vi) = k~vik =) j�ij = 1 (9.14)4Uvìdomme si, ¾e spektrum matice C + 1 je oproti spektru matice C posunuto ojednièku doprava.



9.2. PØEHLED GRUP, CARTANIÁDA 113Tedy je �2�2 = �3�2 = 1, a tak �1 = det f = �1�2�3, èili �1 = �1.Na¹li jsme vlastní vektor pøíslu¹ející vlastnímu èíslu �1, v kladném pøí-padì tedy osu otáèení. Øekneme u¾ jen, ¾e oznaèíme-li tuto osu jako z, jsoudal¹í vlastní vektory (� je úhel otoèení kolem osy z; lehce se o v¹em pøesvìd-èíte pøímým výpoètem)� ~ex + i~ey s vlastním èíslem ei�� ~ex � i~ey s vlastním èíslem e�i�.9.2 Pøehled grup, CartaniádaNa závìr první èásti knihy uvádíme pøehled grup, zvlá¹tì grup Lieových(to jest spojitých grup matic). Je trochu náhoda, ¾e se ocitl v této kapitole.Zaèáteèníkùm doporuèujeme ètení této kapitoly odlo¾it na pozdìj¹í dobu (poseznámení se s úvodem kapitoly Lieova algebra).Mezi obvyklé symboly pro grupy patøí:� Sn, grupa v¹ech permutací n-prvkové mno¾iny (má n! prvkù).� A n, její normální podgrupa v¹ech sudých permutací (má n!=2 prvkùpro n > 1).� �n, podgrupa Sn, grupa v¹ech symetrií pravidelného n-úhelníka (2nprvkù).� nám ji¾ známé aditivní komutativní grupy Z, Zn.To byly grupy diskrétní (nespojité), v prvých tøech pøípadech koneèné.Dal¹í polo¾ky budou grupy Lieovy. Ètete-li text poprvé, následující seznamypøeskoète nebo ètìte v poøadí od nejjednodu¹¹ích grup (ty ale urèitì):G L ;SL;O ;SO ;U ;SU : : : (9.15)Pro ètenáøe, kteøí zatím nebudou èíst ní¾e uvedený text, uvádíme teleg-ra�cky nejdùle¾itìj¹í informace. G L je grupou v¹ech regulárních matic, SLje podgrupou v¹ech matic s determinantem jedna (zopakujte vìtu o násobenídeterminantù!), O je grupou v¹ech tzv. ortogonálních matic; pojem ortogo-nální matice mù¾eme de�novat nejménì tøemi ekvivalentními zpùsoby:� Matice, jejich¾ øádky mají normu jednotkovou a jsou vzájemnì kolmé.(Uka¾te, ¾e potom platí toté¾ pro sloupce.)



114 KAPITOLA 9. VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY OPERÁTORU� Matice, pro které platí vztah AT = A�1. Jinými slovy, AAT = 1(co¾ je ekvivalentní se vztahem ATA = 1). Uka¾te. (Tato vlastnostse nejlépe hodí k dùkazu uzavøenosti na komposici a inversi. Proveïtepodrobnì.)� Matice, které zachovávají skalární souèin: b(~x; ~y) = b(A~x;A~y).� Matice, které zachovávají velikost vektoru.Koneènì, grupou SO rozumíme grupu v¹ech ortogonálních matic, jejich¾determinant má hodnotu jedna.Cvièení. Determinant ortogonální matice je roven �1.Grupy U a SU tzv. unitárních matic jsou analogií grup O a SO ; jsouu¾iteèné v komplexních prostorech. Pojem unitární matice lze opìt de�novatnìkolika ekvivalentními zpùsoby: unitární matice zachovávají skalární souèinv komplexním prostoru a dal¹í ekvivalentní podmínky lze formulovat analo-gicky jako nahoøe. Proveïte patøiènou modi�kaci, pracujte s maticí A� = ATa podobnì.Cvièení. Determinant unitární matice je komplexní jednotkou.Cartan (]) ve své disertaci provedl klasi�kaci prostých kompaktních spo-jitých grup a odpovídajících algeber (viz kapitolu o exponenciále). (Grupìøíkáme kompaktní, pokud ka¾dá posloupnost jejích prvkù obsahuje konver-gentní podposloupnost; v pøípadì grup matic lze øíci, ¾e kompaktní grupyjsou grupy matic, jejich¾ prvky jsou matice se stejnì omezenými slo¾kamia navíc jsou tyto grupy uzavøené jako podmno¾iny patøièného vektorovéhoprostoru.V dal¹ím uvádíme nìkterá základní data o tom, jak mohou obecnì vypa-dat kompaktní grupy matic; uvedené výsledky i (gotická) oznaèení pocházejíod Cartana. Pou¾ité indexy oznaèují tzv. rank grupy, co¾ je (podobnì jakodimense grupy) pojem, který zavedeme podrobnìji a¾ v kapitole o Lieo-vých algebrách. (Ètenáø hloubìji studující ní¾e uvedený text, hledající vícene¾ jen poèáteèní seznámení s názvy nìkterých význaèných grup, by mìlnejprve prostudovat úvodní partie dotyèné kapitoly). Zhruba øeèeno, rankgrupy udává, kolik vzájemnì komutujících a nezávislých kru¾nic (þkru¾nicíÿrozumíme jednoparametrickou podgrupu; pøesné vysvìtlení zde pou¾itéhopojmu þnezávislostiÿ je mo¾no podat také a¾ v kapitole Lieova algebra)jsme schopni v grupì objevit { zatímco dimense grupy je èíslo, které udává,



9.2. PØEHLED GRUP, CARTANIÁDA 115do kolikadimensionálního euklidovského prostoru jsme schopni danou grupulokálnì vzájemnì jednoznaènì a hladce zobrazit.Cvièení. ([) Rank grupy v¹ech otoèení v E 3 (tuto grupu dále znaèímejako SO (3)) je roven jedné, tzn. neexistují dvì rùzná otoèení prostoru podleneidentických os, která by komutovala. Uvìdomte si to! (~)� Algebra Al a jí odpovídající grupa SU(l+1) mají dimensi (l+1)2� 1;grupa obsahuje v¹echny unitární unimodulární komplexní maticeA rozmìru (l + 1)� (l + 1), to jest matice, splòujícíAA� = 1; detA = 1: (9.16)� AlgebraBl a jí odpovídající grupa SO (2l+1;R ) mají dimensi (2l+1)l;grupa obsahuje reálné matice rozmìru (2l + 1)� (2l + 1) splòujícíAAT = 1; detA = 1: (9.17)� Algebra Cl a jí odpovídající grupa Sp(2l) neboli USp(2l) mají dimensi(2l + 1)l; grupa obsahuje komplexní unitární symplektické maticerozmìru 2l � 2l, tj. matice splòující (v sekci o spinorech vysvìtlíme,proè grupu vykládáme jako unitární grupu nad kvaterniony U(l;H ),co¾ je dùvod, proè mnozí pí¹í Sp(l) místo Sp(2l))AA� = 1; AKAT = K; (9.18)kde K je nìjaká regulární antisymetrická5matice (antisymetrická ma-tice lichého rozmìru je v¾dy singulární, proto 2l).Ani v tomto pøípadì neèiní potí¾e ukázat, ¾e jde o grupu (proveï-te). Na rozdíl od pøedchozích grup s jasnou geometrickou interpretacíjejich prvkù, pojem symplektické grupy lze motivovat (jinak ne¾ for-málnì algebraicky; interpretace jako þunitární grupa nad kvaternionyÿbude asi pøíli¹ obtí¾ným soustem pro zaèáteèníka) jen ètenáøi s alespoòminimální znalostí analytické mechaniky: viz té¾ odstavec 11.10 ní¾e.� Algebra Dl a odpovídající grupa SO (2l;R ) mají dimensi (2l � 1)l.� (]]) Dal¹í jsou Cartanovy vyòaté grupy (student je mù¾e pøehlédnout,nezajímají-li ho), u nich¾ uvádíme dimensi a poèet rozmìrù fundamen-tální representace (E 6 má komplexní fundamentální representaci a k nísdru¾enou, ostatní mají jen reálné representace).5Taková, ¾e K = �KT , nìkdy se øíká polosymetrická nebo kososymetrická.



116 KAPITOLA 9. VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY OPERÁTORU� E6 a grupa E 6, dimense 78, fund. 27/27.� E7 a grupa E 7, dimense 133, fund. 56.� E8 a grupa E 8, dimense 248, fund. 248. (Fundamentální representacetéto grupy splývá s pøidru¾enou.)� F4 a grupa F 4, dimense 52, fund. 26.� G2 a grupa G 2, dimense 14, fund. 7. (Jde o grupu symetrií Cayleyo-vých èísel jako¾to algebry nad R , které dostaneme jako je¹tì vìt¹íþtìlesoÿ (dimense osm) ne¾ H , nepo¾adujeme-li u þtìlesaÿ asociativitunásobení.) (~)Nejen kompaktními grupami ¾iva je teorie grup. (Aèkoli kompaktní grupymají nesporné pøednosti; mají þkoneèný objemÿ, tzn. takzvané invariantníintegrování po grupì (Haarova míra)Zg2G f(g)d� = Zg2G f(gh)d� = Zg2G f(hg)d� (9.19)lze normovat na jednotkový integrál z jednotkové funkce, o èem¾ nemù¾ebýt øeèi u nekompaktních grup a co¾ napø. zaruèuje, ¾e ka¾dá lineární repre-sentace kompaktní grupy se dá rozepsat jako pøímý souèet nerozlo¾itelnýchpodprostorù.)� G L (n;R=C ) jsou v¹echny regulární reálné/komplexní matice n � n;zkratka þgeneral linearÿ. Reálná dimense je n2 v reálném pøípadì, dvoj-násobná v komplexním.� SL(n;R=C ) je podgrupa tìch, které mají determinant roven jedné (tzv.unimodulárních); zkratka þspecial linearÿ. Reálná dimense je n2� 1v reálném a dvojnásobná v komplexním pøípadì.� O (n;R=C ) je grupa v¹ech ortogonálních matic A (splòujícíchA�1 =AT ); zkratka þorthogonalÿ. Dimense je n(n � 1)=2 v reálném a dvoj-násobná v komplexním.� SO (n;R=C ) je prùnik SL a O ; z toho plyne zkratka. Dimense je jakou O . Pro tìleso R je grupa kompaktní a zajímavìj¹í ne¾ v komplexnímpøípadì, kde je lep¹í studovat kompaktní grupy unitární (viz dále);neudáme-li tedy tìleso, míníme tím SO (n;R ).



9.2. PØEHLED GRUP, CARTANIÁDA 117� Spin(n), co¾ je grupa témìø isomorfní s SO (n), ale ka¾dému prvkugrupy SO (n) odpovídají dva prvky grupy Spin(n), napø. jednotkovémuprvku SO (n) pøíslu¹í prvky, které nazveme þrotace o 0�ÿ a þrotaceo 360�ÿ. V sekci o spinorech ujasníme, proè rozeznáme rotaci o 2� odrotace o 0. Pøíklad: Spin(3) je isomorfní SU(2).� Grupa U(n) v¹ech komplexních unitárních matic A rozmìru n � n,splòujících A�1 = A� � (A)T ; zkratka þunitaryÿ. Dimense je n2.� Grupa SU(n) v¹ech unitárních unimodulárních matic.� Grupa O (m;n) (a odpovídající unimodulárníSO (m;n)) reálných pseu-doortogonálních matic A rozmìru (m+ n)� (m+ n), splòujícíchAGAT = G; (9.20)kdeG je matice nulová kromì diagonály, na ní¾ le¾ím jednotek a n mi-nus jednotek. Vidíme, ¾e SO (m; 0) � SO (m), a také grupa SO (m;n)má tou¾ dimensi jako SO (m + n). Kupøíkladu grupa O (3; 1) neboliO (1; 3) je známá Lorentzova grupa otoèení relativistického èasopros-toru, �xujícíMinkowského ètverec normy vektoru c2t2�x2�y2�z2(za c si pøedstavte jednotku, jak èiní i teoretiètí fysici). (Desetiroz-mìrná) Lorentzova grupa obohacená o libovolná posunutí nese jménodal¹ího relativistického prince: grupa Poincaré.Mnozí se rádi dovìdí, ¾e konformní grupa obsahuje v¹echny (i neli-neární) transformace zachovávající úhly. (Ve dvou dimensích je neko-neènìrozmìrná, zobrazení odpovídají holomorfním funkcím komplexnípromìnné a právì tato skuteènost povy¹uje struny nad vícerozmìrnéobjekty.)V¹imnìme si, ¾e i taková grupa SO (3; 1) je nesouvislá; skládá se ze dvoukomponent s maticemi s a44 < 0 resp. > 0 (transformace pøevracejícíbudoucnost na minulost resp. budoucnost).Komplexní analogii nemá smysl uva¾ovat, nebo» by vedla ke grupìisomorfní SO (m + n; C ): matici A lze zastoupit podobnou maticí Bdle vztahu A = CBC�1, kde matici C získáme z G náhradou �1 zai, tak¾e platí CGCT = 1 a dosazením za A získáme BBT = 1.� Zato má smysl uva¾ovat o grupì U(m;n) a SU(m;n) komplexníchpseudounitárních matic (~)AGA� = G: (9.21)



118 KAPITOLA 9. VLASTNÍ ÈÍSLA A VEKTORY OPERÁTORUSYLABUS PØEDNÁ©KY LA 1/FYZ,ZIMNÍ SEMESTR1 Pojem grupy, tìlesa, lineárního prostoru, homomorfismu.2 Permutace, transposice, cykly, inverze. Znak permutace.3 Lineární (ne)závislost, pojem dimense, Steinitzova vìta.4 Isomorfismus. Podprostory lin. prostoru. Reálné a komplexnílineární prostory a vztahy jejich dimensí.5 Prostory se skalárním souèinem. Cauchyova a Minkowskéhonerovnost.6 Gramm-Schmidtùv ortogonalisaèní proces. Ortogonální doplnìkpodprostoru, ortogonální projekce. Dimense doplòku.7 Lineární zobrazení. Pøíklady. Vztahy dimense jádra, obrazua definièního oboru.8 Vyjádøení lineárního zobrazení maticí vùèi danýmbazím.(Pøíklad: derivace a posun polynomu) Transformacesouøadnic vektoru pøi lineárním zobrazení.9 Skládání zobrazení versus násobení matic.10 Sloupcový a øádkový prostor matice, vztah jejich dimensí.Hodnost matice a zobrazení.11 Frobeniova vìta. Øe¹ení pøeurèených soustav.12 Øádkové úpravy matice, jejich representace jako násobeníjistými speciálními maticemi zleva. Dùsledky: øe¹enísoustav a výpoèet inversní matice.13 Gaussova eliminace.14 Hodnost souèinu matic. Regulární matice, pøíklady.15 Vyjadøování zobrazení maticemi v rùzných dvojicích basí,zpùsob zápisu transformaèních vztahù. Podobné matice.16 Stopa matice a zobrazení, vlastnosti.17 Definice a základní vlastnosti determinantu (chování pøiøádkových a sloupcových operacích). Objem rovnobe¾nostìnu.19 Determinant souèinu matic. Dùsledky.18 Rozvoj determinantu podle øádku (sloupce). Dùsledek:výpoèet inversní matice. Cramerovo pravidlo.20 Výpoèet determinantu speciálních matic (blokové, 3x3,...)21 Rozklad mnohoèlenu na koøenové èinitele.22 Vlastní èísla a vektory matice (operátoru).23 Charakterisace tøídimenzionálních izometrií.24 Význaèné grupy matic: GL,SL,O,SO,U,SU,...
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Kapitola 10Dlá¾dìní a krystalyPøed tím, ne¾ navá¾eme na pøeru¹ený výklad vlastních vektorù kapitolouo Jordanovì tvaru a nilpotentních operátorech, zmíníme se, v následujícíchdvou kapitolách, o dvou tématech, spojených snad pouze pojmem grupyv nejobecnìj¹í formì: o krystalech a o exponenciále.
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122 KAPITOLA 10. DLÁ®DÌNÍ A KRYSTALYNìkolik pojmù z krystalogra�eMluvíme-li o symetriích krystalù, mù¾eme mít na mysli zkoumání vhodnépodgrupy O (3;R ), sestávající z isometrií þpøemís»ujících daný krystal nasebeÿ. Co ale budeme rozumìt pojmem krystal? Naivní náhled, ztoto¾òu-jící pojem krystalu s nìjakým konkrétním více èi ménì pravidelným tìle-sem (jako je napø. krychle v pøípadì kamenné soli) by nás daleko nezave-dl. Podstatnìj¹í je u¾ pozorování, ¾e ka¾dý krystal má cosi jako þsouborpovolených ohranièujících plochÿ, jejich¾ vzájemné úhly jsou pevnì zadá-ny (a mù¾eme je na skuteèných krystalech mìøit). Posuneme-li tyto plochydo poèátku souøadnic, mù¾eme hledat grupu symetrií tohoto souboru ro-vin (prvky grupy jsou transformace pøevádìjící ka¾dou povolenou rovinu donìjaké jiné povolené roviny). Dal¹í zkoumání tohoto problému vedlo krys-talografy u¾ v minulém století k zavedení fundamentálního pojmu (tehdy,pøed experimentálním dùkazem existence atomu to byla pouhá u¾iteèná my¹-lenková konstrukce) krystalové møí¾e: þpovolené ohranièující rovinyÿ jsoupak charakterisovány jako þceloèíselnéÿ podprostory møí¾e (tzn. podprostoryprotínající krystalovou møí¾ v nìjaké podmøí¾i dimense o jednièku men¹í).Tento þpythagorejskýÿ pøístup k problému je obecnì od té doby pøijímánkrystalografy (i kdy¾ podrobnìj¹í porozumìní, proè právì celoèíselné ohra-nièující roviny pozorujeme na skuteèných krystalech (a to þtím významnìji,èím men¹í jsou celoèíselné souøadnice pozorované podmøí¾eÿ) stále chybí).Tak¾e je tøeba studovat symetrie krystalové møí¾e!Krystalogra�cké soustavy pak odpovídají rùzným mo¾ným podgrupámO (3;R ).Zmíníme se krátce o dvojrozmìrné versi tohoto problému, místo krysta-lické møí¾e upøeme zrak a mysl na dlá¾dìní roviny.Definice. Pøemístìním roviny rozumíme takové zobrazení E 2 na sebe,které zachovává vzdálenosti (tedy i úhly, doka¾te, nepøedpokládáme zacho-vání orientace, mù¾e tedy jít i o zrcadlení).Poznámka. Dá se ukázat, ¾e ka¾dé pøemístìní lze vyjádøit jako kompo-sici translace (f~x 7! ~x+ ~ag : E 2 ! E 2) a vhodného prvku O (2;R ) v tomto,stejnì jako v opaèném, poøadí.Definice. Prostorovou grupou G periodického dlá¾dìní rozumímesoubor v¹ech pøemístìní, zobrazujících dlá¾dìní na sebe.V rovinì mohou mít dlá¾dìní 17 rùzných (navzájem neisomorfních) pro-



123storových grup (viz1 obrázek), trojrozmìrná krystalická analogie jich má230, které se dìlí do sedmi základních tøíd (jednoklonná,: : : ).Definice. Grupa translací dlá¾dìní T je de�nována jako podgrupav¹ech translací z G ; je tedy isomorfní Z � Z, mluvíme-li o periodickémdlá¾dìní.Definice. Bodovou grupu dlá¾dìní de�nujeme jakoS= f� 2 O (2;R ) j 9 translace T; 2 ¾e T � � 2 G g (10.1)(doka¾te, ¾e to je grupa). Tato grupa je základním objektem krystalogra�c-kého zkoumání, nikoli stacionární grupa, co¾ je její podgrupa (uka¾te, ¾enemusí být tatá¾) H = O (2;R ) \ G : (10.2)Význaènou roli v krystalogra�i hraje následující základní vìta, ji¾ uvá-díme jen pro orientaci, viz poznámku o dùkazu této vìty na konci kapitoly.Vìta. Je-li C cyklickou3 podgrupou S, pak C mù¾e obsahovat pouze1, 2, 3, 4 nebo 6 prvkù.Dùsledek. ®ádný krystal s periodickou krystalovou møí¾í nemù¾e míttvar pravidelného dvacetistìnu ani tøicetistìnu.4 Pøesnìji, ¾ádná periodickákrystalická møí¾ v E 3 ani dlá¾dìní v E 2 nemù¾e mít pìtièetnou cyklickoupodgrupu symetrií.Historická poznámka. Kdy¾ v roce 1984 byly pøipraveny rychlýmochazením jisté slitiny Al (þduralÿ) první þkrystalyÿ tvaru tøicetistìnu, bylynazvány kvasikrystaly. Jak uvidíme ní¾e, pomìr èetností atomù takové1Jsou pro vás tyto abstraktní pojmy ¹panìlskou vesnicí? Pak vìzte, ¾e v jednom ¹pa-nìlském mìstì, zvaném Granada, znázornili Arabové mozaikami dlá¾dìní v¹ech 17 typùji¾ asi pøed tisíciletím.2Nemusí být nutnì z T.3Opakování: jde o grupu generovanou jedním prvkem.4Co¾ je degenerovaný rovnobì¾nostìn nad dvanácti vektory tvoøícími hlavní osy dvace-tistìnu (který je analogicky simplexem nad dotyènými vektory; obì tìlesa mají stejné grupysymetrií). Tøicetistìn tedy získáte vztyèením pravidelných þstanùÿ nad stìnami dvanác-tistìnu nebo dvacetistìnu tak vysokých, aby stìny stanù sousedních stìn Platónova tìlesale¾ely v rovinì a tvoøily kosoètvercové stìny tøicetistìnu. Ten nepoèítáme mezi Platónovatìlesa, neb má dva druhy vrcholù.



124 KAPITOLA 10. DLÁ®DÌNÍ A KRYSTALYslitiny není dán zlomky s malými pøirozenými èísly, jak jsme zvyklí z chemie,ale iracionálními èísly jako je � .Ji¾ pøedtím, v roce 1975, sestrojil matematik Oliver Penrose pøíklad kva-siperiodického dlá¾dìní s pìtièetnou grupou symetrií. Elegantní popisjeho konstrukce lze podat v pìtirozmìrném prostoru.10.1 Penroseho pokrytíV E 5 uva¾ujme cyklickou pìtièetnou grupu isometrií G 5 isomorfní (Z5;+) agenerovanou prvkem g,~g(~e1) = ~e2; ~g(~e2) = ~e3; ~g(~e3) = ~e4; ~g(~e4) = ~e5; ~g(~e5) = ~e1; (10.3)pøièem¾ f~eig je kanonická base.Hledáme tzv. invariantní podprostory vùèi G 5, to jest podprostoryE � E 5 takové, ¾e5 g(E ) � E 8g 2 G 5: (10.4)Nalezení invariantních podprostorù.Snadno si uvìdomíme, ¾e þdiagonálaÿD = f(t; t; t; t; t) j t 2 Rg (10.5)je invariantním podprostorem, obal vlastního vektoru (1; 1; 1; 1; 1) grupy G 5(je to vlastní vektor v¹ech jejích prvkù).Dal¹í podprostory. Získáme je, ¾e z E 5 pøejdeme do C 5 a urèímezbývající ètyøi vlastní vektory G 5 (tyto a k nim sdru¾ené):(1; "; "2; "3; "4); (1; "2; "4; "6; "8) (10.6)(z rovnic, aby byl vektor vlastním vektorem generujícího prvku grupy, do-staneme, ¾e podíl sousedních souøadnic je v¾dy stejné ") a dva vektorys komplexnì sdru¾enými souøadnicemi v kanonické basi. Zde v¹ude je " =exp 2�i=5, tedy "5 = 1. Invariantní podprostory v C 5 lze dostat jako li-neární obal libovolné podmno¾iny mno¾iny pìti vlastních vektorù (tedy 32podprostorù, z toho jeden triviální {jen nulový vektor{, jeden celé C 5 atd.).5Podmínku staèí po¾adovat právì jen pro ten generátor g; proto¾e g je prosté, tedyzachovává dimensi, lze psát místo znaèky podmno¾iny rovnítko.



10.1. PENROSEHO POKRYTÍ 125Chceme-li se rozumnì vrátit do reálného prostoru, v¹imnìme si dvojrozmìr-ného komplexního prostoru E C s basí6f(1; "; "2; "3; "4); (1; "1; "2; "3; "4)g: (10.7)Druhý vektor je onen komplexnì sdru¾ený k prvnímu (jeliko¾ souøadnicejsou komplexní jednotky, mù¾eme pruh také posunutím doprava pøemìnitna minus v exponentu) a lze zvolit jinou, reálnìj¹í basif(1; cos 2�=5; cos 4�=5; cos 6�=5; cos 8�=5);(0; sin 2�=5; sin 4�=5; sin 6�=5; sin 8�=5)g: (10.8)Bereme-li jen reálné kombinace tìchto vektorù, získáme reálný dvojrozmìrnýinvariantní podprostor E . (Podobnì z dal¹ích dvou komplexnì sdru¾enýchvektorù dostaneme dal¹í podprostor.)Ortogonální projekce ~e1:::5 vypadá asi tak jako na stranì 19.Poznámka. Podobné konstrukce je mo¾no vytvoøit i pro libovolná ji-ná lichá pøirozená èísla, pøípad sudých èísel se odli¹uje þdvojrozmìrnostídiagonályÿ (promyslete podrobnìji). Ortogonální projekce tøí-, pìti-, deseti-,jedenadvacetirozmìrných krychlí do nìkterého z tìchto dvojrozmìrných in-variantních podprostorù (kromì diagonály!) dávají obrázky znázornìné naobálce knihy. Je mo¾no si je pøedstavit také jako výsledek posloupnosti po-stupných ortogonálních projekcí do prostorù dimensí sni¾ujících se o jedniè-ku, zaèínající v prostoru E n, kde n = 3; 5; 10; 21, a konèících ve zvolenéminvariantním podprostoru. Ètenáøi necháme k zamy¹lení (asi netriviálnímu),jak vypadají þviditelnéÿ hrany tìchto jednotlivých projekcí.Vìty. D ? E ? E 0 ? D (ka¾dý vektor kolmý na ka¾dý); projekce ka¾dé-ho jednotkového dvojrozmìrného ètverce s vrcholy v Z5 do E (analogicky doE 0) je kosoètvercem s vnitøním úhlem 36� nebo 72�, oba mají stejnou délkustrany.6Dal¹í, funkènì shodný dvojrozmìrný prostor vyvstane z druhého vektoru(1; "2; "4; "6; "8) a jeho komplexnì sdru¾eného, odli¹me ho èárkou.



126 KAPITOLA 10. DLÁ®DÌNÍ A KRYSTALY

Konstrukce Penroseho pokrytí. Pozor, je to namáhavé! (]])Nech»7 K = h0; 1i5 je jednotková krychle v E 5.Oznaème U = K + E = f~k+ ~e j~k 2 K; ~e 2 E g.Penroseovo pokrytí (jde skuteènì o pøesné vydlá¾dìní roviny dvìma typykosoètvercù, nikde se nepøekrývají a nikde nezbude þdíraÿ) je tvoøeno pro-jekcemi v¹ech dvojrozmìrných jednotkových ètvercù s vrcholy v Z5, kteréle¾í celé v U .Vulgarisace. ([) Pro rámcovou pøedstavu o konstrukci Penroseovadlá¾dìní staèí uva¾ovat o prostoru E � E 3 kolmém na vektor (1; 1; 1).Pøièteme-li k nìmu jednotkovou krychli, dostaneme pás prostoru a pohle-dem ve smìru (1; 1; 1) na tento pás prostoru spatøíme þhranici zubatéhopoloprostoruÿ, co¾ se v prùmìtu jeví jako ¹estiúhelníková sí», v ní¾ je ka¾dý7Otázku, zda krajní body do intervalu patøí èi ne, nyní nezodpovídejme; je nekoneènìmálo pravdìpodobné, ¾e bychom se do nich tre�li. Tato nejasnost se jednodu¹eji vyøe¹ípo projekci do (trojrozmìrného) E?, kde se podmínka, aby ètverec le¾el v U , redukuje nato, ¾e prùmìt jeho støedu le¾í v urèitém rovnobì¾nostìnu, který vybereme jako kartézskýsouèin tøí intervalù, ka¾dý uzavøený z jedné a otevøený z druhé strany.



10.1. PENROSEHO POKRYTÍ 127¹estiúhelník (stejným zpùsobem) rozdìlen na tøi kosoètverce. (~)Cvièení. Doka¾te pìtièetnou symetrii tohoto pokrytí. Ambiciósnìj¹í stu-denti vìnují asi deset hodin na dùkaz, ¾e pokrytí nemá pøekryvy a díry.Reference.Úvodní seznámení napø. v Scienti�c American, April 1991,v adresáøi motl na sítích najdete program jednoho z autorù, který totodlá¾dìní kreslí. Mo¾ná vás upoutá, ¾e þtlustýchÿ kosoètvercù je více ne¾þhubenýchÿ právì zlatý-øez-krát (tj. cca 1:618 krát). Ti, kteøí toto budoudokazovat, nakonec dojdou k tomu, ¾e je to pomìr objemù dvou urèitýchtrojrozmìrných rovnobì¾nostìnù. (Pøesnìji øeèeno pomìr obsahù prùnikùsystému ekvidistantních rovnobì¾ných rovin { mluvme o nich jako o rovi-nách z =konst. { a dvou rovnobì¾nostìnù, ka¾dý z nich¾ je generován vek-tory se z-ovou slo¾kou rovnou vzdálenosti sousedních rovnobì¾ných rovin,èili pomìr vyjde na¹tìstí stejný, nezávislý na konkrétním umístìní rovin.)V programu také najdete parametr þposunÿ, jeho¾ volbou (0 nebo 1) docí-líte globálnì odli¹né obrázky (v uvedených krajních pøípadech je maximumresp. minimum (¾ádné) poètu deseticípých hvìzd).Vìta (Babilonova). Pomìr èetností kosoètvercù (resp. rhomboidù vevícerozmìrných kvasiperiodických pokrytích diskutovaných ní¾e) dvou typùje roven pomìru jejich obsahù (resp. objemù). Toto je dùsledek následujícíhotvrzení: (~~)Tvrzení. V ortogonální maticiA rozmìru 2n�2n, zapsané pomocí n�nblokù A =  a bc d ! (10.9)jsou spektra tzv. Grammových matic aaT a ddT stejná. Speciálnì, matice aa d mají determinant stejný a¾ na pøípadné znaménko. Vìtu lze zobecnit ipro bloky rùzných rozmìrù, doplníme-li men¹í blok po diagonále jednotkami(a v¹ude jinde pí¹eme nuly).Dùkaz. Rozepsáním vztahu AAT = 1 ortogonality A na bloky dosta-neme mimo jiné podmínku ccT + ddT = 1 (10.10)a z ekvivalentní rovnosti ATA = 1 získámeaTa+ cT c = 1; (10.11)



128 KAPITOLA 10. DLÁ®DÌNÍ A KRYSTALYkombinací kterých dojdeme k závìru, ¾e matice aTa = 1 � cT c a ddT =1� ccT jsou podobné, ponìvad¾ platí (viz podrobnìji kapitolku o polárnímrozkladu)Lemma. Matice ef a fe jsou podobné, je-li alespoò jedna z matic e; fregulární. Speciálnì, podobné jsou i cT c a ccT pro regulární c.Dùkaz. ef = e � fe � e�1 = f�1 � fe � f : (10.12)Cvièení.Spoètìte pomìr ploch 'tlustého' a 'tenkého' kosoètvercev~Penroseovì pokrytí.De�nici Penroseho dlá¾dìní lze uplatnit pro libovolný podprostor E � E nprostoru libovolné dimense; není-li ov¹em E invariantní podprostor vhod-né grupy, nebudeme mít ¾ádné symetrie takto vzniklého kvasiperiodickéhoobecného dlá¾dìní.10.2 Pøíklad tøírozmìrného kvasikrystalu(]) Zmíníme se je¹tì o fysikálnìj¹í { toti¾ trojdimensionální { analogii Pen-roseova pokrytí. Uká¾eme, jak lze vyjádøit prostor E 3 jako þkvasiperiodickýslepenec rhomboidù8 dvou rùzných typùÿ.9Základem porozumìní ní¾e uvedené konstrukci, pocházející z poloviny80.let (Duneau-Katz), bude znalost dvacetistìnu (viz úvod skript); zdùrazòu-jeme zvlá¹tì fakt, ¾e skalární souèin jednotkových vektorù ve smìru vrcholùje �1 nebo �5�1=2 (pøièem¾ dùle¾itá je jen ta � dichotomie v druhém pøí-padì).Nyní je mo¾no pou¾ít následující elegantní ¹estirozmìrnou konstrukci:umístìme v E 6 dvì vzájemnì kolmé kopie E 3, E 30 a mìjme v E 3 resp. v E 30vystavìny dvacetistìny tak, ¾e platí 8i 6= j = 1; : : : ; 6b(~ei;~ej) = �b(~e0i;~e0j); (10.13)8Jiný název: rhomboedr. Tak se nazývá rovnobì¾nostìn, který má v¹echny hrany stejnìdlouhé.9V hodinì mineralogie se poklepnutím kladívkem na krystal kamenné soli ukazuje,kterak se tento rozpadá na dal¹í men¹í krychlièky. Zde þpoklepneme na tøicetistìnÿ atento se rozpadne na mno¾ství rhomboidù dvou typù podobnì, jako by se rozpadly nadva druhy kosoètvercù mnohé pravidelné desetiúhelníky, které lze nalézt v Penroseovìpokrytí. Dvacetistìn se takto rozbít nedá, tak¾e nás neudiví, ¾e vìt¹ina experimentálnìpøipravených kvasikrystalù jsou spí¹e tøicetistìny ne¾ dvacetistìny.



10.2. PØÍKLAD TØÍROZMÌRNÉHO KVASIKRYSTALU 129kde �~e1; : : : ;�~e6, resp. s èarou, jsou zmínìné vrcholy dvacetistìnu v E 3,resp. E 30. Je vskutku pozoruhodným faktem, ¾e takové þdvojí oèíslovánívrcholù dvacetistìnuÿ je vùbec mo¾né (pøeèíslujeme-li pìt sousedù vrcholu~e6 z pìtiúhelníku na hvìzdu a vrchol ~e6 zamìníme s �~e6, pøejdou nám blízkédvojice vrcholù na vzdálené a naopak). Vektory~x1 = ~e1+~e01p2...~x6 = ~e6+~e06p2 (10.14)jsou nyní kolmé (a jednotkové)!Vytvoøíme nyní následující analogii Penroseovy konstrukce: vezmìmeþpásÿ U = K + E 3 � E 6 (10.15)kde K je jednotková krychle vymezená ~x1; : : : ; ~x6. Vezmìme nyní v¹echnytrojrozmìrné jednotkové krychle s vrcholy ve møí¾ce Z6 (v¹echny celoèísel-né kombinace ~x1:::6), které le¾í celé v U , ortogonálnì je promítnìme do E 3(projekcí K je potom tøicetistìn) a máme ohlá¹ené pokrytí E 3 rhomboidydvou typù. Pøípadnou detailnìj¹í diskusi pøenecháme ètenáøùm.Nakonec je¹tì pøipomeneme, ¾e podobnì, jako Penroseovo dlá¾dìní mìlopìtièetnou symetrii, má nyní diskutované pokrytí trojrozmìrné grupu sy-metrií stejnou jako dvacetistìn (nebo dvanáctistìn èi tøicetistìn, jde poøádo tuté¾ grupu).Poznámka. Dùkaz þhlavní krystalogra�cké vìtyÿ je zalo¾en na následu-jícím pozorování (viz podrobnìji [22]; jiný dùkaz viz [6]). Proveïme ho jenpro stacionární grupu H .Nech» g generuje nìjakou zmínìnou cyklickou podgrupu C = Zn. Vez-mìme nìjakou dla¾dici D obsahující poèátek a oznaème jako O sjednocenív¹ech obrazù g(D); g 2 C této dla¾dice. Periodiènost dlá¾dìní znamená, ¾elze najít dvourozmìrnou møí¾ tvaruM = fmf1 + nf2 jm;n 2 Z; f1; f2 2 R 2g (10.16)takovou, ¾e ka¾dý posun dla¾dic z O o vektor z M tvoøí podmno¾inu pùvod-ního dlá¾dìní. Zkuste odùvodnit podrobnìji!1010Dùkaz není tì¾ký: jde v podstatì o tvrzení, ¾e ka¾dá periodická diskrétní podmno¾inaR 2 obsahující poèátek má tvar møí¾e M uvedené v (10.16).



130 KAPITOLA 10. DLÁ®DÌNÍ A KRYSTALYTak¾e libovolné otáèení g 2 C pøená¹í møí¾ M na sebe, tudí¾ jeho maticevùèi basi f1; f2 je tvoøena celoèíselnými prvky (pøíslu¹né sloupce udávajísouøadnice vektorù g(f1); g(f2)). Speciálnì stopa otoèení g je celoèíselná!Zkonfrontujme to ale s faktem, známým z kapitoly Skalární souèin (vztah(4.26)), ¾e stopa otoèení o úhel ' je rovnaTr g = 2 cos': (10.17)Tedy 2 cos' musí být celé èíslo, co¾ dává uvedené hodnoty ' = 2�=n. (~)
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Na obrázku je èást rozvinutého plá¹tì pravidelného tøicetistìnu. Pøipo-meòme, ¾e ostré úhly v kosoètvercích jsou rovny arccos 1=p5 = arctan 2.þVystøihnìteÿ naznaèený plá¹», spojte kruhové otvory (obì nakreslené ¹ipky sebudou pøekrývat) a nakreslete chybìjící èást povrchu tøicetistìnu!(Odpovìï. Chybí pìticípá hvìzda s náramkem, tedy 10 kosoètvercù.)



Kapitola 11Exponenciála matice
Motto. Jednoho dne kráèely funkce po Václavském námìstí. Najednouse pøed nimi objevila derivace a v¹echny funkce za¹ly plny strachu do musea,pouze sinus bìhal periodicky dokola a tak ho derivace zkosila: byl z nìhokosinus. Jedna funkce si dále vykraèovala kolem svatého Václava.þTy se mì nebojí¹?ÿ zeptala se derivace. þNe, já jsem exponenciála,ÿodpovìdìla exponenciála a zintegrovala derivaci.O exponenciále. Zavedení veledùle¾itého pojmu exponenciály lzemotivovat buï formálnì matematicky { þhledáme nejjednodu¹¹í pøíklad spo-jité grupy maticÿ (tím je právì fexp (tA) j t 2 Rg) nebo fysikálnì snahouøe¹it vývojové (neèesky evoluèní) rovnice.Mnoho úloh lze toti¾ formulovat ve tvaru rovnice _~v = A ~v, kde teèkaznaèí derivování podle èasu, ~v je z nìjakého vektorového prostoru V, nanìm¾ úèinkuje lineární operátor A, její¾ øe¹ení je (pozor, pøekvapení) ~v(t) =exp (tA)~v0. Takto lze zapsat soustavu n lineárních diferenciálních rovnic1. øádu (potom je ~v 2 Rn a A je vhodná matice n � n) a pøipustíme-li slo¾itìj¹í (pøesnìji øeèeno nekoneènìrozmìrné) prostory funkcí ~v(t; x; y; z),lze do uvedeného schematu (zatím alespoò formálnì) zaøadit i známé rovnicevedení tepla @@tT = ��T (11.1)a Schr�odingerovu rovnicii�h @@t =  � �h22m�+ U(~r)! (11.2)131



132 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICE(� oznaèuje jak známo Laplaceùv operátor @2@x2 + @2@y2 + @2@z2 ).Na to, abychom mohli psát øe¹ení rovnice_~v(t) = A~v(t) ) ~v(t) = exp(tA)~v0 (11.3)pro nìjaký konstantní poèáteèní vektor ~v0 (okrajová podmínka), je tøebaumìt spoèítat exponenciálu ètvercové matice, co¾ bude matice stejných roz-mìrù.Definice. Zaveïme exponenciálu matice A jako limitu (pro N !1)èásteèných souètù expA = 1Xn=0 Ann! : (11.4)Abychom dokázali konvergenci, mluvme o normìkAk = maxi;j f���aij���g (11.5)a o metrice na prostoru Mk v¹ech matic typu k � kd(A;A0) = A�A0 : (11.6)Cvièení na konvergenci øad, prvé lemma.kAnk � kn�1 kAkn (11.7)Doká¾eme matematickou indukcí: je-li an;ij prvek matice An, je���an;ij ��� � kXl=1 ���ail��� � ���an�1;lj ��� � k kAk � kn�2 kAkn�1 ; (11.8)pro n = 1 (zaèátek indukce) vztah dává kAk � kAk, èemu¾ uvìøí mnohý.Dal¹í lemma. Je-li øada 1Xn=0 kAnk (11.9)konvergentní, konverguje i øada PAn (na ka¾dém místì matice) a 1Xn=0An � 1Xn=0 kAnk : (11.10)



133(Platí v libovolném þnormovanémÿ prostoru.)Milý dùsledek.kexpAk � 1Xn=0 kn�1 kAknn! = 1k exp(k kAk) (11.11)Vìta. Je-li AB = BA, tak platí iexp(A+B) = expA � expB = expB � expA: (11.12)Dùkaz. Bude u¾ita1 substituce m = p � n. V¹imnìte si, ¾e posledníúprava (binomická formule) je mo¾ná jen proto, ¾e AB = BA.expA � expB = 1Xn=0 Ann! 1Xm=0 Bmm! = 1Xp=0 X0�n�p An �Bp�nn! (p� n)! = (11.13)= 1Xp=0 1p! 0@ X0�n�p p!n! (p� n)!An �Bp�n1A = 1Xp=0 1p! (A+B)p (11.14)Dùsledek. expA je v¾dy regulární; (expA)�1 = exp(�A).Zobecnìní. Vzorec pro exponenciálu souètu lze modi�kovat i pro pøí-pad, ¾e A a B navzájem nekomutují, ale[A; [A;B]] = [[A;B];B] = 0 (11.15)oba komutují se svým komutátorem [A;B] = AB�BA (co¾ je napøíkladje-li A operátor souøadnice a B operátor derivace). Pak platíexpA � expB = exp(A+B) � exp 12 [A;B]: (11.16)Cvièení. Pokud A i B komutuje s [A;B], potomexp(A+B+ 12[A;B]) = exp(A+B) exp(12[A;B]) (11.17)1Netøeba si dìlat pøíli¹ starostí s mezemi sumací; lze sèítat pøes v¹echna celá èísla,dohodneme-li se, ¾e 1=k! je nula pro záporná celá k.



134 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICEDùkaz vý¹e uvedeného zobecnìní se pohodlnìji ne¾ roznásobová-ním øad provede následujícími operacemi:Vyjádøíme expA a expB ve tvarueA = �N + o(1); eB = �N + o(1); (11.18)kde N !1 je èíslo jdoucí nade v¹echny meze a� = 1+ AN ; � = 1+ BN : (11.19)Chceme najít souvislost meziexpA � expB = �N�N + o(1) (11.20)a výrazem exp(A+B) = (��)N + o(1): (11.21)Budeme postupnì pøesouvat jednu betu za druhou nalevo (zaèneme s tounalevo, názorná rovnice je pro N = 5).���������� ! ���������� : : : (11.22)Vzhledem k platnosti (pøesného) vztahu (K je mezi 0 a N)�K� � ��K = K�K�1[�; �] (11.23)(� také komutuje s [�; �], doka¾te) lze také psát�K� = ��K �1+K[�; �] + o( 1N )� ; (11.24)pøièem¾ závorku lze pøesouvat na konec výrazu (komutuje s � i �). V koneè-ném dùsledku máme (první betou pøeskakujeme N � 1 alef, druhou N � 2alef atd.)�N�N = (��)N (1+(N � 1)[�; �] + o( 1N ))(1+(N � 2)[�; �] + o( 1N )) : : : (��)(11.25)Uvìdomíme-li si, ¾e [�; �] = 1N2 [A;B]; (11.26)



135lze závorky ve (��) psát jako (odchylky o(1=N) ji¾ nepí¹eme, proto¾e zøejmìpo roznásobení dají o(1))(1+ N � 1N2 [A;B])(1 + N � 2N2 [A;B]) : : : ; (11.27)co¾ se dá se stejnou chybou psát jako(1+ 1N2 [A;B])(N�1)+(N�2)+(N�3)+::: ; (11.28)pøièem¾ exponent má zde hodnotu N2=2 + o(N2) a výraz se dá napsat jakoexp(12 [A;B]); (11.29)èím¾ je formule dokázána.Vìta. Nech» A~v = �~v. Pak (expA)~v = e�~v.Dùkaz.  1Xn=0 Ann! !~v = 1Xn=0 �n~vn! = e�~v (11.30)Vyu¾ití. Nech» vlastní vektory ~v1:::k tvoøí basi uva¾ovaného vektorovéhoprostoru Rk. Pøedchozí vìta dává návod k výpoètu expA v tomto pøípadì:vùèi této basi vlastních vektorù je toti¾ operátorf~x 7! A~xg resp. f~x 7! expA~xg (11.31)vyjádøen diagonální maticí0B@ �1 � � � 0... . . . ...0 � � � �k 1CA resp. 0B@ e�1 � � � 0... . . . ...0 � � � e�k 1CA ; (11.32)kde �1:::k jsou vlastní èísla pøíslu¹ející ~v1:::k.Zobecnìní. Nech» A = CDC�1. PakexpA = C � expD �C�1: (11.33)Dùkaz.



136 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICE1Xn=0 Ann! = 1Xn=0 (CDC�1)nn! = C 1Xn=0 Dnn! C�1: (11.34)Poznámka. Vidíme, ¾e exponenciála lineárního zobrazení f , de�novanásamozøejmì jako exp f = 1Xn=0 fnn! (11.35)nezávisí na volbì base a je tedy dobøe de�novaná.Pøíklad. Matice A má vlastní èísla 1, 2, 3, je-liA = 0B@ 5 �3 26 �4 44 �4 5 1CA : (11.36)Najdeme-li pøíslu¹né vlastní vektoryA~v1 = ~v1; A~v2 = 2~v2; A~v3 = 3~v3; (11.37)platíexpA~v1 = e~v1; expA~v2 = e2~v2; expA~v3 = e3~v3; (11.38)jinými slovyA = C0B@ 1 � �� 2 �� � 3 1CAC�1; expA = C0B@ e � �� e2 �� � e3 1CAC�1; (11.39)kde matice C má ve sloupcích souøadnice vlastních vektorù. Proveïte po-drobnì.Cvièení. Doka¾te, ¾e exponenciála cirkulantu je cirkulant. Obecnìji, ja-kákoliv funkce daná koneènou èi nekoneènou mocninnou øadou, kde promìnnáje cyklickou zámìnou souøadnic, je þcirkulantemÿ (konvoluèním operátorem vesmyslu kapitoly (16.7)).Cvièení. Spoètìte derivaci maticové funkce exp(tA) podle promìnné t.(Výsledek vypadá stejnì jako pro èíselné A.)



11.1. APLIKACE NA SOUSTAVU DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 137Cvièení. Doka¾te následující formuli pro výpoèet inversní matice: Jsou-lireálné èásti vlastních èísel matice A kladné, tak platíA�1 = Z 10 exp(�tA)dt (11.40)Návod. Aplikujte matici A na integrál napravo a zamìòte poøadí ap-likace integrálu a matice A; to dává integrál z derivace. Pou¾itím Newton-Leibnizovy formule (vý¹e uvedený pøedpoklad o vlastních èíslech zaji¹tujeexponenciálnì rychlé ubývání integrandu!) dostaneme hledaný výsledek.V¹imnìte si, ¾e tato formule je spojitou analogií výpoètu (1 � A)�1pomocí nekoneèné geometrické øady P1n=0An.Poznamenejme, ¾e vý¹e uvedená formule je èasto pou¾ívána, tøeba v te-orii pravdìpodobnosti pøi zkoumání Brownova pohybu nebo kupøíkladu pøivýpoètech propagátorù pomocí Feynmanova integrálu v kvantové teorii. (Apak oznaèuje ve vìt¹inì pøípadù Laplaceùv operátor).11.1 Aplikace na soustavu diferenciálních rovnicSoustava lineárních diferenciálních rovnic prvního øádu s konstantními koe-�cienty typu _~x = A~x; ~x 2 Rn (11.41)nebo ve slo¾kách_x1 = a11x1 + : : :+ a1nxn..._xn = an1x1 + : : :+ annxn (11.42)má øe¹ení~x(t) = exp(tA)~x0; (11.43)kde ~x0 = (x10; x20; : : : ; xn0 )T (správnì pod sebou) je sloupec poèáteèních pod-mínek v èase t=0: ~x(0) = ~x0.Podrobnìj¹í diskusi výpoètu expA odlo¾íme na konec kapitoly o Jorda-novì tvaru matice.



138 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICE11.2 Heisenbergùv obrazV této podsekci vás pouze informujeme, ¾e operátorová rovniceL0(t) = [L(t); I] (11.44)má øe¹ení L(t) = exp(�tI)L(0) exp(tI); (11.45)o èem¾ se lehce pøesvìdèíte, umíte-li derivovat souèin operátorù.Uvedené zobrazení f(t) :M!M na prostoru maticK 7! exp(�tI)K exp(tI) (11.46)je exponenciálou t-násobku jiného zobrazení g :M!Mf = exp tg; g : K 7! [K; I]: (11.47)Nadpis je volen podle pojmu v kvantové mechanice, kterou lze (kro-mì Schrödingerova pojetí s promìnným stavovým vektorem a konstantnímioperátory) formulovat ekvivalentnì v jazyce Heisenberga: stavový vektor jekonstantní a operátory se vyvíjejí podlei�h ddtL(t) = [L;H] (11.48)s tým¾ hamiltoniánem, jako u Schrödingera. (Na¹e I bylo H=i�h.)Zámìna exponenciál.Nedávno jsme ukázali, ¾e pokudA iB komutujíse svým komutátorem, platíexpA expB = exp(A+B) exp 12[A;B]: (11.49)Pouhým dosazením z této rovnice ovìøíte, ¾e za daných pøedpokladù platíexp(A) exp(B) exp(�A) exp(�B) = exp[A;B]: (11.50)Tento vzorec má celkem jednoduché zobecnìní i v obecném pøípadì, tj. ani¾pøedpokládáme cokoli o komutátorech:eAeBe�A = exp(B+ 11! [A;B] + 12! [A; [A;B]] + 13! [A; [A; [A;B]]] + : : :):(11.51)



11.3. VZTAH STOPY A DETERMINANTU 139Vzorec lehce doká¾ete, uvìdomíte-li si, ¾e v závorce na pravé stranì je maticepøiøazená matici B exponenciálou zobrazení þkomutátor matice A s danoumaticíÿ, pro které jsme právì na¹li explicitní vyjádøeníexp([A; : : :])(B) = exp(A)B exp(�A); (11.52)pomocí nìho¾ dokazované tvrzení pøevedeme naexp(A) exp(B) exp(�A) = exp(exp(A)B exp(�A)); (11.53)co¾ je vzorec nám známìj¹í v oznaèení C = expA tj. C�1 = exp(�A)C(expB)C�1 = exp(CBC�1) (11.54)a tento vzorec u¾íváme k výpoètu exponenciály matice M vyjádøené jakoCBC�1 s podobnou maticí B (pokud mo¾no v Jordanovì tvaru). (Je prav-divý proto, ¾e pøi rozpisu pravé strany do øady se vykrátí v¹echny vnitønípáry C�1C a zbudou jen ty vnìj¹í.)11.3 Vztah stopy a determinantudet expA = expTrA: (11.55)Krásné tvrzení, není-li¾ pravda?Hlavní pozorování. det exp(tA) = 1 + tTrA+ o(t); t! 0;obecnìji det (1+ tA+ o(t)) = 1 + tTrA+ o(t): (11.56)(Symbol o(t) oznaèuje matici, její¾ v¹echny prvky jsou o(t), to jest nìjakéfunkce takové, ¾e platí následující vztah.)limt!0 o(t)t = 0 (11.57)Dùkaz lemmatu. Sami jistì ovìøíte exp(tA) = 1 + tA + o(t). Dále siuvìdomíme, ¾e neidentické permutace pøispìjí k determinantu polynomem,z nìho¾ lze vytknout t2, abychom provedli tyto úpravy:det (1+ tA+ o(t)) =X� znak� nYj=1���(j)j + ta�(j)j + o�(j)j (t)� = (11.58)



140 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICE= nYj=1�1 + tajj + ojj(t)�+ t2 � jakýsi polynom = 1 + t TrA+ o(t): (11.59)Dùkaz vìty nyní dokonèíme dvìma zpùsoby.� det expA = (det exp(A=N))N = (1+TrA=N+o(1=N))N ! expTrA;N !1� Oznaème f(t) = det exp tA. Platí zøejmìf 0(t) = limh!0 det exp(t+ h)A� det exp tAh = (11.60)= det exp tA � limh!0 det exphA� 1h = (11.61)= det exp tA � limh!0 h TrA+ o(h)h = TrA � f(t): (11.62)A jsme u cíle, nebo» tato diferenciální rovnicef 0(t) = TrA f(t) (11.63)má øe¹eníf(t) = exp t TrAc; c = f(0) = 1: (11.64)Cvièení. Doka¾te formuliln det(1�A) = 1Xn=1 1n TrAn: (11.65)Návod. Pi¹te 1�A = expB a nahlédnìte do odstavce logaritmus maticení¾e.Poznámka. Na nekoneènìrozmìrných prostorech se èasto obtí¾nì sèítápøes v¹echny permutace, a tak je vztahdet expA = expTrA (11.66)nadìjnìj¹ím kandidátem pro de�nici determinantu, alespoò pro nìkteré ma-tice; stopa se poèítá i v nekoneèné dimensi jednodu¹eji. Verse uvedená vecvièení je zvlá¹» èasto pou¾ívána, novìji tøeba v teorii chaosu.



11.4. TAYLORÙV VZOREC 141Náhrada komplexního èísla maticíOpravdu, mno¾ina komplexních èísel je isomorfní mno¾inì matic 2 � 2 ní¾euvedeného tvaru: a+ bi 7!  a �bb a ! (11.67)Ovìøte, ¾e jde o isomor�smus; zejména, ¾e obraz souèinu dvou komplexních èíselje (maticový) souèin obrazù tìchto èísel.Pomocí na¹eho vztahu determinantu a stopy lze dokázat i tuto vìtu.Vìta. Nech» CII oznaèuje þzrealisovanouÿ matici 2n�2n, která vzniknez komplexní matice C rozmìru n� n uvedenou náhradou. PotomdetCII = jdetCj2 : (11.68)V¹imnìte si, ¾e zrealisováním matice hermitovsky sdru¾ené k C dostanete maticitransponovanou vùèi zrealisování C:(C�)II = (CII)T : (11.69)Dùkaz. Vyjádøíme-li matici C jako C = expL, lze psát (díky iso-morfnosti) CII = expLII : (11.70)Nyní u¾ jen staèí dopoèítatdet expLII = expTrLII = exp(2<TrL) = (11.71)= exp(TrL) � exp (TrL) = det expL � (det expL): (11.72)11.4 Taylorùv vzorecNech» p je polynom. Známý Taylorùv vzorec mù¾eme psátp(x+ t) = 1Xn=0 p(n)(x)n! tn (11.73)(suma je ve skuteènosti koneèná, je-li p polynom; volíme prostor polynomùnikoli proto, ¾e by to byla nejpøirozenìj¹í mo¾ná volba, ale proto, ¾e chceme



142 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICEzùstat na pùdì koneènìrozmìrných prostorù, kde lze v¹e formulovat rigoros-nì velmi snadno). Znaèíme-li obvyklým ddx operátor derivování (na vhodnémprostoru polynomù) a symbolem P̂t translaci (tamté¾)hP̂tpi (x) := p(x+ t); (11.74)lze psát vzorec jako P̂t = exp(t ddx): (11.75)V sekci o Lieových algebrách budeme mluvit o derivaci jako o basi in�-nitesimálního generátoru grupy v¹ech posunutí.Teprve teï vidíme, jak se kriminalita dramatisuje; exponenciála derivacina Václavském námìstí nezintegrovala, nýbr¾ pouze odsunula.11.5 Poissonovo rozdìlení(]) Studujme model porodnosti v Praze (stejnì tak ale lze mluvit o do-pravních nehodách, pøeklepech písaøky, poètech èástic kosmického záøenízaznamenaných pøístrojem atd.), kdy se za èas t narodí prùmìrnì �t dìtí;2jednotlivá narození jsou nezávislými jevy.Zaènìme se znalostí pravdìpodobností fn, ¾e do èasu t = 0 u¾ bylonarozeno n dìtí, je tedy známa nìjaká posloupnost ffn; n 2 Zg, kteroumù¾eme normovat vztahem Pn2Zfn = 1. Podobnì pravdìpodobnost, ¾ev èase t bylo narozeno n dìtí, pi¹me jako fn(t). Mluvíme tedy o prostoruposloupností a operátorech na nìm.Chceme-li spoèítat pravdìpodobnost fn(t + dt), ¾e do èasu t + dt budeji¾ narozeno n dìtí, dostaneme ji jako souèet pravdìpodobností, ¾e do èasu tbylo narozeno n� 1 dìtí (fn�1(t)) a v dobì (t; t+ dt) se dítì narodilo (�dt)a ¾e do èasu t bylo narozeno n dìtí (fn(t)) a v intervalu (t; t + dt) se nicnenarodilo (1 � �dt). Je-li èas dt krátký, lze toti¾ zanedbat mo¾nost, ¾e semù¾e narodit více dìtí ne¾ jedno. Po¾adavek, ¾e prùmìrnì se za t narodí �tdìtí, se transformuje na pravdìpodobnost �dt, ¾e se nìjaké narodí za èas dt.Máme tedy fn(t+ dt) = fn(t)(1 � �dt) + fn�1(t)�dt (11.76)nebo v matematiètìj¹ím hávuf 0n(t) = ��(fn(t)� fn�1(t)): (11.77)2Kdo sleduje jen matematické úvahy, nech» si myslí pod � v¹ude jednotku.



11.5. POISSONOVO ROZDÌLENÍ 143Zavedením operátoru diference D̂ tentokrát jako[D̂f ]n = fn � fn�1 (11.78)pøepí¹eme rovnici jako ~f 0(t) = ��D̂~f(t) (11.79)a øe¹ení pomocí exponenciály~f(t) = exp(��D̂t)~f (11.80)nabude konkrétního tvarufn(t) = e��t 1Xm=0 �mtmm! fn�m: (11.81)Navíc, pro poèáteèní stav fn = �n0 dostáváme pøímo Poissonovo rozdìlenífn(t) = e��t�ntnn! : (11.82)Dùkaz. V èase t = 0 je fn(t) = fn, staèí tedy ovìøit, ¾e zadané fn(t)splòuje diferenciální rovnici vý¹e. Opravdu, obì strany se rovnají:f 0n(t) = �� � e��t 1Xm=0 �mtmm! � �m�1tm�1(m� 1)! ! fn�m (11.83)[��D̂f(t)]n = �� � e��t 1Xm=0 �mtmm! (fn�m � fn�m�1) (11.84)Cvièení. Uka¾te, ¾e8t 1Xn=0 pn(t) = 1 pro pn(t) = e��t�ntnn! : (11.85)Mimo jiné, platí i rovnost8n Z 10 � � dt � pn(t) = 1: (11.86)Gauss by po nás mohl hodit houbu, kdybychom se v této souvislostinezmínili také o Gaussovì normálním rozdìlení.



144 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICE11.6 Gaussova køivkaØe¹íme-li rovnici3 vedení tepla (místo laplaciánu pí¹eme jen druhou derivacipodle x) @@tT = �4 @2@x2T; (11.87)dostaneme øe¹ení (v t > 0) pro danou poèáteèní podmínku T (0; x0) ve tvaruT (t; x) = 1p��t Z 1�1 dx0 exp(�(x� x0)2�t )T (0; x0): (11.88)Je také vidìt, ¾e není mo¾né hledat teplotu v záporných èasech; souvisí tos tím, ¾e zatímco rùstem èasu se teplota þzahlazujeÿ, jeho poklesem by seþrozrùzòovalaÿ do neúnosných mezí. Nìkdo mo¾ná ji¾ cosi sly¹el o irever-sibilitì rovnice vedení tepla.Mù¾eme se také podívat (pro zmìnu opìt zcela rigorosnì) na diskrétníodno¾ druhé derivace: prozkoumejme operátor � na prostoru posloupností(�f)n = fn�1 + fn+1 � 2fn: (11.89)Operátor � lze tedy psát jakoT̂ 1 + T̂�1 � 2 � 1 = T̂�1D̂2; (11.90)kde D̂ je operátor prvé diferenceD̂ = T̂ 1 � 1; [D̂f ]n = fn+1 � fn: (11.91)Exponenciálu t-násobku tohoto operátoru analyzuje následující vìta.Vìta. Nech» T̂ k oznaèuje operátor posunutí (posloupnosti) o k, tzn.(T̂ kf)n = fn+k. Potom platí vztahexp t� = Xk2ZFk(t)T̂ k; (11.92)kde posloupnost F s èasovì promìnnými prvky Fk(t) øe¹í diferenciální rovniciF 0(t) = �F (t) (11.93)pøi poèáteèní podmínce Fk(0) = �k0.3Pod � si opìt mù¾ete pøedstavit nìjaké kladné èíslo, tøeba 1 nebo 4.



11.7. LOGARITMUS MATICE 145Dùkaz. Z platnosti diferenciální rovnice vyplýváddt exp t� = Xk2Z(�F (t))k T̂ k = �Xk2ZFk(t)T̂ k (11.94)a v posledním tvaru lze také pøesunout � za sumu, proto¾e komutuje s ka¾-dým T̂ k. Vidíme, ¾e derivace (levá strana) vy¹la tak, jak mìla.11.7 Logaritmus maticeHledáme matici A splòující expA = B (11.95)pro danou regulární matici B. Omezíme se na pøípad, kdy se B dosti máloli¹í od 1; v ostatních pøípadech vyjádøíme B = B0n s dostateènì velkým n abude lnB = n lnB0.Abychom to mohli provést, mìli bychom je¹tì vysvìtlit, jak spoèítat n-tou odmocninu z B, ale to ponechme na jindy.Krátce øeèeno, logaritmus matice B získáme pomocí Taylorovského vzta-hu pro logaritmus èísla ln(1 + y) = 1Xn=0(�1)n yn+1n+ 1 : (11.96)Za y toti¾ dosadíme C = B� 1.Co se týèe konvergence, pocviète se z analýzy: je-li pro 0 < q < 1kCk < qk ; je také kCnk < qnk � qn (11.97)a tudí¾ je øada pro logaritmus absolutnì konvergentní ve smyslu 1Xn=0(�1)nCn+1n+ 1 � 1Xn=0 qn+1n+ 1 � ln( 11� q ) (11.98)a dosadíme-li za A hodnotuA = 1Xn=0(�1)n Cnn+ 1 ; (11.99)pak platí expA = 1+C = B.



146 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICEProto¾e dobøe víme, ¾e pro èísla udávají øady dvì navzájem inversnífunkce, musí vyjít rovnost dosazením øad do sebe, ale ponìvad¾ pro výpoètypøi dosazování øad matic do sebe platí zcela stejná pravidla jako pro øadyèíselné, vyjde uvedený vztah i pro matice.V blízkém okolí autorù neumí nikdo dokázat inversní charakter obouøad pøímým dosazením jedné do druhé, problém v¹ak vyøe¹il Jan Vybíral vObrázcích ¾lutých rù¾í è.18.Pøíklady.  �1 00 1 ! ;  0 10 0 ! =2 exp gl(2;R ) (11.100)Nepatøí proto, ¾e mají nekladná vlastní èísla (druhá z matic je dokoncesingulární).11.8 Hamiltonovy rovnice pro oscilátorZ mechaniky u¾ mo¾ná znáte Hamiltonovy rovnice pro soustavu hmotnýchbodù ve tvaru _qi = @H@pi ; _pi = �@H@qi ; (11.101)kde pi; qi 2 R ; i = 1; : : : ; n.Vy¹etøíme zde pøípad, kdy hamiltonián H(p; q) je kvadratickou funkcípromìnných q (þsouøadniceÿ) a p (þimpulsÿ). Jde o tzv. harmonický oscilá-tor (pøesnìji o soustavu spøa¾ených oscilátorù { pøedstavujte si tøeba sou-stavu hmotných bodù v¹elijak propojených nehmotnými pru¾inami). Pøípadnekvadratického hamiltoniánu vede ji¾ mimo lineární algebru (do geometrie{ viz také uèebnice mechaniky èi tøeba knihu autorù DFN[6]).Pøedpokládáme tedy Hamiltonovu funkci ve tvaruH(p; q) =X bijqiqj + cijqipj + dijpipj ; (11.102)kde B;C;D jsou nìjaké matice, pøièem¾ mù¾eme pøedpokládat symetrii ma-tic B a D (nakoukni do úvodu ke kapitole Kvadratické formy). Potom lzerovnice nahoøe napsat ve tvaru _~x = A ~x; (11.103)



11.8. HAMILTONOVY ROVNICE PRO OSCILÁTOR 147kde x = (q; p) a matice A je dána vztahemA = 2 C D�B �CT ! ; (11.104)neboli splòuje vztah (ovìøte, procviète se trochu v násobení matic!)AK = �KAT ; kde K =  0 1�1 0 ! (11.105)tzn. AK je symetrická matice. Matice M = expA (obecnìji exp(tA) jepotom symplektická matice (viz pøíklady grup na závìr zimního semestrua té¾ následující kapitolu), co¾ uká¾eme takto: vztahAK = �KAT (11.106)pøepí¹eme jako �A = KATK�1: (11.107)Vezmeme exponenciálu exp(�A) = K exp(AT )K�1; (11.108)vynásobíme to maticí M zleva, pak maticí K zprava a vskutku dostávámepo¾adovaný vztah MKMT = K: (11.109)Jednoparametrická symplektická grupa exp(tA) tedy popisuje vývoj os-cilátoru v èase.V typické aplikaci je C = 0; D = 1 a B je positivnì de�nitní matice (na-koukni do kapitoly o kvadratických formách ohlednì positivní de�nitnosti).Není pak tì¾ké ukázat, ¾e v¹echna vlastní èísla matice A jsou ryze imaginár-ní (nebo» vlastní èísla matice �B a tedy i A2 jsou negativní!). Dostávámepotom tzv. kvasiperiodický pohyb (periodický v pøípadì jednoho hmot-ného bodu), kde jednotlivé frekvence jsou dány pøíslu¹nými vlastními èíslymatice B. Podrobnìj¹í informaci viz uèebnice mechaniky. (~)



148 KAPITOLA 11. EXPONENCIÁLA MATICEÚloha 1.� a) Zjednodu¹te pøedchozí postup pro pøípad, kdy D = 1. (Co¾ je i pøípadnásledující úlohy, bereme-li kartézské souøadnice.)� b) Modi�kujte pøedchozí postup pro pøípad, kdy hamiltonián obsahuje ilineární èlen (v promìnné x, jako v dal¹í úloze)Úloha 2. Záva¾í visí u stropu místnosti pøipevnìno k nìmu n gumièkami (èipru¾inkami), kde n = 1; 2; : : : Dal¹í provázek vede od záva¾í k osobì u podlahy,která se zatáhnutím za provázek sna¾í záva¾í periodicky rozhýbat. Z kolika místna podlaze resp. stìnì se jí to mù¾e podaøit? Závisí tento poèet na n?Spoètìte pøíslu¹né periody a urèete pøíslu¹ná místa.Úlohu lze zobecnit i pro více záva¾í a provázkù (a osob).



Kapitola 12Lieova algebraMísto slo¾itých objektù, jakými jsou grupy SU(n) a dal¹í, je mo¾né zkou-mat objekty jednodu¹¹í, toti¾ lineární, nezajímáme-li se právì o rozdíly meziO (n;R ) a SO (n;R ): druhá z nich je souvislá, lze se plynule dostat od jed-noho jejího prvku ke kterémukoli jinému, první z nich je nesouvislá, skládáse ze dvou oddìlených komponent (zrcadlící a nezrcadlící transformace).Definice. Lineární prostor g, na nìm¾ je de�nována dal¹í bilineárníoperace [A;B], dále zvaná komutátor, splòující vztahy[A;B] = �[B;A]; [A; [B;C]] + [B; [C;A]] + [C; [A;B]] = 0 (12.1)(druhému se øíká Jacobiho identita) nazveme Lieovou algebrou.Úkol. Uka¾te, ¾e v Lieovì algebøe matic s komutátorem de�novaným jako[A;B] = AB�BA je splnìna (kromì triviálního vztahu [A;B] = �[B;A]) takéJacobiho rovnost.Pøíklad. Zkoumejme Lieovu algebru, které øíkejme so3, její¾ prvky pi¹-me jako antisymetrické matice s obvyklým komutátoremA = 0B@ � �c bc � �a�b a � 1CA ; B = 0B@ � �f ef � �d�e d � 1CA : (12.2)Ovìøte podrobnìji, ¾e[A;B] := AB �BA = 0B@ � bd� ae cd� afae� bd � ce� bfaf � cd bf � ce � 1CA : (12.3)149



150 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAVzpomeneme-li si nyní na de�nici vektorového souèinu ~A � ~B, najdemezajímavý isomor�smus8><>:(a; b; c) 7! 0B@ � �c bc � �a�b a � 1CA9>=>; : (R 3;+;�)! (so3;+; [; ]): (12.4)Znáte Jacobiho to¾dìstvo (identita) pro vektorový souèin?Je vidìt role dimense (3) na hladký prùbìh. Lze samozøejmì mluvit ikupø. o ¹estirozmìrném prostoru antisymetrických matic 4 � 4, ale pøec jenji¾ nebude isomorfní R 4 (4 6= 6). V øeèi funkcionální analýzy je mo¾né dátdoslovný smysl komutátoru dvou matic i vektorovému souèinu vektoru na-bla (@=@x; @=@y; @=@z) s vektorem ~v = (vx; vy; vz), èemu¾ øíkáme rotacevektoru, pouze v¹ak s pou¾itím nekoneènìdimensionálních prostorù.Podívejme se na pár da¹ích pøíkladù Lieových algeber a zaènìme pøe-mý¹let o jejich vazbách na stejnojmenné Lieovy grupy.� gl(n;R=C ) = freálné/komplexní matice n� ng� sl(n;R=C ) = fA 2 gl j TrA = 0g� o(n;R=C ) = so(n;R=C ) = fA 2 gl jA = �AT g� u(n) = fA 2 gl(C ) jA = �A�g� su(n) = sl(n; C ) \ u(n)� sp(n) = fA 2 u(n) j (Ak) = (Ak)T g v pøípadì sudého n; k je zdenìjaká antisymetrická regulární matice n� n� so(m;n) = fA 2 gl(m + n;R ) jAG = �(AG)T g, G je diagonálnímatice obsahující m jednotek a n minus jednotekVìta. Uvedené lineární prostory jsou uzavøené na operaci komutování.Dùkaz. Tedy pøesvìdète nejen sebe, ale i své nevìøící kamarády, ¾e platínapø. implikaceA = �AT ; B = �BT ) [A;B] := AB�BA = �[A;B]T : (12.5)



151Pojem. (]) Nech» G je grupa matic. In�nitesimálním generátoremgrupy G nazveme mno¾inu1 g = L(G ) matic A, pro nì¾fexp tA j t 2 Rg je podgrupou G : (12.6)Poznámka. V pokroèilej¹ích kursech geometrie se g obvykle de�nujeabstraktnìji jako þteèný prostor ke G v 1ÿ v prostoru v¹ech matic: prvkygrupy, které mají in�nitesimálnì blízko k jednotkové matici, se dají napsatjako (gi je base generátoru) 1+Xi gi � d�i: (12.7)Souvislost. Vtip je v tom, ¾e in�nitesimální generátor grupy matic Gje Lieova algebra (a v uvádìných pøípadech právì ta stejnojmenná, psaná¹vabachem, gotickým písmem neboli nìmeckou frakturou) a ¾e lze navícdobøe vylo¾it roli komutátoru.Dùkaz pro obecnou grupu. Je tøeba ukázat dvì zásadní vìci: uza-vøenost na sèítání a komutování.� A;B 2 g ) A+B 2 g (není triviální!)� A;B 2 g ) [A;B] = AB�BA 2 g1. Zkoumejme výrazy typu (N !1)(exp tAN � exp tBN )N = (1+ tA+BN + o( 1N ))N ! exp t(A+B) (12.8)a uvìdomme si, ¾e fexp t(A+B) j t 2 Rg tedy je podgrupa G , ponìvad¾pro ka¾dé t jde exponenciála aproximovat s libovolnou pøesností (po-mocí dostateènì velkého N) souèinem prvkù typu exp tA=N , které le¾í(pøesnì) v G (a pøedpokládáme cosi jako uzavøenost grupy v obvyklétopologii dané napø. metrikou d(A;B) = supi;j ���aij � bij���).1Zvyknìme si, ¾e nìkdy se generátorem míní base tohoto prostoru nebo i její jedenprvek, nìkde jsou prvky vynásobené i, aby byly (napø. u SU(n)) hermitovské a nikoliantihermitovské, i se pak musí pøipsat i ke komutátoru.



152 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRA2. Podívejme se na výrazy typu (N !1)(exp ptAN � exp ptBN exp �ptAN � exp �ptBN )N2 = (12.9)= (1+ tN2 [A;B] + o( 1N2 ))N2 ! exp(t[A;B]): (12.10)Lze tedy opìt exp(t[A;B]) vyjádøit s jakoukoliv pøesností pomocí sou-èinu prvkù z G ; pokud je t < 0, staèí vymìnit písmena A a B nalevo.Pøíklad. Ilustrujme si to na pøíkladì algebry so3: otoèíme-li sy-stém o malý úhel � kolem osy x, poté o malý úhel � kolem osy y apak zpìt, ov¹em v tomté¾ poøadí (nejprve o �� kolem x a pak o ��kolem y), systém se nám otoèí o malinký úhel �� (a¾ na konvenèníznaménko) kolem osy z.Cvièení. Generátorem grupy otáèení kolem nìjaké zvolené osy je (lineárníobal) otoèení o pravý úhel (podél zmínìné osy). Propoètìte (staèí toto doká-zat v euklidovské rovinì; dostáváme takto i vztahy mezi exponenciálou matice 0 1�1 0 ! a funkcemi cos a sin, tedy vlastnì de�nici komplexní exponenciályjaksi þbezÿ zavedení komplexních èísel.Cvièení. Urèete generátor grupy v¹ech regulárních horních trojúhelníkovýchmatic.(Prostor v¹ech horních trojúhelníkových matic: Na jednu stranu je jasné,¾e exponenciála trojúhelníkové matice je regulární trojúhelníková matice; nadruhé stranì generátor mù¾e obsahovat pouze horní trojúhelníkové matice,co¾ nahlédneme snadno, napí¹eme-li si první èlen rozvoje exp tA pro malét.) Souvislost algeber se stejnojmennými grupami.Abychom ukáza-li, v jakém smyslu Lieovy algebry odpovídají grupám stejného jména, pøede-�nujme in�nitesimální generátor grupy matic G jako mno¾inu v¹ech mo¾ných_A(0), kde pro t 2 R je A(t) 2 G , tj. A(t) je derivovatelná køivka po grupì,a A(0) = 1. (Ekvivalence plyne z toho, ¾e za tuto køivku lze v¾dy zvolitA(t) = exp(t _A(0)).)Tak napøíklad, køivkaA(t) po grupì SO (n) matic splòujícíchA(t)A(t)T =1 po zderivování a dosazení t = 0 dá_A(0)AT (0) +A(0) _AT (0) = _A(0) + _AT (0) = 0; (12.11)



12.1. KILLINGOVA FORMA A METRIKA 153tj. nutnou podmínku antisymetrie _A(0), která je zároveò postaèující.B = �BT ) expB = exp(�BT ) = exp(BT )�1 = ((expB)T )�1(12.12)Cvièení. Zderivováním kritérií pro èlenství v dal¹ích Lieových grupách (vizCartaniáda) získejte rovnice stejnojmenných Lieových algeber. Pøipomenete sikupø. té¾ následující vzorec, s ním¾ se v pozmìnìných tvarech znáte.ddt detAjt=0 = Tr _A(0) (12.13)12.1 Killingova forma a metrikaMìjme lineární prostor gl(n) v¹ech matic n krát n. Pøirozený isomor�smusdo E n2 dává následující pøedpis pro skalární souèin dvou matic:b(A;B) =X aijbij (12.14)Cvièení. b(A;B) = TrABT : (12.15)Z tohoto druhého vyjádøení pro b(A;B) vidíme nìkteré význaèné vlastnostitakto zavedeného skalárního souèinu, napø. vztahy (které pou¾ijeme pozdìjiv odstavci polární rozklad)b(A;B) = b(OA;OB) = b(AO;BO): (12.16)pro libovolnou ortogonální matici O. (Doka¾te s pou¾itím cykliènosti stopy).Tento vztah øíká, ¾e metrika�(A;B) = kA�Bk ; (12.17)kde kAk2 = b(A;A) je invariantní vùèi grupì O (n). Chápeme-li ji jakometriku na grupì O (n) � gl(n), nazývá se Killingovou metrikou.A co je Killingova forma na Lieovì algebøe?Ta je opìt, v konkrétním pøíkladì o(n), dána vztahemb(A;B) = �TrAB: (12.18)(Nezapomeòme, ¾e AT = �A platí pro v¹echny A 2 o(n).)



154 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAUkazuje se, ¾e nejde o jen tak ledajaký skalární souèin na o(n) (mámeho koneckoncù stále na celém gl(n)), nebo» tento skalární souèin na o(n)þrespektuje navíc strukturu Lieovy algebryÿ ve smyslu následujících tvrzení(které jsou ekvivalentní):Tvrzení 1.Pro v¹echna X 2 o(n) a v¹echna A;B 2 o(n) platíb([X;A];B) + b(A; [X;B]) = 0 (12.19)(øíkáme, ¾e Killingova forma je antisymetrická vùèi operaci komutování s X;uvedená rovnost se ostatnì bere za základ de�nice Killingovy formy i v pøí-padì obecné Lieovy algebry)Tvrzení 2. ZobrazeníA 7! exp(�X)A expX : o(n)! o(n) (12.20)je isometrie pro ka¾dé X 2 o(n).Cvièení. Doka¾te tvrzení 1 (prostì dosaïte za b( ~: : :; ~: : :) i za komutátor avyu¾ívejte toho, ¾e AT = �A apod.).Doka¾te i tvrzení 2: zde je úèelné konsultovat té¾ odstavec 11.2 o Heisen-bergovì obrazu a pøíslu¹né analytické úvahy (a» ji¾ provedení limit èi sestavenídiferenciální rovnice) okopírovat z dùkazu vìty o determinantu exponenciály.12.2 Teorie representacíPojmy analogické grupì. (]]) Lieovu algebru g nazýváme komuta-tivní, pokud 8x; y 2 g [x; y] = 0 a taková algebra odpovídá komutativnígrupì. Tento pøípad není pøíli¹ zajímavý.Centrum algebry Lieovy je (analogicky centru grupy) mno¾ina Z(g)tìch prvkù s 2 g, ¾e 8t 2 g [s; t] = 0, tj. komutují se v¹emi prvky algebry.Lieovou podalgebrou nazýváme (analogicky podgrupì) podprostor guzavøený na komutování. Máme dokonce analogii normální podgrupy { øíkáse mu ideál Lieovy algebry a je to podprostor I takový, ¾e 8i 2 I 8j 2g [i; j] 2 I. Elementárním pøíkladem ideálu je centrum algebry; jiným dù-le¾itým pøíkladem je komutant dané Lieovy algebry, co¾ je mno¾ina v¹echprvkù tvaru [x; y]; x; y 2 g. Ideál je to proto, ¾e [[x; y]; j] opìt le¾í v komu-tantu, proto¾e je tvaru komutátoru dvou prvkù.



12.2. TEORIE REPRESENTACÍ 155Vìty. Zavedené pojmy mimo jiné implikují, ¾e pokud je H normálnípodgrupou grupy G , pak je L(H ) ideálem v L(G ). Jestli¾e je G souvislá,pak L(Z(G )) = Z(L(G )): (12.21)Pro dvì grupy G 1;G 2 jeL(G 1 � G 2) = L(G 1)� L(G 2) (12.22)in�nitesimálním generátorem jejich direktního souèinu direktní souèet jejichin�nitesimálních generátorù { kde prvky L(G 1) komutují s prvky z L(G 2),a tak jsou L(G i) ideály v L(G 1 � G 2).Representace. Nech» � oznaèuje jedno z klasických tìles R ; C nebo H(kvaterniony) a G je nìjaká grupa. Pak lineární representací2 grupy Gnazýváme koneènìrozmìrný lineární prostor V nad tìlesem �, na nìm¾ jepro ka¾dý prvek g 2 G de�nována (stejnì znaèená) funkce, splòující� 1G~v = ~v a g(g0~v) = (gg0)~v� g~v je �-lineární funkce ~v� g~v je spojitá funkce g a ~vJinými slovy, je zadán mor�smus grup� = �V : G ! AutV: (12.23)Vybereme-li basi ve V, lze si pøedstavit, ¾e � nabývá hodnot ve G L (n;�).V tomto pøípadì mluvíme o maticové representaci.Pí¹eme-li v pøípadì kvaternionù matice vlevo od ~v, je rozumné mít ve Vnásobení skalárem zprava (V je pak pravý modul nad H ). Na¹tìstí lze alede�novat i násobení skalárem zleva (pruh musíme pøidat na to, aby platiloq(q0~v) = (qq0)~v) q~v := ~vq (12.24)2Representace (rusky predstavlenie) nemusí být jenom lineární. Tak napøíklad kom-plexní rovina spolu s nevlastním bodem v nekoneènu je bezvadnou nelineární represen-tací grupy SL(2; C )=Z2 (grupa isomorfní Lorentzovì SO(1; 3)), bereme-li na ní v¹echnakonformní (zachovávající úhly, v komplexní rovinì jsou jimi analytické funkce) zobrazení,která jsou vzájemnì jednoznaèná. Tìmito zobrazeními jsou toti¾ z ! (�z + �)=(z + �)pro nenulové ��� �, kde komplexní èísla �; �; ; � lze bez újmy na obecnosti vybrat tak,aby �� � � = 1, pøesto v¹ak zámìna na ��;��;�;�� dává tuté¾ transformaci, a pro-to jsme napsali faktor Z2. Podgrupou pøevádìjící horní polorovinu (s nevlastním bodem)komplexní roviny na sebe je grupa SL(2;R) s reálnými �; �; ; �.



156 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAa tak lze levý modul pøevrátit na pravý a naopak. Vyu¾ijeme toho, ¾e qq0 =q0q, kde q je obvyklé sdru¾ení kvaternionu�+ �i+ j + �k = �� �i� j � �k: (12.25)Máme-li representace Vi, lze generovat slo¾itìj¹í representace ve tvarudirektního souètu dvou (èi více) prostorù, na nich¾ grupa úèinkuje podleg(~v1; ~v2) = (g~v1; g~v2) (12.26)a podobnì lze získat representaci ve formì tensorového (resp. symetriso-vaného resp. antisymetrisovaného) souèinu dvou prostorù, na který grupaúèinkuje dle pravidla g(~v1 
 ~v2) = (g~v1 
 g~v2): (12.27)(Zde nejde o nic jiného, ne¾ jak se transformují spinory { resp. tensory { s víceindexy.) Ale také lze získat representaci na duálním prostoru V 0 podle vzorce(zde zase jde { v øeèi budoucího jazyka { o transformaci tensorù/spinorùs indexy dole/nahoøe) [g(~v0)]~w = ~v0 � g�1 ~w: (12.28)Strukturní zobrazení. Nyní se podíváme, proè staèí pracovat s kom-plexními representacemi. Reálnou representaci Rn lze pøevést na komplexníC n, pøièem¾ pùsobení grupy je podle pøirozené formule (~v; ~w 2 Rn)g(~v + i~w) = g(~v) + ig(~w): (12.29)Zdá se, ¾e se ale o cosi okrádáme. Ji¾ þmalýÿ prostor Rn byl uzavøen napùsobení grupy a my jsme ho zbyteènì zvìt¹ili. Naúètujeme si to tak, ¾epovíme, ¾e existuje strukturní zobrazení j : C n ! C n (v následujícímvzorci jsou ~v; ~w reálné vektory)j : (~v + i~w) 7! (~v � i~w); (12.30)které komutuje s pùsobením grupy (g(j~v) = j(g~v)), je antilineární (j(z~v) =z �j(~v), j(~v+~w) = j(~v)+j(~w)) a jeho druhá mocnina je plus minus identickýoperátor (v tomto pøípadì plus) (j(j~v) = �~v, zkrácenì j2 = �1), co¾ jsoutøi vlastnosti, de�nující strukturní zobrazení.Naopak, máme-li komplexní representaci se strukturním zobrazením j,rekonstruujeme reálnou representaci rozkladem komplexního prostoru C n



12.2. TEORIE REPRESENTACÍ 157pova¾ovaného za R 2n na dva podprostory, odpovídající vlastním èíslùm 1resp. �1 (operátor, splòující j2 = 1, jiná vlastní èísla nemá).Obdobnì lze pøevést kvaternionickou3 representaci H m na komplexníC 2m; kvaternionický vektor budeme psát jako ~v+ j ~w, kde ~v a ~w jsou kom-plexní vektory.I nyní se o cosi okrádáme: prostor jsme sice zbyteènì nezvìt¹ili, ale pù-vodní representace byla H -lineární, zatímco nová je jenom C -lineární. H -linearitu si zrekonstruujeme tak, ¾e øekneme, ¾e existuje strukturní zobrazení(~v; ~w jsou zde komplexní vektory)j(~v + j ~w) = �~w+ j~v: (12.31)Lehce ovìøíte antilinearitu, komutování s pùsobením grupy (zobrazení j jevlastnì násobení j { shoda písmen èistì náhodná { zprava, co¾ komutovalos G díky H -linearitì) a rovnost j2 = �1.Naopak lze zpìtnì zrekonstruovat representaci H n z dané C 2n, kterápøipou¹tí strukturní zobrazení s j2 = �1.Representace, která je direktním souètem dvou prostorù (representací)V;W , disponujících strukturními zobrazeními se stejnými j2V = j2W , pøipou¹-tí strukturní zobrazení jV � jW se stejným j2.Tensorový souèin dvou representací V 
 W (mù¾e jít i o (anti)symet-risovaný) se strukturními zobrazeními jV ; jW toleruje strukturní zobrazeníj = jV 
 jW se znakem j2 = j2V j2W .Uká¾eme jednoduchý pøíklad. Grupa SU(2) = Sp(2) má fundamentál-ní representaci kvaternionickou (v¾dy» jde nakonec o grupu þjednotkovýchÿkvaternionù (s jednotkovou normou)), kterou si pøedstavíme jako dvous-lo¾kové komplexní spinvektory sA, A = 0; 1, mající strukturní zobrazenís j2 = �1. Symetrisovaný tensorový souèin, obsahující dvouindexové spino-ry sAB = sBA, bude tedy disponovat strukturním zobrazením s j2 = +1,tedy budeme moci po¾adovat podmínky reálnosti (invariantní vùèi pùsobenígrupy) s00 = �s11; s01; s10 2 R : (12.32)Není se èemu divit, spinor sAB, který svá¾eme maximálními podmínkami(symetrie a uvedená samodru¾nost), je informaènì toto¾ný s (trojrozmìr-ným) vektorem. Proto se èásticím se spinem rovným jedné øíká vektorové.s01 = z = s10; s11 = x+ iy; s00 = �(x� iy) (12.33)3Pro existenci strukturního zobrazení podobného jako u reálné representace se kva-ternionické representaci øíká také pseudoreálná, nìkdy dokonce také reálná; existencestrukturního zobrazení zaji¹»uje ekvivalenci representace s komplexnì sdru¾enou.



158 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAIsomorfnost nìkterých Lieových algeberÚèelem tìchto øádek je poukázat na skuteènost, které v jistém smyslu vdì-èíme za existenci hmoty, pøesnìji za existenci v¹ech èástic s poloèíselnýmspinem. Od doby, kdy Cartan poprvé pøi¹el s tìmito ideami, nás dìlí ji¾ pøesosmdesát let, ale svì¾est mají ony my¹lenky stále mladickou.Co mo¾ná nejstruènìji vá¾ené ètenáøe pøesvìdèíme (dále s tímto budemepracovat v sekci o spinorech), ¾e algebry so(3;R ) a su(2) jsou isomorfní, ato tak, ¾e napí¹eme prvky jejich basí4 a ti¹e vás vyzveme k veri�kaci ní¾enapsaných komutaèních relací pro obì sady matic.V pøípadì struktury þalgebra Lieovaÿ po¾adujeme po isomor�smu ' za-jisté i zachování komutátoru, tj.'([A;B]) = ['(A); '(B)]: (12.34)Postaèí zkontrolovat komutátory matic tvoøících basi, jako kombinace kte-rých lze prvek dané Lieovy algebry zapsat.SSO(3)1 = 0B@ � � �� � �1� 1 � 1CA ; SSU(2)1 =  � �i=2�i=2 � ! ; (12.35)SSO(3)2 = 0B@ � � 1� � ��1 � � 1CA ; SSU(2)2 =  � �1=21=2 � ! ; (12.36)SSO(3)3 = 0B@ � �1 �1 � �� � � 1CA ; SSU(2)3 =  �i=2 �� i=2 ! ; (12.37)[S1;S2] = S3; [S2;S3] = S1; [S3;S1] = S2 (12.38)Z podobných dùvodù jsou isomorfní i algebry so(1; 3) a sl(2; C ), sl(2;R ) asu(1; 1), ale také tøeba so(6) a su(4). Dal¹ími pøíklady jsou so(4) a su(2)�su(2) nebo so(5) a sp(2 � 2).Budete-li nìkdy vìdìt o tìchto vìcech více, snad pøivítáte informaci, ¾efundamentální representace grupy Spin(n) je� jedna samodru¾ná o dimensi 2k pro n = 2k+1 (liché n); je reálná, je-li[(k + 1)=2] sudé, jinak je kvaternionická4Za prvky generátoru grupy se mnohdy pova¾ují i-násobky námi uvedených, tedy her-mitovské matice namísto antihermitovských.



12.2. TEORIE REPRESENTACÍ 159� dvì komplexní vzájemnì sdru¾ené s dimensí 2k�1 pro n = 2k, k liché� dvì samodru¾né navzájem neekvivalentní, ka¾dá o dimensi 2k�1 pron = 2k, k sudé; je-li k násobkem ètyø, jsou reálné, jinak jsou kvater-nionickéSO (n) : n 2 3 4 5 6 7 8 9 10spin. repr. 2c 1q 2q 1q 2c 1r 2r 1r 2cdim. ka¾dé 1 2 2 4 4 8 8 16 16 (12.39)Na tyto skuteènosti mù¾ete sami pøijít, proto¾e vám pøiná¹íme de�nici grupySpin(n).Spinorová grupa. Chceme získat Lieovu algebru isomorfní so(n), je-jí¾ grupa ale obsahuje (vzájemnì rozli¹itelné) prvky þrotace o 0ÿ a þrotaceo 2�ÿ. Algebra so(n) je lineárním obalem antisymetrických matic eij = �eji,které mají jednotku na místì (i; j) a minus jednotku na (j; i), a tak splòujíkomutaèní relace[eij ; ekl] = �jkeil � �jleik + �ilejk � �ikejl: (12.40)Není tì¾ké nahlédnout, ¾e tyté¾ komutaèní relace budou míti matice Eij,které získáme jako Eij = 14(EiEj �EjEi); (12.41)pokud matice Ei budou navzájem antikomutovat a ètvercem ka¾dé z nichbude jednotková matice (budou tedy Diracovými -maticemi pro euklidovskýprostor). EiEj +EjEi = 2�ij1 (12.42)Takové matice opravdu umíme najít; budou napø. tensorovými souèiny [n=2]Pauliho matic rozmìru 2� 2, tedy maticemi rozmìru 2[n=2] � 2[n=2]�x =  � 11 � ! ; �y =  � �ii � ! ; �z =  1 �� �1 ! :: (12.43)Spoleènì s Pauliho maticemi budou i tyto jejich tensorové souèiny hermi-tovské (ve v¹ech ortonormálních basích), z èeho¾ je zøejmá i antihermitovostEij. Explicitnì lze psátE2i�1 = (�z)
(i�1) 
 �x 
 (12)
([n=2]�i)E2i = (�z)
(i�1) 
 �y 
 (12)
([n=2]�i)E2m+1 = (�z)
m pro n = 2m+ 1: (12.44)



160 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRA(Zde znaèí [x] celou èást x, 12 jednotkovou matici 2 � 2.) Zároveò vidíme,¾e jsme získali, co jsme chtìli, proto¾e pro generátory eij grupy SO (n) bylonejmen¹í kladné èíslo t, pro kteréexp(teij) = 1 (12.45)rovno 2�; u matic Eij je to 4� (tedy a¾ rotací o 4� dostaneme jednotkovýprvek grupy).Pro lep¹í názornost si lze operátory Ek pøedstavit jako kombinace kreaè-ních b�k a anihilaèních bk operátorù5 (k = 1; : : : ; l pro Spin(2l � 1) { pakpøehlédnìme E2k pro k = l { a Spin(2l))E2k�1 = (bk + b�k); E2k = i(bk � b�k): (12.46)Lehce zkontrolujete rovnost fEj ;Ekg = 2�jk: (12.47)Operátory Eij pak pøevádìjí bosonové stavy na bosonové a fermionové nafermionové (bosonovým míníme stav,6 vzniklý pùsobením sudého poètu ope-rátorù na vakuum). U Spin(2l�1) jsou pak bosonové a fermionové prostoryekvivalentní, proto¾e je lze na sebe pøevádìt právì tím þpøehlédnutýmÿ ope-rátorem E2l, který komutuje se v¹emi Eij pro fi; jg � f1; 2; : : : ; 2l � 1g. atak má grupa Spin(2l � 1) jen jednu fundamentální representaci o dimensi2l�1.Jistì sami najdete detaily o strukturních zobrazeních, pomocí nich¾ urèu-jeme reálnost, komplexnost nebo kvaternionovost representace grupy Spin(n).Jde o antilineární zobrazení, které napøíklad prvku base b�1b�3j0i pøiøadí stavb�2b�4b�5b�6j0i (napø. pro n = 12), ve kterém jsou obsazeny právì ty hladiny,které nebyly obsazeny ve vzoru (vidíme, ¾e v pøípadì lichého poètu hladin{ pro Spin(2l) s lichým l, tímto vyrobíme fermionový stav z bosonovéhoèi naopak, èili nedostaneme strukturní zobrazení uvnitø napø. bosonovéhoprostoru, ale jen dùkaz, ¾e bosonový a fermionový prostor tvoøí vzájemnìkomplexnì sdru¾ené representace). (Musíte si urèit konsistentnì znaménko.)5Tyto operátory splòují fbj ; b�kg = �jk, 0 = fbj ; bkg = fb�j ; b�kg, bkj0i = 0, kde fa; bg =ab + ba je antikomutátor a j0i je vakuum, základní prvek base (vektorùm øíkají fysiciþstavyÿ), pomocí nìho¾ vytváøíme ostatní pùsobením kreaèních operátorù b�1b�2j0i : : :.6Operátor  s vlastními èísly +1;�1 pro bosonové resp. fermionové vektory lze získatjako jakýsi souèin (1�2b�1b1)(1�2b�2b2) : : : (1�2b�l bl) a komutuje tedy se v¹emi Eij . Proto¾eurèuje levo/pravotoèivost, øíká se mu podle øeckého výrazu pro ruku operátor chirality.



12.3. KOMPAKTNÍ GRUPY 161Operátor chirality je souèinem v¹ech E matic (u lichého n, kde nehrajechiralita takovou roli, nebo» je jen jedna spinorová representace, je konvencí,zda v¹e je¹tì vynásobíme En+1); = i[n=2]E1E2 : : :En (12.48)Mocninu imaginární jednotky jsme napsali proto, aby bylo  hermitovské ajeho ètvercem byl jednotkový operátor; aby tedy mìl vlastní èísla �1.12.3 Kompaktní grupyV následujících odstavcích vá¾eným ètenáøùm naznaèíme, proè jiné kompakt-ní prosté Lieovy algebry ne¾ ty, o nich¾ jsme mluvili v Cartaniádì, neexistují.V Lieovì algebøe, pøíslu¹né dané kompaktní Lieovì grupì G zavedemeskalární souèin, invariantní vùèi transformacím grupy. Není to nic tì¾kého,vzpomeneme-li si na invariantní integraci, o které jsme se ji¾ zmínili.7 Jakoka¾dá hezká vìcièka, i ona musí být nìkdy u¾iteèná. Ten okam¾ik pøichází.Chceme, aby skalární souèin dvou matic algebry byl invariantní vùèitransformacím grupy v tzv. pøidru¾ené representaci, co¾ je representace,která jako¾to prostor splývá s algebrou Lieovou (její dimense je tedy rovnadimensi grupy; matice z ní znaème A, B: : : ) a prvek grupy G na ní úèinkujepodle G : A 7! G[A] = GAG�1: (12.49)Zkontrolujte, ¾e (GH)[A] = G[H[A]]. Invariance znamená po¾adavek, aby8A;B; 8H b(A;B) = b(H[A];H[B]): (12.50)Pomocí invariantní integrace takový skalární souèin lze získat z libovolného(neinvariantního) skalárního souèinu s þustøednìním pøes grupuÿb(A;B) = ZG2G s(G[A]; G[B]): (12.51)Pak zjevnì platí (první þrovná-seÿ je oprávnìné díky invarianci integracevùèi substituci GH! G)b(H[A];H[B]) � RG2G s(GHA H�1G�1;GHBH�1G�1) == RG2G s(GAG�1;GBG�1) = b(A;B) : (12.52)7Integrál pou¾íváme v této knize ve smyslu vhodné lineární formy na prostoru spojitýchfunkcí, obvykle na kompaktním prostoru; ve¹kerou dal¹í informaci o tomto pojmu vizv kursech analýzy!



162 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAAbychom øekli nìco konkrétního o zpùsobu invariantní integrace: zapí¹eme-limatici R 2 SU(2) ve tvaruR =  cos  exp i� sin exp i�� sin exp�i� cos  exp�i� ! ; (12.53)kde meze �; �;  jsou zøejmé z integrálu ní¾e, lze invariantní integraci napsatjako ZR2SU(2) = 14�2 Z �=20 d � sin 2 Z 2�0 d� Z 2�0 d�: (12.54)Co se týèe jednoznaènosti invariantního skalárního souèinu: lze ho v¾dy ná-sobit nìjakou konstantou, ale pro prosté grupy je jinak urèen jednoznaènì.Opravdu, kdybychom mìli dva skalární souèiny b1; b2, mohli bychom vzít(také invariantní) kombinaci b = b1 � �b2 (12.55)s nejmen¹ím mo¾ným kladným �, pøi nìm¾ v¹echny b(A;A) jsou je¹tì nezá-porné, ale u¾ pro nìkteré nenulové A jsou nulové. Pak by mno¾ina takovýchmatic (s nulovou normou) tvoøila ideál.Maximální toryDále zvolíme torus T � G , to jest maximální podgrupu isomorfní (Abelovì)U(1)l (nìkdy znaèenou jako Tl, kde T = R=Z je grupa intervalu h0; 1) sesèítáním þmodulo jednaÿ). Mnohé vìty nás uji¹»ují o tom, ¾e pøíli¹ nezále¾ína tom, který maximální torus8 vybereme. Jeho l nazývejme rankem danégrupy.Pøíklad. V grupì SO (2l) a SO (2l + 1) lze vybrat maximální torus Tlv¹ech matic t s l bloky na diagonále (i = 1; : : : ; l) cos 2�xi � sin 2�xisin 2�xi cos 2�xi ! (12.56)(v pøípadì SO (2l+1) doplníme do pravého dolního rohu jednotku). Podobnìv grupì SU(l + 1) umístíme na diagonálu èíslaexp 2�xi; (12.57)8In�nitesimálnímu generátoru maximálního toru se øíká Cartanova podalgebra.



12.3. KOMPAKTNÍ GRUPY 163kde Pxi = 0 (aby byl jednotkový determinant, neprostou grupou U(l) sezde nazabýváme). In�nitesimálním generátorem maximálního toru je prostorR l, v na¹ich pøíkladech obsahuje matice, které mají na diagonále bloky 0 �xixi 0 ! (12.58)pro pøípad SO (u SO (2l + 1) umístíme do pravého dolního rohu nulu!) anebo èísla ixi (12.59)v pøípadì SU(l+1). T je podgrupou G a invariantní skalární souèin z g lzezú¾it na t.Stiefelovy diagramy kreslíme do l-rozmìrného prostoru, kde jsou souøad-nice x1; : : : ; xl zavedeny v souladu s tímto skalárním souèinem a koleèky(resp. ètvereèky) jsou vyznaèeny prvky Lieovy algebry, jim¾ odpovídá jed-notkový prvek T èili i G , to jest tzv. celoèíselná møí¾ka (lattice, re¹jotka),v na¹ich pøíkladech jsou to body, kde jsou v¹echna xi celá.(Na obrázku je celoèíselnou møí¾kou dané grupy mno¾ina v¹ech koleèekresp. ètvereèkù tìch typù, které jsou u ní uvedeny. Rank vyznaèených grupje 1 nebo 2.)
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164 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAKoøeny. Zbývá vysvìtlit, co znamenají ony pøímky na diagramech. Vtipje v tom, ¾e prvky T (znaèíme je zde t;u : : :) pùsobí v pøidru¾ené representacig (algebry celé grupy) tak, ¾e se g rozpadá na direktní souèetg = rMi=1 Vi � V0; (12.60)pøièem¾ na prostoru V0 (který splývá s t, je-li T opravdu maximální torus)úèinkují prvky t triviálnì tv0t�1 = v0 8v0 2 V0 (12.61)a Vi jsou dvojrozmìrné prostory (je jich r, co¾ je { z dùvodù rovnosti dimensí{ polovina rozdílu dimense grupy a jejího ranku, èili bude dokázáno, ¾e tentorozdíl je sudý) generované maticemi Mi;Ni, na nich¾ pùsobí t podletMit�1 =Mi cos 2��i �Ni sin 2��i; tNit�1 =Mi sin 2��i +Ni cos 2��i;(12.62)kde �i jsou nìjaké kombinace xi (napø. x1�x2), to jest nìjaké lineární formyna t, a nazýváme je koøeny (kórni, roots) dané grupy.Vidíme, ¾e pokud napø. vymìníme Mi a Ni (nebo tøeba zmìníme zna-ménko u jedné z nich), bude poslední vysazená formule dále platná, zmìníme-li znaménko u �i. Tedy spolu s +�i øíkáme koøen i formì ��i.Je¹tì výhodnìj¹í mù¾e být komplexi�kovat Lieovu algebru9 (dosud jsmeji v¾dy pova¾ovali za prostor nad R , prvky byly jen reálnými kombinacemiprvkù base, kterými { samozøejmì { mohly býti komplexní matice) a docílittak, ¾e se nám bude transformovat do sebe jen jedna matice Qi =Mi+ iNiresp. Q0i =Mi � iNi místo dvou Mi;Ni:tQit�1 = exp(2��i)Qi; tQ0it�1 = exp(�2��i)Q0i: (12.63)Matice Qi pak prostì odpovídá koøenu �i a matice Q0i koøenu ��i.Pøíklady. Grupa SU(l + 1) (stejnì jako U(l + 1)) má koøeny �rs =xr � xs, kde r 6= s 2 f1; 2; : : : ; lg a jako odpovídající matici Qrs si lzepøedstavit matici, která má v¹ude nuly kromì posice (r; s), kde má cokolinenulového. Ka¾dý mù¾e ovìøit, ¾e tQrst�1 dá to, co má.9Pak ji¾ nemù¾eme pova¾ovat exponenciály prvkù algebry za prvky pùvodní grupy. Re-álnost zrekonstruujeme po¾adavkem, abyQ a Q0 se kombinovaly jen cQ+cQ0 s komplexnìsdru¾enými koe�cienty.



12.3. KOMPAKTNÍ GRUPY 165Podobnì grupa SO (2l) má koøeny xr�xs, ale navíc má koøeny �(xr+xs)(r 6= s) a grupa SO (2l + 1) má proti SO (2l) dal¹í koøeny �xr.Do Stiefelových diagramù tedy zakreslíme navíc mno¾iny bodù ui (di-mense o jednu men¹í, ne¾ je rank), v nich¾ koøeny nabývají celých hodnot.Koøeny nabývají celých hodnot na celoèíselné møí¾ce, kde t = 1. Obecnì-ji, prùnikem soustav rovnobì¾ných þhyperrovinÿ (nadrovin) ui jsou body,odpovídající centru grupy.Systémy koøenùPøenechme specialistùm dùkazy toho, ¾e tzv.Weylova grupa, to jest grupav¹ech vnitøních automor�smù10 G �xujících zvolený maximální torus, obsa-huje pro ka¾dé i prvek, který ponechává systém hyperrovin (nadrovin) uina místì. Je-li tomu tak, musí jít o zrcadlení podle roviny kolmé na danýkoøen (pomocí invariantního skalárního souèinu jsme ztoto¾nili in�nitesimál-ní generátor toru s jeho duálem) v obyèejném geometrickém smyslu (podleinvariantního skalárního souèinu). Takové zrcadlení musí mno¾inì v¹ech ko-øenù pøiøadit tuté¾ mno¾inu. Vyslovme tedy de�nici.Definice. Systémem koøenù v euklidovském prostoru E nazývámekoneènou podmno¾inu � � E takovou, ¾e� neobsahuje nulový vektor� pro � 2 � je c� 2 � právì kdy¾ c = �1� zrcadlení podle hyperroviny (nadroviny) kolmé na kterýkoli z koøenùpøevádí � na �� pro v¹echny dvojice koøenù �; � jef�; �g := 2b(�; �)=b(�; �) (12.64)celé èíslo.Poslední bod je dùsledkem toho, ¾e zrcadlení koøenu � podle roviny kolména � má samozøejmì tvar'�(�) = �� 2b(�; �)b(�; �) �; (12.65)10Takový, který se dá zapsat jakog 7! hgh�1 pro nìjaké h, jejich grupa tvoøí podgrupu Aut(G ), znaèenou Int(G ).



166 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAlze vybrat vektor ~v, na nìm¾ forma � nabývá jednotky, zjistíme, ¾e '�(~v)�~vnále¾í celoèíselné møí¾ce (proto¾e '� �xuje u�). Z toho dále plyne, ¾e�(~v � '�(~v)) = �~v � ['�(�)](~v) (12.66)je celé (úprava vychází z toho, ¾e pøi skalárním souèinu je jedno, který èinitelzrcadlíme), co¾ po dosazení (�(~v) = 1) dává uvedený výsledek.Buï jak buï, poslední bod má silný dùsledek.Vìta. Dva koøeny � 6= �� jsou� (0) buï kolmé� (1) nebo svírají úhel 60� nebo 120� a mají stejnou normu� (2) nebo svírají úhel 45� nebo 135� a pomìr norem je p2� (3) nebo svírají úhel 30� nebo 150� a pomìr norem je p3Dùkaz. Ètyønásobek kvadrátu kosinu úhlu koøeny sevøený4 cos2 ! = 2b(�; �) � 2b(�; �)b(�; �) � b(�; �) (12.67)je men¹í (díky nezávislosti �; � ostøe) ne¾ ètyøi. Je to ale souèin dvou celýchèísel, a tak je jedno nulové (pøípad 0) nebo jedno rovné �1. Mo¾nosti paklehce proberete.Dynkinovy diagramy. Nebudeme to dokazovat, ale v¹echny koøenydaného systému lze získat jako celoèíselné kombinace (lineárnì nezávislých)prostých koøenù. Potom tento systém prostých koøenù lze buï rozdìlit nasjednocení disjunktních a neprázdných mno¾in koøenù, kde dvojice z rùz-ných podmno¾in jsou v¾dy kolmé, a takové nerozlo¾itelné systémy prostýchkoøenù lze znázornit pomocí Dynkinova diagramu. Prosté koøeny v nìmspojíme tolika èarami, jaké je èíslo varianty jejich vzájemné polohy podleposlední vìty. V pøípadech (2) a (3) je je¹tì slu¹né pøikreslit na spojnici¹ipku, namíøenou ke krat¹ímu koøenu (jako pøi obyèejném porovnávání <).Pokud se (2) a (3) v Dynkinovì diagramu nevyskytuje, mají v¹echny koøenystejnou délku a dané algebøe øíkáme jednodu¹e ¹nìrovaná (simply laced).Vìøte nebo nevìøte, jiné systémy prostých koøenù, ne¾ ty s následující-mi Dynkinovými diagramy, neexistují a spolu s tím neexistují dal¹í prostékompaktní grupy.
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%(V¹imnìte si, ¾e na obrázku mají nìkteré Dynkinovy diagramy urèitésymetrie: permutací rùzných koøenù dostaneme tý¾ obrázek. Nebudeme torozebírat, ale je to spojeno s existencí vnìj¹ích automor�smù dané al-gebry (vnìj¹í je takový, který nelze zapsat jako sdru¾ení nìjakým prvkemgrupy g: A 7! gAg�1). S vnìj¹ími automor�smy lze oèekávat symetrie me-zi representacemi; u grup s Dynkinovými diagramy, které mají symetrie,lze oèekávat vìt¹í poèet fundamentálních representací (E 6 napøíklad neboSU(l + 1) pro l > 1 má dvì vzájemnì komplexnì sdru¾ené, symetrie pari-ty, vymìòující pravé dva koøeny Dynkinova diagramu, u Spin(2l) garantujeexistenci dvou þvzájemnì zrcadlovì sdru¾enýchÿ spinorových representací).Grupa Spin(8) má dokonce symetrii triality: lze u ní permutovat tøi koøenya je s tím spojena skuteènost, ¾e dvì reálné spinorové representace (s dvìmarùznými chiralitami) a representace vektorová mají stejnou dimensi 8.)Naopak, pro ka¾dý z uvedených diagramù lze sestrojit Lieovu algebru az ní také kompaktní grupu. Nìkolikrát jsme ji¾ diskutovali (a budeme) o tom,¾e SO (3) má stejnou algebru jako SU(2), která má centrum Z2 (plus mi-nus jednotková matice), zatímco SO (3) má triviální jednoprvkové centrum.Nyní mù¾eme isomorfnost tìchto algeber ukázat na shodnosti Dynkinovýchdiagramù. Maximální centrum (poloprosté, neobsahující U(1) � : : :) grupys danou algebrou, která lze vytvoøit, vystihuje následující tabulka.Al Bl; Cl; E7 D2s D2s+1 E6 E8; F4; G2Zl+1 Z2 Z2 � Z2 Z4 Z3 f1g : (12.68)Tak napøíklad, grupa Al = SU(l + 1) má centrum Zl+1.



168 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRACvièení. Mù¾ete zkusit dokázat, proè není mo¾né získat grupy E9 atd.,proè mají vyòaté grupy dimensi, kterou jsme uvádìli atd.Poradíme vám, aby jste si zapsali v nìjakých souøadnicích prosté koøeny.Napø.� Al má prosté koøeny x1 � x2, x2 � x3, : : : xl � xl+1, kde pracujeme jens hyperrovinou (nadrovinou), kde Pxi = 0� Bl má prosté koøeny x1 � x2, : : : , xl�1 � xl, xl� Cl má prosté koøeny x1 � x2, : : : , xl�1 � xl, 2xl� Dl má prosté koøeny x1 � x2, : : : , xl�1 � xl, xl�1 + xl12.4 Váhy a møí¾kyVáhy. Koøeny byly speciálními pøípady vah. Obecnì vahou máme namysli lineární formu na Cartanovì podalgebøe, nabývající celých hodnot naceloèíselné møí¾ce. Zajímavìj¹í jsou ale váhy dané representace V danéalgebry. Prvky Cartanovy podalgebry navzájem komutují, a tudí¾ mù¾emehledat jejich spoleèné vlastní vektory ve V a èísla. Váha dané (mluvímeo komplexní) representace je tedy taková forma, která pøiøadí prvku Carta-novy podalgebry jeho vlastní èíslo pøíslu¹ející nìjakému vlastnímu vektorucelé podalgebry. Jestli¾e tedy poèítáme ka¾dou váhu tolikrát, kolikarozmìr-ný prostor jejích vlastních vektorù jí pøíslu¹í, bude vah právì tolik, jaká jedimense V.Koøeny lze tedy chápat jako váhy pøidru¾ené representace; tìchto vah jetedy tolik, kolik je dimense dané algebry, ov¹em jen proto, ¾e poèítáme i l(rank) nulových vah (vlastními vektory jsou prvky Cartanovy podalgebry),které obvykle za koøeny nepova¾ujeme.Tak napøíklad grupa SO (2l) (l je rank) má v základní 2l-rozmìrné vek-torové representaci 2l vah �~ei, i = 1; 2; : : : ; l.Samoduální møí¾ky. Kdy¾ u¾ jsme do¹li tak daleko, mù¾eme si nìcoøíci o vlastnostech møí¾ek (soustava diskrétních bodù v prostoru Rn, zpravid-la celoèíselné kombinace základních møí¾kových vektorù), a to z fysikálníhopohledu v souèasnosti nejnadìjnìj¹ího kandidáta na teorii v¹eho, heterotickéstruny.



12.4. VÁHY A MØÍ®KY 169Kvantová teorie bosonové struny funguje pouze v dimensi èasoprosto-ru 26, kvantová teorie superstruny jen v dimensi 10. Navíc vlevojdoucí avpravojdoucí módy uzavøené struny spolu navzájem komutují a generátorygrupy Poincaré jsou souèty vlevojdoucí a vpravojdoucí èásti. Lze pak tedyvzít levý sektor z bosonové struny a pravý ze superstruny. Pøebyteèných 16vlevojdoucích bosonových dimensí lze svinout na torus; aby z bosonovýchrozmìrù zbyla jen vlevojdoucí èást, je tøeba, aby celková hybnost struny by-la rovna celkovému obtáèení11 (ztoto¾níme-li body, které se li¹í o celoèíselnékombinace møí¾kových vektorù, je mo¾né, aby pøi objí¾dìní uzavøené stru-ny jsme popojeli o nìjakou takovou kombinaci { to nazýváme obtáèením).Aby vùbec existovaly nìjaké stavy s nenulovou celkovou hybností ve smìrusvinutých souøadnic (co¾ je nutné k dobrému chování interakcí), je tøeba,aby duální møí¾ka (v¹ech forem, nabývajících celých hodnot na pùvodnímøí¾ce) mìla s pùvodní spoleèné body (pøi ztoto¾nìní pùvodního prostorus duálem). Dokonce je dobré pøedpokládat, aby splývaly, to jest aby bylamøí¾ka samoduální. Navíc se budeme zabývat jen sudými samoduálnímimøí¾kami, kde ètverec délky ka¾dého jejího vektoru je sudý.Je matematickou pravdou, ¾e sudé samoduální møí¾ky existují jen v pro-storech o dimensi, která je násobkem osmi. Tak tøeba v osmi rozmìrechmáme samoduální møí¾ku �8 v¹ech celoèíselných kombinací koøenù vyòatégrupy E 8. Tìmi jsou (i; j = 1; 2; : : : ; 8)� ~ei � ~ej ; i 6= j; 12(�~e1 � ~e2 : : :� ~e8); (12.69)kde v druhém tvaru koøenù bereme jen ty se sudým poètem plusù. (Lehcenapoèítáte, ¾e je jich celkem 112+128=240 právì 248-8, èili dimense minusrank.) Formy ~v nabývající celých hodnot na v¹ech tìchto koøenech jsou pakkombinacemi tìchto koøenù (ortonormální basi ~ei ztoto¾òujeme s basí k níduální):Lehce toti¾ uká¾ete, ¾e souøadnice ~v jsou buï v¹echny celé nebo v¹echnypolocelé. Celoèíselnost formy ~v na ~r0 = (1=2; 1=2; : : : ; 1=2) pak øíká, ¾e sumasouøadnic ~v musí být sudá, a tak je ~v celoèíselnou lineární kombinací ~ei�~ej(v pøípadì, ¾e souøadnice ~v jsou celé), a nebo toto platí pro ~v � ~r0, èím¾jsme ukázali, ¾e i ~v le¾í v �8, neboli samodualitu �8.Samozøejmì, lze vybrat osm základních møí¾kových vektorù, celoèíselný-11A¾ na faktor 1=2.



170 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAmi kombinacemi kterých jsou v¹echny ostatní, napø.~e1 � ~e2;~e2 � ~e3;~e3 � ~e4;~e4 � ~e5;~e5 � ~e6;~e6 � ~e712(~e1+~e2+~e3+~e4+~e5+~e6�~e7�~e8); 12(~e1+~e2+~e3+~e4�~e5�~e6�~e7�~e8):(12.70)V ¹estnácti rozmìrech najdeme kartézský souèin �8��8 dvou kopií �8 amøí¾ku �16, která obsahuje jako podmøí¾ku koøenovou møí¾ku SO (32). Jdeo v¹echny celoèíselné kombinace vektorù (i; j = 1; 2; : : : ; 16)� ~ei � ~ej ; i 6= j; 12(�~e1 � ~e2 : : : � ~e16); (12.71)kde v druhé sadì je sudý poèet plusù. Dùkaz samoduality probíhá stejnìjako u �8 a i zde je mo¾né vybrat 16 základních møí¾kových vektorù.To jsou dùvody, proè promý¹líme teorii heterotické struny jen s kalibraènígrupou Spin(32)=Z2 (odpovídající møí¾ce �16) nebo (zajímavìj¹í) grupouE 8 � E 8 (s møí¾kou �8 � �8).12.5 Superalgebry a supersymetrieNejprve si øeknìme je¹tì nìco o obyèejných algebrách, napøíklad o algeb-øe Poincaré. Jde o Lieovu algebru, generující isometrie èasoprostoru vèetnìposunutí. Za její basi lze tedy vybrat J�� , tedy generátory Lorentzovy gru-py (resp. otoèení) a p�, generátory posunù (znaèení se kryje s oznaèenímmomentu hybnosti a hybnosti, a snad ji¾ mnozí z vás poznali, ¾e to nenínáhoda).Komutaèní relace budou[p�;p�] = 0; [p�;J��] = i(g��p� � g��p�);[J�� ;J�� ] = �i(g��J�� � g��J�� + g��J�� � g��J��) (12.72)g�� je zde metrický tensor. Jacobiho identitu mù¾ete zkontrolovat pøímýmvýpoètem.Kromì obyèejných algeber se dnes hodnì mluví i o graduovaných al-gebrách neboli superalgebrách. Ta lze psát jako lineární obal prvkù, kte-rými ji¾ nebudou pouze operátory, které jsou zvyklé s vìt¹inou ostatníchkomutovat, nýbr¾ také grassmannské operátory, které spolu typicky navzá-jem antikomutují ab = �ba (ov¹em s negrassmannskými typicky komutují)a u nich¾ je tedy lep¹í mluviti o antikomutátoru fa; bg = ab + ba. Jed-notným jazykem, superkomutátor neboli graduovaný komutátor dvou



12.5. SUPERALGEBRY A SUPERSYMETRIE 171operátorù [a; b]grad je antikomutátorem, pokud jsou oba grassmannské, jinakje komutátorem.Chceme-li transformovat objekty prvkem grupy g blízkým jednotkové-mu, napí¹eme tento jako g = 1 + d�isi, kde d�i jsou in�nitesimální (ne-koneènì malé) parametry a s base generátoru. Pokud jsou si grassmannské,musí být grassmannské i d�i; pøedstavme si pod nimi grassmannské þèíselnéÿparametry, napø. grassmannské operátory, které komutují se v¹emi negrass-mannskými a antikomutují se v¹emi grassmannskými.Jestli¾e fysika pracovala do ¹edesátých nebo sedmdesátých let jen s algeb-rami, pùsobením jejich¾ transformací mohly pøecházet elektrony do neutrin,èervené kvarky do modrých anebo se systémy mohly otáèet nebo posouvat,v posledních dvaceti letech promý¹lejí teoretici i tzv. supersymetrie, po-mocí nich¾ lze transformovat bosony na fermiony a naopak. Uvádíme jakopøíklad supersymetrii na svìtelném ku¾eli v desetirozmìrném èasoprostoru,která proti algebøe Poincaré obsahuje navíc i grassmannské operátory Qaa Q _a. Pohleïme tedy zbì¾nì na nìkteré superkomutátory algebry super-Poincaré:fQa;Qbg = 2p+�ab; fQ _a;Q_bg = 2p�� _a_b; fQa;Q_bg = p2ia_bpi;[Ji�;Qa] = ip2ia _aQ _a : : : (12.73)(Indexy a resp. _a jsou osmiznaèné spinorové indexy12 grupy SO (8),  jsouDiracovy matice, indexy � odpovídají kalibraci na svìtelném ku¾eli v� =2�1=2(v0 � v9) atd.) V¹imnìte si, ¾e antikomutátor dvou supersymetrií jeúmìrný posunu. To v¹echno má názorné vysvìtlení, roz¹íøíme-li pojem pro-storu na superprostor, který kromì komutujících souøadnic navíc obsahuje iantikomutující, proto¾e v nìm je supersymetrie geometrickou operací.Supersymetrie zaji¹»uje teoriím zajímavé vlastnosti: její zaèlenìní do teo-rie strun odstraní z této teorie tachyony (èástice pohybující se nadsvìtelnourychlostí), jeliko¾ napø. fQ _1;Q _1g = 2p� tj. p� = Q _1Q _1, operátor Q _1 jehermitovský a støední hodnota p� ve stavu j i je tedy nezáporná, ponìvad¾jde o ètverec normy h jQ _1Q _1j i vektoru Q _1j i. Navíc implikuje stejný po-èet fermionových a bosonových stavù na ka¾dé hladinì; ka¾dý fermion másvého bosonového partnera a naopak (u¾ívají se pro nì názvy jako fotino,gluino, gravitino, selektron, skvark). Supersymetrie zaruèuje v mno-12©estnáct operátorùQa;Q_b se transformuje jako 16-rozmìrná reálná representace grupySO(9; 1) (jí¾ je SO(8) podgrupou) { toti¾ jako spinorová representace dané (tøeba kladné)chirality. Pro srovnání { spinorová representace kladné chirality grupy SO(10) je také16-rozmìrná, ov¹em komplexní.



172 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAha pøípadech vymizení kosmologické konstanty (hustoty vakua) a záhadounaopak zùstává, proè je kosmologická konstanta nulová (nebo podle pozo-rování pøinejmen¹ím o 120 øádù men¹í ne¾ oèekávané náhodné pøíspìvkyod rùzných polí) i v na¹em svìtì, který supersymetrický není nebo kde jesupersymetrie naru¹ena. A za zmínku stojí i fakt, ¾e supersymetrie kladeomezující podmínky na dimensi èasoprostoru.Ji¾ jen poznamenejme, ¾e podobnì, jako obecná teorie relativity po¾adu-je, aby se parametry Lorentzovy transformace mohly mìnit od bodu k bodu,lze tuto lokálnost po¾adovat od supersymetrie a získáme tak rùzné teorie su-pergravitace.12.6 Obøí vyòatá grupaCílem této sekce, v ní¾ sledujeme pøílohu 6.A skvìlé knihyMichaela B.Greena,Johna H. Schwarze a Edwarda Wittena Superstring theory, je ukázat expli-citní konstrukci obøí grupy (resp. odpovídající algebry) E 8. Proè jí øíkámeobøí? Proto¾e má ze v¹ech prostých vyòatých grup nejvìt¹í dimensi (248)a navíc (chápeme-li míru symetrie jako pomìr dimense a kvadrátu ranku,aby se klasické grupy SO (n) asymptoticky touto velièinou blí¾ily konstantì),dosahuje rekordní hodnoty 31=8.Konstrukci zaèneme podalgebrou SO (16), kterou generuje 16�15=2 = 120operátorù Jij = �Jji, splòujících obvyklé komutaèní relace[Jij ; Jkl] = Jil�jk � Jjl�ik � Jik�jl + Jjk�il; (12.74)a pøidáme k nim 128 generátorù Q� (celková dimense tedy bude 120+128 =248), které se transformují jako spinory SO (16) dané (øeknìme kladné) chi-rality, èím¾ míníme, ¾e13 [Jij ; Q�] = Q�(�ij)��: (12.75)K dokonèení speci�kace algebry musíme dode�novat zbývající komutátor[Q�; Q�] (je to komutátor a ne antikomutátor, proto¾e usilujeme o de�nicialgebry a nikoli superalgebry). Teorie grupy v¹ak SO (16) tento komutátora¾ na normalisaci urèuje jednoznaènì;[Q�; Q�] = (�ij)��Jij (12.76)13Gamma matice splòující fi; jg = �ij mohou být pro SO (16) vybrány reál-né. De�nujeme dále jejich antisymetrisované souèiny i1i2:::in = hi1i2 : : : ini �(i1i2 : : : in�permutace)=n!, operátor chirality  = 1;2:::16 a �ij = ij=2 = [i; j ]=4.



12.6. OBØÍ VYÒATÁ GRUPA 173kladný faktor �, kterým by nám teorie SO (16) dovolila násobit pravou stra-nu, lze absorbovat do p�-násobného pøe¹kálování Q�, jejich¾ normalisacitoti¾ ¾ádná z pøedchozích formulí neomezovala. Volba � < 0 by vedla k ne-kompaktní formì algebry E 8(8), známé ze supergravitaèních teorií. Jestli¾etedy Lieova algebra E 8 s rozkladem pøidru¾ené representace248 = 120� 128 (12.77)vùèi její maximální14 podgrupì Spin(16) existuje, na jejích komutaèníchrelacích daných prvými tøemi vysazenými rovnicemi není co ¹telovat.K utvrzení se, ¾e formule opravdu de�nují Lieovu algebru, je tøeba ovì-øit Jacobiho identitu. (U¾ její splnìní nám garantuje existenci matic, kterésplòují tyté¾ relace jako abstraktní operátory Jij a Q�, tj. existenci repre-sentace.) Z cvièných dùvodù doporuèujeme explicitní kontrolu JJJ identity,která pouze vyjadøuje, ¾e Jij formují Lieovu algebru, JJQ identity, která za-se potvrzuje, ¾e se Q� opravdu transformují jako representace SO (16). AniJQQ identita neklade zvlá¹tní po¾adavky a její platnost je podlo¾ena zvlá¹tìtím, ¾e �ij matice splòují tou¾ algebru jako Jij . Opravdu zásadní pøípad vola-jící po kontrole je identita [[Q�; Q� ]; Q ]+[[Q�; Q ]; Q�]+[[Q ; Q�]; Q� ] = 0.Rozepsání vede k po¾adavku8�;�;;� Xij (�ij)��(�ij)� + (�ij)�(�ij)�� + (�ij)�(�ij)�� = 0; (12.78)kterou máme dokázat pro pøípad, ¾e �; �;  jsou indexy jedné chirality.V¹imneme si, ¾e produkt dvou spinorù mù¾e být rozepsán na kombinaciúplného systému gamma-matic i1:::in pro n = 0 : : : 16, èili nulovost posled-ní formule je ekvivalentní nulovosti jejího zú¾ení s (k1:::kn)�� pro v¹ech-na n a k1 : : : kn. Díky shodné chiralitì indexù �; � se staráme jen o su-dá n a antisymetrie dokazované formule v �; � nám dává mo¾nost ome-zit se na pøípad antisymetrických15 k1:::kn , co¾ díky elementárním vlast-nostem gamma-matic znamená n = 2; 6; 10; 14. Ve skuteènosti nám vztahi1:::ik = �i1:::i16ik+1:::i16=(16 � k)! a fakt, ¾e operátor chirality  lze vyne-chat, úèinkuje-li na spinory kladné chirality, zmen¹í práci na polovinu. ®enám staèí prohlédnout jen n = 2 a n = 6 lze spatøit u¾ na shodnosti poètu14Maximalitou zde nemíníme shodnost rankù podgrupy a celé grupy, ale pøesnìji nemo¾-nost najít vìt¹í vlastní podgrupu.15Pro n = 0; 4; 8; 12; 16 jsou k1:::kn symetrické a tudí¾ jejich ú¾ení s antisymetrickýmvýrazem vymizí triviálnì.



174 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRAnezávislých èlenù v antisymetrické kombinaci Q� a Q� (nalevo)128 � 1272 � 1 = 16 � 152 � 1 + 16 � 15 � 14 � 13 � 12 � 116 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 (12.79)a souètu poètù nezávislých komponent i1:::in pro n = 2 a n = 6.Zú¾ení se16 (�kl)�� = �(�kl)�� dá� (Tr+ �kl�ij) � (�ij)� + 2(�ij�kl�ij)� ; (12.80)co¾ se u¾itím Diracových identit anuluje; prvý resp. druhý èlen se rovnají�64(�kl)� . Faktor 64 u druhého èlenu vzejde z inventury kladných a zápor-ných pøíspìvkù (znaménko podle parity poètu prvkù prùniku mno¾in indexùfi; jg a fk; lg) 2 � 1=2 + 14 � 13=2 � 14 � 2. Kontrakcí s (i1:::i6)�� dostaneme(první èlen teï ji¾ nepøispìje)2(�iji1:::i6�ij)� ; (12.81)co¾ opìt vymizí: klíèovou je zde rovnost 45 � 1+ 1 � 15� 10 � 6 = 0 pøi bilancipøíspìvkù �i1:::i6 .Pøidání spinoru k pøidru¾ené representaci grupy SO (N) vede k nové Lieo-vì algebøe jen ve tøech pøípadech: kromì N = 16, co¾ pøiná¹í E 8, se dá v úpl-né analogii sestrojit 52-rozmìrná vyòatá grupa F 4 pøidáním 16-rozmìrnéhospinoru k 36-rozmìrné pøidru¾ené representaci SO (9). Podobnost je oprav-du velkolepá; v 16-rozmìrné spinorové representaci SO (9) lze vzít za úplnýsoubor matic matice i1:::in pro n = 0; 2; 4; 6; 8 a antisymetrie nám dovolíomezit se opìt na n = 2 a n = 6. Vzorce zùstanou, jen èísla se obmìní; �8místo �64, osmièku v druhém èlenu dostaneme jako 2 � 1=2 + 7 � 6=2 � 7 � 2a místo 45 + 15� 60 bude po¾rání u n = 6 vypadat 3 � 2=2 + 6 � 2=2� 3 � 6.Tøetí mo¾ností je pøidání osmirozmìrného spinoru k pøidru¾ené represen-taci SO (8), èím¾ získáme grupu SO (9) zpùsobem, který se li¹í SO (8) rotacítriality od standardnìj¹í a jednodu¹¹í konstrukce { toti¾ pøidání 8-vektoruJi = Ji9 k pøidru¾ené representaci SO (8).Nyní bychom rádi popsali nìkteré podgrupy E 8. Jednu maximální podg-rupu { SO (16) { jsme ji¾ uvedli. Ta obsahuje maximální podgrupu SO (10)�SO (6), vùèi ní¾ se její pøidru¾ená representace rozpadá na pøidru¾ené repre-sentace slo¾ek a na produkt vektorù120 = (45;1) � (1;15)� (10;6): (12.82)16Ekvivalentní jako ú¾ení s (kl)��. Tr+ znaèí stopu v positivnì chirální spinorovérepresentaci.



12.6. OBØÍ VYÒATÁ GRUPA 175Jak se vùèi této podgrupì transformuje spinor SO (16)? ©estnáct -matic1:::16, pomocí nich¾ de�nujeme tvar operátorù ve spinorové representaci,se rozpadne na prvních deset 1:::10, které mù¾eme pova¾ovat za maticeSO (10), a posledních ¹est 11:::16, které zamìstnáme jako matice SO (6). Spi-nor SO (16) je tedy alespoò v prvním pøiblí¾ení souèinem spinorù SO (10) aSO (6). A co s chiralitou? Operátor chirality SO (16)  = 12 : : : 16 je zjev-nì souèinem operátoru chirality SO (10) (10) = 12 : : : 10 a podobnéhou SO (6) (6) = 1112 : : : 16.  = (10)(6) (12.83)Tedy spinor Q� positivní chirality grupy SO (16), který pøi konstrukci E 8pøidáváme k Jij , se rozpadá na dva kusy s vlastními èísly (10) = (6) = +1resp. (10) = (6) = �1. Oznaèíme-li spinory positivní èi negativní chiralitygrupy SO (10) resp. SO (6) jako 16 èi 16 resp. 4 èi 4 (dimense spinorovýchrepresentací jsme ji¾ diskutovali), máme rozklad 128 grupy SO (16)128 = (16;4)� (16;4); (12.84)který ve spojení s rozkladem pøidru¾ené representace vý¹e udává zpùsobtransformace fundamentální representace E 8 (u této grupy je to tatá¾ copøidru¾ená) vùèi této podgrupì.Nyní máme tu milou povinnost pøedstavit vám grupu E 6 jako podgrupuE 8. Jako pøedehru si uvìdomme, ¾e ve 4 grupy SO (6) jsou generátory her-mitovskými 4 � 4 maticemi, jejich¾ bezstopost zabezpeèuje prostota grupySO (6); jsou tedy SU(4) generátory { neboli SO (6) je podalgebrou SU(4).Postøehnutím shodné dimense 15 u obou docílíme pøesvìdèení, ¾e nemù¾ejíti o vlastní podalgebru: musí jít o isomorfní algebry.17 Tato cesta nás sou-èasnì pouèila, ¾e fundamentální 4 a 4 grupy SU(4) se chovají v SO (6) jakospinory kladné resp. záporné chirality. Naopak, fundamentální (vektorová)representace 6 grupy SO (6) je antisymetrickým tensorem druhého rankugrupy SU(4), který má dimensi 4 � 3=2 � 1 = 6, jak má být. (Je jedno, zdabereme 4^4 nebo 4^4; tyto representace jsou ekvivaletní, jeliko¾ je lze pøe-poèítávat pomocí antisymetrického tensoru Levi-Civitty v�� = ����v�=2.)A tak mluvme místo o podalgebøe SO (10) � SO (6) o SO (10) � SU(4).Dále, SU(4) má oèividnou podgrupu SU(3) � U(1). Znaèíme-li horními in-dexy U(1) náboje, rozkládá se nám 4 grupy SU(4) na 13 � 3�1, 6 grupy17To jsme ji¾ mohli spatøit na shodných Dynkinových diagramech SO(6) a SU(4) poté,co jsme je zkonstruovali obecnì pro SO(n) a SU(n).



176 KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRASU(4) { právì ztoto¾nìný s antisymetrickým souèinem dvou 4, se transfor-muje jako 32�3�2 a pøidru¾ená representace SU(4), co¾ je vlastnì 4
4�1(�1 znaèí odstranìný singlet { stopu) se pod SU(3)�U(1) transformuje jako80�3�4�34�10, kde 8 znamená pøidru¾enou SU(3). Kombinací v¹ech faktùdocházíme k vysnìnému rozkladu pøidru¾ené representace E 8 vùèi podgrupìSO (10) � SU(3)� U(1):248 = �(45;1)0 � (1;1)0 � (16;1)3 � (16;1)�3��� �(16;3)�1 � (10;3)2 � (1;3)�4��� �(16;3)1 � (10;3)�2 � (1;3)4�� (1;8)0: (12.85)Zvlá¹tní pozornosti zaslou¾í 78 generátorù, které jsou SU(3) singlety. Nebkomutátor dvou SU(3) singletù musí být opìt SU(3) singlet, lze usoudit,¾e tìchto 78 generátorù tvoøí uzavøenou podalgebru (tìch generátorù, kterés onou SU(3) komutují, nìkdy zvanou centralisátor grupy SU(3)); je známajako vyòatá Lieova algebra E 6. Evidentní je maximální subalgebra SO (10)�U(1), vùèi ní¾ se pøidru¾ená representace E 6 rozkládá podle pøedpisu78 = 450 � 163 � 16�3 � 10: (12.86)A co víc, rozklad 248 obsahuje 27 kopií 3 grupy SU(3). Tyto se musí zobrazo-vat na sebe pøi E 6 transformacích , a tak musí mít E 6 nìjakou 27-rozmìrnourepresentaci s SO (10)� U(1) rozkladem27 = 16�1 � 102 � 1�4: (12.87)Jistotu zvý¹íme ovìøením, ¾e 16 � (�1) + 10 � 2 + 1 � (�4) = 0 stopa U(1)generátoru v representaci 27 grupy E 6 je nula. To je v souhlase s faktem,¾e stopa ka¾dého generátoru nìjaké prosté Lieovy algebry vymizí v ka¾dérepresentaci (onen U(1) generátor je jedním ze 78 generátorù E 6). Tím takédokazujeme ireducibilitu, jeliko¾ tato stopa by se neanulovala po vy¹krtnutínìkterých èlenù rozkladu 27. Komplexnì sdru¾enou representací jsou 327 = 161 � 102 � 14: (12.88)Poslední vysazené formule nejsou zjevnì vzájemnì isomorfní, tak¾e 27 a 27jsou komplexní representace, neekvivalentní k nim komplexnì sdru¾eným.E 6 je opravdu jedinou vyòatou Lieovou algebrou, která vùbec komplexnírepresentace má. Posbíráním èlenù lze dojít k rozkladu 248 grupy E 8 vùèimaximální podgrupì E 6 � SU(3).248 = (78;1)� (1;8) � (27;3) � (27;3) (12.89)



12.6. OBØÍ VYÒATÁ GRUPA 177U¾ijeme-li maximální podgrupu SU(2) � U(1) grupy SU(3) a oznaèíme-lihorními indexy U(1) náboj, máme248 = (78;1)0 � (1;3)0 � (1;2)�3 � (1;2)3�(1;1)0 � (27;1)2 � (27;2)�1 � (27;1)�2 � (27;2)1: (12.90)Posbíráním SU(2) singletù dostaneme 133-rozmìrnou pøidru¾enou represen-taci dal¹í vyòaté grupy E 7, která se rozkládá pod maximální podgrupouE 6 � U(1) na 133 = 780 � 10 � 272 � 27�2: (12.91)Shromá¾dìním dubletù (u grupy SU(2) je representace 2 pseudoreálná a tedyisomorfní 2!) získáme fundamentální 56-rozmìrnou representaci E 7 s E 6 �U(1) rozkladem 56 = 1�3 � 13 � 27�1 � 271; (12.92)a mù¾eme tedy zapsat rozklad 248 grupy E 8 pro maximální podgrupu E 7�SU(2) 248 = (133;1)� (56;2)� (1;3): (12.93)Kromì E 6, E 7, E 8 známe je¹tì vyòaté grupy F 4 a G 2. Zmínìnou SO (9)konstrukci grupy F 4 lze vnoøit do SO (16) výstavby E 8 omezením se naJij pro i; j = 1 : : : 9 a výbìrem 16 slo¾ek spinoru ze 128, která se vùèiSO (9)� SO (7) podgrupì SO (16) rozkládá na (16;8), stejnì jako 1280.Zajímavý je centralisátor grupy F 4 v E 8. Musí jím být kombinace Jij(spinory Q� sotva donutíme komutovat s ostatními), a to podgrupa SO (7)(aby komutovala s SO (9) podgrupou F 4). Navíc musí zachovávat ná¹ výbìr(16;1) z (16;8), tj. pùjde o podgrupu SO (7) �xující jeden element osmiroz-mìrné spinorové representace. Této grupì se øíká G 2 a je to souèasnì grupasymetrií Cayleyovy malé násobilky, jak jsme ji¾ uvedli v kapitolce o ok-tonionech. Tedy E 8 obsahuje podgrupu F 4 � G 2. Mimo jiné, trojindexovýantisymetrický invariant lze teï získat z invariantního spinoru s� jakoymno = s�~hm�� ~n�~oi�s�; (12.94)kde ~i = i8 jsou gamma-matice SO (7) upravené tak, aby pùsobily uvnitørepresentace, splòující f~i; ~jg = ��ij .A oèekávali byste jiný rozpad 248 grupy E 8 vùèi podgrupì F 4 � G 2 ne¾direktní sumu pøidru¾ených representací a produktu fundamentálních?248 = (52;1) � (26;7) � (1;14): (12.95)Pokud jste této sekci vùbec nerozumìli, nesmutnìte a radìji si zkontrolujteposlední rovnost, znaèí-li � sèítání a závorky násobení. (~~)
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Kapitola 13Nilpotence, Jordanùv tvarNásledující kapitola pojednává opìt o þèistì lineárnì algebraickémÿ tématu{ o nalezení Jordanova tvaru matice. Jde o jisté vyvrcholení té èásti lineárníalgebry, kde se neuva¾uje skalární souèin. K porozumìní je tøeba dobréhoosvojení základù lineární algebry { pojmù dimense, hodnost, vlastní èíslo avlastní vektor (a nièeho jiného).Motto kapitoly. K dané maticiA najdìte þco nejjednodu¹¹íÿ podobnoumaticiD, tzn. vyjádøeteA = CDC�1, kdeD má nìjaký standardní tvar, s ním¾se dobøe pracuje.Vidìli jsme, ¾e þnejjednodu¹¹íÿ èasto znamená þdiagonálníÿ, a to u zob-razení, které má basi slo¾enou z vlastních vektorù. To je v¹ak z hlediska tétokapitoly spí¹e triviální pøípad. Ti, kteøí nepøikládají studiu Jordanova tvaruvelkou pozornost, by si mìli nalézt vhodné argumenty: jedním z nejsilnìj¹íchje, ¾e nediagonalisovatelná matice nebo operátor je þkøehkáÿ vùèi typicképerturbaci { zmìníme-li by» jen o malinko maticové elementy, matice se sta-ne diagonalisovatelnou. Je þnekoneènì málo pravdìpodobnéÿ, ¾e þnáhodnìvybranýÿ operátor nebude diagonalisovatelný (dimense mno¾iny takových jemen¹í ne¾ dimense prostoru matic v¹ech). Mnohé pøirozené pøíklady nedia-gonalisovatelných operátorù nám nicménì nabízí analýza.Pøíklady. Operátor derivování na prostoru polynomù nejvý¹e n-téhostupnì ddx : Pn ! Pn (13.1)179



180 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARmá vùèi basi 1; x; x22! ; x33! ; : : : ; xnn! (13.2)matici N = 0BBB@ � 1 � �� � 1 �� � � 1� � � � 1CCCA : (13.3)Podobnì operátor tøetí derivace d3dx3 : P10 ! P10 (13.4)má vzhledem k basi 1; x33! ; x66! ; x99! ; x; x44! ; x77! ; x1010! ; x22! ; x55! ; x88! (13.5)matici N0 = 0B@ N4 � �� N4 �� � N3 1CA ; (13.6)kde matice Ni je matice i� i typu z minulého pøíkladu.V¹imnìte si, ¾e Nn+1 = 0, (N0)4 = 0.Úkoly. Najdìte co nejjednodu¹¹í vyjádøení maticemi uvedeného typu prooperátory1. k-té derivace pro obecné pøirozené k2. pro libovolný diferenciální operátor s konstantními koe�cienty, napø. prod2dx2 + ddx (13.7)3. pro diferenciální operátor s polynomiálními koe�cienty, napø. (mù¾ete seomezit jen na pøípad polynomù ni¾¹ího stupnì, ne¾ je stupeò derivace,pøed ním¾ stojí) x d2dx2 + ddx: (13.8)Definice. Matice N, N0 byly typickými pøíklady nilpotentních ope-rátorù. To je takový operátor f : V ! V, ¾e 9n 2 N takové, ¾efn � f � f � : : : � f| {z }n krát = 0: (13.9)



181Èíslu n (nejmen¹ímu mo¾nému) øíkáme stupeò operátoru. Podobnì stupeòvektoru ~v je nejmen¹í èíslo k takové, aby fk(~v) = ~0.Vìta. f : V ! V je nilpotentní, jeho jediným vlastním èíslem je nula.Dùkaz. Implikace doprava je triviální èástí dùkazu:Je-li f(~v) = �~v, pak fk(~v) = ~0, �k~v = ~0) �k = 0) � = 0: (13.10)Pro netriviální èást dùkazu sestrojíme øetìzec do sebe vnoøených pod-prostorùf~0g = K er 0(K er 1(K er 2( : : :(K er k = K er k+1 = V; (13.11)kde K er i = f~v 2 V j f i(~v) = ~0g (13.12)a Im i = f i(V) = f~w = f i(~v) j ~v 2 Vg: (13.13)Z minulého semestru dobøe víme, ¾e dimIm i + dimK er i = dimV.Lemma. Nemá-li f nenulová vlastní èísla a je-li K er i = K er i+1, takK er i = V. Z toho pak plyne implikace vìty doleva, proto¾e f i = 0.Dùkaz lemmatu. Je tedy Im i = Im i+1. To ale znamená, ¾e zobrazeníf : Im i ! Im i+1 � Im i (13.14)je vzájemnì jednoznaèné a tedy regulární na Im i. Musí být Im i = f~0g,jinak by existovalo nenulové vlastní èíslo zobrazení f , co¾ by byl spor.Ke zkoumání struktury øetìzcùf~0g(K er 1(K er 2( : : : a V = Im 0) : : :)Im k = Im k+1 = f~0g (13.15)budeme potøebovat jeden nový pojem.Definice. O nenulových vektorech ~v1; : : : ; ~vn øekneme, ¾e jsou nezá-vislé vùèi podprostoru W � V, pokudX~vi�i 2 W ) v¹echny �i jsou nulové: (13.16)(þNezávislost bez spojkyÿ lze teï chápat jako nezávislost vùèi triviálnímupodprostoru, obsahujícímu jen nulový vektor.)Øekneme, ¾e ~v1; : : : ; ~vn dokonce tvoøí basi V vùèi W , pokud navícL(f~v1; : : : ; ~vng [ W ) = V: (13.17)(þBasi bez spojkyÿ teï chápeme opìt jako basi vùèi podprostoru obsahují-címu jen nulový vektor.)



182 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVAR13.1 Base z øetìzcù vektorùZákladní výsledek teorie nilpotentních operátorù shrnuje následujícívìta. Nech» f : V ! V je nilpotentní operátor stupnì k. Pak existujívektory ~v(k)1 ; : : : ; ~v(k)N(k) stupnì k, dále vektory ~v(k�1)1 ; : : : ; ~v(k�1)N(k�1) stupnìk � 1, : : : a¾ vektory ~v(1)1 ; : : : ; ~v(1)N(1) stupnì 1 takové, ¾e nenulové vektoryz následující tabulky tvoøí basi prostoru V.~v(k)1 � � � ~v(k)N(k)# #~f(~v(k)1 ) � � � ~f(~v(k)N(k))# #... ...# #~fk�1(~v(k)1 ) � � � ~fk�1(~v(k)N(k)) � � � ~v(1)1 � � � ~v(1)N(1)# # # #~0 � � � ~0 � � � ~0 � � � ~0
(13.18)

Lemma o ponoøování. K dùkazu základní vìty o nilpotentních operá-torech budeme potøebovat vìdìt, ¾e v libovolné tabulce vektorù, sestavenéz øetìzcù vektorù, v nich¾ ¹ipka od ~v k ~w znamená ~f(~v) = ~w, jsou v¹echnyvektory nezávislé právì tehdy, pokud jsou nezávislé vektory v nejspodnìj¹ímøádku (jejich¾ obrazem je nulový vektor).0BBBBBBBBBB@
~v1#~v2 ~v4 ~v6# # #~v3 ~v5 ~v7 ~v8# # # #~0 ~0 ~0 ~0

1CCCCCCCCCCA (13.19)
Dùkaz lemmatu.Nezávislost spodních vektorù plyne z nezávislosti v¹echvektorù triviálnì. Naopak, je-li nìjaká (netriviální) kombinaceP~vi�i (v¹ech)vektorù nulová, je (díky této rovnosti)~f(Xi ~vi�i) =Xi ~f(~vi)�i (13.20)



13.1. BASE Z ØETÌZCÙ VEKTORÙ 183nulová i nìjaká kombinace vektorù zmen¹ené tabulky, v nich¾ vynechámeþnejvrchnìj¹íÿ vektor z ka¾dého øetìzce. Násobným opakováním tohoto my¹-lenkového kroku (násobným zmen¹ováním skupiny vektorù, z nich¾ lze vytvo-øit nulová netriviální kombinace) dojdeme k závìru, ¾e pak musí být závisléi nejspodnìj¹í vektory.Návod k dùkazu vìty. Onu basi lze tedy zkonstruovat tak, ¾e dbámena nezávislost spodních vektorù, ov¹em nesmíme také zapomenout ¾ádnýdlouhý øetìzec pøed tím, ne¾ zaèneme stavìt krat¹í:Lemma. Ve vìtì nahoøe zvolme ~v1; : : : ; ~vn jako basi V vùèi K er k�1,kde K er k�1(K er k � V. Pak pro ka¾dý vektor ~v 2 V stupnì k existujíkoe�cienty �1; : : : ; �n takové, ¾e~v�Xi ~vi�i je stupnì k � 1: (13.21)Dùkaz je okam¾itý (víte-li, o èem jde øeè).Zvolili jsme nìjakou basi ~v1; : : : ; ~vn prostoru V vùèi K er k�1. Vektory~f(~v1); : : : ;~f(~vn) doplníme dal¹ími vektory ~w1; : : : ; ~wm 2 K er k�1 na basiprostoru K er k�1 vùèi K er k�2. Vektory ~f2(~v1); : : : ;~f2(~vn); ~f(~w1); :::;~f (~wm)doplníme : : : atd. a¾ do pøípadného doplnìní base K er 1.Mù¾ete, zajisté, postupovat i zdola. Najdete nìjakou basi K er 1. Ke ka¾-dému jejímu prvku ~vi se pokusíte najít nìjaký vektor ~ui, aby~f(~ui) = ~vi. Tímzískáte basi K er 2 (vektory ~vi a ty vektory ~ui, které lze najít, dohromady).: : :Prodlu¾ujete øetìzce, a¾ najdete basi celého V = K er k.Dùsledek. V jazyku matic hlavní nilpotentní vìtu vyjádøíme takto:Ka¾dou ètvercovou nilpotentní maticiA (9k Ak = 0) lze napsat ve tvaruA = CJC�1; (13.22)kde J má blokový tvar (Jordanùv tvar pro nilpotentní matici)J = 0BBBB@ J1 � � � � �� J2 � � � �... ... . . . ...� � � � � Jn 1CCCCA (13.23)



184 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARa bloky mají tvar typu 0BBB@ � 1 � �� � 1 �� � � 1� � � � 1CCCA : (13.24)Dùkaz. Osvìtlí se to ihned, vyjádøíme-li zobrazení f~x 7! A~xg maticívùèi basi sestrojené ve vìtì a napsané v poøadí~fk�1(~v(k)1 ); : : : ; ~v(k)1 ;~fk�1(~v(k)2 ); : : : ; ~v(k)2 ; : : : (13.25)Matice C má tedy ve sloupcích souøadnice vektorù tvoøících øetìzce, a totak, ¾e ten napravo buòky se zobrazí do druhého, ten do tøetího : : : a¾ levývektor (dané buòky) se zobrazí do nulového vektoru (levý vektor je vlastnívektor pøíslu¹ející vlastnímu èíslu nula).Dùvod, proè je C nalevo a C�1 napravo, si lehce vyjasníte tak, ¾e je-li ~usloupec souøadnic vektoru v basi øetìzcù, je C~u sloupcem souøadnic v pù-vodní basi a AC~u je sloupec souøadnic v pùvodní basi vektoru pøiøazenémuvektoru C~u. Z druhé strany, J~u je vektor pøiøazený vektoru ~u (obé vyjádøenov basi øetìzcù) a CJ~u je jeho vyjádøení v pùvodní basi. Proto je AC = CJ.Urèení tabulky øetìzcù. Nech» má nilpotentní matice A rozmìr n�n. Spoèteme si hodnosti mocnin Ah0 = n; h1 := h(A); h2 := h(A2); : : : hk = 0 (13.26)a tvar tabulky (poèet øetìzcù a jejich délky) spoèteme z rovnostín� h1 = dimK er 1 (poèet vektorù vespod øetìzcù) (13.27)n� h2 = dimK er 2 (celkový poèet vektorù ve 2 øádkách dole) atd.(13.28)Urèovat konkrétní vektory lze náhodnì. Postupujeme-li shora, zvolímenáhodnì (nezávislé) vektory ~v1; : : : ; ~vn, spoèteme ~f(~v1); : : : ;~f(~vn) a tytovektory doplníme (náhodnì, ov¹em pozor: musí le¾et v prostoru K er k�1!)vektory ~w1; : : : ; ~wm (èasto bude m = 0 èili ¾ádné doplnìní). Takto postupu-jeme dále a nakonec obvykle zjistíme, ¾e spodní vektory øetìzcù jsou lineárnìnezávislé. (Je nekoneènì málo pravdìpodobné, ¾e budou závislé, vybírali-lijsme opravdu náhodnì. Pí¹eme-li ale souøadnice vektorù pøíli¹ jednoduché,mù¾e se nám stát, ¾e budou závislé; pak je tøeba nìkterý(-é) z vektorù korigo-vat.) Postup je mo¾no libovolnì kombinovat s vyhledáváním øetìzcù þzdolaÿ.



13.1. BASE Z ØETÌZCÙ VEKTORÙ 185Samozøejmì, fakt, ¾e volba mù¾e být náhodná a výsledek tedy nejednoznaè-ný, ztí¾í zkou¹ejícímu mo¾nosti kontroly, co¾ bývá výhoda pro zkou¹eného.V praxi to jde lépe. Samozøejmì, v pøípadì matic 2�2, 3�3 a 4�4(které vám asi zadají jako úkol) je ¹kála mo¾ností omezená. Jordanùv tvarnilpotentní (nenulové) matice 2� 2 musí mít tvar � 1� � ! ; (13.29)matice 3� 3 má varianty dvì0B@ � 1 �� � 1� � � 1CA ; 0B@ � 1 �� � �� � � 1CA (13.30)a mezi maticemi 4�4 to není o moc tì¾¹í; kromì matic, v nich¾ oproti dvìmapøípadùm z 3� 3 pøidáme dolù a vpravo nulovou øádku a sloupec, pøibudoujen 0BBB@ � 1 � �� � 1 �� � � 1� � � � 1CCCA ; 0BBB@ � 1 � �� � � �� � � 1� � � � 1CCCA : (13.31)Pøíklad. Matice A typu 20 � 20 má dimense prostorùK er i = f~x jAi~x = ~0g (13.32)rovny dimK er 1;2;3;4 = 7; 13; 18; 20. (Hodnosti mocnin A jsou doplòky dodvaceti, tj. 13; 7; 2; 0.) Potom hledaná tabulka obsahuje sedm øetìzcù o dél-kách 4; 4; 3; 3; 3; 2; 1.0BBB@ ~v1 ~v2f~v1 f~v2 ~w1 ~w2 ~w3f2~v1 f2~v2 f ~w1 f ~w2 f ~w3 ~x1f3~v1 f3~v2 f2~w1 f2~w2 f2~w3 f~x1 ~y1 1CCCA : (13.33)Vektory ~v1; ~v2 urèíme namátkou, ~f(~v1);~f(~v2) doplníme náhodnými vektory~w1; ~w2; ~w3 z K er 3 atd.Úlohy.



186 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVAR1. Najdìte Jordanùv tvar matice z posledního pøíkladu.2. Znáte-li strukturu nilpotentního operátoru A, najdìte strukturu jeho moc-nin A2;A3; atd.3. Jsou-li nilpotentní A, B, musí být nilpotentní AB nebo A+B?13.2 Jordanùv tvar obecné maticeVybaveni dokonalou znalostí struktury nilpotentních operátorù, obrátíme senyní ke studiu struktury libovolného operátoru f : V ! V.Definice. Pro element spektra � operátoru f : V ! V oznaèmeK er i� = f~v j (f � �1)+i~v = ~0g: (13.34)Øekneme, ¾e � je øádu k (neple»me s obvykle odli¹nou hodnotou násobnosti�), pokud K er 1�(K er 2�( : : :(K er k� = K er k+1� ; (13.35)poslední èlen oznaème K er � a nazvìme ho koøenovým podprostorem �.Potøebujeme nyní pojem direktního souètu prostorù:Definice. Øekneme, ¾e podprostory V1;V2; : : : ;Vk � V tvoøí direktnírozklad V, jestli¾e ka¾dý vektor ~v 2 V lze jednoznaènì napsat ve tvaru~v = kXi=1 ~vi, kde ~vi 2 Vi: Zápis: V = kMi=1 Vi: (13.36)Vìta poprvé. Platí V = M�2spektrum f K er � (13.37)a navíc f(K er �) � K er �, dimK er � = násobnost �.Dùkaz. Nech» ~v 2 K er �, tzn. (~f � �1)k~v = ~0, kde k je øád �. Chcemenejprve ovìøit vztah ~f(~v) 2 K er �. Platí ale(~f � �1)k~f(~v) = (~f � �1)k+1~v + �(~f � �1)k~v = ~0: (13.38)



13.2. JORDANÙV TVAR OBECNÉ MATICE 187Nyní pou¾ijeme dùle¾ité lemma.V = Im ��K er �; navíc f(K er �) �K er �, f(Im �) � Im �, kdeIm j� = f~w = (~f � �1)j~v j ~v 2 Vg (13.39)a Im � je poslední èlen posloupnostiIm 1�)Im 2�) : : :)Im k� � Im k+1� : (13.40)Dùkaz lemmatu. Pi¹me f� := (f � �1) (mù¾eme si klidnì pøedstavo-vat, ¾e � = 0). Je dùle¾ité si uvìdomit snad nejpou¾ívanìj¹í vztah zimníhosemestru dimIm � + dimK er � = dimV; (13.41)aby staèilo dokázat, ¾e Im � \ K er � = f~0g.Nech» ~v 2 Im � je nenulový vektor. Pak ~v = ~fk� (~u) pro vhodné ~u 2 V.Vztah ~v 2 K er � by znamenal, ¾e ~fk+j� (~u) = ~0 pro vhodné 1 � j � k. Tov¹ak není mo¾né, nebo» Im k� = Im k+1� = : : : = Im k+j� a tedy by ji¾ platilo~fk� (~u) = ~0, tzn. ~v = ~0.Zbývá ovìøit invarianci vùèi f ; ta je ale zøejmá ze vztahu~f(~v) = (~f � �1)~v + �~v (13.42)a tak pro ~v 2 Im � resp. K er � je (~f � �1)~v 2 Im � resp. K er � a následnìtaké ~f(~v) 2 Im � resp. K er �.Pokraèování dùkazu vìty. V¹imnìme si, ¾e � ji¾ nepatøí do spektrazú¾eného operátoru f : Im � ! Im �!!!Podle operátoru f : Im � ! Im � opìt rozlo¾íme prostor Im � = Im �0 +K er �0 (zvolíme dal¹í prvek spektra �0), kde K er �0 je koøenový podprostor�0 a Im �0 = (f � �01)k0Im �, kde k0 je øád �0 (snadno nahlédneme, ¾e øády�0 jsou stejné pro operátor f na V ! V jako na K er � ! K er �).Indukcí takto dokonèíme (alespoò v situaci koneèné dimense, jde to v¹akèasto i jindy) dùkaz vìty.Nyní aplikujeme vìtu o struktuøe nilpotentního operátoru na ka¾dý f ��1 : K er � ! K er �. Dostáváme tento závìreèný výsledek.Jordanova vìta podruhé. Nech» f : V ! V je libovolný operátor.



188 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARPak existuje base V, v ní¾ má f matici tvaruJ = 0BBBB@ J1 � � � � �� J2 � � � �... ... . . . ...� � � � � JN 1CCCCA ; (13.43)kde jednotlivé buòky Ji mají tvar
Ji = 0BBBBBBBBB@

� 1 � � � � � � � �� � 1 � � � � � � �� � � � � � � � � �... ... ... . . . . . . ...� � � � � � . . . 1� � � � � � � � � �
1CCCCCCCCCA (13.44)

(èísla � jsou ze spektra f). Konkrétnìji, ka¾dá matice A lze zapsat pomocípodobné matice J vý¹e uvedených vlastností jakoA = CJC�1; (13.45)kde matice Cmá ve sloupcích vlastní vektory ~v ((~f��1)~v = ~0) resp. vektoryz øetìzcù ((~f � �1)~v =vektor vlevo od ~v).Motivující a zatemòující poznámky. Jednou z nejobecnìj¹ích ma-tematických disciplín je teorie kategorií, jejím¾ cílem je porovnávání for-malismù jednotlivých matematických disciplín a hledání jejich spoleènýchrysù. Ani¾ bychom se napøíklad jakkoli pokou¹eli formalisovat podobnostnapø. mezi teorií koneèných mno¾in a zobrazení na nich na jedné a LA nadruhé stranì, zkusíme na intuitivní úrovni vyjádøit podobnou ideu, jaká sepou¾ívá pøi konstrukci Jordanova tvaru, pøi znázornìní struktury zobrazenína mno¾inì: znázoròování prvkù mno¾iny jako bodù a zobrazení jako ¹ipekjsme ji¾ pou¾ívali u studia permutací (kdy jsme kreslili cykly permutace).Obecné zobrazení lze znázornit obrázkem, v nìm¾ lze vybarvit èernì þná-vratnéÿ body y zobrazení, tj. takové, pro nì¾ 8n 9x 2 X fn(x) = y, a hrajíroli Im �. V konkrétním obrázku lze podmínku 8n nahradit podmínkou jenþpro n=3ÿ apod. Ty ostatní, odpovídající K er �, ponecháme bílé.Ná¹ nynìj¹í rozklad je opìt invariantní vùèi pùsobení zobrazení f , alespoòv tom smyslu, ¾e bod pøiøazený èernému bodu je opìt èerný.



13.2. JORDANÙV TVAR OBECNÉ MATICE 189Podrobnìj¹í komentáø k Jordanovì vìtì. Pøechod od formulacevìty 1 k formulaci vìty 2 (od direktního rozkladu k blokové matici) je umo¾-nìn následujícím obecným tvrzením, které sice potøebujeme pro direktnírozklad na libovolný poèet sèítancù, ale pro pohodlí zformulujeme pouzetakto:Tvrzení. Buï V = N�R (alternativní znaèení pro K er a Im) a f(N ) �N , f(R ) � R . Nech» ~v1; : : : ; ~vn tvoøí basi N a ~w1; : : : ; ~wm tvoøí basi R . Nech»A je matice f : N ! N a B matice f : R ! R . Pak matice f : V ! V mávùèi basi ~v1; : : : ; ~vn; ~w1; : : : ; ~wm blokovou matici A �� B ! : (13.46)Dùkaz si ka¾dý, kdo ji¾ ovládl pojem base a vyjadøování zobrazení maticí(a neèeká, ¾e úplnì ka¾dou formulaci za nìho udìlá nìkdo jiný) mù¾e pro-vést sám. Ti, kteøí jsou schopni i samostatného výbìru indexù (: : : ), mohoudokázat i (potøebné) zobecnìní pro V =L� N �.Nyní podrobnìji okomentujeme poèet a délku rùzných blokù v Jordanovìmatici ve vìtì 2. Bloky odpovídající danému vlastnímu èíslu dávají vlastnì(po odeètení �1) Jordanùv tvar nilpotentního operátoru(f � �1) : K er � ! K er �: (13.47)Døíve, ne¾ ukonèíme diskusi nalezení Jordanova tvaru obecné matice,je¹tì doplòující poznámky k nilpotentním operátorùm.Pøíklad. Mìjme nilpotentní operátor F na R 11 zadaný v nìjaké basi(vynechávejme ¹ipky) fa; b; c; d; e; f; g; h; i; j; kg vztahy (¹ipka od t k u zna-mená F (t) = u)k ! h! g ! ~0; f ! e; d! e! ~0; c! b; a! b! ~0; i! ~0; j ! ~0:(13.48)Je jasné, ¾e hledanou tabulkou øetìzcù z vìty o struktuøe mù¾e být napø.k ! h! g ! ~0; i� g ! ~0; j � g ! ~0; d! e! ~0;f � d! ~0; a! b! ~0; c� a! ~0: (13.49)K obecným diagramùm s netriviálními smyèkami se je¹tì za chvíli vrátíme.



190 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARProblém. Nech» F je nilpotentní operátor. Charakterisujte v¹echny ope-rátory, které komutují s F . Najdìte dále podmínku na F , aby fakt komutováníF a G implikoval, ¾e G je polynom od F :G = nXk=0 akF k (13.50)(Øe¹ení b) se dá øíci þoperátor F má jediný øetìzecÿ.)Diskuse délek a poètu jednotlivých Jordanových bunìk pro obecnou ma-tici: návod pro praktické poèítání lze shrnout do dvou krokù, z nich¾ vámøekneme jenom tøi.1. Najdeme spektrum dané matice A (pøípadnì daného operátoru, není-litento ji¾ pøímo zadán maticí A v nìjaké þpøirozenéÿ basi).Poznámka. þNajít spektrumÿ je universální rada pro témìø v¹e-chny situace LA, kdy nás v souvislosti se zadanou ètvercovou maticínenapadá nic vhodnìj¹ího. Jasný kandidát pro þradu è. 1ÿ v þHelpuÿ(F1) jakéhokoliv pøedstavitelného software, který by mìl za cíl pro-cvièit znalosti LA. V analýze by podobná universální rada mohla znítþnenapadá-li vás nic rozumnìj¹ího, derivujteÿ.2. Najdeme dimense prostorùK er 1�(K er 2�( : : :(K er k� = K er � (13.51)neboli hodnosti matic (A� �1), (A� �1)2, : : :3. Najdeme koøenový podprostor K er � a v nìm podrobnì prostudujemeji¾ probranými metodami nilpotentní operátor(A� �1) : K er � ! K er �: (13.52)Pozor. þNejvy¹¹í vektory øetìzcùÿ volíme sice zase tøeba þnamát-kouÿ, ALE SAMOZØEJMÌ V PROSTORU K er i� (nikoliv snad ve V).Pøíklad. Na R 10 mìjme operátor F zadaný opìt ¹ipkamig ! f ! e! a! b! c! d! e; k ! j ! i! j: (13.53)



13.2. JORDANÙV TVAR OBECNÉ MATICE 1911. Spektrum sestává z hodnot (ovìøte! Nakreslete si cykly daného zobrazenía nakouknìte do úvodu kapitoly o Penroseovì pokrytí)� 1; 0; 1; "; "2 ; "3; "4, kde " = exp(2�i=5): (13.54)2. Jeliko¾ je zøejmì (g � c)! (f � d)! ~0; (i � k)! ~0; (13.55)je násobnost vlastního èísla 0 alespoò tøi. Vìt¹í ov¹em býti nemù¾e,proto¾e máme je¹tì ¹est dal¹ích vlastních èísel, z nich¾ jednotka jealespoò dvojnásobná (proto¾e jsou dva cykly)F (i+ j) = i+ j; F (a+ b+ c+ d+ e) = a+ b+ c+ d+ e (13.56)a platí 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 3 = 10 (souèet násobností).3. Najdeme je¹tì zbývající vlastní vektory(F + 1)(i � j) = ~0 vlastní èíslo �1(F � "K)(a+ "Kb+ "2Kc+ "3Kd+ "4Ke) = ~0 K = 1; 2; 3; 4vektory oznaème v"K , vlastní èísla "K (13.57)Závìr. Vùèi basi(f�d); (g�c); (i�k); (i+j); (i�j); (a+b+c+d+e); v" ; v"2 ; v"3 ; v"4 (13.58)má na¹e zobrazení F maticiJ = diag  � 1� � ! ; 0; 1;�1; 1; "; "2 ; "3; "4! : (13.59)(Symbol þdiagÿ vytváøí blokovou diagonální matici s uvedenými prvky nadiagonále, jinde jsou nuly.)Poznámka. V tomto konkrétním pøípadì se mnohým nebude zdát Jor-danùv tvar jednodu¹¹í ne¾ matice vùèi basi g; f; e; a; b; c; d; k; j; i:A = 0BBBBB@ � � � � � � � � � �+1 � � � � � � � � �� +1 � � � � +1 � � �� � +1 � � � � � � �� � � +1 � � � � � �� � � � +1 � � � � �� � � � � +1 � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � +1 � +1� � � � � � � � +1 �
1CCCCCA: (13.60)Jednodu¹¹í je, ale pøesto pouèení, ¾e bývá u¾iteèné zkoumat i jiné þkanonic-kéÿ tvary matice, je správné.



192 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARCyklický vektorMìjme lineární operátor f : V ! V (ne nutnì nilpotentní). Zkoumejmevektor ~v 2 V a øetìzec ~v;~f(~v);~f2(~v); : : : ;~fk(~v) (13.61)maximální mo¾né délky, pøi ní¾ jsou vektory z øady je¹tì nezávislé. Mù¾e senám stát, ¾e takto sestrojíme celou basi V (pro jakýpak nilpotentní operátorto nastane?) a takové basi øíkáme cyklická base prostoru (vzhledem k f) af má vùèi basi~v;~f(~v); : : : ;~fk(~v) matici Q = 0BBBBBB@ � � � � � � a01 � � � � � a1� 1 � � � � a2... ... . . . ... ...� � � � � 1 ak
1CCCCCCA ; (13.62)kde ~fk+1(~v) = a0~v + a1~f(~v) + : : : + ak~fk(~v). (Chcete-li mít jednièky naddiagonálou, jak jsme zvyklí, napi¹te poøadí prvkù base pozpátku.)Diskusi pojmu cyklický vektor je tøeba chápat jako alternativní mo¾-nost (paralelnì rozvíjenou) k pojmu Jordanovy buòky. Srovnejme vyjádøeníA = CJC�1 versus A = DQD�1; (13.63)kde J je Jordanova buòkaJ = 0BBB@ � 1 � �� � 1 �� � � 1� � � � 1CCCA : (13.64)� U Jordanova tvaru se velmi snadno poèítá Jn, expJ a tedy i expA, abez namáèení. (Zopakujte.)� U vyjádøení v cyklické basi netøeba znát spektrum A, a proto ho do-poruèují bì¾né kursy diferenciálních rovnic (tradiènì pro pøevádìnísoustavy diferenciálních rovnic prvého øádu na jednu rovnici vy¹¹íhoøádu). Cyklický vektor | nástroj skuteèných ¹ampionù.



13.3. POLYNOMY A FUNKCE MATIC 193Místo Jordanových blokù bychom tedy mohli vyjadøovat operátor mati-cí slo¾enou z nilpotentních blokù a z blokù právì popsaných. Tento zpùsobkanonického rozkladu se tedy také leckdy pou¾ívá (napø. pøi pøevádìní sou-stavy diferenciálních rovnic na jednu rovnici vy¹¹ího øádu) a volba mezi níma Jordanovým tvarem je nìkdy zále¾itostí vkusu.Cvièení.1. Spoètìte charakteristickou rovnici0 = det(Q� �1): (13.65)Poznámka. Pro pøípad operátoru derivování se tato rovnice na-zývá charakteristickou rovnicí rovnicey(k+1) = aky(k) + : : :+ a0y: (13.66)2. Charakterisujte pøípady, kdy vyjádøení þQÿ existuje! (V øeèi Jordanovatvaru: kolik bunìk pøíslu¹ejících danému elementu spektra musí existovatapod.) Platí toti¾vìta. (]) Cyklický vektor operátoru existuje (tzn. existuje ve vhod-né basi vyjádøení pomocí matice, mající nenulové prvky jen tìsnì naddiagonálou a v levém sloupci) právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dý prvek spekt-ra existuje právì jedna Jordanova buòka.Poznámka. Poznamenali jsme ji¾, ¾e o nalezení cyklického vekto-ru je øeè v¾dy, pøevádíme-li soustavu lineárních diferenciálních rovnicprvého øádu na jednu lineární diferenciální rovnici vy¹¹ího øádu. Pøeve-dení tedy není mo¾né zcela v¾dycky (jak by se dalo pøi absenci pojmuJordanova tvaru v mnohých kursech diferenciálních rovnic mylnì vy-vozovat). (~)13.3 Polynomy a funkce maticZ funkcí matic lze èistì lineárnì algebraickými prostøedky zkoumat exponen-ciálu, ale i polynomy. Místo rozvíjení systematiètìj¹í teorie �-matic tak,jak to dìlají èetné knihy o LA, zde uvedeme jeden výrazný výsledek.Hamilton-Cayleyova vìta. Nech» p je charakteristický polynom ma-tice A resp. operátoru f (zopakujte pojem determinantu operátoru!):p(�) = det(A� �1) resp. p(�) = det(f � �1̂): (13.67)



194 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARPOTOM PLATÍ p(A) = 0 resp. p(f) = 0̂: (13.68)Dùkaz. Vyjdeme z direktního rozkladu (viz obecnou Jordanovu vìtu)V =Mi K er �i : (13.69)Víme, ¾e p(�) = Qi(�i � �)ni , kde ni = dimK er �i je násobnost �i.Nech» ~v 2 V. Pi¹me ~v =P~vi, kde ~vi 2 K er �i . Jenom¾e(A� �i1)ni~vi = ~0 (proè?) (13.70)) p(A)~vi = ~0 jeliko¾ p(A) =Yi (�i1�A)ni (13.71)) p(A)~v = 0 8~v ) p(A) = 0: (13.72)Pro nilpotentní operátory nám vìta nic pøekvapivého nenabízí. Objasnìte.Ovìøte dále, ¾e za ni staèí dosadit délku nejdel¹ího øetìzce pøíslu¹ejícímu danémuvlastnímu èíslu.Pou¾ití. Hamilton-Cayleyovu vìtu mù¾eme pou¾ít napøíklad k výpoètumocnin matice. Chtìjme tøeba spoèítat prvních deset mocnin matice AA = 0B@ 4 �5 71 �4 9�4 0 5 1CA (13.73)Charakteristický mnohoèlen A je p(�) = ��3 + 5�2 � 17�+ 13a proto A3 = 5A2 � 17A+ 13 a A4 = 5A3 � 17A2 + 13A: (13.74)Do druhého vztahu lze dosadit A3 z prvého1 a staèí tedy spoèítat druhoumocninu matice A a pak jen sèítat.Pøesto nezapomeòte na standardní zpùsob výpoètu pomocí podobné dia-gonální matice: A = C0B@ 1 � �� 2 + 3i �� � 2� 3i 1CAC�1 (13.75)a tak kupøíkladuA106 = C0B@ 1 � �� (2 + 3i)106 �� � (2� 3i)106 1CAC�1 (13.76)1Pøièítáme-li k matici èíslo, míníme tím toto èíslo vynásobené jednotkovou maticí.



13.3. POLYNOMY A FUNKCE MATIC 195Soustavy diferenciálních rovnicVra»me se k øe¹ení soustavy lineárních diferenciálních rovnic s konstantnímikoe�cienty typu _x1 = a11x1 + : : :+ a1nxn..._xn = an1x1 + : : :+ annxn; (13.77)krátce _~x = A~x, ~x = ~x(t) 2 Rn. Jak jsme se ji¾ zmínili, øe¹ení lze hledat vetvaru ~x(t) = exp(tA)~c; ~c 2 Rn: (13.78)Poznámka. Uká¾eme, ¾e ka¾dé øe¹ení má tento tvar, pomocí Bana-chovy vìty o kontrakci. Rovnici _~x = A~x zapí¹eme ekvivalentnì ve tvarurovnice integrální ~x(t) = ~x(t0) + Z tt0 A~x(s)ds: (13.79)Na prostoru v¹ech vektorových funkcí ~y() s hodnotami v Rn uva¾ujme li-neární operátor~y() 7! F (~y()), kde [F (~y)](t) = ~y(t0) + Z tt0 A~y(s)ds: (13.80)Cvièení z analýzy. Zaveïte na tomto prostoru co nejjednodu¹¹í metri-ku (èím¾ se stane metrickým), aby F bylo kontrakcí, uva¾ujeme-li funkce nanìjakém malém intervalu (t0; t1).Potom mù¾eme hledat øe¹ení rovnice _~x = A~x jako pevný bod zobrazeníF metodou iterací. Budeme poèítat ~yn() jako F (~yn�1()) a zaèneme s funkcí~y0 = ~c; ~c 2 Rn: (13.81)Iterováním nám vyjde~y1(t) = ~c+ Z tt0 A~c ds = (1+ (t� t0)A)~c; (13.82)v dal¹ím kroku~y2(t) = ~c+ Z tt0 A~y1(s) ds = (1+ (t� t0)A+ (t� t0)2A22! )~c (13.83)



196 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARa obecnì matematickou indukcí~ym(t) = mXk=0 (t� t0)kAkk! ~c: (13.84)Zøejmì tedy hledaný þ�xpointÿ má tvar~y(t) = (exp(t� t0)A)~c: (13.85)Spoèteme exponenciálu. K doøe¹ení soustavy rovnic nám ji¾ staèíumìt poèítat exponenciálu matice. Vyjádøíme matici A v Jordanovì tvarutA = C � tJ �C�1 (13.86)a jak jsme ji¾ dokazovali,exp(tA) = C � exp(tJ) �C�1: (13.87)Potøebujeme nyní spoèítat exponenciálu t-násobku matice v Jordanovì tva-ru. Ta se ale skládá z blokù a exponenciálu spoèteme tak, ¾e exponenciályjednotlivých blokù vypoèteme samostatnì a slo¾íme je opìt do blokové ma-tice.Poslední, co musíme umìt, je tedy výpoèet exponenciály t-násobku Jor-danova bloku, napø. expB; B = 0B@ �t t �� �t t� � �t 1CA : (13.88)Ov¹em B = �t1 + tN (kde N je matice s jednotkami nad diagonálou), ajeliko¾ �t1 jako ka¾dý èíselný násobek jednotkové matice komutuje se v¹emimaticemi, u¾ijeme vztahuXY = YX =) exp(X+Y) = expX � expY (13.89)(mohli bychom se bez toho obejít, ale nebylo by to ekonomické) a exponen-ciálu bloku ji¾ lze psát jakoexpB = exp(�t) nXk=0 tkNkk! : (13.90)



13.3. POLYNOMY A FUNKCE MATIC 197Pøíklad exponenciály exp tNexp0BBB@ � t � �� � t �� � � t� � � � 1CCCA = 0BBB@ 1 t t2=2 t3=6� 1 t t2=2� � 1 t� � � 1 1CCCA : (13.91)Novým rysem øe¹ení ve srovnání s diagonalisovatelnou A bude fakt, ¾e sou-øadnice ji¾ nebudou v¾dy kombinacemi exp(�t), ale budou moci být i kom-binacemi tk exp(�t).Funkce Jordanovy buòky. Nejen exponenciálu t-násobku lze dobøespoèítat pro Jordanovy buòky. Obecnou funkci f(x) nilpotentní buòky (kte-rou dosadíme za x) spoèteme podle Taylorova pøedpisu (pro názornost jenpro matici 4� 4)f 0BBB@ � 1 � �� � 1 �� � � 1� � � � 1CCCA == 0BBB@ f(0) f 0(0) f 00(0)=2! f 000(0)=3!� f(0) f 0(0) f 00(0)=2!� � f(0) f 0(0)� � � f(0) 1CCCA : (13.92)Zkontrolujte, ¾e pro polynomy (staèí mocniny) a exponenciálu nám dává tentovztah známé pøedpisy.Pøíklad na Jordanùv tvar. Øe¹me homogenní soustavu lineárníchdiferenciálních rovnic _x1 = �2x1 + x2 + 2x3_x2 = �x1 + 2x3_x3 = �2x1 + 3x3: (13.93)Víme ji¾, ¾e obecné øe¹ení má tvar~x(t) = (exp tA)~c; (13.94)kde ~x;~c 2 R 3. Jde o to urèit (exp tA)~c.Najdeme Jordanùv tvar A: spoèteme vlastní èísla (proveïte podrobnìji)1; 1;�1. Máme(A� 1) = 0B@ �3 1 2�1 �1 2�2 � 2 1CA ; (A� 1)2 = 0B@ 4 �4 �� � �2 �2 � 1CA ; (13.95)



198 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVAR(A+ 1) = 0B@ �1 1 2�1 1 2�2 � 4 1CA : (13.96)Vlastní vektor pøíslu¹ející �1 je (ovìøte)~v = 0B@ 2�1 1CA (13.97)Z tvarù matic vidímedimK er 11 = 1; dimK er 21 = 2; dimK er 1�1 = 1 (13.98)a V = K er 21 � K er 1�1.V prostoru K er 21 (v¹ech vektorù se stejnými prvními dvìma souøadnice-mi, jeliko¾ (A� 1)2 má vzájemnì opaèné první dva sloupce a nulový tøetí)vybereme tøeba vektor ~w = 0B@ 11� 1CA (13.99)Pak je ~w0 = (A� 1)~w = (�2;�2;�2)T 2 K er 11.Závìr. (exp tA)~v = e�t~v(exp tA)~w0 = et ~w0(exp tA)~w = exp t(A� 1 + 1)~w = et(~w+ t~w0) (13.100)Libovolné øe¹ení je lineární kombinací zmínìných~x(t) = e�t�~v + et(�~w0 +  ~w+ t~w0); (13.101)kde �; �;  jsou libovolné konstanty (lze je urèit, jsou-li zadány okrajovépodmínky).Metoda variace konstant a speciální pravé stranySoustavu n diferenciálních rovnic prvního øádu (lze modi�kovat i pro rovnicevy¹¹ího øádu, viz Kopáèkova skripta) s nenulovou pravou stranou, napsanouv maticovém tvaru _~x�A~x = ~f(t); ~x(t);~f (t) 2 Rn (13.102)



13.3. POLYNOMY A FUNKCE MATIC 199lze øe¹it metodou variace konstant: Hledejme øe¹ení ve tvaru~x(t) = exp(tA)~c(t); (13.103)kde ~c je vhodná vektorová funkce. Dosazením do (13.102) máme_~c(t) = exp(�tA)~f(t); tedy ~c(t) = Z t0 exp(�sA)~f(s)ds+ ~c(0): (13.104)Tento integrál lze snadno spoèítat v pøípadì, kdy ~f(t) má tvar~f(t) = e�tp(t)~f ; ~f 2 Rn; (13.105)kde � je komplexní èíslo a p je polynom. (To zahrnuje i pøípad pravých strantypu e�tcos (!t+ �) � p(t), kde �; !; � jsou reálné. Vyjasnìte.)Rozlo¾me poèáteèní podmínku ~f do Jordanovy base matice A. Pøedpo-kládejme tedy u¾ rovnou, ¾e ~f je prvkem takovéto base, to znamená, ¾e(A� �1)k~f = ~0; (13.106)kde � je vhodné vlastní èíslo matice A a k je pøirozené èíslo.Pøedpokládejme nejprve, ¾e � 6= �. Pak, oznaèíme-li ~fj := (A� �1)j~f ,exp(�tA)~f(t) = exp(�t(A� �1))e(���)tp(t)~f = e(���)tp(t) kXj=0(�1)j~fj(13.107)a primitivní funkci k souèinu polynomu a exponenciály ji¾ jistì umíte spoèí-tat metodou per partes.Pravidlo pro zapamatování. Pokud � 6= �, tak øe¹ení k pravé stranìtypu e�tp(t)~f je sumou výrazù tvaru e�tq(t)~fm, kde stupeò q je stejný jakostupeò p a m � k.Cvièení. Modi�kujte pro pøípad, ¾e � = �.Na závìr je¹tì uveïme krátkou obecnou informaci na témaInvariantní podprostory operátoru.Tak nazýváme podprostorWprostoru V, které daný operátor f : V ! V pøená¹í do sebe, tzn. f(W ) � W .Vidìli jsme ji¾ nìkolik zajímavých pøíkladù invariantních podprostorù (do-konce invariantních rozkladù) pøi diskusi trojrozmìrných isometrií, pøi kon-strukci Penroseova pokrytí, nedávno pøi dùkazu obecné Jordanovy vìty ajinde. Platí následující jednoduché



200 KAPITOLA 13. NILPOTENCE, JORDANÙV TVARlemma. Pro ka¾dé n � dimV existuje invariantní podprostor operátoruf : V ! V, který má dimensi n.Cvièení. Doka¾te to (tøeba jako dùsledek invariantního rozkladu na koøe-nové podprostory s pou¾itím vìty o struktuøe nilpotentního operátoru; existujív¹ak i jiné dùkazy).Poznámka. Pojem invariantního podprostoru je dùle¾itý i v nekoneènédimensi, kde ov¹em situace takto jednoduchá není a byly sestrojeny pøí-klady (snad ponìkud patologické) operátorù nemajících ¾ádný netriviálníinvariantní podprostor.Dùle¾itý je následující Dùsledek.Ka¾dý operátor lze ve vhodné basivyjádøit trojúhelníkovou maticí. (Podívejte se na poznámku na stranì 75.)Pro jisté tøídy operátorù na prostorech se skalárním souèinem platí dokoncesilnìj¹í výsledek, tzv. vìta o spektrálním rozkladu.Dùkaz. Staèí sestrojit basi ~v1; ~v2; : : : ~vn takovou, aby lineární obal ka¾-dé k-tice vektorù ~v1; : : : ; ~vk byl invariantním podprostorem f .Neple»te laskavì tuto vìtu s faktem, ¾e matici lze v¾dy pøevéstna trojúhelníkový tvar pomocí ekvivalentních øádkových úprav.Tento dùsledek je¹tì pou¾ijeme pozdìji.Zakonèeme tuto kapitolu dvìma kontrolními úlohami:Cvièení. Jaký je Jordanùv tvar exponenciály matice A?(Obdobný jako uA, ale s exponenciálou pùvodních hodnot na diagonále;staèí ovìøit pro jednu buòku.)Cvièení. Na nìjakém prostoru polynomù koneèné dimense mìjme dife-renciální operátor (tøeba druhého øádu pro konkrétnost) s polynomiálnímikoe�cienty. Jaký mù¾e být jeho Jordanùv tvar? (Zde maximální mo¾ný po-èet bunìk pro jeden ka¾dý prvek spektra závisí na tom, jaké je minimum zèísel (nezáporných, je-li operátor rozumnì de�nován!) tvarun minus stupeò polynomu, který je koe�cientem u n-té derivace, (13.108)prièem¾ nabude-li se toto minimum vícekrát, je diskuse je¹tì jemnìj¹í. Objas-nìte a uveïte pøíklady tøeba s odkazem na ní¾e uvedenou sekci Ortogonálnípolynomy; speciálnì charakterisujte operátory, jejich¾ Jordanùv tvar je dia-gonální.)



Kapitola 14Positivní maticeZamìøíme se nyní na zkoumání (reálných) matic s nezápornými prvky (aij �0). Takové matice vznikají v nejrùznìj¹ích aplikacích (teorie pravdìpodob-nosti, biologie, fysika, ekonomie); aij mají význam korelace mezi j-tým vstu-pem a i-tým výstupem a jejich nezápornost bývá dána kontextem úlohy.Z hlediska èistì algebraického vypadá asi otázka þzkoumejme matice snezápornými prvkyÿ nepøíli¹ zajímavì { mno¾ina tìchto matic netvoøí pøíli¹výraznou algebraickou strukturu. Na druhé stranì lze øíci leccos zajímavéhoo struktuøe samotných positivnich matic. Vìt¹ina pøíslu¹ných výsledkù bylanejprve získána v souvislosti s aplikacemi, hlavnì v teorii pravdìpodobnosti.Zájemci o teorii pravdìpodobnosti naleznou v této kapitole zjednodu¹enéformulace nìkterých základních tvrzení napø. z teorie Markovských proce-sù, ale i nekoneènì dìlitelných pravdìpodobnostních rozlo¾ení, Brownovapohybu,: : :Celá tato kapitola by po expansi mohla být jakýmsi zakuklenýmúvodem do teorie pravdìpodobnosti: : :Pøíklad 1, model epidemie. Zkoumejme prùbìh nemoci s konstantníþintensitou naka¾livostiÿ v ideální populaci, kde xz; xn; xi; xd oznaèuje pro-cento zdravých, nemocných, imunních a mrtvých jedincù populace (jejichsouèet je jedna) a maticeP = 0BBB@ pzz � pzi �pnz pnn � �� pin pii �� pdn � 1 1CCCA (14.1)s jednotkovými souèty ve v¹ech sloupcích { to lze vyjádøit rovností(1; 1; 1; 1)P = (1; 1; 1; 1) (14.2)201



202 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEoznaèuje pravdìpodobnost zmìny stavu daného jedince do pøí¹tího dne (na-pø. pin je pravdìpodobnost, ¾e dnes nemocný èlovìk bude zítra imunní; tri-vialita pravého sloupce souvisí s tím, ¾e mrtví jedinci to ji¾ mají spoètené).Je-li poèáteèní stav populace dán vektorem ~x, za n dní bude dán vektoremPn~x; pøi volbì konstanty 1 v pravém dolním rohu ov¹em bude prùbìh nemocifatální.Pøíklad 2, vìková struktura obyvatelstva. Nech» zn, n = 0; 1a¾ 120 oznaèuje poèet ¾en vìku hn; n+ 1) v populaci. Ve stabilisované tr¾níspoleènosti uva¾ujme velièiny pn+1n, pravdìpodobnost pøe¾ití o jeden rok ap0n, pravdìpodobnost narození dcerky n-leté matce.Vìková struktura ¾enské populace v roce N je potom dána vektoremPN~z(rok 0).Cvièení. Naleznìte podmínky na velièiny pn+1n a p0n, pøi nich¾ populaceexpanduje resp. vymírá.Matice z obou pøíkladù byly positivní (mìly nezáporné prvky) a maticez prvého pøíkladu byla navíc stochastická, mìla jednotkovou sumu v ka¾-dém sloupci.Místo þpositivníÿ bychom mìli pøesnìji øíkat þnezápornáÿ. V aplikacíchse v¹ak nejèastìji setkáváme se situací, kdy buï ji¾ pøímo prvky zkoumanématice jsou v¹echny ostøe vìt¹í ne¾ nula nebo toto alespoò platí pro dosta-teènì velkou mocnimu dané matice (a tudí¾ se systém nerozpadá na nìkolikþvzájemnì nekomunikujícíchÿ èástí). To budeme mlèky pøedpokládat i myv dal¹ím zkoumání, kterému v¹ak pro kontrast pøede¹leme jednoduchécvièení. Nezáporná matice A je nilpotentní právì tehdy kdy¾ neexistujícykly libovolné délky n1; : : : ; nk = n1 takové, ¾e ani;ni+1 6= 0.(Je vùbec tøeba pøedpokládat nezápornost matice ???) Pro positivní ma-tice (ve smyslu pøedchozí poznámky) platí následující dùle¾ité tvrzení.14.1 Perron-Frobeniova vìtaNech» A je positivní matice. Oznaème symbolem�(A) = max�2spektrum j�j (14.3)spektrální polomìr A.Pak �(A) = � pro nìjaké vlastní kladné èíslo �. Navíc, toto þnejvìt¹ívlastní èísloÿ je jednoduché. Dále, pro libovolnou poèáteèní volbu kladného



14.1. PERRON-FROBENIOVA VÌTA 203vektoru ~x platí (A=�)n~x = cx~v + zbytek; (14.4)kde cx je konstanta závisící na ~x, vektor ~v je vlastní vektor pøíslu¹ící � (tatovìta implikuje, ¾e je jen jeden!) a zbytek má øád qn, kde q je podíl druhéhonejvìt¹ího èísla ku �.Je-li navíc A stochastická, je � = 1. Vektor ~v potom nazveme stacio-nárním stavem a je cx =Pxi.Poznámka. Je tedyAn+1~x � �An~x; An~x � const ~v: (14.5)Tyto dva vztahy nám dávají návod k pøibli¾nému výpoètu � = �(A) a ~v.Cvièení. Pokuste se samostatnì dokázat nìkterá z uvedených fakt.Návod k dùkazu Perron-Frobeniovy vìty. (])� Dùkaz staèí provést v pøípadì, ¾e �(A) = 1, proto¾e vezmeme-li maticiB = (�(A))�1A, platí �(B) = 1.� Nech» tedy �(A) = 1. Nech» je dále A~v = ~v, pøedpokládejme, ¾e nev¹echny slo¾ky vi mají stejné znaménko. Pi¹me pak ~v = ~v+� ~v�, kdev+;i = max(vi; 0). Vzhledem k positivnosti prvkù A jsou vektory A~v+a A~v� také positivní. Zaveïme vektor ~wwi = min[(A~v+)i; (A~v�)i] (14.6)a pak lze spatøit, ¾e vektory ~z+ a ~z� v následujících rozpisech jsouopìt nenegativní.A~v+ = ~w+ ~z+; A~v� = ~w+ ~z�: (14.7)Pak je A(~v+ + ~v�) = 2~w+~z+ +~z�, na druhé stranì v¹ak je A(~v+ +~v�) = A~v + 2A~v�, a tak ~v = ~z+ � ~z�, ale proto¾e ka¾dá souøadniceje nulová u alespoò jednoho vektoru ze ~z+ a ~z�, musí být ~v� = ~z�.Mìli bychom pak A(~z+ +~z�) = ~z++~z�+2~w � (1 + �)(~z+ +~z�) provhodné � > 0, co¾ je mo¾né pouze v triviálním pøípadì ~v = 0. (Jinakby pak muselo existovat vlastní èíslo vìt¹í ne¾ jedna.)



204 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICE� Obdobný argument se dá provést v obecnìj¹ím a u¾iteènìj¹ím pøípadì,kdy místo kladnosti v¹ech prvkù A pøedpokládáme jen jejich nezápor-nost a kladnost prvkù vhodné mocniny Ak.� Nech» A~v = ~v, A~w = ~w. Argumenty podobnými jako v druhém bodìuká¾ete jednoznaènost vlastního vektoru, tedy vztah~v = �~w: (14.8)� Tedy existuje jediný øetìzec pøíslu¹ející vlastnímu èíslu jedna. Navíc jeto v¹ak øetìzec jednoèlenný, proto¾e kdyby 9~z, ¾e(A� 1)~z = ~v; (A� 1)~v = ~0; (14.9)platilo by také (roznásobte)An~z = (A� 1 + 1)n~z = ~z+ n~v; (14.10)co¾ v¹ak není mo¾né, proto¾e posloupnostAn~z má v¹echny slo¾ky ome-zené (doka¾te!), zatímco f~z+ n~vg je neomezená (pro nenulové ~v).Poznámka o pøibli¾ném výpoètu spektrálního polomìru.Uvedené vztahy An+1~x = �An~x; An~x = const ~v; (14.11)kde A~v = �~v, j�j = �(A), lze zobecnit pro libovolnou matici (i pro pøí-pad, kdy �(A) = j�j s komplexním �); tam v¹ak musíme pracovat s dvìmapøibli¾nými rovnostmi místo jedné).Formulujte toto zobecnìní a (ovládáte-li ji¾ dobøe teorii Jordanova tvaru)doka¾te pøíslu¹ná tvrzení.Cvièení. Pohyb bludi¹tìm. Mìjme dvojrozmìrné koneèné bludi¹tì tzn.systém pokojù s dveømi (nìkteré z nich vedou ven) takový, ¾e v ka¾démpokoji máme zadáno rozdìlení pravdìpodobnosti, udávající s jakou støed-ní èetností budeme jednotlivými dveømi z daného pokoje vystupovat popø.zda zùstaneme sedìt na místì. (Napøíklad pøedpoklad rovnocennosti v¹echviditelných dveøí tzn. totální desorientace putujícího.) Pøedpokládejme ¾ekterékoliv dveøe fungují oboustrannì tzn. pou¾ívají li se, tak obìma smìry{ i kdy¾ nikoliv nutnì se stejnou èetností. (Takovýto pøedpoklad neexisten-ce pastí lze de�novat i obecnìji, zformulujte.) Potom náhodný (nezemdlený,



14.1. PERRON-FROBENIOVA VÌTA 205tudí¾ stále se pohybující ov¹em) poutník þèasem urèitì vyleze z bludi¹tìÿ.Matematisujte (rozmìr matice je dán poètem pokojù plus jedna, zkouma-ným vektorem je pravdìpodobnost pobytu v rùzných pokojích v daném èaseuplynulém od vchodu do bludi¹tì zvolenými dveømi), vyøe¹te a pøípadnì iodhadnìte støední èas strávený pobytem v bludi¹ti pro nìjaký konkrétní la-byrint. (Chcete-li ov¹em podrobnìj¹í odhady druhého nejvìt¹ího vlastníhoèísla atp., dá to dost práce.)O nalezení þnejvìt¹íhoÿ vlastního vektoruNásledující dvì vìty vznikly pùvodnì v teorii Markovských procesù a jsounyní známy jako podmínka tzv. detailní rovnováhy v knihách o nerovnová¾néstatistické fysice. Tyto vìty dobøe ilustrují osud nìkterých matematickýchtvrzení, která postupnì vznikla odpozorováním zákonitostí v jistých speciál-ních situacích, aby po patøièném zobecnìní a zjednodu¹ení nabyla vzhledumalého cvièení ze sbírky úloh lineární algebry.Vìta. Je-li stochastická matice A symetrická, je vektor~1 = 0BBBB@ 11...1 1CCCCA (14.12)jejím vlastním vektorem pøíslu¹ným nejvìt¹ímu vlastnímu èíslu 1.Tato a následující vìta nacházejí dùle¾ité aplikace v nerovnová¾né statis-tické fysice. Uvìdomme si napøíklad, ¾e pøi zkoumání systému o 1023 èástic(z nich¾ ka¾dá nabývá tøeba jen dvou rùzných stavù { jako spin nahoru ne-bo dolù { takto nìjak vypadá tøeba tzv. Isingùv model statistické fysiky)pracujeme s kon�guraèním prostorem o 21023 prvcích (kvantovì s lineárnímprostorem této dimense). Máme tedy co do èinìní s maticemi ponìkud vel-kého rozmìru: : :Následující vìtu lze chápat také (pro nezájemce o statistickou fysiku) jakocvièení na témata u¾ití Perron-Frobeniovy vìty, vlastních vektorù, hodnosti,: : :Vìta. Oznaèíme-li symbolem � spektrální polomìr positivní matice A(tj. nejvìt¹í vlastní èíslo), tak platí(��1A)n ! D�D0; n!1; (14.13)



206 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEkdeD, D0 jsou vhodné positivní diagonální matice a� oznaèuje matici, její¾v¹echny (i nediagonální) prvky jsou 1. Navíc platímXi=1 diid0ii = 1 (m je rozmìr matice A) (14.14)a pøíslu¹ný vlastní vektor k � je tvaru~v = 0B@ d11...dmm 1CA : (14.15)Je-li A symetrická, tak D = D0 a Pmi=1(dii)2 = 1 a pro stochastickou Adostáváme vztahd0ii = 1d , kde d = mXi=1 dii, tzn. An ! 1dD�: (14.16)Koneènì pro symetrickou stochastickou A máme rovnost dii = 1=pm, tzn.pøedchozí vìtu.Nech» A je stochastická matice taková, ¾e existuje diagonální matice Qtaková, ¾e matice AQ je symetrická. Potom øe¹ení A~u = ~u je tvaru~u = const Q0BBBB@ 11...1 1CCCCA : (14.17)
Dùkaz. První èást si zkuste dokázat sami s pou¾itím Perron-Frobeniovyvìty. Druhá èást plyne z prvé takto:AQ je symetrická () AQ = QAT , z èeho¾1 AnQ = Q(AT )n, a tak jesymetrická i AnQ.S pou¾itím prvé èásti máme (díky stochastiènosti A) An ! P� s diago-nální P s jednotkovou stopou a (díky symetrii AnQ) AnQ ! D�D, tedyD = Q = P, ~u = An~u! P�~u = const Q(1; 1; : : : ; 1)T .1Uka¾te si napø. indukcí: AAQ = AQAT = QATAT atd.



14.2. FEYNMANÙV INTEGRÁL 207Grupy positivních maticZaènìme následujícím cvièením.Cvièení. Charakterisujte matice A takové, ¾e exp(tA) je positivní resp.stochastická matice pro v¹echny reálné hodnoty parametru t.Odpovìï. Jde o matice, jejich¾ v¹echny prvky mimo diagonálu jsounezáporné resp. navíc suma prvkù v ka¾dém sloupci je rovna nule! Abychomtoto nahlédli, staèí se podívat na pøípad, kdy t! 0.Zajímáme-li se speciálnì o tzv. konvoluèní matice (viz odstavec duali-ta grup; jde o matice komutující s maticí þposunuÿ v cyklické grupì Zn =f0; 1; 2:::; n � 1g, tedy pøesnìji øeèeno v lineárním þformálnímÿ obalu tétogrupy), máme tuto odpovìï: in�nitesimálním generátorem takovéto konvo-luèní grupy je opìt nìjaká konvoluce, její¾ jádro je kladné pøièteme-li k nìmuvhodný násobek þDiracovy delta funkce v nuleÿ! Pro stochastické konvoluènígrupy je navíc suma jednotlivých hodnot jádra nulová.Toto je jakousi jednoduchou analogií tvrzení o tvaru tzv. þnekoneènì dì-litelných pravdìpodobnostních rozlo¾eníÿ z teorie pravdìpodobnosti, kde sezhruba øeèeno dokazuje, ¾e takováto pravdìpodobnostní rozlo¾ení jsou buïgaussovská nebo Poissonovská { èi jakási þmixá¾ÿ tìchto dvou. Prohlédneme-li si konvoluèní jádro sestrojené ji¾ v zimním semestru pøi diskusi Vander-mondovy matice (pøi diskusi náhrady vy¹¹ích derivací diferencemi), vidíme,¾e nemù¾e být kladné (ani po pøiètení vhodné hodnoty v bodì nula) pro deri-vace vy¹¹ího øádu ne¾ dvì. Tak¾e nás moc nepøekvapí, ¾e diferenèní (resp.diferenciální pøi pøechodu ke spojitému pøípadu) operátory øádu vy¹¹ího ne¾dvì se pøi studiu grup positivních matic nebudou vyskytovat jako¾to generá-tory. To, jak diferenèní operátory øádu nejvý¹e dva vedou k Poissonovskýmèi { ve vhodnì pojaté limitì { dokonce ke gaussovským mírám, jsme ji¾trochu nahlédli v kapitole exponenciála matice. Pøesné formulace takových-to tvrzení samozøejmì vy¾adují detailnìj¹í analýzu, viz monogra�e z teoriepravdìpodobnosti.14.2 Feynmanùv integrálIdea þintegrálu pøes v¹echny trajektorieÿ vznikla nejprve v pracíchN.Wienera (1920!30) budujících teorii Brownova pohybu. Jde o zkoumánípologrupy fexp(t�) j t � 0g, kde � je Laplaceùv operátor v R , R 2 apod.



208 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEV tomto pøípadì byla vybudována matematicky rigorosní analogie úvah,které budeme provádìt v této sekci.Podobnou ideu rozvinul heuristicky Richard Phillips Feynman poté, coho do reje fysiky opìt vtáhl problém, proè má tenký talíø rotující a houpa-jící se ve vzduchu pomìr frekvencí tìchto dvou pohybù právì 1 : 2, a získaltak alternativní formulaci kvantové mechaniky, která je dnes velmi popu-lární. Jeho konstrukce analogií vztahù, je¾ uvedeme za chvíli, pro operátor(i� + U) dosud nena¹la matematicky precisní tvar (vyjma pøípadu disku-tovaného ní¾e v odstavci Feynmanùv integrál a exp.matice). Za posledních40 let bylo uèinìno nìkolik pokusù þzaøadit tento pojem plnì do matemati-kyÿ. Vy¹lo i nìkolik pøehledných èlánkù, dokonce i knih majících ambicióznínázvy jako þmatematicky rigorózní teorie Feynmanova integráluÿ; je¹tì vícematematikù si na pøedmìtu asi vylámalo zuby (které na¹tìstí nìkdy narostlyznovu) a dost bylo asi také tìch, kteøí si na èas mysleli (koneckoncù i jedenz autorù tìchto skript pøed mnoha lety: : : ), ¾e se s problémem vyrovnalitím, ¾e dokázali, ¾e Feynmanùv integrál þneexistujeÿ. On skuteènì existu-je jako þintegrálÿ èi þmíraÿ (ve smyslu mat. teorie míry) prakticky pouzepro grupy koneèných matic (viz ní¾e) resp. nekoneèných positivních matic,jak specialisté dobøe vìdí. (V¹ak je na nìm také zalo¾ena rozsáhlá èást sou-dobé teorie pravdìpodobnosti a teorie potenciálu). Konkrétnì, Feynmanùvintegrál vybudovaný pro rovnici vedení tepla je matematicky zcela v poøád-ku na rozdíl od rovnice Schr�odingerovy. Rozdíl je dán kladností pøíslu¹néhoþjádraÿ exp(�x2) v kontrastu s komplexním jádrem exp(ix2) pro rovniciSchr�odingerovu. Rozdíl v matematických potí¾ích v tìchto dvou zdánlivìanalogických situacích je tak propastný, ¾e vedl po dobu nìkolika desetiletímatematické i teoretické fysiky (viz poznámku na téma vztahu tìchto dvou{ ponìkud odli¹ných { zpùsobù nazírání fysiky na konci této kapitoly) kekonstruování þeuklidovských variantÿ, jakýchsi analogií skuteèné fysiky za-lo¾ených, zjednodu¹enì øeèeno, na náhradì èísla i èíslem �1 v exponenciále,tzn. na náhradì Schr�odingerovy rovnice rovnicí vedení tepla. (Tak postupujíi fysici, prodlu¾ují-li analyticky problém do þimaginárního èasuÿ resp. doþeuklidovského èasoprostoruÿ, kde dostanou výsledky, které pøevedou opìtdo reálného èasu.)Zdá se v¹ak, ¾e pøistupovat k problému Feynmanova integrálu jenomz matematických posic není rozumné. Lep¹í je asi objekt intensivnì (neri-goróznì, co se dá dìlat: : : ) zkoumat (co¾ se tøeba v teorii elementárníchèástic vydatnì dìje; tam i v jiných oblastech souèasné fysiky jsou Feynma-novy integrály skuteèným pilíøem teorie) a tím vyjasnit jeho po¾adovanévlastnosti pøed tím, ne¾ se ho násilnì pokusíme vmìstnat do existujících



14.2. FEYNMANÙV INTEGRÁL 209matematických struktur (a» u¾ to je teorie míry èi cokoliv jiného), z nich¾¾ádná nemusí být adekvátní. Pokud je metoda skuteènì u¾iteèná, tak se asinìkdy vhodný matematický formalismus objeví { podobnì, jako se èasemobjevil pro popis delta funkce, operátorového kalkulu apod. (U¾ to ale trváv pøípadì Feynmanova integrálu dost dlouho: : : zdá se v¹ak, ¾e vhodný for-malismus je nyní do znaèné míry pøipraven v souèasném pojmovém aparátutzv. clusterových rozvojù matematické statistické fysiky.) A nyní tedy blí¾ek vìci:Feynmanova interpretace kvantové fysiky se dá zjednodu¹enì vylo¾it tak-to: pøi bì¾ném pøechodu od teorie klasické k teorii kvantové nahradíme ve-lièiny klasické teorie nìjakými operátory, vydedukujeme jejich komutátoryatd. a získáme vzorec pro hamiltonián, podle nìho¾ se v èase mìní stavovývektor (Schrödingerovo pojetí) nebo operátory (Heisenbergovo pojetí).Skuteènost, ¾e èástice u¾ nemá pøesnou trajektorii (resp. v teorii pole ¾epole nemá pøesné hodnoty ve v¹ech místech prostoru a ve v¹ech èasech), lzespolu s Feynmanem vylo¾it tak, ¾e v¹echny myslitelné trajektorie pøispívajík amplitudì pravdìpodobnosti (co¾ je komplexní èíslo takové, ¾e ètve-rec jeho absolutní hodnoty nám dává pravdìpodobnost nebo její hustotu)èinitelem exp( iS�h ); (14.18)kde S je úèinek (èasový integrál z lagran¾iánu) a �h je Planckova konstanta.Skuteènost, ¾e limitním pøípadem kvantové teorie je klasický pohyb po kon-krétní trajektorii, teï vysvìtlíme tak, ¾e v tomto pøípadì se fáze S=�h rychlemìní a pøíspìvky (komplexní jednotky) se s velkou pøesností ru¹í s výjim-kou trajektorií v blízkosti klasické, která splòuje �S = 0, a proto pøispívánejvìt¹ím dílem.Feynman vtipnì aplikoval své integrály na kvantovou teorii pole; integ-roval tedy pøes v¹echny mo¾né hodnoty pole a získal pravidla pro výpoèetelementù S-matice2 (z ní¾ se dají spoèítat úèinné prùøezy rùzných rozptylo-vých procesù). Amplitudy (elementy S-matice) se získají sumací pøes rùznéFeynmanovy diagramy. To jsou ty obrázky, kde napø. jeden ze dvou vstu-pujících elektronù þvy¹leÿ virtuální foton, který druhý z nich þpohltíÿ, a tímmodelujeme interakci mezi elektrony (k amplitudì pøispívají i slo¾itìj¹í pro-cesy, kde se napø. virtuální foton zmìní na moment na elektron-positronovýpár).Navíc, Feynmanovy diagramy jdou pozmìnit na pøípad, kdy elementární2Písmeno þSÿ pochází od nìmeckého þStreungÿ nebo anglického þscatteringÿ.



210 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEstavební objekty nejsou bodové èástice, ale struny tak, ¾e získají tvar spoju-jících se a rozpojujících þtrubekÿ (napø. þkalhotÿ), a lze získávat i amplitu-dy pro teorie stringù. Jestli¾e u þbodovýchÿ diagramù ji¾ diagramy s jednímrozdìlením fotonu na elektron-positronový pár (diagram polarisace vakua)dávaly nekoneèný pøíspìvek, ze kterého se získává koneèná hodnota urèitouregularisací (pøiøazováním koneèných hodnot divergujícím integrálùm), nì-které (super)stringové teorie vycházejí zcela koneèné.V prùbìhu let se objevily i jiné zpùsoby (ne¾ jsou integrály po trajek-toriích), jak odvodit Feynmanovy diagramy (napø. Freemana Dysona), aleþpath-integrályÿ zùstávají nejoblíbenìj¹ími.Podíváme se nyní na nejjednodu¹¹í pøíklady.Násobení mnoha matic alias Feynmanùv integrál([) Souèin � matic rozmìru n� n A;B; : : : ;Z má, jak známo, elementy�i0j0 = X(a;b;:::;y) ai0ababcbc � : : : � zyj0 ; (14.19)kde suma je pøes v¹echny trajektorie, èili uspoøádané pìtadvacetice indexù(a; b; : : : ; y). (~)Exponenciála matice a Feynmanùv integrál(]]) Pou¾ijeme vztahexp tA = (exp tAN )N = limN!1(1+ tAN )N : (14.20)V dal¹ím si pøedstavujme interval h0; ti rozdìlen na N stejných dílù dìlícímibody tm = mt=N , m = 0; 1; : : : ; N .Trajektorií nazvìme libovolnou posloupnost3y = (y(0); y(1); : : : ; y(N)) s hodnotami v f1; 2; : : : ; ng; (14.21)kde n� n je rozmìr matice A.Je-li ~x 2 Rn vektor, mù¾eme vektor ~z := (exp tA)~x napsat jako limituvýrazù tvaru (v dal¹ím pí¹eme indexy matice neodsazeny tìsnì nad sebou,z estetických dùvodù; horní index má být více vlevo)~z = (1+ tAN )N~x a tedy (14.22)3Pod y(m) míníme toté¾, co y(tm).



14.2. FEYNMANÙV INTEGRÁL 211zj(N) = Xy:y(N)=j N�1Yi=0 (1+ tAN )y(i+1)y(i) xy(0): (14.23)Pi¹meA ve tvaru A = U+� s diagonální maticíU a s maticí� s nulovýmidiagonálními prvky. Pak jeN�1Yi=0 (1+ tNU+ tN�)y(i+1)y(i) = (14.24)= Yi:y(i+1)=y(i)(1+ tNU)y(i+1)y(i) Yi:y(i+1)6=y(i)(1+ tN�)y(i+1)y(i) ; (14.25)co¾ je pøibli¾nì (v limitì N !1 pøesnì) rovno, s oznaèením U(y) = Uyyexp0@ tN Xi:y(i+1)=y(i)U(y(i))1A� tN �s Yi:y(i+1)6=y(i)�y(i+1)y(i); (14.26)kde s je poèet þskokùÿ (y(i+ 1) 6= y(i)) trajektorie y (konèící v bodì j).Úhrnem (vztah je pøesný pro N !1, pak s� N)zj =Xy P (y) exp�Z t0 U(y(u))du� xy(0); (��) (14.27)kde váha P (y) (þFeynmanova míraÿ pøes y; y(t) = j) je dána výrazemP (y) = � tN �s N�1Yi=0 �y(i+1)y(i): (14.28)Výraz (**) nazýváme Feynmanovým integrálem funkcey 7! exp Z t0 U(y(u))du � xy(0) (14.29)podél váhy P .S pou¾itím pojmu míry (viz kursy analýzy) lze vzorci (**) dát zcelapøesný smysl pro jakoukoli matici A i pro N ! 1. (Dá to ov¹em jistoupráci. Pro znalce: P má charakter Poissonova pole na prostoru po èástechkonstantních trajektorií.)Cvièení. Vyjasnìte (**) pro pøípad operátoru(A~f)n = fn+1 + fn�1 + U(n)fn: (14.30)



212 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEFormule (**), èasto nazývaná Feynman-Kacova, dává øe¹ení poèáteèníúlohy _~z = A~z; ~z(0) = ~x 2 Rn: (14.31)Okrajovou úlohou (termín z teorie diferenciálních rovnic) rozumíme nale-zení øe¹ení _~z = A~z za podmínky, ¾e hodnota nìkterých slo¾ek ~z je pøedepsánapro ka¾dý èas t (pøípadnì jen pro nìkteré èasy).Pøíklad pro A = �: na møí¾ce 6 � 6 bodù mohou tvoøit hranièní bodydvacet okrajových indexù.Hledáme-li øe¹ení na intervalu t 2 ht0;1i, pak obvykle zadáváme taképoèáteèní podmínku ~z(t0). (Je-li zk v daném èase t zadáno jako okrajovápodmínka, tak platnost vztahu _~z = A~z suspendujeme (doèasnì ru¹íme) podobu platnosti okrajové podmínky pro zk.)Pro ka¾dou trajektorii oznaème symbolem � poslední okam¾ik t, pro ní¾je y(t) z mno¾iny, kde je pøedepsána okrajová hodnota v daném èase t. Potommísto (**) máme formuli (ŷ je úsek trajektorie od � k t)zj =Py P (ŷ) exp �R t� U(y(u))du� zy(�) + (� � �)+Py:�=t0 P (y) exp �R tt0 U(y(u))du� xt0 (14.32)kde P (ŷ) = � tN �s tYtm�t�y(tm+1)y(tm) : (14.33)Poznámka. Formuli (***) lze dále zobecnit, de�nujeme-li operaci ŷ(useknutí trajektorie od t0 do �) pro libovolnou velièinu � de�novanou ne-jen jako þokam¾ik posledního pobytu trajektorieÿ v nìjaké zadané mno¾inì,která se mù¾e mìnit s èasem, ale obecnìji jako þokam¾ik prvního objeveníse urèité události formulované pouze v termínech dal¹í budoucnosti trajek-torieÿ. Takovéto velièiny se nazývají hitting time nebo stopping time(co¾ má smysl, pokud se díváme na trajektorii smìrem do minulosti).Cvièení. Doka¾te (***) i v pøípadì, ¾e � je libovolný hitting time. (Vyu¾ijtemultiplikativity exp R tt0 = exp R �t0 exp R t� a P (y) = P (�y)P (ŷ), kde �y resp. ŷ jeúsek y do resp. po èasu � .)Jednodu¹¹í pøíklad s ideou Feynmanova integrálu.Hledejme funkci f na oblasti 
 � R 2, splòující rovnici�f = 0; (14.34)



14.2. FEYNMANÙV INTEGRÁL 213kde � = @2=@x2 + @2=@y2 je (dvourozmìrný) laplacián, která navíc splòujeokrajovou podmínku f = g na hranici @
 dané oblasti. Interpretujme úkoltøeba jako hledání stacionárního rozlo¾ení teploty v autì (nepøedpokládámeov¹em proudìní vzduchu, pøedstavte si tøeba auto naplnìném pískem) pøizadané teplotì rùzných míst na karosérii.Problém diskretisujeme (a snad nediskreditujeme): místo 
 � R 2 vezme-me koneènou podmno¾inu 
 møí¾e Z2; nìkteré body prohlásíme za hranièní(@
) a pøedepí¹eme na nich okrajovou podmínku g. (Tento pøedpis se ne-bude v uva¾ovaném nejjednodu¹¹ím pøípadì s èasem mìnit.) Místo bì¾nédiskretisované verse laplaciánu(�f)~x = 14(f~x+~e1 + f~x�~e1 + f~x+~e2 + f~x�~e2 � 4f~x) (14.35)pracujme s operátorem prùmìru pøes sousedy P = 1 +� (poslední èlen �mu chybí; (Pf)~h pro hranièní body de�nujme jako konstantu g~h) a chcemetedy vyøe¹it rovnici P~f = ~f pøi podmínce f = g na @
, tzn. najít vlastnívektor pøíslu¹ející nejvìt¹ímu vlastnímu èíslu jedna stochastické matice P ;tato interpretace nás v¹ak u¾ nyní tolik nezajímá.Dosazujme do pravé strany de�nice P(Pf)~x = 14(f~x+~e1 + f~x�~e1 + f~x+~e2 + f~x�~e2) (14.36)za f výraz Pf (mají se rovnat), názornì øeèeno þnechme teplo stìn pùsobitna auto, dokud nedojde k rovnovázeÿ, a¾ narazíme na @
. (To znamená, f ~hpro ~h 2 @
 u¾ nerozepisujme, ale nahraïne okrajovou podmínkou g~h.)Získáme vztah (pøipomeòme, ¾e � oznaèuje okam¾ik dosa¾ení stìny)f~x =Xy g(y(�)) 14� ; (14.37)kde sumace je pøes v¹echny þnáhodné procházkyÿ po Z2, startující v ~x akonèící okam¾ikem dosa¾ení @
.Øíkáte þtolik práce a ¾ádný výsledekÿ? Nemáte zas tak pravdu. Alespoòje ze vzorce vidìt, ¾e více ovlivòují þteplotu v bodì xÿ trajektorie krátké (atedy také body blízké), z èeho¾ plyne pouèení, ¾e kdy¾ se chceme ohøát, jelep¹í býti k topení blí¾e ne¾ dále.Co více, uvìøíme-li, ¾e dostateènì jemná møí¾ka je dobrou aproximacíkontinua, pochopíme, proè platí vìta, ¾e hodnota funkce f ve støedu koule,



214 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICEuvnitø které má f nulový laplacián, je rovna ustøednìní pøes povrch.f(~0) = 14�r2 Zk~ak=r f(~a) jdSj : (14.38)Z integrálu po trajektoricích je zøejmé, ¾e f(~0) je kombinací (vá¾eným prù-mìrem) hodnot f na povrchu a cit pro symetrii nám napoví, ¾e pro pøípadstøedu koule budou v¹echny body povrchu vystupovat se stejnou vahou.(V analýze se tvrzení dokazuje ve vìtì o tøech potenciálech.)Poznámka. Poslední vztah pro f(x) je velmi speciálním pøípadem (***),navíc pro pøípad þdiskrétního èasuÿ, kdy místo grupy fexp t�g, t 2 R , mámeposloupnost operátorù P; P 2; P 3; P 4; : : :Feynmanùv integrál v kvantové teorii poleUká¾eme si �loso�i pøevedení integrálu po trajektoriích na integrál obyèejný(nìkolikarozmìrný). Jako pøíklad si nevypùjèíme obvyklou (bodovou) teoriipole, nýbr¾ teorii strun. Výpoèty, které naznaèíme, se provádìjí pøi výpoèturozptylových amplitud v teoriích bosonových (neobsahujících antikomutujícípromìnné) uzavøených strun (z topologického hlediska kru¾nice).Pro danou funkci J komplexní promìnné z = x + iy (kterou budemepojímat jako parametrisaci sféry promítnuté ze severního pólu do rovinyrovnobì¾né s rovníkem) chtìjme spoèítat Feynmanùv integrál pøes v¹echnyfunkce X promìnné z z exponenciály jakéhosi integrálu:IJ = Z DX(z) exp�Z dx dy h�(rX)2 + iJ(z)X(z)i� ; (14.39)kde (rX)2 = (@=@x(X))2 + (@=@y(X))2. Metoda doplnìní na ètverec námteï pomù¾e tak, ¾e provedeme vhodnou4 substituci X(z) = X 0(z) +M(z)(posunutí), èím¾ zùstane nezmìnìna míra integrace DX = DX 0, proto¾e jdeo jakýsi þsouèin diferenciálù funkce X ve v¹ech bodech rovinyÿ. Tím se námexponent upraví (u¾íváme nový symbol pro ètverec gradientu, @� je derivacepodle x nebo y)� @�X@�X + iJX = �@�X 0@�X 0 � 2@�M@�X 0 � @�M@�M + iJ(X 0 +M)(14.40)a vidíme, ¾e kdy¾ upravíme per partes jeden èlen� 2@�M@�X 0 = �2@�(X@�M) + 2X�M; (14.41)4Nic se nedìje, bude-li M komplexní; funkce exp�z2 je holomorfní.



14.2. FEYNMANÙV INTEGRÁL 215vy¹krtneme podle Gaussovy vìty první èlen pravé strany, který nepøispívádíky spojitosti X v nekoneènu, a zvolíme M(z) natolik vhodnì, aby byloJ(z) = 2i�M(z), vyru¹í se nám kombinované èleny JX 0 a v exponenciálebude jen � @�X 0@�X 0 � @�M@�M + iJM (14.42)a kdy¾ pøepí¹eme exponenciálu souètu jako souèin exponenciál, mù¾eme dru-hou z nich vytknout pøed Feynmanùv integrál a výsledkem tedy je (od èlenu@�M@�M jsme opìt odeèetli totální divergenci)IJ = exp Z dx dy i2JM � IJ=0; (14.43)proto¾e to co v dráhovém integrálu zbylo (po pøejmenování integraèní pro-mìnné funkce X 0 ! X) je právì IJ=0, o nìm¾ tøeba ji¾ víme, ¾e je rovenjedné: : : (~~)O vztahu matematické a teoretické fysikyÈtenáøi mo¾ná zatím tyto pojmy splývaly. Tyto pojmy v¹ak odpovídají dvì-ma odli¹ným úrovním zkoumání: spojuje je samozøejmì pou¾ívání matema-tiky jako základního prostøedku, li¹í se v¹ak v úrovni rigoróznosti. Zatímcomatematická fysika pøipou¹tí jen zcela rigorózní pou¾ití matematických pro-støedkù { vèetnì stylu vyjadøování vìta/dùkaz; co¾ ov¹em nevyluèuje i zdeobèasnou þvolnostÿ, spojenou tøeba s vynecháním precisního dùkazu (po-kud je ov¹em zøejmé, ¾e jej lze vytvoøit!), teoretická fysika se nesvazuje v¾dytímto (nìkdy opravdu velmi destruktivním) omezením.Více elegantních þkouzelÿ, ale i zásadních objevù, za nì¾ se dává napøí-klad Nobelova cena, je v teoretické fysice. Vztah teoretických fysikù k ma-tematické fysice bývá nìkdy trochu arogantní respektive hranièí a¾ s nechá-pavostí typu þproè se je¹tì hrabete v problémech, které jsou pøece u¾ tøicetlet vyøe¹eny?ÿ Jen obèas mohou matematiètí fysikové kontrovat þano, ale¹patnì vyøe¹eny; správná odpovìï je toti¾ úplnì jináÿ. Èastìji jen potvrzu-jí podrobným matematickým zkoumáním to, co jejich teoretiètí pøedchùdciþuhádliÿ døíve.Takto dramaticky se ov¹em rozdíl mezi matematickou a teoretickou fy-sikou jeví jen v nìkterých partiích fysiky, hlavnì v problémech s þnekoneè-nì stupni volnostiÿ, jako je statistická fysika, teorie pole a teorie pevnýchlátek (a Feynmanùv integrál). V jiných oblastech fysiky, zvlá¹tì tam, kdegeometrie je hlavním matematickým nástrojem, bývá rozdíl ménì výraznýa¾ ¾ádný.



216 KAPITOLA 14. POSITIVNÍ MATICECvièení. (Doplnìk k Jordanovu tvaru.)5Nech» f : V ! V je nilpotentní operátor s jedním øetìzcem: ~v0 = ~0,~vi = ~f(~vi+1); i = 0; 1; : : : n�1. (Zobecnìní ní¾e provedených úvah na obecnýi nenilpotentní operátor je mo¾né. Promyslete si jej.) Vezmìme nìjaký jinýoperátor ~f málo se li¹ící od f (jinak úvahy ní¾e ztrácejí zajímavost) a pi¹mejeho charakteristickou rovnici ve tvaru P (x) = Qni=1(x � "i); kde "i jsouprvky spektra ~f . Vezmìme nìjaký nový poèáteèní vektor ~w = ~wn 2 V asestrojme øetìzec (musí být ~w0 = ~0; odùvodnìte!)f~wi = ~f(~wi+1)� "i+1~wi+1; i = 0; 1 : : : ; n� 1g:Jde-li o basi V (obvykle tomu tak bude, volíme-li ~w namátkou; zformulujtepodmínku na basi pøesnì!), má pak ~f vùèi ní matici0BBBB@ "1 1"2 1. . . 1"n 1CCCCAV¹imnìte si, ¾e tato matice obsahuje n parametrù, (na rozdíl od Jordano-vy buòky, která obsahuje jen jeden), tak jako v pøípadì diagonalisovatelnématice.Dùle¾itost takovéhoto vyjádøení je v tom, ¾e nemìní svùj tvar v limitì~f ! f . Tím se odstraní asi nejhor¹í vada na kráse konstrukce Jordanovybase; toti¾ její skokovì se mìnící tvar v okam¾icích, kdy operátor pøestávábýt diagonalisovatelný.Toto je dùle¾ité tøeba pøi øe¹ení diferenciálních rovnic (zde u¾ se pohy-bujeme obvykle v nekoneèné dimensi, kde je tøeba vìt¹inou vhodnì mìnit ipoèáteèní vektor ~w, tak aspoò náznakem): Vezmeme v tøídì diferenciálníchoperátorù 2. øádu s konstantními koe�cienty nìjaký operátor D s dvojnásob-ným vlastním èíslem �. Nech» ~D je malá perturbace D s vlastními funkcemiexp(~�x); exp((~� + ")x). Pak je urèitì rozumnìj¹í místo uvedených, skorostejných funkcí brát do Jordanovy base tøeba dvojici~w = ~w2 = exp((~�+ ")x)� exp(~�x)" ! x exp(�x)a ~w1 = ~D~w2 � (~�+ ")~w2 ! exp(�x)Tato base se mìní spojitì i v bodì degenerace ~D = D.5Pro u¹etøení místa umis»ujeme zde. Spoètìte detailnì.



Kapitola 15DualitaDualita je jev, na který narazíme v mnohých oblastech vìdy a lidské èinnosti:v historii (v Rakousko-Uhersku), v: : :V této kapitole se pokusíme vylo¾it podstatu nìkterých významù tohotoslova.15.1 Duální grupaDefinice. Øíkejme charakter grupy (budeme mluvit jen o Abelových)ka¾dému jejímu homomor�smu do U1, multiplikativní grupy komplexníchjednotek. Duální grupou pak nazveme mno¾inu charakterù s operací ná-sobení: (�1 � �2)(a) = �1(a) � �2(a): (15.1)Mù¾ete ovìøit, ¾e duální grupa k (R ;+) je opìt ona (isomorfní jí), duálnígrupa k (Z;+) je U1 a naopak, duální grupa k Zn je zase isomorfní Zn;v¹echny charaktery mají tvarx 2 Zn 7! exp(2�ikx=n) := 'k(x) pro k 2 f0; 1; : : : ; n� 1g: (15.2)Po chvíli my¹lení uvìøíte, ¾e charaktery direktního souèinu cyklických grupjsou právì souèiny charakterù tìchto grup, a budete tak umìt najít duálnígrupu k libovolné Abelovì grupì podle poznámky na stranì 31. To se vámbude hodit pozdìji v analýze pøi zkoumání Fourierových øad a transformacívíce promìnných. 217



218 KAPITOLA 15. DUALITALze také de�novat skalární souèin komplexních funkcí na grupì (N jepoèet prvkù neboli øád grupy)b(~F; ~G) = 1N Xg2G F (g)G(g) (15.3)(pozn.: pro Lieovy grupy lze nahradit integrací þpodle rovnomìrné míryÿ,tzn. s vhodnou váhou takovou, aby na integrál nemìla vliv substituce g 7!g0 � g).Cvièení. Doka¾te, ¾e v¹echny charaktery cyklické grupy (ale i obecné ko-neèné Abelovy grupy, viz vìtu o struktuøe Abelových koneèných grup) tvoøíortogonální basi prostoru komplexních funkcí na této grupì.15.2 Duální grafy a tìlesaMluvit v kombinatorice o polyedrech a rovinných grafech je prakticky toté¾.Máme-li rovinný graf, pøedstavíme si ho nalepen na kouli a hranám grafubudou þpo narovnáníÿ odpovídat hrany polyedru.

Cvièení. Identi�kujte polyedry, jejich¾ grafy vidíte na obrázku. Nakresleteodpovídající graf i pro tøicetistìn ze strany 130.(]) Nakreslíme-li si (kombinatorické) grafy Platónových tìles (neboli na-kreslíme-li bod za ka¾dý vrchol tìlesa a pospojujeme-li body tìch vrcholù,které jsou spojeny hranou) a jinou barvou vyznaèíme do plo¹ek teèky (i donekoneèné plo¹ky okolí, odpovídající spodní stìnì, dáme jednu) a pospojuje-me ty teèky, plo¹ky kterých sousedí stranou (nestaèí vrcholem), získáme takduální grafy k pùvodním. Zopakujeme-li operaci znovu, získáme výchozígraf.



15.2. DUÁLNÍ GRAFY A TÌLESA 219Graf ètyøstìnu je samoduální, krychle je duální k osmistìnu (a naopak)a dvanáctistìn je duální k dvacetistìnu (a obrácenì).Hrubý popis øíká, ¾e tìleso má tolik vrcholù, kolik má jeho duál stìn.Navíc duální tìlesa mají stejný poèet hran.Kreslení grafù v¹ak není jediný zpùsob, kterak získávat duální tìlesa.Mìjme obrazec v rovinì nebo tìleso v prostoru, pøesnìji øeèeno nìjakoukonvexní mno¾inu bodù M , uvnitø které le¾í poèátek souøadnic. Duálnímno¾inu bodù M 0 pak de�nujme jako1M 0 = f~x j 8~y 2M b(~x; ~y) � 1g (15.4)Pokud lze získat M jako konvexní obal nìjaké men¹í podmno¾iny P , tj.M = f~x j~x = nXi=1 ~xi�i; ~xi 2 P; nXi=1 �i = 1g; (15.5)staèí text 8~y 2M nahradit 8~y 2 P .Duální normyDefinice. Nech» k: : :k je norma na lineárním prostoru V, tj. platík~v + ~wk � k~vk+ k~wk ; k�~vk = j�j k~vk (15.6)a norma nenulového vektoru je kladná. Potom duální normou (na duálnímprostoru; viz odstavec duální prostory ní¾e, zatím si pøedstavujte euklidovskýprostor a v0(~v) chápejte jako b(~v; ~v0)) rozumíme normu~v00 = sup~v2V;k~vk�1 ��v0(~v)�� : (15.7)Doka¾te, ¾e jde o normu!Pøíklad. Nech» K je konvexní (jinak by neplatila trojúhelníková nerov-nost pro normu za okam¾ik de�novanou) tìleso støedovì symetrické podlepoèátku v Rn. Pak k~vkK = inf�2Rfj�j j ~v 2 �Kg (15.8)1Vedeni pragmatickými zájmy zatím umis»ujeme duální tìleso do tého¾ prostoru {proto¾e v nìm máme skalární souèin{ a nikoli do prostoru duálního, co¾ by mìlo hlub¹ílogiku.



220 KAPITOLA 15. DUALITAje norma na Rn. (Norma nabývá jednotky na povrchu K, je tedy pomìremdélky daného vektoru a délky vektoru s ním rovnobì¾ného, který ukazuje napovrch K.) Pøíklady K jsou krychle, osmistìn, dvanáctistìn a dvacetistìn, apøipustíme-li i centrálnì nesymetrická tìlesa, tak i ètyøstìn. Duální tìlesoke K pak lze de�novat jakoK 0 := f~x 2 Rn j k~xk0 � 1g: (15.9)Doka¾te, ¾e duální norma k duální je zase pùvodní. Doka¾te, ¾e duální tìlesapodle poslední de�nice se shodují s døíve zavedenými.15.3 Dualita v geometriiAsi jste u¾ nìkde2 sly¹eli, ¾e existuje princip, podle nìho¾ ka¾dou pravdivouvìtu o geometrii lze modi�kovat tak, ¾e tato modi�kace bude také pravdivá,a získáme ji tak, ¾e nahradíme slovo þbodÿ slovem þrovinaÿ (v¾dy doplòteþa naopakÿ), slovo pøímka ponecháme beze zmìny, frázi þbody le¾í na pøím-ceÿ frází þroviny se protínají v pøímceÿ, þprùseèík tøí rovinÿ vymìníme zaþrovina, na ní¾ le¾í tøi bodyÿ atd.V pøípadì rovinné geometrie vymìníme slova þbodÿ a þpøímkaÿ, pojmyþprùseèík pøímekÿ a þspojnice bodùÿ, fráze þtøi pøímky se protínají v jednombodìÿ a þtøi body le¾í na pøímceÿ atd.Abychom byli konkrétní, lze pøiøadit bodu, pøímce nebo rovinì3, jednotnìmno¾inì bodù M , následující mno¾inu M 0, to jest rovinu, pøímku nebo bodM 0 = f~x j 8~y 2M b(~x; ~y) = 1g: (15.10)(Doka¾te, ¾e jde opravdu o rovinu, pøímku nebo bod a ¾e duální objekt k duál-nímu objetku je pùvodní objekt.)V dal¹ím textu mluvme o rovinné geometrii. Schopnosti principu by bylyslabé, pokud bychom si nev¹imli napøíklad skuteènosti, ¾e mno¾ina duálníchpøímek4 k bodùm nìjaké ku¾eloseèky obsahuje právì teèny nìjaké (dal¹í)ku¾eloseèky (a naopak). (Doka¾te.)Teï ji¾ lze ukázat vztah mezi Pascalovou a Brianèelovou vìtou.2Inspirací k této sekci byla pøedná¹ka Petra Vopìnky Základy matematického my¹lení.3V pøípadì rovinné geometrie pøiøazujeme bodu pøímku a naopak.4Øíká se jí pøímková ku¾eloseèka na rozdíl od obyèejné bodové. Skuteènost, ¾ev trojrozmìrném prostoru jsou tøeba ètyøi reálná èísla na nenásilné urèení pøímky, byljedním z historických impulsù ke zkoumání vícerozmìrných prostorù.



15.4. DUÁLNÍ PROSTORY 221Pascalova vìta tvrdí, ¾e pokud vybereme na ku¾eloseèce nìjakých ¹estbodù 1; 2; 3; 10 ; 20; 30 a body A;B;C získáme jako prùseèíkyA = 230 \ 203; B = 310 \ 301; C = 120 \ 102; (15.11)kde napø. 230 znamená pøímku spojující body 2 a 30, potom budou bodyA;B;C le¾et na pøímce.Duální vìta Brianèelova tvrdí, ¾e pokud narýsujeme ¹est teèen nìjakéku¾eloseèky 1; 2; 3; 10 ; 20; 30 a pøímky A;B;C získáme jako spojnice5A = 230~203; B = 310~301; C = 120~102; (15.12)kde napø. 230 znamená prùseèík pøímek 2 a 30, potom se budou pøímkyA;B;C protínat v jednom bodì. (~)15.4 Duální prostoryZaèáteèník mù¾e mít pocit, ¾e rozli¹ovat vektor napø. v Rn a lineární formuna Rn (co¾ þjeÿ opìt pouhá n-tice èísel pøedepisujících hodnotu dané formyna vektorech kanonické base) je samoúèelné. Vyjasnìní jakési dvojstrannésymetrie (prostor!prostor forem na nìm!pùvodní prostor) { a právì to jeobsahem pojmu dualita { dává dùle¾itou informaci nejen v (pozdìj¹ích) kon-strukcích analýzy a funkcionální analýzy resp. teoretické fysiky (dualismusþvlna/èásticeÿ sotva objevíte v elementárních konstrukcích ní¾e, ale patøísem také), ale ji¾ nyní: pøiná¹í urèitou systematisaci v náhledu na otázkytypu: þProè je v jedné formuliA neboA�1 a v jinéAT neboA�1T ?Proè se transformují jinak vektory a jinak jejich souøadnice? : : : ÿDuálním prostorem k prostoru V budeme rozumìt prostor v¹ech li-neárních forem, to jest lineárních zobrazení, pøiøazujících prvkùm V reálnénebo komplexní èíslo, podle toho, nad jakým tìlesem je sestrojen prostor V.Budeme ho znaèit V 0 a podobnì jeho vektory budeme obvykle psát s èárkou.Sèítání a násobení konstantou z tìlesa zde de�nujeme nejpøirozenìj¹ímzpùsobem:(~u0 + ~v0)(~w) = ~u0(~w) + ~v0(~w); (� � ~u0)(~w) = � � ~u0(~w): (15.13)5Znak ~ znamená spojnici bodù stojících na stranách tohoto symbolu.



222 KAPITOLA 15. DUALITATerminologická poznámka. Odpovídající objekty duálu èasto ozna-èujeme pøedponou þkontraÿ. Naopak, pokud jsme ji¾ pojmenovali objektyve V 0 a chceme oznaèit odpovídající objekty V, pou¾íváme pøedpony þkoÿ.(Názvy kovektor, kontravektor u¾ijeme v kapitole o tensorech.)V této knize zvolená konvence horních a dolních indexù (pøièem¾ indexvíce vlevo (obvykle horní) nám v¾dy øíká, o jakou jde øádku, a index vpravo(obvykle dolní), o kolikátý jde sloupec) pro svoji konsistenci pøímo vybízík tomu, abychom v duálním prostoru pou¾ívali pøesnì opaèný zápis protiprostoru pùvodnímu (souøadnice duálního prostoru do øádky, znaèené x0i);neopomeneme v¹ak v¾dy poznamenat, co bychom získali, kdybychom krát-kozrace psali v¹e stejnì jako v prostoru pùvodním.Budeme tedy znaèit ~v0i prvky duální base k basi ~vj tak, ¾e~v0i(~vj) = �ij : (15.14)Mù¾eme tedy i-tou souøadnici vektoru ~x vùèi basi f~ejg interpretovat jakohodnotu i-tého prvku duální base (jako¾to formy) v bodì ~x:xi = v0i(~x) pokud ~x =X ~vixi: (15.15)Proè jde o basi.~v0(X ~vixi) =X ~v0(~vi)xi =X yixi = (X yj~v0j)(X ~vixi) (15.16)Poslední tvar (P yj~v0j)~v lze jednoznaènì pøepsat vyjádøením ~v0 jako ~v0 =P yj~v0j .Definice. Mìjme lineární zobrazení f : V ! W . Nazvìme duálnímzobrazením k f f 0 : W 0 ! V 0 f~w0 7! ~w0 � fg: (15.17)Vìta v rùzných konvencích. Nech» A znaèí matici zobrazení f vùèibasím ~v1; : : : ; ~vm resp. ~w1; : : : ; ~wn.Pou¾íváme-li konvenci této knihy a pí¹eme-li souøadnice duálního vektorudo øádky, máme pro duální zobrazení tou¾ matici vùèi basím ~w01; : : : ; ~w0n a~v01; : : : ; ~v0m jako pro pùvodní zobrazení:f 0 : ~w0 7! ~w0A: (15.18)



15.4. DUÁLNÍ PROSTORY 223Samozøejmì, pokud bychom psali souøadnice do sloupce6 i v duálním pro-storu, bude mít zobrazení matici transponovanou, a proto budeme duálnímuzobrazení øíkat také transponované:f : ~w0T 7! AT ~w0T : (15.19)V na¹í versi vìtì ihned uvìøíte pohledem nah~f 0(~w0)i (~v) = ~w0 �A~v = ~w0A � ~v: (15.20)Definice. Nech» f~eig je base V, nech» f~e0ig je (duální) base V 0 a basef~e00i g duální7 basí k f~e0ig v prostoru V 00. Potom ztoto¾nìní~ei $ ~e00i (15.21)dává tzv. kanonický isomor�smus mezi V a V 00.Toto ztoto¾nìní je mnohem pøirozenìj¹í a jednoznaènìj¹í, ne¾ ztoto¾nìnímezi V a V 0, která zkoumáme dále!Tvrzení. V tomto ztoto¾nìní je f 00 = f .Protìj¹kem pojmu lineární forma je v analýze pojem funkce. V úvodu keknize jsme konstatovali, ¾e LA vyrostla ze zkoumání þlinearisovanýchÿ pro-blémù analýzy a je u¾iteèné se z tohoto hlediska podívat na nìkteré základnívìty analýzy funkcí více promìnných a obna¾it jejich lineárnì algebraickéjádro. Udìlejme si tedy toto malé odboèení k analýze.Pøíklad. Ve tvrzení þderivace ve smìru je skalární souèin smìru a gra-dientuÿ substituujeme za slova þsmìr, funkce, derivace ve smìru x, gradientÿslova þvektor, forma, hodnota v x, representující vektor formyÿ. Dostávámevìtu o representaci lineární formy | zjednodu¹enou, lineární versi uvedené-ho tvrzení.Cvièení. Identi�kujte vìty analýzy, jim¾ jsou následující tvrzení lineariso-vanou karikaturou.6Abychom psali jen podle na¹ich konvencí, pøipsali jsme k vektoru ~w0 písmeno þTÿ.Samozøejmì, ti, kteøí pí¹í souøadnice v¾dy do sloupce, toto þTÿ u vektorù vynechávají.7Zajisté, ¾e duální k duální má indexy umístìny zase jako pùvodní.



224 KAPITOLA 15. DUALITAVìta. Lineární forma f~x 7! ~aT~xg nemù¾e být konstantní na Rn pokud~a 6= ~0. Je-li v¹ak konstantní pro vektory, na nich¾ jsou konstantní jisté dal¹íformy ~bi, f~x 7! ~bTi ~xg, tak existují multiplikátory �j 2 R takové, ¾e~a =X�j~bj : (15.22)Vìta. Komposici lineárních zobrazení odpovídá násobení matic.Vìta. Rovnici F (x; y) =const pro zobrazení F (x; y) = Ax+By lze øe¹iti v pøípadì, ¾e A;B; x; y;const jsou matice (vektory) správného rozmìru;pokud B�1 existuje, tak y = �B�1Ax+ const': (15.23)Jak ji¾ bylo poznamenáno, nahradíme-li ve vìtách analýzy slovo þfunkceÿslovem þlineární formaÿ (tedy linearisujeme-li problém; linearisace je syno-nymem vzetí diferenciálu), dostáváme jednoduchá tvrzení LA, která pøitomvyjadøují podstatu uvedených vìt. Pro úplnost uveïme je¹tì jedno tvrzeníz teorie kvadratických forem (které teprve budou probírány ní¾e):Vìta. Kvadratické formì odpovídá symetrická matice (a co matice dru-hých parciálních derivací?).V analýze nás ani nenapadne plést si body prostoru Rn a funkce na nichde�nované (tìch je trochu více). V lineární algebøe máme místo bodù vektory,místo funkcí formy. Nemìl by nás mást (v této zjednodu¹ené situaci) fakt, ¾edimense vektorového prostoru a jeho duálu (prostoru forem) jsou stejné a ¾emáme vìtu o representaci (díky existenci skalárního souèinu a euklidovskémetriky na Rn).Zmìna duální base. Pokud je C matice pøechodu od base ~v1; :::~vnk basi ~w1; : : : ; ~wn, tj. (~w1; : : : ; ~wn) = (~v1; : : : ; ~vn)C; (15.24)potom lze vyjádøit vztah mezi duálními basemi formulí80B@ ~w01...~w0n 1CA = C�10B@ ~v01...~v0n 1CA : (15.25)8Fakt pøítomnosti inversní matice k C je analogický zmìnì mìøítka mapy: na podrob-nìj¹í mapì jsou vzdálenosti vìt¹í a naopak.



15.5. DUALITA A SKALÁRNÍ SOUÈIN 225Lehce se o tom pøesvìdèíte, pokud zapí¹ete (násobením prvkù ~w0 krát ~w teïmyslíme w0(~w))0B@ ~w01...~w0n 1CA (~w1; : : : ; ~wn) = 1 = C�10B@ ~v01...~v0n 1CA (~v1; : : : ; ~vn)C: (15.26)Jestli¾e (proti konvencím této knihy) budeme psát jednotlivé prvky duálníbase vedle sebe (tak jako v pùvodní basi), bude matice pøechodu od base~v01; : : : ; ~v0n k basi ~w01; : : : ; ~w0n dána tzv. kontragradientní maticí k maticiC, toti¾ C�1T : (~w01; : : : ; ~w0n) = (~v01; : : : ; ~v0n)C�1T : (15.27)15.5 Dualita a skalární souèinV této sekci nebudeme dualisovat daný skalární souèin na V, nýbr¾ u¾ijemetohoto skalárního souèinu ke ztoto¾nìní V a V 0.Vìta o representaci. Nech» b(~:;~:) je skalární souèin na V. Potom proka¾dý prvek ~v0 2 V 0 existuje jednoznaènì urèený representující vektor~v 2 V takový, ¾e 8~w 2 V v0(~w) = b(~w; ~v): (15.28)Dùkaz. Nech» K er = f~w j v0(~w) = 0g je nulový prostor ~v0, nech» ~v ?K er (mimo jiné, K er? je jednorozmìrný). Pak lze volit ~v tak, aby v0(~w) =b(~w; ~v), a tak forma f~w 7! b(~w; ~v)g (15.29)má stejný nulový prostor jako ~v0, navíc obì formy nabývají stejné hodnotyi pro ~v, tak¾e obì formy jsou toto¾né i na V = L(f~v;K er g).Definice. Nech» je na V de�nován skalární souèin b(~:;~:). De�nujmezobrazení j : V ! V 0 (neple»te se ztoto¾nìním V a V 00) vztahemh~j(~v)i (~u) = b(~u; ~v): (15.30)Toto zobrazení (tvrdíme) je antilineární (þantiÿ kvùli tomu pruhu), tzn.~j(~v1 + ~v2) =~j(~v1) +~j(~v2); ~j(�~v) = �~j(~v): (15.31)



226 KAPITOLA 15. DUALITANebylo by správné hledat ztoto¾nìní pomocí výrazu b(~v; ~u) místo b(~u; ~v),ponìvad¾ ~j(~v) by pak nebyla lineární forma (ale antilineární).Speciálnì, máme-li ortonormální basi, pøiøadí zobrazení j prvku basepøímo pøíslu¹ný prvek duální base.Dùle¾itou modi�kací transponovaného zobrazení pro pøípad komplexníhoskalárního souèinu s pruhem je adjungované (hermitovsky sdru¾ené)zobrazení.Definice. Oznaèíme jím zobrazeníf� = j�1 � f 0 � j alternativnì: b(~f(~v); ~w) = b(~v;~f�(~w)): (15.32)Toto zobrazení má v té¾e basi adjungovanou neboli hermitovsky sdru-¾enou (viz dùkaz ní¾e) matici:9 A� = AT : (15.33)Dùkaz. Nech» je ~v1; : : : ; ~vn ortogonální10 base V, nech» f� = j�1f 0jje adjungovaný operátor k f : V ! V, kde ~j(~v) je de�nováno (ve vìtìo representaci) vztahem~[j(~v)](~u) = b(~u; ~v).Tìm, kterým vztah f� = j�1f 0j pùsobí bolesti hlavy (co¾ mù¾e býtv urèité konstelaci i autor tìchto øádek), pøipomínáme, ¾e je to toté¾ jakovztah b(f(~u); ~v) = b(~u; f�~v): (15.34)Vskutku, b(~u; f�(~v)) = [j(f�(~v))](~u) == (f 0(j(~v)))(~u) = j(~v)(f(~u)) = b(f(~u); ~v) (15.35)úprava na zlomu øádky platí právì kdy¾ jf� = f 0j, co¾ je to samé jakof� = j�1f 0j.Je-li f(~vi) =P~vjaji, f�(~vk) =P ~vjbjk, takb(f(~vi); ~vk) =Pj ajib(~vj ; ~vk) = akib(~vk; ~vk)l =b(~vi; f�(~vk)) =Pj bjkb(~vi; ~vj) = bikb(~vi; ~vi); (15.36)9Mnohdy se adjunkce znaèí køí¾kem místo hvìzdièky.10Slovem þortogonálníÿ se zde, ale i mnohde jinde, míní to, ¾e kromì toho, ¾e jsoukolmé, mají i stejnou velikost (nejèastìji jednotkovou, pak mluvíme o ortonormální basi).V protikladu k tomu se neu¾ívá pojmu þortonormální maticeÿ (z grupy O (n)).



15.5. DUALITA A SKALÁRNÍ SOUÈIN 227èím¾ je dùkaz bik = aki = a�ik hotov.(Znovu pøipomínáme, ¾e pro smysluplnost adjunkce je nutná existenceskalárního souèinu, který má za následek, ¾e se indexy v rovnostech nevys-kytují ve v¹ech èlenech ve stejné vý¹ce.)Tvrzení. Podobnì jako u duálního zobrazení,f�� = f: (15.37)Dùkaz je zøejmý, vyjádøíme-li zobrazení maticí vùèi nìjaké ortonormální basi.Obecnìji, b(f(~u); ~v) = b(~u; f�(~v)) = b(f�(~v); ~u) == b(~v; f��(~u)) = b(f��(~u); ~v) (15.38)Poznámka o takzvané formální adjunkci.V souvislosti se známým vzorcem þper partesÿ se èasto mluví o tzv.þformální adjunkciÿ operátoru. Jde o to, ¾e þzapomeneme-li hranaté závo-ryÿ, mù¾eme tento vzorec interpretovat tak, ¾e operátor minus derivace jeadjunkcí k operátoru derivace! Slovo þformálníÿ se pou¾ívá právì v souvislos-ti s oním þzapomenutímÿ. Podobnì i pro operátory derivace vy¹¹ích øádù.Uvidíme pozdìji, ¾e (z nejrùznìj¹ích dùvodù) se na vhodných prostorechfunkcí kupodivu budou ony þzapomenuté hranaté závoryÿ anulovat, tak¾eformální adjunkce bude dávat správný výsledek.Adjunkce souèinu. Komposice dvou operátorù má adjunkci(fg)� = g�f�: (15.39)To je zøejmé v maticové formulaci, obecnìjib(f(g(~u)); ~v) = b(g(~u); f�(~v)) = b(~u; g�(f�(~v))) (15.40)(pøi prvé úpravì nakládejte jako s normálním vektorem s g(~u), ve druhés f�(~v)).Toto tvrzení má za následek, ¾e na nìjakém z prostorù funkcí, kterébudeme diskutovat v kapitole o adjunkci, bude platit11 a(x) d2dx2 + b(x) ddx + c(x)!� = d2dx2 a(x)� ddxb(x) + c(x); (15.41)11Matematickým jazykem, operátor nalevo, který sdru¾ujeme, pøiøazuje f 7! a(x)f 00 +b(x)f 0 + c(x).



228 KAPITOLA 15. DUALITAkde je tøeba napø. první èlen vpravo nejprve násobit a(x) a pak teprve deri-vovat (pruh nad a(x) v na¹ich pøíkladech pùjde vynechat, polynomy a; b; cbudeme mít reálné).Tato rovnost pro svoji platnost potøebuje, aby x byl hermitovský operá-tor (pak budou hermitovské i jeho reálné funkce), aby d=dx byl antihermitov-ský (co¾ bude oboje splnìno na prostorech funkcí napø. kvantového harmo-nického oscilátoru). Poznamenejme je¹tì trivialitu, ¾e adjungovaný operátork operátoru násobení komplexním èíslem c je násobení c.Definice. Zavedme ètyøi nová adjektiva pro operátor f . (Toté¾ platípro matice.)� samoadjungovaný neboli hermitovský, je-li f� = f� antihermitovský, je-li f� = �f� unitární, je-li f� = f�1� normální, je-li ff� = f�fPrvý pojem pøechází v reálném prostoru na þsymetrickýÿ, druhý pojem naþantisymetrickýÿ, tøetí na þortogonálníÿ (matice pøechodu mezi ortonormál-ními basemi). Místo samoadjungovaný se té¾ øíká samosdru¾ený.Antihermitovský operátor lze té¾ de�novat jako takový, jeho¾ i-násobekje hermitovský. (Ovìøte ekvivalenci.)Pojem normálního operátoru nemá pøíli¹ veliký samostatný význam, aledobøe zastøe¹uje pøedchozí tøi skupiny. (To neznamená, ¾e ka¾dý normálníoperátor patøí do nìkteré z tìchto skupin. Normálním je jakýkoli násobekunitárního, hermitovského, ale i mnohé jiné operátory, tøeba konvoluèní {viz strana 256.)Cvièení. Naleznìte v¹echny normální nilpotentní operátory.(Nulový operátor. Nevidíte-li to hned, poèkejte na vìtu o spektrálnímrozkladu.)Reálný násobek (anti-)hermitovského je (anti-)hermitovský, komplexníjednotkou vynásobený unitární je unitární atd. V kvantové fysice je dùle¾iténásledující pozorování.Pozorování. Exponenciála antihermitovského operátoru je unitární ope-rátor. f� = �f ) (exp(f))� = exp(�f) = (exp(f))�1 (15.42)



15.6. DUALITA VE FUNKCIONÁLNÍ ANALÝZE 229Uvádíme dùle¾ité pøíklady.Hermitovský operátor Jeho exponenciálaenergie (hamiltonián) Ĥ exp(Ĥt=i�h) { poèkej èas tslo¾ka hybnosti p̂z exp(ip̂zz=�h) { posun podél zSlo¾ka momentu hybnosti Ĵz exp(iĴz'=�h) { rotace o ' kol z(Posun souøadné osy o z ve smìru osy z je ekvivalentní posunu systémuo �z. Podobnì pro otoèení.)Vyslovenì netriviální aplikace má v¹ak pojem duality jinde v analýze(rigorosní konstrukce slo¾itých objektù, které bychom jinak stì¾í dokázalide�novat).15.6 Dualita ve funkcionální analýze(]]) Kdy¾ u¾ se obèas jinde probírají ty lokálnì kompaktní metrické (bai topologické) prostory, uveïme informativnì, k èemu to mù¾e být tøebau¾iteèné.Pojem pravdìpodobnosti a míry. Je-li X (lokálnì) kompaktní pro-stor (tøeba R , Rn, prostor trajektorií,: : : viz dále) a je-li C(X) prostor spoji-tých funkcí s normou kfk = supx2X jf(x)j ; (15.43)pøípadnì pro X lokálnì kompaktní bereme soubor pseudonoremkfkK = supx2K jf(x)j ; kompaktní K � X; (15.44)nazveme mírou ka¾dou spojitou lineární formu na C(X). Je-li navíc forma(míra) � nezáporná (�(f) � 0 8f � 0) a �(1) = 1, mluvíme o pravdìpo-dobnosti na X.Pøíklad 1. Dá se ukázat, ¾e lineární formaf 7! Z ba f(x)g(x)dx (15.45)je mírou pokud Z ba jg(x)j dx <1; (15.46)



230 KAPITOLA 15. DUALITAje-li g(x) � 0 a R ba g(x)dx = 1, jde o pravdìpodobnost.Pro nekoneèný interval (a; b) nastávají drobné potí¾e s touto de�nicí:napøíklad známá Gaussova míra (pravdìpodobnost)f 7! 1p� Z 1�1 f(x)e�x2dx (15.47)není je¹tì spojitou formou ve vý¹e uvedené topologii. Místo abychom mìnilitopologii, radìji dále roz¹íøíme pojem míry na objekty tvaru� = 1Xn=1�n (15.48)s mírami �n v pøedchozím smyslu, kde buï� �n � 0 aP�n(1) <1 (do této ¹katulky spadne vý¹e uvedená Gausso-va míra) nebo obecnìji� kde pro ka¾dou funkci f s kompaktním nosièem vy¾adujeme splnìnípro k�nkf := supjgj�f j�n(g)j (15.49)po¾adavkuPn k�nkf <1: Sem patøí Lebesgueova míra, pøiøazujícíintegrovatelným funkcím f velièinu R1�1 f(x)dx.Teorie míry a integrálu je výraznou (snad a¾ hypertrofovanou) souèástílátky pøedná¹ené studentùm MFF UK v druhém roèníku. (Je ale obvyklebudována alternativním pøístupem bez dùrazu na pojem míry jako funkcio-nálu.) Její u¾iteènost vynikne ani ne tak pøi výpoètu integrálù v Rn (tamby koneckoncù staèila nìjaká varianta Riemannova integrálu), spí¹e ve slo¾i-tìj¹ích situacích v teorii pravdìpodobnosti a teoretické fysice. Napø. objektP (y) resp. P (ŷ) zavedený v úvodu k Feynmanovì integrálu je mírou na pro-storu v¹ech trajektorií, dokonce pravdìpodobností jsou-li exp tA stochastickématice. (Pro nepositivní, nekoneèné matice ov¹em nastávají znaèné potí¾es Feynmanovým integrálem, pojem míry u¾ nestaèí k rozumnému popisutohoto objektu.)Dualita a distribuceS distribucemi a delta-funkcemi zaèal ze zcela pragmatických dùvodù pra-covat Paul Dirac. Diracova delta-funkce je intuitivnì funkce nulová v¹ude



15.6. DUALITA VE FUNKCIONÁLNÍ ANALÝZE 231kromì bodu nula, kde má tak nekoneènou hodnotu, ¾eZ 1�1 �(x)dx = 1; (15.50)a tedy pro libovolnou funkci f(x)Z 1�1 �(x)f(x)dx = f(0): (15.51)Pokud si chceme takovou funkci pøedstavit, vyberme si nìkterý z obvyklýchpøedpisù (M je èíslo jdoucí nade v¹echny meze):12�(x) = Mp� exp�M2x2; �(x) =M � (x 2 (� 12M ; 12M ));�(x) = sinMx�x : : : ; �(x) = sin2Mx�Mx2 : (15.52)Pokud má x fysikální rozmìr (délky), má �(x) rozmìr pøevrácené délky,proto¾e �(x) si lze pøedstavit jako polovinu þderivaceÿ (bezrozmìrné) funkcesignum(x).Ukázalo se, ¾e je u¾iteèné pracovat i s derivacemi delta-funkce. Budeme-lin-tou derivaci funkce g znaèit jako g(n)(x), lze dokázat (bez byrokratickýchúvah o podmínkách) matematickou indukcí a metodou per partes vztah (hra-naté závorky vymizí)R1�1 �(n)(x)f(x)dx = h�(n�1)(x)f(x)i1�1 � R1�1 �(n�1)(x)f 0(x)dx == � � � = (�1)nf (n)(0) :(15.53)První derivaci delta-funkce si mù¾ete pøedstavit jako (M ! 1, derivujemevztahy vý¹e) �0(x) = �2M3p� e�M2x2 ;�0(x) = �sgn x �M3 �jxj 2 ( 12M ; 12M + 1M2 )� (15.54)S delta funkcemi se manipuluje dobøe i ve více rozmìrech: napøíklad vetøech rozmìrech chápeme delta-funkci (pøipisujeme index þ3ÿ) vektoru jakosouèin delta funkcí jeho slo¾ek (je tedy nulová vyjma poèátku souøadnic)�3(~x) = �(x)�(y)�(z) (15.55)12Výraz x 2 Y nabývá hodnoty jedna, je-li pravdivý, jinak je nepravdivý.



232 KAPITOLA 15. DUALITAa lze bez nedorozumìní pracovat s identitami jako (r znamená k~rk) @2@x2 + @2@y2 + @2@z2! 1r = �4��3(~r); (15.56)která názornì øíká, ¾e hustota náboje, vytváøejícího potenciál q=4��0r, jeq�3(~r); tímto rozdìlením hustoty náboje imitujeme bodový náboj velikosti qumístìný v poèátku souøadnic.Poznamenejme, ¾e v kvantové teorii pole se pùvodnì klasická pole (mymluvíme o skalárním poli � a jeho èasové derivaci @0�, podobnì je tomu alei u vektorù elektrické intensity a magnetické indukce) stávají operátory {øeknìme pøesnìji operátor-distribucemi { takovými, ¾e[�̂(~x); @0�̂(~x0)] = i�3(~x�~x0); [�̂(~x); �̂(~x0)] = [@0�̂(~x); @0�̂(~x0)] = 0 (15.57)komutují ka¾dé dva operátory v rùzných bodech.Greenovy funkceJde o výpoèet funkce  , splòující rovniciL = f (15.58)s pravou stranou. Hned je jasné, ¾e ke ka¾dému nalezenému øe¹ení lze pøièístjakékoli øe¹ení  0 odpovídající rovnice bez pravé stranyL 0 = 0 (15.59)tak, ¾e i souèet bude øe¹ením. Zbývá nalézt jedno øe¹ení. Najdeme-li ale prov¹echna x0 funkce  x0 splòující[L x0 ] (x) = �(x � x0); (15.60)budeme pak moci zapsat øe¹ení rovnice z úvodu pro jakoukoliv funkci f jakointegrál  (x) = Z 1�1 f(x0) x0(x)dx0; (15.61)o èem¾ se lehce pøesvìdèíte dosazením (L pùsobí jen na promìnnou x)[L ] (x) = Z 1�1 f(x0)L x0(x)dx0 = f(x): (15.62)Greenova funkce je oznaèení pro správnì normované  x0G(x; x0) = � x0(x) (15.63)a její hodnoty se dají vylo¾it jako elementy operátoru L�1.



15.6. DUALITA VE FUNKCIONÁLNÍ ANALÝZE 233Zmínka o exaktní teorii distribucíMatematici obvykle de�nují topologický duál V 0 jako prostor v¹ech li-neárních forem na V spojitých v topologii zadané pomocí nìjakého systémupseudonorem.Pøíkladem je Schwartzùv prostor13 D funkcí nekoneènì diferencova-telných s kompaktním nosièem (mno¾ina v¹ech x, kde je funkce nenulová)na R s pseudonormami typu (pro urèité a; b; n)kfka;b;n = maxx2ha;bi ���� dndxn f(x)���� : (15.64)Ti ¹»ouraví z vás se mo¾ná diví, jak mù¾e mít funkce v¹echny derivace (být z C1)a pøitom mít omezený nosiè; øíkají si, pokud je funkce pro x < �1 nulová, lzevypoèítat v¹echny derivace v bodì -1 (musí být nulové, existují-li) a Taylorovouøadou propoèítat, ¾e je funkce nulová i dále. A naopak, funkce nulová pro zápornáx a x6 pro kladná x ji¾ nemá sedmou derivaci v bodì nula. Nemají v¹ak pravdu; to,¾e je funkce nekoneènì diferencovatelná je¹tì neznamená, ¾e je analytická (z C!).Pøíkladem budi¾ funkce nulová pro x2 � 1 a v intervalu (�1; 1) nabývající hodnoty�(x) = exp�� 11� x2� : (15.65)Je tak hladce napojena, ¾e ka¾dá její derivace vyjde nulová pro x! 1� resp. x !�1+, proto¾e v¾dy obsahuje onu ú¾asnì rychle klesající exponenciálu vynásobenounìjakým podílem polynomù x.Kdy¾ u¾ jsme se dostali do tìchto partií analýzy, nebylo by ekonomické nìøíci,¾e pomocí takové funkce lze ka¾dou (integrabilní: : : ) funkci g(x) nekoneènì zahladitna funkci G(x), která pak má v¹echny derivace (a zde urèuje ¹íøku rozmazání).G(x) = 1M Z 1�1 dt f(x+ at)�(x) (15.66)Faktor M zde znamená (pro funkci nahoøe uvedenou)M = Z 1�1 dt �(x) (� 0:444) : (15.67)Na základì podobného postøehu lze dokázat tzv. lemma o rozdìlení jednotky:Máme-li otevøené oblasti O1; O2; : : : ON , jejich¾ sjednocení pokrývá kompaktní mno-¾inu O, lze jednotkovou funkci na O rozepsat na souèet libovolnì hladkých funkcí finabývajících hodnot z intervalu h0; 1i, ka¾dá z nich¾ je nulová v¹ude kromì oblastiOi. (Platí i na obecnìj¹ích prostorech, ne¾ jsou euklidovské.)13L. Schwartz, � 1950.



234 KAPITOLA 15. DUALITATopologickým duálem D0 je Schwartzùv prostor distribucí (v na¹empøípadì s koneèným nosièem) v¹ech spojitých (podle topologie dané sousta-vou pseudonorem) lineárních forem na D. Ka¾dé funkci f 2 D lze pøiøaditdistribuci (a zkonstruovat tak vnoøení D do D0)fg 2 D 7! Z 1�1 f(x)g(x)dxg : D! R : (15.68)Podle vzorce per partes mámeZ � ddxf(x)� g(x)dx = � Z f(x) ddxg(x)dx; (15.69)co¾ umo¾òuje de�novat operaci derivováníddx : D0 ! D0 (15.70)jako duální zobrazení k operátoru� ddx : D! D: (15.71)Takto mù¾eme napø. získat libovolnou derivaci delta-funkce. (~~)Cvièení. Metoda þtransfer maticeÿ (opakování Feynmanova integrálu).Kolika zpùsoby je mo¾no obsadit N ¾idlí u kruhového stolu osobami tak,aby ¾ádné dvì osoby nesedìly tìsnì vedle sebe?Návod. Vyu¾ijme vztah (14.19). Vezmìme 2� 2 matici A = (0; 1; 1; 1).Ka¾dé dvojici sousedních prázdných ¾idlí resp. dvojici s obsazenou pravou aprázdnou sousední levou ¾idlí resp. dvojici obsazené levé a prázdné soused-ní pravé ¾idle v daném cyklickém uspoøádání pøiøaïme výraz a2;2 resp. a2;1resp. a1;2. Nepøípustnost sousedících osob vyjadøujeme po¾adavkem a1;1 = 0,þosobaÿ má v¹ude index 1, þprázdnoÿ index 2. Hledané èíslo je pak rovno(pøidejme v¹emo¾né souèiny z (14.19) obsahující nìkde té¾ èlen a1;1 a uplat-nìme fakt, ¾e první a poslední indexy jsou stejné, nebo» jsme v kruhu!)TrAN = 1�N + (��)N ; (15.72)kde � = ��1 � 1 � 0:618 je zlatý øez. (Ovìøte poslední vztah.) Metoda mázobecnìní i pro více typù mo¾ných þatomùÿ, i na vícerozmìrné møí¾i.



Kapitola 16Spektrální rozklad, adjunkceLineární algebra tvoøí jádro pojmového aparátu souèasné kvantové teorie.To naznaèuje i pohled na obsah této kapitoly. Bohatou informaci o kvantovéteorii a o pou¾ití LA (a dal¹ích matematických partií) v ní nalezne ètenáø vknize J. Formánka [14].Ní¾e uvedená velmi dùle¾itá vìta je koneckoncù podrobnìj¹í, silnìj¹í versívìty Jordanovy pro speciálních pøípad normálních (èili hlavnì hermitovskýcha unitárních) operátorù.Provedeme v¹ak radìji znovu samostatný dùkaz této vìty.Vìta o spektrálním rozkladu. Je-li f : V ! V normální operátor,tak existuje ortonormální base V slo¾ená z vlastních vektorù operátoru f .(Jiné formulace a èetné dùsledky této vìty pro konkrétní volby f viz pozdìji.)Dùkazu pøede¹leme dvì lemmata, z nich¾ první platí i v obecnìj¹ím kon-textu lineárních prostorù i bez skalárního souèinu (a u¾ jsme se o nìm tu atam zmínili).Lemma prvé. Dva komutující operátory f; g : V ! V mají alespoòjeden spoleèný vlastní vektor.Oznaème symbolem K er � (døíve K er 1�) nulový prostor (f ��1) odpoví-dající nìjakému vlastnímu èíslu �. K er � = f~v j~f (~v) = �~vg: Jeliko¾ platí1g(K er �) � K er �; (16.1)tak existuje nìjaký vlastní vektor restrikce (zú¾ení operátoru na K er �)g : K er � ! K er � (16.2)1Dùkaz: ~v 2 K er � ) ~f(~v) = �~v) ~g(~f(~v)) = �~g(~v)) ~f(~g(~v)) = �~g(~v).235



236 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEa ten je právì hledaným netriviálním spoleèným vlastním vektorem.Toto lemma u¾ijeme pro pøípad g = f�, které pro normální f komutujes f .Tvrzení. Speciálnì, je-li ~v spoleèný vlastní vektor f a f�, tak pøíslu¹návlastní èísla ~f(~v) = �~v; ~f�(~v) = �0~v (16.3)splòují vztah �0 = �, jeliko¾�0b(~v; ~v) = b(~v;~f�(~v)) = b(~f(~v); ~v) = b(�~v; ~v) = �b(~v; ~v): (16.4)Jako v dùkazu Jordanovy vìty nyní chceme ovìøit, ¾e K er � i Im � =f~w = (f � �1)~v j ~v 2 Vg jsou invariantní podprostory vzhledem k obìmaoperátorùm f i f�; pøesnìji, doká¾eme pouzelemma druhé. Nech» ~f(~v) = �~v. Oznaème symbolem W ortogonálnídoplnìk f~vg?. Pak f�(W ) � W .Pro dùkaz si staèí uvìdomit, ¾e8~w 2 W b(~v;~f�(~w)) = b(~f (~v); ~w) = 0: (16.5)Toto lemma pou¾ijeme pro pøípad, kdy je ~v spoleèným vlastním vektoremf a f�. Potom jsou operátory (restrikce)f; f� : W ! W (16.6)opìt vzájemnì adjungované (ovìøte) a zajisté, ¾e stále komutují. Lze tudí¾nalézt dal¹í vlastní vektor f a f�, tentokrát v prostoru W . V pøípadì koneènédimense V (popravdì ale vìt¹inou i jindy) takto najdeme za koneènou dobucelou basi, a dùkaz je tímto hotov.Jiný dùkaz vìty lze získat pomocí následující vìty, která je jednoduchouvariantou lemmatu zformulovaného na stranì 200 na konci kapitoly o Jor-danovì tvaru.Schurova vìta. Ka¾dý operátor lze ve vhodné ortonormální basi vy-jádøit trojúhelníkovou maticí. Není toti¾ tì¾ké uvidìt, ¾e tato trojúhelníkovámatice musí být pro pøípad normálního operátoru diagonální (pokud basi od-povídající rostoucímu systému invariantních podprostorù zkonstruovanémuna stranì 200 bereme ortonormální).



237Maticová reformulace. Pro normální matici A (AA� = A�A) exi-stuje komplexní diagonální D a unitární U taková, ¾eA = UDU�1 � UDU�: (16.7)Je-li navíc A unitární resp. hermitovská resp. antihermitovská, jsou na dia-gonále v D komplexní jednotky resp. reálná resp. ryze imaginární èísla.Rozklad do projektorù. Pro ka¾dý normální operátor f : V ! Vexistují ortogonální projekce pi : V ! V takové, ¾epipj = �ijpi; Xi pi = 1; pi = j iih ij (16.8)a navíc (�i jsou elementy spektra)f =Xi �ipi =Xi j ii�ih ij; (16.9)kde druhý (Diracùv) zápis se u¾ívá v kvantové mechanice a vztahu1 =Xi j iih ij (16.10)øíkáme obvykle relace úplnosti a vztahpipj = j iih ij jih j j = �ijj iih ij = �ijpi (16.11)platí právì proto, ¾e vlastní vektory j ii tvoøí ortonormální basi a tedyh ij ji = �ij : (16.12)Funkce normálních operátorù. Rozklad do projektorùf =Xi �ipi (16.13)umo¾òuje de�novat operátor F (f) pro jakoukoliv funkci F (�) de�novanouna spektru pøedpisem F (f) =XF (�i)pi: (16.14)Cvièení. Pro F (x) = xn, F (x) = ex je to v souladu s døívìj¹ími de�nicemi.Zopakujte!



238 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEJinou zajímavou funkcí je odmocnina z matice. Popi¹te podrobnì jejíkonstrukci. Zajimají nás hlavnì reálné odmocniny èili pøípad tzv. positivnìde�nitních, reálných symetrických matic (jejich¾ spektrum sestává pouzez positivnich hodnot).Odmocnina z matice je pøímo nezbytná pøi práci tøeba s tzv. víceroz-mìrnými gaussovskými integrály (tzn. napø. integrál z funkce exp(�xTAx)popø. je¹tì dále vynásobené nìjakým polynomem). Znáte-li ji¾ metody ví-cerozmìrné integrace (Fubiniovu vìtu a vìtu o substituci { mimochodemjak zní pøíslu¹ná lineárnì algebraická zjednodu¹ená verse tìchto vìt, víte?),spoètìte tyto integrály.Úlohy o adjunkci a transposici.1. Nech» f : V ! V na obyèejném prostoru bez skalárního souèinu má vùèibasi ~v1; : : : ; ~vn matici A. Urèete matice transponovaného a adjungova-ného zobrazení vùèi té¾e basi.2. Øe¹te minulou úlohu v pøípadì, je-li zadán skalární souèin b na V.3. Nech» f : E n ! E n je dáno maticí A v nìjaké basi ~v1; : : : ; ~vn 2 E n,kde ~vi = (c1i; : : : ; cni)T . Potom duální zobrazení f 0 má vùèi stejné basimatici (pí¹eme-li vektor v¾dy vpravo, i kdy¾ je z duálu; identi�kujemeE n = (E n)0) G�1ATG, kde G = CTC.Øe¹ení. Otázky prvé úlohy jsou nekorektnì formulovány. V druhé pi¹me(~v1; : : : ; ~vn) = (~e1; : : : ;~en)C (16.15)pomocí matice pøechodu C od nìjaké ortonormální base ~ei (tj. b(~ei;~ej) =�ij) k basi zadané. Potom má f vùèi basi f~eig matici C�1AC a f� má vùèitéto basi matici C�A�(C�1)�. Koneènì vùèi basi f~vig má f� maticiCC�A�(C�1)�C�1 = GA�G�1; (16.16)kde G = CC� je tzv. Grammova matice. (Setkáme se s ní i jinde.)16.1 Fyzikální velièiny v kvantové mechanicePøi pøechodu od klasické teorie ke kvantové nahradíme fysikální velièinyvhodnými lineárními operátory, úèinkujícími na Hilbertovì prostoru (lineár-ní prostor se skalárním souèinem) stavù (obvykle nekoneènìrozmìrném pro-storu komplexních funkcí; jde o funkce na R 3, studujeme-li pohyb èástice ve



16.1. FYZIKÁLNÍ VELIÈINY V KVANTOVÉ MECHANICE 239tøech rozmìrech). Tak napøíklad v kvantové mechanice jedné èástice pohy-bující se v jednom rozmìru máme hermitovské (aby vlastní èísla byla reálnáa tedy mìøitelná) operátory x;p s komutaèní relací[x;p] = i�h; (16.17)která pøipou¹tí interpretovat operátor x jako násobení dané funkce (jdeo prostor funkcí R ! C ) funkcí x a operátor p jako �i�hd=dx (v takovémpøípadì mluvíme o souøadnicové representaci).Podotknìme, ¾e funkci lze Fourierovou transformací pøevést do hyb-nostní representace, chápat funkci jako funkci promìnné p a operátor prepresentovat jako násobení dané funkce funkcí p a operátor x jako i�hd=dp.Ovìøte, ¾e oba tyto operátory jsou hermitovské v obou representacích.Zatímco v klasické fysice mìly v¹echny velièiny konkrétní hodnotu, v kvan-tové mechanice lze o pøesné hodnotì mluvit pouze v pøípadì, ¾e systém senachází ve stavu, který je vlastní funkcí daného operátoru.Tak napøíklad, hledáme-li (v souøadnicové representaci) vlastní stavyoperátoru polohy (vlastnímu èíslu øíkejme x0), má platit8x x x0(x) = x0 x0(x); (16.18)z èeho¾ dostáváme po vydìlení  x0(x), ¾e funkce  x0 musí být v¹ude (prov¹echna x) nulová, vyjma bodu x = x0. Takovou funkci lze tedy psát x0(x) = hxjx0i = �(x� x0) (16.19)a nelze ji násobit takovým èinitelem, aby mìla jednotkovou normu. Jde toti¾o pøípad spojitého spektra (vlastní èíslo nabývá hodnot ze spojitého oboru),a tak musíme podmínkou vý¹e nahradit vztah pro ortonormálnost baseh ij ji = �ij : (16.20)Podobnì, vlastní funkcí pøíslu¹ející vlastnímu èíslu p0 operátoru p je rovin-ná vlna2  p0(x) = hxjp0i = 1p2��h exp(ip0x=�h) (16.21)a tyto vlny mohou poslou¾it jako spojitá base prostoru stejnì dobøe, jakobase vektorù jx0i. Ortonormálnost této base a relace úplnosti pro obì basezapí¹eme jakohpjp0i = �(p� p0); 1 = Z 1�1 jxidxhxj = Z 1�1 jpidphpj: (16.22)2Kdybychom nepøipsali jmenovatel p2��h, museli bychom napsat 2��h do jmenovatelev relaci úplnosti pro jpi-basi.



240 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEHeisenbergova relace neurèitosti(]) Mluvme o støední hodnotì dané velièiny F ve stavu j i (normovaném,h j i = 1) jako o hF i~ = b(F~ ; ~ ) = h jFj i: (16.23)Neurèitostí velièiny F (ve stavu  , tento index budeme dále vynechávat)mìjme na mysli3 �F =qh(F � hF i)2i: (16.24)Ujasnìte si, ¾e �F = 0 je právì kdy¾ je j i vlastním vektorem F.Ptejme se nyní, zda mohou dvì (reálné) fysikální velièiny dané (her-mitovskými) operátory F;G nabývat spoleènì pøesných hodnot, a hned siodpovìzme: pokud komutují, je mo¾né vytvoøit basi celého V ze spoleènýchvlastních vektorù. V opaèném pøípadì jeFj i = f j i; Gj i = gj i; (FG�GF)j i = (fg � gf)j i = 0 (16.25)mo¾né nalézt spoleèné vlastní vektory jen ty, které jsou navíc vlastními vek-tory komutátoru [F;G] pøíslu¹ející nulovému vlastnímu èíslu. Pøesnìj¹í vztahpro neurèitosti nám poskytujeHeisenbergùv princip neurèitosti. Podle nìho je pro hermitovskéF;G �F ��G � 12 jh[F;G]ij ; (16.26)co¾ má napøíklad následující dùsledek, pøejdeme-li do nekoneènìdimensio-nálních prostorù:Pro operátory x;p platí [x;p] = i�h, støední hodnota tohoto komutátoruje v¾dy i�h, a tak �x ��p � �h2 : (16.27)Poznamenejme, ¾e rovnost nastává pro vlnovou funkci ve tvaruhxj i = c � exp�� 14�x2 (x� x0)2 + ip0x�h � (16.28)Gaussovy køivky, tedy pro tzv. minimalisující vlnový balík.3Pøi ètení literatury se neleknìte, je-li neurèitost nazývána støední kvadratickouodchylkou, dispersí nebo rozptylem (posledními dvìma pojmy se spí¹e nazývá ètverecna¹í neurèitosti), a ¾e se znaèí tøeba � F .



16.2. PROSTOR FOURIEROVÝCH ØAD 241Pro dùkaz (jsme opìt v koneèné dimensi) si uvìdomme, ¾e operátoryF0 = F� hF i; G0 = G� hGi (16.29)mají stejný komutátor [F0;G0] = [F;G] díky bilinearitì komutátoru a fak-tu, ¾e èíslo hF i apod. komutuje se v¹ím. Upravujme: první nerovnost jeCauchyova, Im zde znaèí imaginární èást, v pøedposlední úpravì u¾ijemesamoadjungovanost F;G a v poslední rovnost komutátorù.�F ��G � ��b(F0 ;G0 )�� � ��Imb(F0 ;G0 )�� = (16.30)= 12 ��b(F0 ;G0 )� b(G0 ;F0 )�� = 12 ��b((F0G0 �G0F0) ; )�� = (16.31)= 12 jb([F;G] ; )j : (16.32)16.2 Prostor Fourierových øad: : :Poté, co na jednom semináøi skonèila Weylova pøedná¹ka o Riesz-Fische-rovì vìtì4 se Hilbert údajnì Weyla zeptal: þWeyle, øeknete mnì, prosím, coto je Hilbertùv prostor? Já jsem tomu nerozumìl.ÿPopovídáme si o prostoru komplexních funkcí periodických s periodou2� a se skalárním souèinemb(~f ; ~g) = Z ��� f(x)g(x)dx (16.33)splòujících nìjakou podmínku rozumnosti, konkrétnì integrovatelnost v kva-drátu, tj. Z ��� jf(x)j2 dx <1 (16.34)(tìmito detaily vás budou zatì¾ovat pøí¹tí rok dosti). Uva¾me, ¾e operátorhybnosti P = �id=dx je5 hermitovský, proto¾e (podle metody per partes,hranaté závory se tentokrát anulují díky periodiènosti)Z ���(�i ddxf)g dx = Z ��� f(�i ddxg) dx: (16.35)4O isomorfnosti dvou prostorù se skalárním souèinem: prostoru posloupností s koneè-nou sumou kvadrátù absolutních hodnot èlenù a prostoru funkcí na intervalu s koneènýmintegrálem ètverce absolutní hodnoty { ztoto¾nìných v Lebesgueovì smyslu.5Pro srovnání: na prostoru polynomù je tento operátor nilpotentní, co¾ je jako nebe adudy.



242 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEOperátor P má vlastní funkce odpovídající celému vlastnímu èíslu p p(x) = 1p2� exp ipx; (16.36)které jsme normovali (násobili faktorem, zaruèujícím jednotkovou normu).(Ka¾dá funkce P, jmenovitì jeho ètverec, má tyté¾ vlastní vektory jako P.Ètverec P2 bychom museli uva¾ovat v pøípadì reálných prostorù a vidíme,¾e by podprostory odpovídající vlastnímu èíslu p2 byly dvojrozmìrné. Kom-plexní výklad je þfundamentálnìj¹íÿ.)Tyto vlastní funkce mù¾eme u¾ívat jako basi prostoru funkcí. Pøedtímjsme funkce vyjadøovali jako þintegrální lineární kombinaci vektorù (nespo-èetné spojité) base vlastních vektorù unitárního operátoruÿ eix (s vlastnímièísly { komplexními jednotkami) nebo hermitovského operátoru x s vlastnímièísly x0 2 (��; �i. Vyjádøení funkce  ve spojité basi lze psát (x) = Z ���  (x0)�(x � x0)dx0; (16.37)kde  (x0) hrají roli koe�cientù lineární kombinace a  x0(x) = �(x�x0) jsoufunkce tvoøící basi. (Delta-funkce je vylo¾ena v kapitole o dualitì.)Takováto vyjádøení ov¹em pojmem Hilbertova prostoru je¹tì správnì for-malisována nejsou; to vy¾aduje dal¹í matematické konstrukce jako je napø.tzv. þosna¹èonnoje prostranstvoÿ I.M.Gelfanda.V øeèi bracketù lze psát relace úplnosti a vztahy mezi basemi1 = j = Xp2Z jpihpj = Z ��� jxihxjdx; hxjpi = eipxp2� = hpjxi: (16.38)16.3 Kvantový harmonický oscilátorTomuto problému je poprávu vìnováno mnoho pozornosti v mnohých kni-hách; nejen proto, ¾e na mnohé situace lze nahlí¾et v pøiblí¾ení, kdy je sílaúmìrná výchylce (tedy potenciální energie roste kvadraticky s výchylkou),ale i proto, ¾e identická úloha se objevuje v kvantové teorii pole, vèetnì(super)strun, a proto, ¾e má svoji velkou krásu a jednoduchost.Mluvme o prostoru komplexních funkcí na reálné ose (dostateènì slu¹nìse chovajících, integrovatelných v kvadrátu, v nekoneènu jdoucích k nule ise svojí prvou derivací atd.), v nìm¾ mìjme operátory souøadnice a impulsux̂; p̂ = �i�h ddx; [x̂; p̂] = i�h (16.39)



16.3. KVANTOVÝ HARMONICKÝ OSCILÁTOR 243(aby byl text lépe vyu¾itelný i fysikálnì, vkládáme v¹ude konstanty �h; k;m a! = pk=m), o nich¾ si ètenáø mù¾e mysliti, ¾e jsou rovny jedné; pak vyhlí¾ejívzorce zvlá¹tì elegantnì.Na tomto prostoru mìjme skalární souèinhgjfi = b(~f ; ~g) = Z 1�1 f(x)g(x)dx: (16.40)Hledáme vlastní èísla a vektory hamiltoniánu kvantového oscilátoru, tojest operátoru energie (k = m!2 je þtuhostÿ, m je hmotnost èástice)Ĥ = p̂22m + 12kx̂2: (16.41)Bez dlouhých øeèí, zaènìme nejefektivnìj¹í cestu: víme, ¾e operátory x̂ ap̂ jsou hermitovské (v dùkazu hermitovosti p̂ tentokrát vypadnou hranatézávorky proto, ¾e funkce spolu se svými prvými derivacemi jdou v nekoneènuk nule); jako v¾dy, kdy¾ se nám vyskytne výraz tvaru a2+b2, je i teï výhodnéu¾ít pro analýzu komplexní kombinace a+ bi; a� bi.Zaveïme tedy anihilaèní operátor ĉ a k nìmu adjungovaný kreaèníoperátor ĉ� vztahyĉ = r 12m�h! (m!x̂+ ip̂); ĉ� = r 12m�h! (m!x̂� ip̂): (16.42)Pomocí bilinearity komutátoru lehce ovìøíte, ¾e [ĉ; ĉ�] = 1̂; (16.43)a snadným roznásobením6 schválíte, ¾eĤ = (ĉ�ĉ+ 12)�h!: (16.44)Pøipravme si je¹tì komutátory [Ĥ; ĉ�] = �h!ĉ�; [Ĥ; ĉ] = ��h!ĉ; (16.45)které lehce spoètete, znáte-li rovnost, ji¾ lehce zkontrolujete rozepsáním[AB;C] = A[B;C] + [A;C]B: (16.46)Máme-li vlastní vektor j i operátoru Ĥ odpovídající energii (vlastnímuèíslu E) Ĥj i = Ej i; (16.47)6Pozor, (â+ b̂)2 = â2 + âb̂+ b̂â+ b̂2 6= â2 + 2âb̂+ b̂2, pokud â a b̂ nekomutují.



244 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEpotom vektory ĉj i, ĉ�j i jsou také vlastní stavy Ĥ s energií E � �h! resp.E + �h! (u¾ito roznásobení, fakt, ¾e èíslo E komutuje se v¹ím atd.):Ĥĉj i = ([Ĥ; ĉ] + ĉĤ)j i = ��h!ĉj i + ĉEj i = (E � �h!)ĉj i; (16.48)Ĥĉ�j i = ([Ĥ; ĉ�] + ĉ�Ĥ)j i = �h!ĉ�j i+ ĉ�Ej i = (E+�h!)ĉ�j i: (16.49)Tyto rovnosti platí nespornì, av¹ak také máme po¾adavek, ¾e vlastní èísloĉ�ĉ nemù¾e být záporné (a tedy vlastní èíslo Ĥ men¹í ne¾ �h!=2), proto¾estøední hodnota operátoru ĉ�ĉ v normovaném stavu j ih jĉ� ĉj i = �h j i; h j i = 1; (16.50)která je pro vlastní vektor j i pøímo rovna vlastnímu èíslu �, je vlastnìètvercem normy vektoru ĉj i.Øe¹ení záhady zále¾í v tom, ¾e rovnosti vý¹e jsou splnìny proto, ¾e celývektor ĉj i se rázem stane nulovým, jdeme-li s energií pøíli¹ nízko. Dovo-lené je jen takové spektrum energií, ¾e pro nìjaký vektor j0i (øíkejme muvakuum) platí ĉj0i = 0 ) ĉ�ĉj0i = 0) Ĥj0i = 12�h!j0i: (16.51)Jinak øeèeno, spektrum obsahuje hodnoty �h!=2; 3�h!=2; 5�h!=2; : : :, jsou ekvi-distantnì rozestavìné a toho vyu¾il Stvoøitel v kvantové teorii pole: ka¾dýstav fotonu, stejnì jako ostatních bosonù, s danou velikostí a smìrem hybnos-ti a s danou polarisací, pøedstavuje jeden oscilátor a stupeò hladiny (vlastníèíslo operátoru ĉ�ĉ) udává poèet fotonù v tomto stavu.Nedávno zavedenou terminologií bychom mohli øíci, ¾e je vakuum cyklic-kým vektorem kreaèního operátoru. (ĉ�nj0i tvoøí celou basi pro n = 0; 1; 2 : : :.)To, ¾e základní hladina (nula fotonù) nemá nulovou energii, byl jistìjeden ze stimulù k výstavbì supersymetrických teorií. Pokud si myslíte,¾e staèí øíci, ¾e Ĥ = �h!ĉ�ĉ a zbavit se tak energie základního stavu, vìzte,¾e potom nejde celková energie psát jako objemový integrál její hustoty.16.4 Hermitovy polynomyFunkce þvakuumÿ má v souøadnicové representaci tvar (vracíme se opìtk znaèení obvyklému v matematice)hxj0i =  0(x) = 1�1=4x1=2j exp � x22x2j ! ; (16.52)



16.4. HERMITOVY POLYNOMY 245kde xj je jednotková délka xj = s �hm! (16.53)Vidíme, ¾e k-násobným pùsobením kreaèního operátoru (kombinace x ad=dx) se k exponenciále pøinásobí polynom k-tého stupnì.To nás vybízí k tomu, abychom exponenciální faktor vytkli (dále stavímek = m = ! = xj = 1) a de�novali skalární souèin na prostoru polynomù(F = f exp(x2=2)) b(~F; ~G) = Z 1�1 F (x)G(x)e�x2dx: (16.54)Hermitovy polynomy Hn odpovídající n-krát vzbuzenému vakuu (n fo-nonù èili vibraèních kvant) se obvykle normují tak, ¾eb(Hm;Hn) = �mnn! � 2np�: (16.55)Pak lze psát jednoduchý vzorec (s konvenèním znaménkem)Hm(x) = (�1)nex2 dmdxm e�x2 : (16.56)Abychom zjistili, který operátor G má za své vlastní funkce Hermitovy po-lynomy, staèí si uvìdomit, ¾e tento operátor získáme tím, ¾e polynom náso-bíme exp(�x2=2), èím¾ ho pøevedeme na vlnovou funkci harmonického os-cilátoru, zapùsobíme na toto hamiltoniánem (z minulé sekce) a opìt dìlímeexp(�x2=2), èím¾ vlnovou funkci opìt pøevedeme na polynom. (Pamatujme,¾e Ĥ = 1=2(x2 � d2=dx2).)G = exp(x2=2)Ĥ exp(�x2=2) = 12(� d2dx2 + 2x ddx + 1) (16.57)Takový operátor G má tedy vlastní èísla 1=2, 3=2, 5=2 atd. (Abychom mìlivlastní èísla 0; 1; 2, staèí vynechat jednotku v závorce.)Tvar nìkolika prvních Hermitových polynomùH0 = 1; H1 = 2x; H2 = 4x2 � 2;H3 = 8x3 � 12x; H4 = 16x4 � 48x2 + 12: (16.58)Platí rekurentní vzorecHn+1 � 2xHn + 2nHn�1 = 0 (16.59)a polynomy lze získat jako koe�cienty MacLaurinovy øady vytvoøující funkcee�t2+2tx = 1Xn=0Hn(x) tnn! : (16.60)



246 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCE16.5 Legendreovy polynomyV pøípadì Legendreových polynomù uva¾ujeme polynomy na h�1; 1i se ska-lárním souèinem hgjfi = b(~f ; ~g) = Z 1�1 f(x)g(x)dx: (16.61)Na tomto prostoru nás zajímá Legendreùv operátor (derivujte, vynásobtex2 � 1 a opìt derivujte)L = (x2 � 1) d2dx2 + 2x ddx = ddx(x2 � 1) ddx: (16.62)Po substituci x = cos � nabude operátor tvaruL� = � 1sin � dd� sin � dd� : (16.63)Uká¾eme, ¾e je hermitovský (L� = L).R 1�1( ddx (x2 � 1) ddxf(x))g(x)dx == � R 1�1(x2 � 1)( ddxf(x)) ddxg(x)dx = R 1�1 f(x) ddx((x2 � 1) ddxg(x))dx(16.64)Pou¾ili jsme dvakrát per partes. Hranaté závory byly tentokrát nulové proto,¾e obsahovaly èinitel (x2�1), který nabývá v bodech �1 nuly (alespoò pokudjsou f; g polynomy).Vlastními vektory jsou Legendreovy polynomy, obvykle normované podlevztahu Pn(x) = 12n � n! dndxn [(x2 � 1)n]: (16.65)Prvních pár polynomù má tvar (jsou pøepoèteny i na kosiny násobkù � posubstituci x = cos �) P0 = 1; P1 = x = cos �;P2 = 12 (3x2 � 1) = 14(3 cos 2� + 1);P3 = 12(5x3 � 3x) = 18(5 cos 3� + 3 cos �): (16.66)To, ¾e jsou vlastními vektory, je vidìt z toho, ¾e jsou na sebe kolmé. Provádí-me-li ortogonalisaci 1; x; x2 : : :, vyjdou nám jednoznaèné (a¾ na koe�cienty)vektory. Na druhé stranì, hledáme-li mezi polynomy n-tého stupnì vlast-ní vektor L, který (proto¾e vlastní) je kolmý na v¹echny polynomy ni¾¹íchstupòù, vyjdou také jednoznaènì.



16.5. LEGENDREOVY POLYNOMY 247Kolmost ovìøíte násobným provedením per partes na výrazub(Pm; Pn) = konst � Z 1�1 dndxn (x2 � 1)n dmdxm (x2 � 1)mdx: (16.67)Mimo jiné, pro polynomy normované zpùsobem vý¹e, platí vztah ortogona-lity (n+ 1=2 dá dost poèítání)b(Pn; Pm) = �mnn+ 12 : (16.68)Pøesto nás zajímá spektrum Legendriánu (násobíme koe�cientem � = 2n�n!).L(�Pn)(x) = ddx(x2 � 1) dn+1dxn+1 (x2 � 1)n == 2x dn+1dxn+1 (x2 � 1)n + (x2 � 1) dn+2dxn+2 (x2 � 1)n == dn+1dxn+1 (x2 � 1) ddx(x2 � 1)n � 2nx dn+1dxn+1 (x2 � 1)n��n(n+ 1) dndxn (x2 � 1)n = dn+1dxn+1 2nx(x2 � 1)n � 2nx dn+1dxn+1 (x2 � 1)n��n(n+ 1) dndxn (x2 � 1)n = n(n+ 1)�Pn(x) (16.69)Nìkolikrát byla u¾ita Leibnizova formule pro N -tou derivaci souèinu(uv)(N) = u(N)v +Nu(N�1)v0 + N(N � 1)2 u(N�2)v00 + : : : + uv(N) (16.70)analogická binomické vìtì. Tak napøíklad v poslední úpravì polo¾íme v pr-vém èlenu N = n + 1, u = (x2 � 1)n, v = 2nx a máme (èleny, kde se vderivuje více ne¾ jednou, jsou nulové)dn+1dxn+1 2nx(x2�1)n = 2nx dn+1dxn+1 (x2�1)n+2n(n+1) dndxn (x2�1)n: (16.71)Poslední napsaný èlen 2n(n+ 1) se trochu odeète s n(n+ 1) a pøedposlednívyru¹í s pøedposledním v úpravách. Prostøední úpravu pøi výpoètu spektrakontrolujte pozpátku, pøi pøiøazení u = d=dx(x2�1)n, v = (x2�1),N = n+1.Tentokrát jsou nulové èleny, kde se v derivuje alespoò tøikrát.Vidíme, ¾e Pn je vlastní funkce pøíslu¹ející vlastnímu èíslu n(n+ 1).Bez dùkazu konstatujme na závìr je¹tì, ¾e polynomy lze poèítat podlerekursivního vzorce(n+ 1)Pn+1 � (2n+ 1)xPn + nPn�1 = 0 (16.72)nebo jako koe�cienty Taylorova rozvoje vytvoøující funkce(1� 2tx+ t2)�1=2 = 1Xn=0Pn(x)tn (16.73)



248 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCE(konverguje7 pro jtj < ���x�px2 � 1���), z toho plyne, ¾e po dosazení x =1 dostaneme nalevo 1=(1 � t), co¾ je geometrická øada P1n=0 tn, a tudí¾8n Pn(1) = 1, ¾e jejich de�nici lze rozepsatPn(x) = 12nn!�(2n)!n! xn � n(2n� 2)!(n� 2)! xn�2 + : : :� (16.74)nebo ve vyjádøení x = cos �Pn(cos �) = 1Xi=0 14n  2ii ! 2n� 2in� i ! cos(n� 2i)�: (16.75)Pøevrácenou hodnotu vzdálenosti dvou bodù o sférických souøadnicích (r; 0; 0)a (�; �; �) lze vyjádøit jako(r2 � 2r� cos � + �2)�1=2 = 1Xn=0Pn(cos �) �nrn+1 (16.76)pro � < r; pro � > r ve vzorci vymìníme r a �.Krokem ke sférickým funkcím jsou pøidru¾ené Legendreovy polyno-my Pml (x) = (1� x2)m=2 dmdxmPl(x); (16.77)po dosazení Pml (x) = 12l � l! (1� x2)m=2 dl+mdxl+m (x2 � 1)l (16.78)které pro ka¾dém = 0; 1; : : : ; l (v¹imnìte si, ¾e v¹e funguje i prom = �l;�l+1; : : : ;�1) tvoøí ortogonální basi. Vztah ortogonality jeZ 1�1 Pml (x)Pml0 (x)dx = �ll0 22l + 1 (l +m)!(l �m)! : (16.79)Jsou vlastními vektory (pøíslu¹né vlastnímu èíslu l(l + 1)) operátoru(x2 � 1) d2dx2 + 2x ddx � m2x2 � 1 : (16.80)Vìt¹inou se násobí urèitým faktorem. Tzv. normované pøidru¾ené Le-gendreovy polynomy jsouPlm = �(l + 12)(l �m)!(l +m)!�1=2 Pml : (16.81)7Pro jxj � 1, co¾ je napø. v¾dy pro x = cos �, konverguje v¾dy je-li jtj < 1



16.5. LEGENDREOVY POLYNOMY 249Jsou dobøe de�novány pro v¹echna m = �l;�l + 1; : : : ; l � 1; l aPl;�m = (�1)mPlm: (16.82)Sférické funkceAsi jste u¾ nìkdy sly¹eli o tom, ¾e velikost vektoru orbitálního momentuhybnosti jepl(l + 1)�h. Nedávno jsme na¹li operátor s vlastními èísly l(l+1).Ano, operátor ~̂L2 = L̂xL̂x + L̂yL̂y + L̂zL̂z (16.83)má vlastní èísla l(l+1)�h2, proto¾e ho jistým zpùsobem lze pøevést na operátorLegendreùv.Uva¾ujme tedy prostor funkcí na jednotkové sféøe (to jest mno¾ina bodù,kde r = 1), jinými slovy { zavedeme sférické souøadnicex = r sin � cos�; y = r sin � sin�; z = r cos � (16.84)a dumejme o prostoru v¹ech funkcí � 2 (0; �), � 2 (0; 2�), na nìm¾ de�nuje-me skalární souèin vztahemb(~f ; ~g) = Zsféra d
 fg = Z �0 sin � d� Z 2�0 d� f(�; �)g(�; �); (16.85)v nìm¾ jsme vyjádøili element prostorového úhlu d
 = sin � d� d� tak, abybyl invariantní vùèi rotaci souøadnic.Na tomto prostoru mìjme dva operátoryM = �i dd�; L = � 1sin � @@� sin � @@� � 1sin2 � @2@�2 ; (16.86)které komutují (jediné, s èím mù¾e @=@� nekomutovat, je f(�), a ta se zdenevyskytuje). M má vlastní èísla m 2 Z a L má vlastní èísla l(l + 1),l = 0; 1; 2 : : : a spoleèné vlastní funkce Ylm budeme nazývat kulové ne-boli sférické funkce s momentem hybnosti l a jeho tøetí slo¾kou m. Èíslom nabývá hodnot �l;�l + 1; : : : l � 1; l.Normované kulové funkce mají tvarYlm(�; �) = (2�)�1=2Plmeim� (16.87)a nìkdy se mluví i o nenormovaných�lm = Pml (cos �)eim�: (16.88)



250 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEUvedeme zde tvar nìkolika prvních kulových funkcí, tvoøících ortonor-mální systém vùèi zadanému skalárnímu souèinu (funkce Yl;�m je rovna(�1)mY lm8): b(Ylm; Yl0m0) = �ll0�mm0 (16.89)Y00 = 1p4� ; Y10 = r 34� cos �; Y11 = r 38� sin �ei�; (16.90)Y20 = r 54� �32 cos2 � � 12� ; Y21 = r 158� sin � cos �ei�; (16.91)Y22 = 14r 152� sin2 �e2i�; Y30 = r 74� �52 cos3 � � 32 cos �� ; (16.92)Y31 = 14r 214� sin �(5 cos2 � � 1)ei�; Y32 = 14r1052� sin2 � cos �e2i�; (16.93)Y33 = 14r 354� sin3 �e3i�; Y40 = r 94� �358 cos4 � � 154 cos2 � + 38� ;(16.94)Y41 = 34r 54� sin �(7 cos3 � � 3 cos �)ei�; (16.95)Y42 = 34r 58� sin2 �(7 cos2 � � 1)e2i�; (16.96)Y43 = �34r 354� sin3 � cos �e3i�; Y44 = 38r 358� sin4 �e4i�: (16.97)Kdy¾ jsme ji¾ zabrousili do prostorù funkcí více promìnných, nemù¾e-me neøíci, ¾e nejpøirozenìj¹í zpùsob, jak získat spoèetnou basi þpolynomùÿna prostoru funkcí na kartézském souèinu intervalù, je uva¾ovat spoleènévlastní vektory dvou operátorù pùsobících na dvì rùzné promìnné (takovékomutují).Tak napøíklad na prostoru funkcíf(�; x) : (��; �i � h�1; 1i ! C (16.98)existují dva komutující operátoryP = � @@�; L = (x2 � 1) d2dx2 + 2x ddx (16.99)8Èinitel (�1)m nám zaji¹»uje platnost v¹ech vzorcù i pro m < 0 a ti, kteøí de�nujíkulové funkce pro záporná m bez (�1)m, tak èiní trochu krátkozrace.



16.6. ÈEBY©EVOVY, LAGUERROVY A DAL©Í POLYNOMY 251a za basi prostoru funkcí lze vzít spoleèné vlastní vektory obou operátorù,souèiny dvou funkcí fkn(�; x) = eik�Pn(x): (16.100)16.6 Èeby¹evovy, Laguerrovy a dal¹í polynomyVolme opìt interval h�1; 1i, tentokrát ov¹em se skalárním souèinemb(~f ; ~g) = Z 1�1 f(x)g(x) dxp1� x2 ; (16.101)který po substituci x = cos �, � 2 h0; �i dáváb(~f ; ~g) = Z �0 f(�)g(�)d� (16.102)a je tedy jakýmsi skalárním souèinem na pùlkru¾nici.Uva¾me diferenciální operátor9�C = p1� x2 ddxp1� x2 ddx = (1� x2) d2dx2 � x ddx: (16.103)Vìtami o substistuci nebo vyjádøenímddx = d� sin �d� (16.104)ihned usoudíte, ¾e v promìnné � má tvar �d2=d�2.Je samoadjungovaným operátorem, proto¾eb( �C~g;~f) = R 1�1 fp1� x2 ddxp1� x2 ddxg dx == hfp1� x2 ddxgi1�1 � R 1�1p1� x2 � ddxf� ddxg dx =hfp1� x2 ddxg � gp1� x2 ddxfi1�1 + R 1�1 � ddxp1� x2 ddxf� g dx == b(~g; �C~f) (16.105)hranaté závorky vymizí v pøípadì, ¾e funkce f; g mají koneènou derivaciv bodech �1; 1, jeliko¾ p1� x2 je zde nulové.9Nejprve derivuji, pak násobím p1� x2, pak : : :



252 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEVlastními vektory jsou Èeby¹evovy polynomy (prvního druhu) pøí-slu¹ející vlastnímu èíslu �n2Tn(x) = (1� x2)�1=2 dndxn (1� x2)n+1=2 = cos(n arccos x) == xn �  n2 !xn�2(1� x2) +  n4 !xn�4(1� x2)2 �+ : : : (16.106)Dal¹ími lineárnì nezávislými vlastními vektory jsou Èeby¹evovy poly-nomy druhého druhu (jde o polynomy násobené p1� x2)Un(x) = sin(n arccos x); (16.107)tvoøící dal¹í ortogonální basi prostoru funkcí. V¹imnìte si, ¾e i v pøípadì,kdy¾ obì funkce f; g mají tvar polynom krát p1� x2, tak hranaté závorkyvymizí, ponìvad¾ je-li f = Fp1� x2 pro polynom F a g = Gp1� x2 propolynom G, jeddxf = � Fxp1� x2 + !F ; ddxg = � Gxp1� x2 + !G; (16.108)kde symbol !F a !G oznaèuje výrazy, které jsou nulové pro x = �1 a (nebo»násobeny p1� x2) v hranatých závorkách tedy vymizí. Zbylé èleny dají� xp1� x2[FG� FG]1�1 (16.109)a vymizí tedy také. (Pozor, podmínka samoadjungovanosti nebude splnìnav kombinovaném pøípadì, tj. pokud f bude polynom a g bude Gp1� x2.)Uvedeme je¹tì tvar nìkolika prvních Èeby¹evových polynomù:U0 = 0; U1 = p1� x2; U2 = 2xp1� x2;U3 = (4x2 � 1)p1� x2; U4 = (8x3 � 4x)p1� x2 : : :T0 = 1; T1 = x; T2 = 2x2 � 1; T3 = 4x3 � 3x;T4 = 8x4 � 8x2 + 1; T5 = 16x5 � 20x3 + 5x;T6 = 32x6 � 48x4 + 18x2 � 1; T7 = 64x7 � 112x5 + 56x3 � 7x;T8 = 128x8 � 256x6 + 160x4 � 32x2 + 1;T9 = 256x9 � 576x7 + 432x5 � 120x3 + 9x (16.110)Pro úplnost zde je¹tì bez dùkazù uvádíme rekurentní vzorec (stejný pro T iU) Tn+1 � 2xTn + Tn�1 = Un+1 � 2xUn + Un�1 = 0 (16.111)



16.6. ÈEBY©EVOVY, LAGUERROVY A DAL©Í POLYNOMY 253a tzv. vytvoøující funkce1� t21� 2tx+ t2 = 1Xn=�1Tn(x)tjnj; 11� 2tx+ t2 = 1Xn=0 Un+1(x)p1� x2 tn: (16.112)Shròme je¹tì vztahy ortogonalityR 1�1 Tm(x)Tn(x) dxp1�x2 = �2 (�mn + ��m;n);R 1�1 Um(x)Un(x) dxp1�x2 = �2 (�mn � ��m;n): (16.113)Nejlep¹í aproximace jsou pomocí Èeby¹evových polynomùÈeby¹evovy polynomy hrají dùle¾itou úlohu v teorii aproximací (funkcí) po-lynomy. Polynom p nazveme nejlep¹í aproximací dané spojité funkce f naintervalu ha; bi v tøídì polynomù Pn stupnì nejvý¹e n, pokudinfq2Pn kf � qk "kfk = maxt2ha;bi jf(t)j# (16.114)se realisuje právì pro q = p.Èeby¹evova vìta. Polynom nejlep¹í aproximace je právì jeden. Dále,je-li p polynomem nejlep¹í (n-té) aproximace funkce f , tak existují bodya < a1 < a2 < : : : < an < b takové, ¾e èísla�i := f(ai)� p(ai) (16.115)støídají znaménka pro i = 1; : : : ; n a 8i �i = kf � pk.Dùle¾itý dùsledek vìty. Nejlep¹í aproximací funkcef(x) = xn (16.116)v prostoru Pn�1 je právì ten polynom q 2 Pn�1, pro nìj¾ jexn � q(x) (16.117)odpovídajícím násobkem Tn(x). Jinými slovy, mezi v¹emi polynomy n-téhostupnì se stejnými koe�cienty u xn je právì (násobek) Tn(x) nejlep¹í apro-ximací nulové funkce.Cvièení. Pokuste se dokázat poslední dùsledek, eventuálnì i Èeby¹evovuvìtu.



254 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCELaguerrovy polynomyJi¾ jen telegra�cky si øekneme o Laguerrových polynomechLn(x) = ex dndxn (xne�x) = nXi=0(�1)i  ni ! n!i! xi; (16.118)které tvoøí ortogonální basi 10vùèi skalárnímu souèinu na intervalu tentokrát(0;1) (èinitel e�x zaji¹»uje konvergenci)b(~f ; ~g) = Z 10 e�xf(x)g(x)dx: (16.119)Tvar nìkolika prvních jeL0 = 1; L1 = 1� x; L2 = 2� 4x+ x2;L3 = 6� 18x+ 9x2 � x3;L4 = 24� 96x+ 72x2 � 16x3 + x4;L5 = 120 � 600x+ 600x2 � 200x3 + 25x4 � x5 ; (16.120)dají se poèítat podle rekurentního vzorceLn+1 � (2n+ 1� x)Ln + n2Ln�1 = 0 (16.121)a vytvoøující funkce jeexp[�xt=(1� t)]1� t = 1Xn=0Ln(x) tnn! ; jtj < 1: (16.122)Funkce Ln jsou vlastnímu èíslu n pøíslu¹ející vlastní funkce hermitovskéhooperátoru � x d2dx2 + (x� 1) ddx (16.123)a jsou tedy ortogonální.Pro ka¾dém = 0; 1; 2; : : : lze získat jeden systém ortogonálních polynomù11Lmm; Lmm+1; Lmm+2; : : :, tzv. pøidru¾ené Laguerrovy polynomy (pro pøípadm = 0 dostáváme pøímo pùvodní Laguerrovy polynomy)Lmn = dmdxmLn(x) = (�1)mn! n�mXi=0  nm+ i ! (�x)ii! ; (16.124)10Pomocí nich se vyjadøují radiální èásti vlnových funkcí atomu vodíku.11Aby systém byl Lq0; Lq1; : : :, u¾ívají nìkteøí autoøi jinou de�nici: Lqp = (�1)q dqdxq Lp+q(x).



16.7. DIAGONALISACE KONVOLUÈNÍHO OPERÁTORU 255mají vytvoøující funkciexp[�xt=(1 � t)](�1)m(1� t)m+1 = 1Xn=mLmn (x) tn�mn! (16.125)a vztah ortogonality jeb(Lmn ; Lmn0) = Z 10 xme�xLmn (x)Lmn0(x)dx = �nn0(n!)3(n�m)! : (16.126)Funkce Lmn (x) jsou vlastnímu èíslu n�m pøíslu¹ející charakteristické funkceoperátoru � x d2dx2 + (x�m� 1) ddx: (16.127)Zjistìte, kterak v tomto pøípadì hodnota hranatých závorek zajistí hermitovosttohoto operátoru.Na závìr se pokuste vytvoøit dal¹í hermitovské operátory a skalární souèiny,vedoucí k de�nicím dal¹ích tøíd ortogonálních polynomù. Mo¾ná dojdete k zá-vìru, ¾e uvedené pøíklady jsou opravdu tìmi nejhezèími.Také Besselovy funkce jsou vlastními funkcemi urèitého operátoru atvoøí jisté ortogonální systémy funkcí, ortogonální v¹ak nikoli proto, ¾e sy-stém obsahuje vlastní funkce odpovídající rùzným vlastním èíslùm, ale na-opak obsahuje funkce Jn(�x), èili rùznì (ve smìru osy x) rozta¾ené funkcepøíslu¹ející jednomu vlastnímu èíslu �n, a tak se vymykají zde diskutovanémutématu, stejnì jako hypergeometrické funkce (resp. Jacobiho polyno-my, které z nich získáme jen urèitou transformací parametrù) a kterýchjsou Legendreovy a Èeby¹evovy polynomy speciálním pøípadem pro zvlá¹tnívolbu parametrù, a tak zájemce odkazujeme na èetnou literaturu.16.7 Diagonalisace konvoluèního operátoruPøipomeòme na úvod pojem charakteru zavedený v odstavci duální grupa.Nech» G je koneèná Abelova grupa (mysleme tøeba pøímo naZp). VnoømeG do formálního lineárního obalu nad G , tzn. do RG (tento prostor dáleznaèíme symbolem L(G ) a jeho prvky jako fxg j g 2 G g; samotné prvky Gpotom ztoto¾níme s f�ga j a 2 G g). Zobrazení þtranslaceÿ (þposunuÿ)fa 7! a� gg : G ! G (16.128)



256 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCElineárnì prodlou¾íme pøedpisemfxa j a 2 G g 7! f(Tgx)a = xa�g j a 2 G g (16.129)na operátor Tg de�novaný na celém L(G ).Definice. Libovolný operátor na L(G ), který je lineární kombinací ope-rátorù posunu, nazveme konvoluèním operátorem (konvolucí). Je-lif = Xg2G F (g)Tg; (16.130)nazveme funkci fF (g) j g 2 G g jádrem konvoluce f .Poznámka. Pozdìji budete v analýze zkoumat spojitou analogii tohotopojmu na G = R . Tam bude analogicky konvolucí funkcí X a F funkce(F �X)(t) = Z 1�1 F (t� s)X(s)ds (16.131)a tedy X 7! F �X bude konvoluèním operátorem s jádrem F na vhodnémprostoru funkcí na R (pøièem¾ samozøejmì vyvstanou ve srovnání s koneè-nou grupou G nové technické problémy spojené s otázkou, jaká jádra jsoupøípustná, aby uva¾ovaný operátor mìl rozumné vlastnosti).Není tì¾ké nahlédnout, ¾e ka¾dý konvoluèní operátor je normální (pokudnerozumíte, u¾ijte rejstøík nebo ignorujte) (èemupak je asi rovna adjunkcek Tg!?), tak¾e má smysl chtít ho diagonalisovat. Ve skuteènosti { v dùsled-ku komutování v¹ech translací { lze provést tuto diagonalisaci pro v¹echnykonvoluèní operátory najednou. Ní¾e uvedenou vìtu jsme ji¾ jednou pou¾ili{ pøi výpoètu cirkulantu:Vìta. Nech» T je konvoluèní operátor s jádrem F . Potom je T diagona-lisován v ortogonální basi v¹ech charakterù G a platíT (') = bF (')' (16.132)pro libovolný charakter ', kdebF (') = Xg2G '(g)F (g): (16.133)



16.7. DIAGONALISACE KONVOLUÈNÍHO OPERÁTORU 257Poznámka. Tato vìta je základem celého matematického oboru { tzv.harmonické analýzy. Viz teorii Fourierových øad a Fourierových transfor-mací. Pøiná¹íme nìkolik dùsledkù:Parsevalova rovnost. (N je poèet prvkù G .)Xg2G jF (g)j2 = 1N X'2G 0 ��� bF (')���2 ; (16.134)Staèí si uvìdomit, ¾e pøechod od kanonické base k basi dané charakterynormalisovanými faktorem 1=pN , je unitárním zobrazením.Druhý dùsledek. O u¾ití následující rovnosti se je¹tì zmíníme v pod-kapitole o tensorech a nezávislých jevech. (Je to pouhé skládání diagonálníchmatic.) dF1 � F2 = cF1 � cF2 (16.135)Poznámka. Hezèí, vùèi G a G 0 symetrickou variantu Parsevalovy rov-nosti dostaneme v následující normalisaci. Ztoto¾níme G i G 0 s aditivnígrupou èísel fk=pN; k = 0; 1; : : : N � 1g. Pi¹me tedy charaktery G ve tvaru'�(x) = exp(2�i�x); x = kpN ; � = lpN : (16.136)Pi¹me bF (T )(�) = 1pN Xx2G '�(x)F (x): (16.137)Bereme-li skalární souèinyb(F;G) = 1pN Px2G F (x)G(x)b( bF ; bG) = 1pN P�2G 0 bF (�) bG(�); (16.138)(faktor 1=pN je tu proto, aby pøíslu¹ná þrovnomìrná míraÿ na G a G 0s vahou ka¾dého bodu 1=pN pøe¹la v limitì ní¾e v míru Lebesgueovu) máParsevalova rovnost tvar kFk =  bF (T ) : (16.139)Pro N ! 1 pak pøecházíme k Fourierovì transformaci, kde Parsevalovarovnost má tvar ZR jF (x)j2 dx = ZR ���F̂ (�)���2 d�: (16.140)



258 KAPITOLA 16. SPEKTRÁLNÍ ROZKLAD, ADJUNKCEJiná normalisace (prvky G 0 uva¾ujeme zde opìt celoèíselné)bF (Ø)(') = 1N Xg2G '(g)F (g) (16.141)vede k variantì 1N Xg2G jF (g)j2 = X'2G 0 ��� bF (Ø)(')���2 ; (16.142)co¾ je zase obvyklý a vhodný tvar pro pøechod (pøi N ! 1 a pøe¹kálováníG obdobnì jako nahoøe, ale faktorem 1=N) k teorii Fourierových øad. Nalevopotom vznikne integrál pøes [0; 1].Harmonická analýza je pìkným pøíkladem postupné abstrakce matema-tického oboru { který vznikl þzkoumáním kmitùÿ (tøeba strun hudebníchnástrojù) a nachází mnohé aplikace tøeba v elektrotechnice { a o nìm¾ je po300 letech rozvoje s jistou nadsázkou také mo¾no øíci, ¾e to je þpouzeÿ jistýspeciální pøípad diagonalisace operátoru { toti¾ konvoluèního operátoru { ato vùèi basi dané v¹emi charaktery dané grupy. (~)



Kapitola 17Kvadratický svìt17.1 Bilineární a kvadratické formyDefinice. Zobrazení na kartézském souèinu vektorových prostorùF : V1 � V2 � : : : � Vn ! R=C (17.1)nazveme multilineárním (�lineární v ka¾dé promìnné), pokud platí� F (~v1 + ~v01; ~v2; : : : ; ~vn) = F (~v1; : : : ; ~vn) + F (~v01; ~v2; : : : ; ~vn)� F (�~v1; ~v2; : : : ; ~vn) = �F (~v1; : : : ; ~vn)(pokud je to rovno �F (~v1; : : : ; ~vn), zobrazení je v dané promìnné an-tilineární)a obdobné rovnosti pro ostatní promìnné. V této kapitole mluvíme o pøípadun = 2, proto ona pøedpona þbiÿ v oznaèení bilineární formy.V pøípadì n = 2 je ov¹em nejdùle¾itìj¹ím pøíkladem zobrazení duality:f(~v; ~w0) 7! w0(~v)g : V � V 0 ! R=C : (17.2)Z vìty o representaci víme, ¾e jakékoliv bilineární zobrazení z V � V 0 lzepøenést na V � V vztahemG(~v; ~w) := F (~v;~j(~w)): (17.3)Pak je ale zobrazení v druhé promìnné antilineární a nikoli lineární.259



260 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTAbychom mohli mluviti napø. i o skalárním souèinu na komplexním pro-storu jako o bilineární formì, uèiòme úmluvu, ¾e bilineárním zobrazenímB budeme rozumìt zobrazení B : V�V ! R=C lineární v prvé a antilineár-ní v druhé promìnné. V èisté algebøe (neovlivnìné þpøehnanýmÿ dùrazemna hermitovské formy) se bilineární formou nazývá forma lineární v oboupromìnných; to, co my jsme nazvali bilineární formou, se obvykle nazývásesquilinear form apod. Ze sesquilineárních se pøeorientujeme na skuteènìbilineární formy v kapitole o tensorech.Definice. Zú¾ení neboli restrikci KBf~v 7! B(~v; ~v)g : V ! C (17.4)nazveme kvadratickou formou odpovídající dané bilineární formì.Nabízí se otázka, zda se touto restrikcí neztratí nìjaká informace o pù-vodní (hermitovské, sesquilineární) bilineární formì B. Odpovìï þneztratíÿdává následující1rekonstrukèní vìta.B(~x; ~y) = 14 (KB(~x+ ~y)�KB(~x� ~y) + iKB(~x+ i~y)� iKB(~x� i~y))(17.5)Na reálném prostoru lze dokonce psátB(~u; ~v) = 14(KB(~u+ ~v)�KB(~u� ~v)): (17.6)Identická vìta byla uvedena u¾ v kapitole o skalárním souèinu, dùkazproveïte tímté¾ roznásobením.Dùsledek. Pojmy þsymetrická bilineární (nebo sesquilineární) formaÿa þkvadratická formaÿ budeme dle libosti zamìòovat.Definice. Bilineární formu nazveme hermitovskou resp. symetric-kou, pokud platí8~v; ~w 2 V B(~v; ~w) = B(~w; ~v) resp.B(~w; ~v): (17.7)Vidíme, ¾e pro reálné formy oba nové pojmy splývají.1Mluvíme o þsesquilineárníchÿ formách.



17.2. MATICE KVADRATICKÉ FORMY 261Skalární souèin teï lze chápat jako hermitovskou bilineární formu, kteráje navíc positivní: 8~v 6= ~0 B(~v; ~v) > 0: (17.8)Pojem hermitovské (samoadjungované) kvadratické formy je tedy zobec-nìním pojmu skalárního souèinu.17.2 Matice kvadratické formyDefinice. Nech» ~v1; : : : ; ~vn je nìjaká base V.Matici2 A = (aij) s prvky aij = B(~vi; ~vj) nazveme maticí dané bili-neární formy B.Dva vektory. Pokud v tomto prostoru máme dva vektory~x = nXi=1 ~vixi; ~y = nXj=1~viyi; (17.9)potom je B(~x; ~y) =Xi;j B(~vixi; ~vjyj) =Xi;j xiB(~vi; ~vj)yj; (17.10)co¾ lze pøepsat do tvaru maticového souèinu (x je sloupcová matice se sou-øadnicemi ~x tak, jak se vektor obvykle pí¹e)B(~x; ~y) = y�ATx nebo xTAy: (17.11)(V¹e platí i v Rn, kde lze vynechat pruhy a hvìzdièku nahradit téèkem.)Kvùli shodì s obvyklým znaèením v kvantové mechanice, kde se sdru¾ujelevý èinitel (bra-vektor),3 budeme u¾ívat prvého zápisu s transponovanoumaticíAT . Vidíme, ¾e hodnotu bilineární formy ve vektorech ~x; ~y lze nahlí¾etjako skalární souèin B(~x; ~y) = b(~f(~x); ~y); (17.12)kde zobrazení f je dáno vzorcem~f(~x) = AT~x: (17.13)2Fakt, ¾e pí¹eme oba indexy dolù, je správnì. I na pravé stranì jsou oba dole.3Úvodní poznámka o bracketech na stranì 62.



262 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌT(Bude-li øeè o bracket-zápisu, budeme mínit maticí formy matici transponovanouk té, o ni¾ jsme mluvili, bì¾nì budeme pracovat s ket-vektory, jejich¾ souøadnicebudeme psát do sloupce, zatímco pøíslu¹né bra-vektory budou vektory duálního pro-storu se souøadnicemi sdru¾enými proti odpovídajícím ket-vektorùm a zapisovanýmido øádky. Skalární souèin budeme nadále psátb(~x; ~y) = hyjxi = y�x: (17.14)Na¹tìstí, alespoò v reálném pøípadì je jedno, kam umístíme pruh.)Vìta. Nech» A resp.A0 je maticí B vùèi basi ~v1; : : : ; ~vn resp. ~v01; : : : ; ~v0n.Nech» maticí pøechodu od ~vi k ~v0i je matice C:� ~v01; : : : ; ~v0n � = � ~v1; : : : ; ~vn �C: (17.15)PAK JE A0 = CTAC: (17.16)Uvìdomte si rozdíly proti zmìnì matice zobrazení.Dùkaz. Tabulku A = (aij) lze znázornit jako maticový souèinsloupce 0B@ ~v1...~vn 1CA a øádku � ~v1; : : : ; ~vn � ; (17.17)kde souèinem prvkù ~vi �~vj míníme B(~vi; ~vj) = aij. Pi¹me vztah mezi basemitaké transponovanì: 0B@ ~v01...~v0n 1CA = CT 0B@ ~v1...~vn 1CA (17.18)a pronásobme sloupce a øádky. Dostaneme vztah0B@ ~v01...~v0n 1CA � � ~v01; : : : ; ~v0n � = CT 0B@ ~v1...~vn 1CA � � ~v1; : : : ; ~vn �C (17.19)tedy vskutku A0 = CTAC; (17.20)kde þ�ÿ je násobení dané pøedpisem B a pruh u C vyjadøuje antilinearituv druhém èiniteli.



17.2. MATICE KVADRATICKÉ FORMY 263Ve slo¾kách vypadá dùkaza0ij = B(~v0i; ~v0j) =Xk;l B(~vkcki; ~vlclj) =Xk;l ckiB(~vk; ~vl)clj =Xk;l cTi kaklclj :(17.21)Pøíklady bilineárních forem. Z analýzy jsme zvyklí na linearisaciproblémù (poèítání s diferenciálem zkoumaných funkcí). Tam, kde lineari-sace dává nedostateènou informaci, napø.4 v okolí extrému, nastupuje jem-nìj¹í metoda: zkoumané funkce nahrazujeme jejich lineárnì-kvadratickýmiaproximacemi, tj. Taylorovým rozvojem 2.øádu. (Pokud se první diferenciálanuluje, zbude jen kvadratická forma.)Pro funkce f : Rn ! R tak dostáváme kvadratické formy typuB(~x; ~x) =Xij xiaijxj; ~x 2 Rn: (17.22)Analogicky, na prostorech funkcí mù¾eme takto dospìt ke kvadratickým for-mám tvaru napø. B(f; g) = Z ba  Z ba J(s; t)f(s)g(t)ds! dt; (17.23)kde J je nìjaká funkce dvou promìnných (þjádroÿ dané bilineární formy).Budi¾ poznamenáno, ¾e skalární souèin dostaneme proaij = �ij a J(s; t) = �(s)�(s� t); (17.24)kde � je váha (napø. 1 nebo e�x2) a �(x) je Diracova funkce.Jednoduché pøíklady kvadratických forem dostáváme, mìøíme-li (tøebaeuklidovsky) vzdálenosti na podprostorech Rn, které nìjak parametrisujeme,èím¾ vyjde kvadrát vzdálenosti bodu jako kvadratická forma rozdílu zmínì-ných parametrù. Tím jsme poukázali na pøirozenost zadání vzdálenosti v Rm(kde m � n) pomocí vhodné kvadratické formy (s maticí obecnì odli¹nouod jednotkové) a mù¾eme zformulovatcvièení. Spoètìte vzdálenost bodu od podprostoru E � Rm v metricedané kvadratickou formou na Rm s maticí A.(Pøíklad: vzdálenost bodu od pøímky v R 2, kde vzdálenost mìøíme po-mocí kvadratické formy s nìjakou maticí A.)4Jiný pøíklad: pokud závislost síly pru¾iny na výchylce aproximujeme lineárnì, musímezávislost energie aproximovat kvadraticky.



264 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTPøíklad-Toeplitzovy formy.5 Mìjme kvadratickou formu na Rn, je-jí¾ matice vùèi kanonické basi má prvky invariantní vùèi posunu v cyklickégrupì f0; 1; : : : ; n�1g, tzn. prvky aji závisí pouze na j� i modulo n. (Tøebasuma ètvercù rozdílù sousedních souøadnic; 0 a n � 1 jsou také sousedé.)Takovéto formì se øíká Toeplitzova a pøíslu¹ný representující operátor jeov¹em konvoluèní operátor (viz. str. 256); spektrální rozklad tam uvedenýdává pak diagonalisaci uva¾ované kvadratické formy.)Cvièení. Charakterisujte pøípady, kdy konvoluèní operátor je dokonce sa-moadjungovaný. (Odpovìï: kdy¾ má þsymetrické jádroÿ tzn. kdy¾ je repre-sentujícím operátorem Toeplitzovy formy; viz dále { formulujte podrobnìji).17.3 Diagonalisace kvadratické formyDefinice. Øekneme, ¾e bilineární forma má vùèi dané basi kanonickýèili diagonální tvar, pokud její matice vùèi této basi je diagonální.Pøíklad. Uva¾ujme symetrickou formu B(~v; ~w) danou v kanonické basi~e1;~e2 prostoru R 2 pøedpisemB(~v; ~v) = x2 � 2xy + 2y2; ~v = (x; y) = ~e1x+ ~e2y; (17.25)podrobnìji B(~v; ~v0) = xx0 � xy0 � yx0 + 2yy0: (17.26)Forma B samozøejmì nemá vùèi basi ~e1;~e2 kanonický tvar;její matice je  1 �1�1 2 ! : (17.27)Napí¹eme-li v¹ak B(~v; ~v) ve tvaru(x� y)2 + y2 = (x00)2 + (y00)2; (17.28)kde x00 = x � y a y00 = y, znamená to, ¾e uvedená forma má jednotkovoumatici vùèi basi ~e001 = ~e1, ~e002 = ~e1 + ~e2, proto¾e (ovìøte)B(~e001 ;~e001) = B(~e002;~e002) = 1; B(~e001;~e002) = B(~e002;~e001) = 0 (17.29)5Jsou dùle¾ité v teorii pravdìpodobnosti pøi zkoumání stacionárních náhodných proce-sù, v modelech statistické fyziky a kvantové teorie pole i jinde.



17.3. DIAGONALISACE KVADRATICKÉ FORMY 265a díky bilinearitì následnìB(~v; ~v) = (x00)2 + (y00)2 pro ka¾dý vektor ~v = ~e001x00 + ~e002y00: (17.30)Formu jsme tak diagonalisovali vùèi basi, která není ortonormální (ani orto-gonální) v obvyklé euklidovské normì.Representace hermitovské formy operátoremVìta o representaci bilineární formy. Pro hermitovskou kvadra-tickou formu B na lineárním prostoru V se skalárním souèinem b existujejednoznaènì urèený hermitovský operátor f : V ! V takový, ¾eB(~v; ~w) = b(f(~v); ~w) = b(~v; f(~w)): (17.31)Dùkaz. Nech» B je libovolná bilineární forma. Representujme lineárníformu f~v 7! B(~v; ~w)g : V ! C (17.32)vektorem ~w�: B(~v; ~w) = b(~v; ~w�) 8~v 2 V.Potom operátor f(~w) = ~w� (ovìøte lineárnost) splòuje hledaný vztahB(~v; ~w) = b(~v; f(~w)): (17.33)Dokázali jsme tedy obecnìj¹í tvrzení a hermitovost B potøebujeme jenproto, aby bylob(~v; f(~w)) = B(~v; ~w) = B(~w; ~v) = b(~w; f(~v)) = b(f(~v); ~w): (17.34)Diagonalisace hermitovské formyV nedávném pøíkladu jsme diagonalisovali vùèi basi, která není ortogonál-ní v obvyklé euklidovské normì. Hermitovská forma v¹ak mù¾e být v¾dydiagonalisována v ortonormální basi: najdeme vlastní vektory dané6 matice(neboli matice representujícího operátoru), normujeme je (nestaèí-li nám ji¾ortogonální base), pokud nìkterému vlastnímu èíslu pøíslu¹í vícerozmìrný6Doporuèujeme pracovat s maticí transponovanou proti pùvodní de�nici, tedy aij =B(~vj ; ~vi), neboli v kvantové konvenci (B je i nadále antilineární v druhé promìnné.)



266 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTprostor vlastních vektorù, tak jeho basi Gramm-Schmidtovsky ortogonali-sujeme, a dojdeme ke kanonickému tvaru formy, proto¾e vlastní vektoryhermitovské matice pøíslu¹ející rùzným vlastním èíslùm jsou (v obvyklémskalárním souèinu) kolmé (o tomto nemù¾e být øeèi v ostatních metodách,které uvedeme, v nich¾ nehraje þkanonickýÿ skalární souèin ¾ádnou roli):Vìta. Nech» A je hermitovská7 matice. Pak existuje diagonální maticeD a unitární matice U (její¾ sloupce tvoøí souøadnice jednotlivých vlastníchvektorù A) taková, ¾eA = UDU�1 (U�1 = U�): (17.35)(Pokud máte potí¾e se zapamatováním, ¾e má-liUmít ve sloupcích vlast-ní vektory, pak musíme psát U nalevo od D, navrhujeme vám napø. tuto po-mùcku: AU = UD, proto¾e napí¹eme-li na pravou stranu sloupec þjednièkaa zbytek nulyÿ, co¾ je první vlastní vektor ~v1 vyjádøený v basi vlastníchvektorù, je UD~v1 roven �-násobku tohoto vektoru zapsaného ve staré basi,stejnì jako AU~v1.)Zpìt k pøíkladu. Najdete-li vlastní èísla (1=2(3�p5)) dané matice aodpovídající vlastní vektory ~e0001 ;~e0002 , které normujete, budete moci kvadra-tickou formu psát ve tvaruKB(~e0001 x000 + ~e0002 y000) = 3�p52 (x000)2 + 3 +p52 (y000)2: (17.36)Metoda doplnìní na ètverecK jejímu vylo¾ení od vás potøebujeme znát vzorec(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2: (17.37)Upravujeme výrazP aijxixj = a11(x1)2 + 2a12x1x2 + : : :+ 2a1nx1xn +Pi;j>1 aijxixj =a11(~x1)2 +P ~aijxixj = : : : (17.38)kde ~x1 = x1 + a12a11x2 + : : :+ a1na11 xn. Uplatníme-li stejný postup dále na øadu~a22(x2)2, : : : atd., dostaneme výraza11(~x1)2 + ~a22(~x2)2 + : : :+ ~ann(~xn)2: (17.39)7Dùle¾itý pøípad je reálný, kdy slova þhermitovskáÿ, þunitárníÿ lze nahradit slovy þsy-metrickáÿ, þortogonálníÿ.



17.3. DIAGONALISACE KVADRATICKÉ FORMY 267Takovéto úpravy lze ov¹em provést pouze za pøedpokladu a11 6= 0, ~a22 6= 0atd. Pokud 8i aii = 0 (jinak bychom zaèali upravovat vzhledem k libovolné-mu aii(xi)2 takovému, ¾e aii 6= 0) a pokud je alespoò jeden prvek a1i 6= 0 |tøeba a17 6= 0 (opaèný pøípad 8i a1i = 0 je triviální, na souøadnici x1 formanazávisí, èili bude ~a11 = 0), provedeme následující substituci jako první krokúpravy (~x1;2 jsou x1;2 rotované o 45�)2a17x1x7 = a172 �(x1 + x7)2 � (x1 � x7)2)� = a12((~x1)2 � (~x7)2): (17.40)Tím pøevedeme zadanou kvadratickou formu na pøípad, kdy a22 6= 0 6= a11,a dále pokraèujeme zpùsobem uvedeným vý¹e.Komentáø k metodì a zobecnìní. Formu f(~x) = P aijxixj pi¹mepodrobnìji jako f(~x) = aij~e0i(~x)~e0j(~v); (17.41)kde f~e0ig je duální base k basi ~e1; : : : ;~en, vùèi ní¾ má vektor ~x souøadnicexi ~x =X~eixi: (17.42)Pøechod k nové souøadnici~x1 = x1 + a12a11x2 + : : :+ a1na11 xn (17.43)vlastnì znamená zmìnu duální base: od ~e01; : : : ;~e0n k nové~~e01 = ~e1 + a12a11~e02 + : : :+ a1na11~e0n: (17.44)Diagonalisovat formu metodou doplnìní na ètverec znamená pøejít v (E n)0k takové basi ~~e01; : : : ;~e0n; v ní¾ má kvadratická forma tvarf(~v) =Xi ~aii �~e0i(~v)�2 : (17.45)Máte-li matici pøechodu mezi duálními basemi, matici pøechodu mezi pùvod-ními basemi získáte jako k ní inversní (v na¹em poøadí zápisù) nebo chcete-likontragradientní.Z postupu je zøejmé, ¾e zamezíme-li pøípadu, kdy bylo napø. a11 = 0 (tytopøípady o¹etøuje následující vìta pomocí formulace o hlavních minorech),lze získat matici pøechodu C�1 od vlnkované basi k nevlnkované (kde C je



268 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTmatice pøechodu od nevlnkované k vlnkované) jako produkt (souèin) matictypu 0BBB@ 1 a12a11 a13a11 a14a11� 1 � �� � 1 �� � � 1 1CCCA ; (17.46)bude tedy horní trojúhelníková (a tedy i matice C, inversní matice k hornítrojúhelníkové je horní trojúhelníková).Vìta. Pro ka¾dou symetrickou matici A, která má nenulové v¹echnyhlavní minory (tj. nenulové determinanty matic vzniklých z A výbìrem prv-ních k øádek a sloupcù), existuje horní trojúhelníková matice C taková, ¾ematice CTAC (17.47)je diagonální.Zobecnìní metody. Pøechod k nové souøadnici je mo¾no popsat jakozmìnu matice formy A 7! CTAC: (17.48)V øeèi øádkových a sloupcových úprav matice to znamená, ¾e s ka¾dou øád-kovou úpravou udìláme zároveò i odpovídající sloupcovou úpravu matice A.Metodu doplnìní na ètverec lze zobecnit tím, ¾e tyto úpravy ji¾ nemusí býtielementární. (Postup je výhodný, zajímáme-li se pouze o signaturu.)Promyslete podrobnì, co pøesnì znamená a jak lze pøípadnì zobecnit onoþnajednouÿ. (Jde o asociativitu násobení matic.)Jacobi-Sylvestrova metodaJedním z postupù, objevujících se v nejrùznìj¹ích situacích a znovu a v¾dydávajících nìjaký netriviální výsledek, je Gramm-Schmidtùv ortogona-lisaèní proces.Tentokrát ho neaplikujeme vzhledem k bì¾nému skalárnímu souèinu, aleobecnìji vzhledem k zadané symetrické kvadratické formì B na reálnémprostoru:Oznaème symbolemAmatici formyB vùèi nìjaké zvolené basi ~e1; : : : ;~en:aij = B(~ei;~ej): (17.49)



17.3. DIAGONALISACE KVADRATICKÉ FORMY 269Chceme tuto basi þortogonalisovat vùèi Bÿ, tzn. nalézt novou basi~fk =Xi�k~eicik; (17.50)aby B(~fk;~fj) = 0 8j 6= k (tuto podmínku staèí nahradit podmínkou 8j < ka dokonce ji upravit na 8j < k B(~fk;~ej) = 0). þCejchÿ bude vhodné volittakto: B(~fk;~ek) = 1. Pak bude ckk = B(~fk;~fk). Najít ckj pro j < k znamenáøe¹it soustavu rovnic typuXj B(~ei;~ej)cjk = 0 pro i < k (17.51)Xj B(~ei;~ej)cjk = 1 pro i = k; (17.52)tedy soustavu s roz¹íøenou maticí0B@ a11 � � � ak1 �... . . . ... ...ak1 � � � akk 1 1CA (17.53)Podle Cramerova pravidla platí (doka¾te a ovìøte!)ckk = detA(k�1)detA(k) ; (17.54)kde detA(k) je k-tý hlavní minor Adet0B@ a11 � � � ak1... . . . ...a1k � � � akk 1CA (17.55)To v¹e platí za pøedpokladu, kterého se dr¾íme i v¹ude v tomto odstavci, ¾edetA(k) 6= 0 8k = 1; : : : ; n: (17.56)Ukázka. V prostoru R 3 je zadána kvadratická forma maticí A vùèi basi~e1;~e2;~e3 (proto¾e je první, s kterou pracujeme, øíkejme jí kanonická)(~x; ~y) 7! B(~x; ~y) = ~yTA~x; (17.57)



270 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTkde ~x znaèí sloupec a ~xT jeho transposici, èili øádku se stejnými èísly.Nech» tøeba A = 0B@ 42 13 �213 2 1�2 1 �3 1CA : (17.58)Najdeme basi ~f1;~f2;~f3, v ní¾ má forma diagonální matici, a polo¾me~f1 = ~e1: (17.59)V¹imneme si, ¾e B(~f1;~f1) = 42; (17.60)co¾ bude první element (diagonální) matice formy v basi f~fig. (Nebudemepou¾ívat cejch z texu, ale kalibraci cjj = 1.) Dále najdìme vektor ~f2, kterýje (v metrice dané formou) kolmý na ~f1, a to ve tvaru (vpravo)~fT2 A~f1 = 0; ~f2 = ~e2 + k~f1: (17.61)Dosadíme-li pravý vzorec pro~f2 do po¾adované rovnosti, vyjde roznásobením~eT2A~f1 = 13; : : : k = �1342 : (17.62)Opìt si spoèteme element diagonální matice (bilineární forma z ~f1 a ~f2 vy-mizí) B(~f2;~f2) = ~eT2A(~e2 � 4213~f1) = 2� 4213 � 13 = �40: (17.63)Hledáme-li ~f3 ve tvaru ~f3 = ~e3 +m~f1 + n~f2; (17.64)dostaneme z podmínek ~fT3 A~f1 = ~fT3 A~f2 = 0 (17.65)hodnoty m;n (v ka¾dé z rovnic je buï jen m nebo jen n).Získali jsme tedy matici pøechodu od kanonické basi k nové basi a (dia-gonální) tvar matice formy v basi f~fig.Cvièení. I tato metoda je jen speciálním pøípadem metody souèasnýchsloupcových a øádkových úprav. Dalo by se øíci, ¾e v protikladu k metodì do-plnìní na ètverec (diagonalisace zvnìj¹ku) jde v Jacobi-Sylvesterovì metodìo diagonalisaci matice þzevnitøÿ. Promyslete!



17.4. SIGNATURA, DEFINITNOST 27117.4 Signatura, de�nitnostNech» má kvadratická forma B ve vhodné basi diagonální matici, kde n+resp. n� resp. n0 prvkù na diagonále je kladných resp. záporných resp. nu-lových.Potom signaturou míníme uspoøádanou trojici (n+; n�; n0); nìkdy jizapisujeme názornì jako(+ + : : :+| {z }n+ �� : : :�| {z }n� 00 : : : 0| {z }n0 ): (17.66)Formì navíc pøisoudíme pøívlastek ��-de�nitní, kde �� je vhodná pøedpona,vytvoøená podle následujících pravidel:� n+n� = n0 = 0 de�nitní (pokud n+ > 0 tak positivnì, pokud n� > 0,negativnì)� n� = 0 positivnì semide�nitní� n+ = 0 negativnì semide�nitní� n+n� > 0 inde�nitníJacobi-Sylvesterova metoda vede nyní k následujícímu dùsledku.Vìta. Nech» má matice kvadratické formy A v¹echny hlavní minorynenulové. Pak je signatura formy (n � n�; n�; 0), kde n� je poèet zmìnznamének v posloupnostidetA(1);detA(2); : : : ;detA(n) � detA: (17.67)Speciálnì, A je positivnì de�nitní právì tehdy, pokud jsou v¹echny hlavníminory kladné.Je¹tì jsme nedokázali korektnost de�nice pojmu signatury, tj. nezávislosthodnot n+; n�; n0 na volbì base. Pro reálné symetrické formy v¹ak toto tvrdívìta o setrvaènosti.Její dùkaz. Mìjme dvì base ~v1; : : : ; ~vn a ~~v1; : : : ; ~~vn, v nich¾ má danáforma f diagonální tvar daný maticí D = fdiig a ~D = f ~diig. Nech» jsouprvky basí uspoøádány tak, ¾e dii � di+1i+1 a ~dii � ~di+1i+1.



272 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTNech» i0 je poslední index, pro který di0i0 > 0. Odvodíme spor z pøed-pokladu, ¾e ~di0i0 � 0. (Ostatní situace se vyøídí obdobnì.) Vskutku, kdyby~djj � 0 poèínaje od jistého indexy j0 < i0, provedli bychom tuto úvahu:Podprostory L(f~v1; : : : ; ~vi0g) a L(f~~vj0 ; : : : ; ~~vng) musí mít netriviálníprùnik (z dùvodù dimense). Nech» je jím vektor ~w.~0 6= ~w = i0Xi=1 ~vi�i = nXj=j0 ~~vj�j : (17.68)Potom ale f(~w) =Xi (�i)2dii > 0 (17.69)a zároveò f(~w) =Xj (�i)2 ~djj � 0: (17.70)To jsou paradoxy, ¾e ano?17.5 Kvadriky a ku¾eloseèkyUvedené téma je nejstar¹í èástí lineární algebry (z dob Egyptu, Øecka, Ba-bylonu atd.), jeho neznalost ulehèí rozhodování, zda zkou¹ející udìlí známkuþ3ÿ èi þvy¹¹íÿ.Definice. Kvadratickou þplochouÿ v Rn rozumíme mno¾inu bodùsplòujících rovnici f~x : nXi;j=1�ijxixj + nXi=1 �ixi +  = 0g; (17.71)kde A (èti þvelká alfaÿ) je reálná symetrická matice.� Název þplochaÿ je adekvátní pro námi nejvíce diskutovaný pøípad n =3. V pøípadì n = 2 jde o køivku, v dimensích n > 3 se nìkdy mluvítaké o nadplochách nebo hyperplochách.� Levá strana není ov¹em samotná kvadratická forma, obsahuje té¾ li-neární a absolutní èlen. Zmíníme se o jedné význaèné konstrukci, pomo-cí ní¾ se stane þèistì kvadratickouÿ, toti¾ o projektivním prostoru.



17.5. KVADRIKY A KU®ELOSEÈKY 273Projektivní prostoryDefinice. Prostor R 4 n f~0g (pro konkrétnost) faktorisujeme podle ekvi-valence þbýti násobkemÿ a dostaneme mno¾inu tøíd (jsou jimi þpøímkyÿ)f�~x j� 2 R n f0gg; (17.72)kterou nazveme projektivním prostorem (v na¹em pøípadì dimense tøi,oznaèení P3).Body P3 tvaru f�~xg pro x4 6= 0 mù¾eme ztoto¾nit s prvky R 3:f�~xg 7! (x1x4 ; x2x4 ; x3x4 ): (17.73)Zbylé body P3 tvaru (�x1; �x2; �x3; 0) tvoøí nevlastní prvky P3, v R 3 pøed-stavitelné jako body þle¾ícíÿ na pøímkách (�x1; �x2; �x3) v nekoneènu. (Ka¾-dý smìr pøímek má jeden nevlastní bod, le¾ící na þobou stranáchÿ v neko-neènu. Pak lze tedy mluvit o tom, ¾e ka¾dé dvì pøímky {i rovnobì¾né{ majíjeden prùseèík.)(Jinou, nelineární pøedstavou P3 je sféra f~x 2 R 4 j k~xk = 1g, ve kterénavíc ztoto¾níme protilehlé body ~x a �~x.)V projektivním prostoru pøejde ov¹em rovnice kvadratické plochy (vizvý¹e) na rovnici bez lineárního a absolutního èlenu tvaru (ná¹ pøípad n = 3)nXi;j=1�ijxixj + nXi=1 �ixixn+1 + xn+1xn+1 = 0; (17.74)co¾ lze napsat zavedením �n+1;i = �i;n+1 = �i=2, �n+1;n+1 =  jakon+1Xi;j=1�ijxixj = 0: (17.75)Projektivní geometrie (studium vlastností projektivních prostorù) by-la v¾dy dùle¾itou souèástí lineární algebry. Vznikla v 19.století8 v pracechzejména nìmeckých geometrù (Möbius, Steiner, Plücker, Klein) a jejich fran-couzských pøedchùdcù z 17. a 18.století (Pascal, Desargues, Monge, Poncelet{ þpromítáníÿ). V polovinì dvacátého století postupnì pøevládl názor, ¾ejde víceménì o uzavøenou oblast matematiky s ukonèeným vývojem. Tento8V zájmu ètenáøù ve 21.století jsme nepou¾ili výraz þminulé stoletíÿ.



274 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTnáhled (s patøièným zpo¾dìním nìkolika desetiletí) také zpùsobil postupnévymizení projektivní geometrie z uèebních plánù. Teprve v posledních asidvaceti letech (pøed psaním tìchto skript) pøi¹la projektivní geometrie opìtþdo módyÿ u mnohých teoretických fysikù a matematikù (Roger Penrose,Yuri Manin, Semion Gindikin: : : ).Vsuvka o promítání. Prosvìcujme bodovým zdrojem umístìným v po-èátku souøadnic nìjakou rovinu � � R 3 a zkoumejme polohu þstínùÿ objektùz � vr¾ených na jinou, ne nutnì rovnobì¾nou rovinu �0. Na rovinách �; �0zaveïme repér, èili poèátek ~P resp. ~P 0 a vektory base ~v; ~w resp. ~v0; ~w0.Podmínku pro to, aby body ~B resp. ~B0 z � resp. �0~B = ~P + s~v + t~w; ~B0 = ~P 0 + s0~v0 + t0~w0 (17.76)le¾ely na pøímce se zdrojem svìtla, zapí¹eme jako nulovost vektorového sou-èinu ~B � ~B0, co¾ je soustava tøí rovnic (vektor má tøi slo¾ky) pro neznámés0; t0. Podle Cramerova pravidla napí¹eme øe¹ení jakos0 = �0s+ �0t+ 0�s+ �t+  ; t0 = �00s+ �00t+ 00�s+ �t+  (�) (17.77)s devíti konstantami �; : : : (jmenovatele jsou stejné, jde o determinant sou-stavy).Vnoøíme nyní prostor R 2 = f(s; t)g do projektivního prostoruP2 = f(t1; t2; t3)g; (17.78)v nìm¾ libovolné dvì trojice tvaru (t1; t2; t3) a (ct1; ct2; ct3) ztoto¾níme (proc 6= 0). Body (s; t) odpovídají pøímce (cs; ct; c). Promítání f ~B 7! ~B0g : �!�0, které má v parametrickém popisu tvar (�), tedy zobrazeníf(s; t) 7! (s0; t0)g : R 2 ! R 2 (17.79)je nyní mo¾no roz¹íøit na lineární zobrazeníf(t1; t2; t3) 7! (t01; t02; t03)g : P2 ! P2 (17.80)na projektivním prostoru P2 pøedpisem0B@ t01 = �0t1 + �0t2 + 0t3t02 = �00t1 + �00t2 + 00t3t03 = �t1 + �t2 + t3 1CA : (17.81)



17.5. KVADRIKY A KU®ELOSEÈKY 275Mù¾ete si promyslet, ¾e nevlastní body � se zobrazí na nevlastní body �0právì kdy¾ jsou rovnobì¾né.Shrnutí. Pojem projektivního prostoru nám umo¾òuje chápat teoriiprojektivních zobrazení (daných lineárními lomenými funkcemi) jako sou-èást LA!K dal¹ímu elementárnímu výkladu u¾ jen poznamenáme, ¾e þsprávnýkontextÿ, ve kterém by se ní¾e uvedený materiál mìl zkoumat, je právì teorieprojektivních prostorù.Vìta. Vhodnou zmìnou (je mo¾ná i ortogonální) base lze lineárnì-kvadratickou funkci f(~x) =Xi;j �ijxixj +Xi �ixi +  (17.82)pøevést na tvar9 (x0i oznaèuje souøadnice vektoru v nové, èarkované basi)f(~x0) =Xi �i(x0i)2 +Xi �ix0i + �: (17.83)Dále, posunem souøadnice zi = x0i + ai (17.84)lze docílit tvaru f(~z) =Xi �0i(zi)1=2 + � 0; (17.85)kde exponent je jedna u tìch zi, kde �i = 0, u ostatních dva.Poznámka pøed dùkazem. Posun souøadnic není lineárním zobraze-ním (nejsme v prostoru funkcí na Rn, ale v Rn). Opìt uvádíme (viz zaèátekkapitoly o maticích) fakt, ¾e v projektivním prostoru posun je lineárnímzobrazením:(xi) 7! (xi+ai); i = 1; 2; 3 nahradíme (xi; x4) 7! (xi+aix4; x4): (17.86)Dùkaz vìty jsme ji¾ provedli.Terminologie. Plochu danou nìkterou z rovnic v poslední vìtì nazve-me ku¾eloseèkou pro n = 2 a kvadrikou pro n = 3, obecnìji i pro n > 3.Cvièení.9Nedivte se, ¾e u diagonalisované matice u¾ neplatí þzákon zachování indexùÿ.



276 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌT1. Odùvodnìte název ku¾elo-seèka tím, ¾e uká¾ete, ¾e lze získat jako prùnikvhodné roviny v R 3 (x3 = f(x1; x2)) a ku¾ele(x3)2 = (x1)2 + (x2)2 (17.87)a naopak, ¾e prùnik ku¾ele a roviny je køivka dané rovnice.2. Obdobnì naleznìte pro ka¾dou kvadriku nadrovinu v R 4 (parametriso-vanou parametry x1; x2; x3) takovou, ¾e uva¾ovaná kvadrika je prùnikzmínìné nadroviny a hyperku¾ele(x4)2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2: (17.88)Klasi�kace ku¾eloseèek a kvadrikElipsoid. Je-li kvadratická forma v rovnici plochy (positivnì nebo ne-gativnì) de�nitní, mluvíme o elipsoidu resp. o elipse (pokud n = 2).Elipsoid nazveme koulí, pokud má kvadratická forma matici, která je ná-sobkem jednotkové, v ka¾dé (, v nìjaké) ortonormální basi. (Nepo¾adujeme-li ortonormalitu base, lze v¾dy elipsoid vyjádøit jako kouli.) Prùnik elipsoidus libovolnou (nad)rovinou typuf~x 2 Rn j nXi=1 aixi = g (17.89)je opìt elipsoid.Elipsoid má tedy ve vhodných souøadnicích rovniciXi �i(xi)2 = const; 8i �i > 0 (17.90)a redukuje se na bod, je-li konstanta nulová, a na prázdnou mno¾inu, je-lizáporná (tzv.imaginární elipsoid).
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ku¾elejednodílnýdvojdílnýhyperboloid

Hyperboloid. Slo¾itìj¹í situace nastane, pokud bude signatura tvaru(n+; n�; 0), kde n+n� 6= 0. Hyperboloid, jak kvadrice øíkáme (resp. pron = 2 hyperbola) má tedy rovnici, ve vhodných souøadnicíchkXi=1 �i(xi)2 � nXi=k+1�i(xi)2 = const 8i �i > 0 (17.91)a v nekoneènu ho lze aproximovat asymptotickou plochou { ku¾elemkXi=1 �i(xi)2 � nXi=k+1�i(xi)2 = 0: (17.92)V pøípadì, ¾e jedno �i má jiné znaménko ne¾ v¹echny ostatní (co¾ je v¾dypro n = 3), urèuje znaménko tohoto �i a konstanty napravo, zda hyperboloidle¾í uvnitø ku¾ele (shodná znaménka) èi naopak.V n = 3 jde v prvém pøípadì o dvojdílný hyperboloid s rovnicí typuz2 � x2 � y2 = 1 (17.93)a ve druhém pøípadì o jednodílný hyperboloid s rovnicíz2 � x2 � y2 = �1: (17.94)Která rovnice patøí kterému, si lehce uvìdomíte, pøedstavíte-li si z jako funkcix; y: v pøípadì dvojdílného lze spoèítat z pro v¹echna x; y jako �p1 + x2 + y2(u jednodílného mù¾e dojít k odmocòování záporného èísla).Paraboloid. Pokud je v rovnici kvadrát nìjaké souøadnice s nulovýmkoe�cientem a pøitom její první mocnina s nenulovým a rovnice závisí na



278 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTv¹ech souøadnicích, dostáváme paraboloid (resp. parabolu pro n = 2).(V¾dy, kdy¾ v rovnici zbude nìjaký lineární èlen, lze vhodným posunemsouøadnic vynulovat èlen absolutní.)Parabola má rovnici typu y = x2 a v trojrozmìrném prostoru existu-je eliptický paraboloid (tvaru parabolického zrcátka, které odrá¾í paprskyjdoucí z ohniska do rovnobì¾ných smìrù) o rovnici typuz = x2 + y2 (17.95)a hyperbolický paraboloid (tvaru sedla, a» na koni nebo na horách) s rovnicítypu z = x2 � y2: (17.96)Rozumná funkce z, která má minimum v bodì (0; 0), se v pøiblí¾ení lineárnìkvadratickém chová právì jako eliptický paraboloid.
Paraboloid hyperbolický a eliptický.Válec. Pokud se v rovnici nìjaká souøadnice vùbec nevyskytuje, získámeútvar, který vznikne pøímoèarým posouváním ménìrozmìrného útvaru, amluvíme o eliptickém, hyperbolickém válci atd.Pøímkové plochy. Jednodílný hyperboloid a hyperbolický paraboloidjsou pøímkové plochy, proto¾e ka¾dým jejich bodem lze prolo¾it pøímku(v pøípadì tìchto dvou v¾dy dvì), která celá le¾í na dané kvadrice.Dokonce si mù¾ete vymodelovat jednodílný hyperboloid tak, ¾e do kru-hové obrouèky zapícháte ¹pejle a na jejich druhé konce symetricky umístítedal¹í kruhovou obrouèku tak, abyste dostali válec. Potom staèí jen krou¾kyvzájemnì pootoèit.



17.5. KVADRIKY A KU®ELOSEÈKY 279Dùkaz. Otoèením souøadnic o 45�x0 = x+ yp2 ; y0 = x� yp2 (17.97)pøepí¹eme rovnici hyperbolického paraboloidu na tvar (tentokrát výhodnìj¹í)z = 2x0y0: (17.98)Ka¾dý bod této kvadriky je urèen èísly (x0; y0) a dvì pøímky procházejícítímto bodem získáme pøedpisem x0 =const. resp. y0 =const. (pak z závisílineárnì na y0 resp. x0).U jednodílného hyperboloidu najdeme pøímky procházející bodem (0; 1; 0)(ka¾dá zapsaná jako prùnik dvou rovin)y = 1; z = x a y = 1; z = �x: (17.99)Proto¾e ka¾dá z tìchto pøímek prochází nìjakým bodem kvadriky s danousouøadnicí z, staèí ji otoèit kolem osy z o urèitý úhel, aby procházela zvole-ným bodem (díky invarianci hyperboloidu vùèi rotaci kolem osy z).(Proto¾e uvedené pøímky v bodì (0; 1; 0) nelze získat jednu z druhé rotacíkolem osy z {ponìvad¾ v rovinì z = 0 se protínají, co¾ by se rotací naru¹ilo{budou procházet ka¾dým bodem dvì pøímky.)Hlavní osy kvadrikMáme-li kvadriku typu b(A~x; ~x) + b(~x; ~�) + c = 0; (17.100)kde A je symetrická matice, ~� 2 Rn a b(~:;~:) je obvyklý skalární souèinz E n, nazýváme vlastní vektory A té¾ hlavními osami uva¾ované kvadriky.(Tento pojem se pou¾ívá hlavnì pro elipsoidy, pøípadnì hyperboloidy.)Poznamenejme, ¾e nejkrat¹í vlastní (polo)osa elipsoiduf~x jXij aijxixj = constg (17.101)odpovídá vlastnímu vektoru pøíslu¹ejícímu nejvìt¹ímu vlastnímu èíslu A.



280 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌT17.6 Vlnky a kódování obrazuMalý úvod do teorie \Image Processing"Uvedeme zde jeden speciální pøíklad diagonalisace kvadratické formy (þToep-litzova typuÿ; tedy formy invariantní vùèi nìjaké grupì posunù na danémlineárním prostoru funkcí na intervalu [0; 1]). Jde vlastnì o pøevedení nadiagonální tvar symetrické matice typu þcirkulantÿ, kde prvky matice ai;jzávisí pouze na ji� jj.Jako mnoho jiných vìcí, ní¾e uvedená problematika pùvodnì nevzniklav lùnì LA, nýbr¾ jinde v matematice, fyzice èi technice (konkrétnì v teoriizpracovávání a kódování obrazu, pøi studiu tzv. renormalisaèní grupy vefysice, v otázkách aproximace funkcí v matematické analýze: : : ).Jde v¹ak koneckoncù jen o ortogonalisaci jistého speciálního souboru vek-torù, jak uvidíme.Samozøejmì, ní¾e uvedené øádky mají slou¾it jen jako první letmé sezná-mení s oborem, který se zvlá¹tì v posledních letech bouølivì rozvíjel a nalezlèetné dùle¾ité aplikace v problematice optimálního kódování a zpracováníobrazové informace. (Zájemce odkazujeme na velmi bohatou èasopiseckou aposlední dobou i kni¾ní literaturu; hledej pod heslem \waveletts").Úvodní a motivaèní poznámky.1.þObrazemÿ rozumìjme v dal¹ím reálnou funkci f(x; y) de�novanou tøe-ba na ètverci [0; 1]2. Hodnotu funkce f(x; y) interpretujme jako þstupeò ¹ediÿdaného obrázku v bodì (x; y) 2 [0; 1]2 .Mluvíme tedy o èernobílém obrazu. (Barevný obraz lze pak representovattøemi monochromatickými obrazy.) Stupnìm ¹edi míníme { mluvme tøeba odiapositivu { velièinu typu þlogaritmus koe�cientu zeslabení procházejícíhosvìtla v daném bodìÿ. Jednotlivé obrazy lze takto sèítat (þpøekládat pøessebeÿ; koe�cienty zeslabení svìtla se pak vzájemnì násobí!), násobit kon-stantou (þzvý¹it èi sní¾it kontrastÿ), odèítat : : : (Abychom dostali lineárníprostor, co¾ se bude hodit. Uva¾ujeme tedy dále i funkce s nekladnými hod-notami, ani¾ bychom je chtìli nìjak interpretovat jako þzesilovaèeÿ svìtla.)2. My se zde ale pro jednoduchost omezíme (matematické jádro teoriepøitom zùstane nezmìnìno!) na jednorozmìrné þobrazyÿ tzn. funkce na in-tervalu [0; 1].Mluvit zde ale o þzvukuÿ by asi nebylo nejvhodnìj¹í. V souvislosti sezpracováním (nedigitálním) zvuku vyrostla toti¾ právì klasická Fourierovaanalýza { která je zalo¾ena na my¹lence rozkladu þzvukového signáluÿ do



17.6. VLNKY A KÓDOVÁNÍ OBRAZU 281harmonických slo¾ek (sinù a kosinù). To je právì to, o co v teorii vlneknejde. Teorie vlnek je naopak náhradou za klasickou Fourierovu analýzu vtìch (èetných) situacích, kde by pou¾ití metody rozkladu do harmonickýchslo¾ek nedávalo rozumné výsledky .(Na druhé stranì je aparát Fourierovy transformace jednou z nejdùle¾i-tìj¹ích dùkazových technik pøi dùkladnìj¹ím budování teorie vlnek. Takhledaleko se my ale nedostaneme, i kdy¾ metody Fourierovy transformace ru-dimentárnì pou¾íváme té¾ { viz partie o cirkulantu a konvoluèních operáto-rech.)Rastrované obrázky a ortogonální projekce(]) Pøipomeòme prostory funkcí K;L;Q zkonstruované v první èásti knihyv odstavci vìnovaném funkcím typu \spline". V dal¹ím budeme dìlenímintervalu [0; 1] rozumìt v¾dy dìlení speciálního typu:xi = in ; i = 0; 1; 2; : : : ; n (17.102)a navíc budeme obvykle pøedpokládat speciální volbu èísla n toti¾ n =2k; k = 1; 2; : : : Pøíslu¹né dìlení intervalu na 2k èástí budeme oznaèovatv dal¹ím symbolem Dk a odpovídající prostory funkcí K;L;Q budou mítté¾ navíc index k .V¹imnìme si jedné velmi dùle¾ité vlastnosti uvedených prostorù funkcí.A» u¾ Fk oznaèuje kterýkoliv z tìchto tøí prostorù, platí v¾dy vztahFk � Fk+1: (17.103)Skalární souèin na v¹ech tìchto prostorech budeme brát obvyklým zpùsobem:b(f; g) = Z 10 f(x)g(x)dx (17.104)(popøípadì s komplexním sdru¾ením u g, bude-li øeè o prostorech komplex-ních funkcí).Oznaème symbolem Gk+1 ortogonální doplnìk prostoru Fk v Fk+1. Mù-¾eme pak napsat následující ortogonální rozklad Fk+1 na ortogonální pod-prostory:Fk+1 = Fk � Gk+1 = F1 � G2 � G3 � : : :� Gk+1: (17.105)



282 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTOznaème Pi, podrobnìji P k+1i , ortogonální projekci z Fk+1 na Fi. Dáleoznaème symbolemQi ortogonální projekci na Gi+1. Mù¾eme pak pro ka¾doufunkci f 2 Fk+1 a pro ka¾dé j < k + 1 (tøeba pro j = 1) napsat rozkladf = Pj(f) + k+1Xi=j+1 fi (17.106)speciálnì f = f1 + k+1Xi=2 fi (17.107)kde fi = Qi(f) resp. f1 = P1(f) .Interpretujme tento rozklad pro pøípad F = K { tedy pro pøípad apro-ximace f po èástech konstantními funkcemi : FunkcePj(f) = jX1 fi 2 Fj (17.108)má význam þj-tého rastru obrázku fÿ tzn. je to ta funkce z Fj , její¾ hod-nota v libovolném intervalu zvoleného dìlení Dj je rovna prùmìrné hodnotì(prùmìrné þ¹ediÿ) funkce f . Funkce fj+1 dodává pak jakousi dodateènouinformaci, kterou je tøeba k obrázku Pj(f) þpøilo¾itÿ, abychom dostali jem-nìj¹í, (j + 1)-ní rastr funkce f .Jak nyní þskladovatÿ informaci obsa¾enou ve funkcích fi? Nejlépe zvole-ním vhodné base ka¾dého z prostorù Gk+1. (A zapsáním souøadnic fi vùèitìmto basím).Jde tedy o vhodné volby basí v tìchto prostorech.Ortogonální base invariantní vùèi posunuV dal¹ím budeme hledat ortogonální base zmínìných prostorù.10 V pøípadìprostorù Kk je odpovìï vcelku nasnadì. Basi volíme z (vhodnì normaliso-vaných) funkcí tvaru �[ i2k ; i+12k ) � �[ i+12k ; i+22k ): (17.109)K tomu je¹tì musíme pøidat { jako první prvek base { funkci identicky rovnoujedné na celém intervalu [0; 1].10Na otázku, proè jsou právì ortogonální base tak ¾ádoucí v numerických aplikacích, jezøejmá odpovìï: V jaké jiné basi jste schopni spoèítat souøadnice libovolného vektoru taksnadno?



17.6. VLNKY A KÓDOVÁNÍ OBRAZU 283Jde o tzv. Haarovy funkce. V¹imnìme si následující význaèné vlastnostitìchto funkcí: V¹echny tyto funkce (kromì první) jsou vhodným posunem adilatací jediné funkce �(x) = �sgn(2x� 1).(Takováto vlastnost bude jistì milá pøi snaze o úsporné skladování prvkùdané base v pamìti, pøi programování i pøi samotném výpoètu souøadnicfunkcí fi!)Funkce, jejich¾ vhodné posuny a dilatace tvoøí (zhruba øeèeno) ortogo-nální basi uva¾ovaného prostoru funkcí, nesou název þvlnkyÿ (waveletts,ondeletts, : : : ) Obsahem teorie þvlnekÿ je v prvé øadì konstrukce takovétobase (s þco nejlep¹ími vlastnostmiÿ, jako je hladkost, lokalisace apod.) { vnejrùznìj¹ích prostorech, které se mohou vyskytnout v aplikacích.Proè se nespokojíme jenom s Haarovou basí ? Proto¾e tøeba v úloháchaproximace þhladkýchÿ funkcí je vhodnìj¹í hledat (co nejpøesnìj¹í) aproxi-mace dané funkce nikoliv v prostoru K, ale v prostorech L, Q popøípadì vdal¹ích prostorech hladkých funkcí.Konstrukce vlnky zaèíná obvykle zadáním nìjaké þpøirozenéÿ (obvyklezatím neortogonální) base v prostorech Fi, zadané pomocí posunu jedinéfunkce (at u¾ je to funkce typu Stolová hora èi Mile¹ovka, Øíp, : : : { vizodstavec vìnovaný spline funkcím v první èásti knihy).Prvním úkolem bude tuto basi ortogonalisovat pøi zachování invariancevzhledem k posunùm:Vìta 1. Nech» V je lineární prostor funkcí na grupì [0; 1) (s obvyk-lým skalárním souèinem R 10 f(x)g(x)dx) generovaný v¹emi posuny, o hodno-ty in ; i = 0; 1; : : : ; n�1 nìjaké funkce �. Nech» dimense V je n . Pak existujefunkce  2 V taková, ¾e její posuny o hodnoty in ; i = 0; 1; 2 : : : ; n� 1 tvoøíortogonální basi V.Dùkaz. Napi¹me si matici vzájemných skalárních souèinù jednotlivýchposunù funkce �. Úkolem není nic jiného ne¾ diagonalisovat kvadratickou for-mu s uvedenou maticí v nové basi, invariantní vùèi v¹em posunùm o hodnotyin ; i = 1; 2; : : : ; n: Oznaèíme-li vý¹e zmínìnou (positivnì de�nitní, odùvod-nìte!) matici jako A (je to matice typu þcirkulantÿ a navíc symetrická!), jetøeba najít jinou matici B typu þcirkulantÿ, aby maticeB�AB (17.110)byla jednotková ! Tedy v podstatì (chceme-li dokonce B hermitovskou) najítodmocninu z matice A�1 { co¾ je problém, který þøe¹íÿ vìta o spektrálnímrozkladu.



284 KAPITOLA 17. KVADRATICKÝ SVÌTNumerické nalezení B mù¾e být v¹ak (pro velká n, která vystupují prodostateènì þjemnéÿ volby prostorù Fk ; n = 2k) znaènì netriviální problém.Navíc bychom rádi nìco vìdìli o chování koe�cientù ai ve vyjádøení (jeho¾existence je právì Vìtou 1 garantována!) (x) = nXi=0 bi�(x+ in): (17.111)Velmi ¾ádoucí by byla napø. vlastnost þrychlého ubýváníÿ koe�cientù ai(tøeba ubývání rychlej¹í ne¾ vhodná geometrická posloupnost s kvocientemmen¹ím ne¾ 1).(]]) Øe¹ení v¹ech tìchto netriviálních otázek zále¾í na volbì prostoru V.Napøíklad pro prostory typu L má matice A tvar A = 1 +Q kde pøitomQ má nenulové (a malé, bereme-li normu � rovnu jedné) prvky pouze tìs-nì vedle diagonály. (Spoètìte je; tedy spoètìte skalární souèiny dvou funkcítypu Mile¹ovka.) Pak má smysl hledat odmocninu z matice nikoliv pomocíspektrálního rozkladu (co¾ mù¾e být prakticky neproveditelné!) ale pomocíTaylorova rozvoje, tzn. ze vzorcepA�1 =Xk (�1)k � (k + 12)(k � 12)(k � 32) : : : 12k! �Qk: (17.112)Pokuste se ukázat rychlou konvergenci této øady matic (v uvedeném pøí-kladì prostoru L; v jiných prostorech ¾ádná þrychlá konvergenceÿ této sumyani nemusí nastat. Pak je tøeba zvolit jiné pøístupy).VlnkyV pøedchozím odstavci jsme krátce zkomentovali první krok nutný ke kon-strukci vlnky, tedy konstrukci ortonormální base v ka¾dém prostoru Fk.Pracujme ted opìt s prostory typu K;L;Q a s dìlením intervalu [0; 1] na 2kstejných dílù.Druhým potøebným krokem bude následující vìta.Vìta 2. Nech» prostory Fk jsou generovány vzájemnì ortogonálnímiposuny, o hodnoty i=2k; i = 1; 2; : : : ; 2k�1 nìjaké funkce �k která je dilatací,�k(x) = �( x2k ) (17.113)



17.6. VLNKY A KÓDOVÁNÍ OBRAZU 285urèité funkce �. Nech» platí vztah Fk � Fk+1. Pi¹me pak�(x2 ) = 2kXi=0 ci�(x+ i2k ): (17.114)Polo¾me  (x) = 2kXi=0(�1)ic1�i�(x+ i2k ): (17.115)Pak v¹echny mo¾né posuny o hodnoty i=2k; i = 0; 1; : : : ; 2k � 1 funkce k(x) =  (x=2k) tvoøí ortogonální basi ka¾dého z prostorù Gk; k � 1 .Poznámka. Tím je konstrukce vlnky dokonèena. Poznamenejme v¹ak,¾e pøedpoklady vìty nahoøe (speciálnì konstatování, ¾e v¹echny ortogonálníbase ji¾ sestrojené jsou vhodnými posuny a dilatacemi jediné funkce) ne-jsou obecnì garantovány pro funkce sestrojené pomocí vìty 1! Jsou splnìnyobvykle jen pøibli¾nì, pro velká k. Tyto problémy zmizí, pracujeme-li nacelé reálné ose místo na grupì [0; 1]. (Pak je platnost uvedeného pøedpokla-du víceménì zøejmá. Cenou je ov¹em nutnost práce s nekoneènìrozmìrnýmiprostory, nutnost diskuse chování koe�cientù v nekoneèné øadì vìty 1 apod.Tedy problematika ji¾ v podstatì mimo obor LA. Nicménì je to tato { zcelarealistická { situace, která se pøi aplikacích vìt¹inou uva¾uje.)(~) Dùkaz samotné Vìty 2 není vùbec obtí¾ný a pøenecháme ji¾ ètenáøi,aby napsal pøíslu¹né skalární souèiny a ovìøil jejich nulovost (a popøípadìocenil dùvtipnou volbu koe�cientù ci). Je potøebné si v¹imnout vztahu (kterýje dùsledkem ortogonality jednotlivých posunù funkce �)Xi a2i+ja2i = 0 8j: (17.116)Pøíkladem je prostor K; postupem zde naznaèeným (zaèínajícím s funk-cemi typu Stolová hora a konstruujícím vlnky pomocí vìt 1 a 2) dostanemeji¾ zmínìnou Haarovu basi. (Ovìøte jednotlivé kroky konstrukce, výpoèet koe-�cientù ci !)Konstrukce vlnek v dal¹ích prostorech je ji¾ mnohem obtí¾nìj¹í, pøièem¾hlavní problém je v provedení kroku popsaného vìtou 1 (a diskuse chovánífunkce �k tam sestrojené).(~)
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Kapitola 18Dvì maticové bagately18.1 Pseudoinverse maticeCo dìlat, nemá-li maticeA inversní matici? Jinými slovy, jak nahradit vzorec~x = A�1~b (18.1)pro øe¹ení soustavy A~x = ~b v pøípadì, ¾e A�1 neexistuje? Odpovìdí jekonstrukce tzv. pseudoinverse matice z kuchynì Moore-Penroseho.Definice. Pseudoinversí obecné (obdélníkové) matice A nazveme ta-kovou matici A:, pro kterou platí1 (právì poslední dvì podmínky pøiná¹ejípøívlastek þMoore-Penrosehoÿ)2AA:A = A; A:AA: = A:; (AA:)� = AA:; (A:A)� = A:A:(18.2)Cvièení. Existuje-li A�1, je samozøejmì A: = A�1. Zatím pøenechámematematikùm dùkazy jednoznaèné existence pseudoinversní matice a radìjiuká¾eme, jak zkonstruovat A: ve dvou typických pøípadech.Kdyby to nìkoho pøece jen zajímalo, pseudoinversní zobrazení k f : V !W získáme tak, ¾e ve W najdeme basi Im f a doplníme ji na basi W vektorykolmými3 na Im f . Zobrazení f: : W ! V pøiøadí vektorùm base Im f jejich1Mysleme zvlá¹tì na reálný pøípad, kdy lze nahradit adjunkci transposicí; je myslitelnái transposice v komplexním pøípadì.2Prvá podmínka znamená, ¾e A: je pseudoinversní k A, druhá naopak, platí-li obì,jsou navzájem pseudoinversní.3Potøebuji skalární souèin na V i na W .287



288 KAPITOLA 18. DVÌ MATICOVÉ BAGATELYvzory pøi zobrazení f , a to ty, které jsou kolmé na K er f , a zbylým (kolmýmna Im f) vektorùm base pøiøadí nulový vektor ve V.� A je obdélníková, typicky má více øádkù ne¾ sloupcù (je vysoká),napø. z úloh lineární regrese taková, ¾eA�A je regulární (18.3)� A je obdélníková, poèet øádkù nejvý¹e roven poètu sloupcù (¹irokámatice) taková, ¾e (rovnice A~x = ~b má typicky více øe¹ení)AA� je regulární (18.4)1. Místo neexistujícího øe¹ení soustavy A~x = ~b hledáme øe¹ení pro pro-jekci ~b? do sloupcového prostoru, tedyA~x = ~b?; (~b� ~b?) ? S(A), A�(~b� ~b?) = ~0 (18.5)Potom je A�A~x = A�~b = A�~b? a mù¾eme psát ~x = (A�A)�1A�~b.Ovìøte, ¾e v tomto pøípadì splòuje (A�A)�1A� podmínky pro pseu-doinversi matice A.2. Má-li rovnice A~x = ~b více øe¹ení, mù¾eme hledat to þnejmen¹íÿ z nich(ve smyslu minimalisacePni=1 ��xi��2). Jeliko¾ pro ~b = 0 je øe¹ení rovniceA~x = ~0 v ortogonálním doplòku k sloupcovému prostoru S(A�) maticeA�, znamená to, ¾e pro obecné4 ~b 6= ~0 bereme øe¹ení A~x = ~b kolmék S(A�)? (abychom získali øe¹ení s minimálním ~x�~x), tedy ~x 2 S(A�).Takové ~x, které je kombinací sloupcù A�, lze zapsat jako A�~z, kdesloupec ~z obsahuje právì koe�cienty udávající þjak velkéÿ kombinace.Má tedy býtA~x = AA�~z = ~b; èili ~z = (AA�)�1~b; ~x = A�(AA�)�1~b:(18.6)Tak¾e A: = A�(AA�)�1 je hledanou pseudoinversí v tomto pøípadì.Odùvodnìte podrobnìji.Tato situace je duální minulé, proto¾e pseudoinversi teï hledáme tak,¾e matici A nejprve hermitovsky sdru¾íme, najdeme k ní pseudoinversipodle minulého postupu a tuto opìt (nazpátek) hermitovsky sdru¾íme.4Obecné øe¹ení rovnice A~x = ~b dostaneme tak, ¾e pøièteme k jejímu jednomu konkrét-nímu øe¹ení jakékoli øe¹ení rovnice A~x = ~0.



18.2. POLÁRNÍ ROZKLAD OPERÁTORU 289Cvièení. Spoètìte pseudoinverse maticA = (a1; a2; : : : an); B = 0B@ a1...an 1CA : (18.7)Cvièení.Nech» maticeAmá hodnost h. Jakou hodnost mají její Grammo-va matice AAT a její pseudoinverse?18.2 Polární rozklad operátoruV této sekci najdete analogii zápisu komplexního èísla v exponenciálnímtvaru z = r � ei� � r(cos�+ i sin�) (18.8)pro matice: vyjádøíme jakoukoli (nehermitovskou) matici jako komposici ma-tice (resp. operátoru) hermitovské a unitární. Má to velký význam pro øe-¹ení rùzných aproximaèních úloh, které jsou snadno øe¹itelné pro diagonální(resp. hermitovský) operátor. Rozklad obecného operátoru pak umo¾òujerùzné aproximaèní úlohy øe¹it obecnì, jak uvidíme ní¾e.Vìta. Regulární komplexní matici A lze zapsat v kterémkoli z následu-jících tøí5 tvarù (matice U;U0;V;V0 jsou unitární { analogie komplexníchjednotek ei�, matice B;C positivnì de�nitní hermitovské a D je matice po-sitivní diagonální hermitovská { tedy reálná {)A = CV = UB = U0DV0 (18.9)a navícA�A = B2 = V0�D2V0; AA� = C2 = U0D2U0�; U0 = UV0�: (18.10)Pro dùkaz staèí prodiskutovat spektrální rozklad matice A�A, která jenutnì hermitovská a positivnì de�nitní. Pi¹me tedyA�A = V0�EV0 (18.11)5Tøi vztahy místo jednoho máme díky nekomutativitì.



290 KAPITOLA 18. DVÌ MATICOVÉ BAGATELYs unitární V0 (vzorcem V0V0� = 1) a diagonální6 reálnou positivní E, kteráje Jordanovým tvaremA�A. Polo¾me proto E = D2 s jinou positivní reálnoudiagonální maticí D. Zøejmì maticeB := V0�DV0 (18.12)je positivnì de�nitní a hermitovská a B2 = A�A. Polo¾íme je¹tìU := AB�1 (18.13)a U bude unitární, nebo» BU�UB = A�A = B2, a tak U�U = 1.Platí také A = UB = UV0�DV0 = U0DV0 pro U0 := UV0�.Pøíklad u¾ití spektrálního rozkladu.Chtìjme reálnou n�n ètver-covou regulární maticiA þco nejlépeÿ aproximovat maticíB zadané hodnostih = h(B) < n. þCo nejlépeÿ zde znamená minimalisovat normu kA�Bkpro matice B hodnosti � h, kdekAk = 2vuutXi;j ���aij���2 = qTr(AA�): (18.14)Diskusi proveïte sami, hlavní body postupu v dal¹ím textu formulujeme jakocvièení.Cvièení.1. Uka¾te, ¾e daná norma je speciálním pøípadem norem typukAk2� =Xi kA~xik2 ; (18.15)podrobnìji norem odvozených ze þskalárního souèinu maticÿb(A;B)� =Xi b(A~xi;B~xi); (18.16)kde � = f~xig je nìjaký soubor vektorù v E n.2. Je-li � systém tvoøící ortonormální basi E n, je kAk = kAk� pro ka¾douA a tedy uvedená norma k:::k� nezávisí na �.6Matice E je urèena jednoznaènì a¾ na permutaci vlastních èísel.



18.2. POLÁRNÍ ROZKLAD OPERÁTORU 2913. k:::k� = k:::kU�, kde U� = fU~xig, pro libovolný operátor U úèinkujícína lineárním obalu � s unitární maticí vùèi f~xig.4. kAUk� = kAk� pro libovolnou ortonormální basi � a libovolný unitárníU.5. Nech» A = U0DAV0 (18.17)je polární rozklad A. Zaveïme matici DB vztahemB = U0DBV0 (18.18)a zva¾me si, ¾ekA�Bk = U0DA �U0DB = kDA �DBk (18.19)podle vztahu minulého a následujícího triviálního6. kAk = AT , podle èeho¾ (ve spojení s pøedminulým bodem) takékUAk = kAk pro unitární UZávìr. Úlohu o nejlep¹í aproximaci A maticí B dané hodnosti jsmepøevedli na úlohu o nejlep¹í aproximaci matice DA, o ní¾ tentokrát smímepøedpokládat, ¾e je diagonální a positivní, maticíDB . V této oblasti najdemeøe¹ení lehce: i matice DB bude diagonální a positivní; získáme ji toti¾ vynu-lováním patøièného poètu nejmen¹ích diagonálních elementù DA, abychomdocílili po¾adované hodnosti.Shrnujeme: nejlep¹í aproximací k A je maticeB = U0DBV0; (18.20)kde DB je nejlep¹í aproximací DA.Cvièení. Spoètìte pseudoinversi D: diagonální matice D (nezapadá dopøípadù, které jsme ji¾ poèítali).S pou¾itím tøetího polárního rozkladu de�nujte maticiA: = V0�D:U0� (18.21)a uka¾te, ¾e jde o pseudoinversi k A.



292 KAPITOLA 18. DVÌ MATICOVÉ BAGATELYCvièení. Je-li A ètvercová matice, tak AAT i ATA mají stejný Jorda-nùv (diagonální!) tvar (co¾ je silnìj¹í forma tvrzení dokázaného u¾ ve cvièenína konci kapitoly spektrum). Vyu¾ijte polární rozklad A.Cvièení. (Tzv. Golden-Thompsonova nerovnost pou¾ívaná napø. v kvan-tové teorii pole.)7Pro libovolné dva hermitovské operátory A;B platí nerovnostTr exp(A+B) � Tr expA expB (18.22)(pøièem¾ rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ A a B komutují).A vzpomínáte, jak je to pro determinant?Dùkaz. Rozepí¹eme levou i pravou stranu jakoX Tr(A+B)nn! resp. X TrAkBlk! � l! ; (18.23)tak vidíme, ¾e staèí dokázat nerovnosti typuTr(A0B0A00B00 : : :) � Tr(A0A00 : : :B0B00 : : :) (18.24)kde A0;A00 : : : oznaèují nìjaké mocniny matice A a podobnì u B0;B00 : : :.Pøedpokládejme, ¾e A a B jsou hermitovské matice a matice B = D jeji¾ dokonce diagonální. (To smíme podle vìty o spektrálním rozkladu a díkycykliènosti stopy matice.)Nerovnost (18.24) pak dostaneme, rozepí¹eme-li stopy zmínìných souèinùmatic v (18.24), z nerovností typuxn1yn2zn3 � n1n xn + n2n yn + n3n zn; n = n1 + n2 + n3 (18.25)(co¾ je známá nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým prùmìrem!).Napi¹me si to podrobnìji tøeba pro A = A0 = A00 = : : : a pro B0 =Dn1 ; B00 = Dn2 ; B000 = Dn3 :Xi;j;k aij(dj)n1ajk(dk)n2akl(dl)n3 � (18.26)� n1n TrADnA2 + n2n TrA2DnA+ n3n A3Dn = TrA3Dn:7Pro u¹etøení místa umis»ujeme zde, nikoliv na konec kapitoly Spektrální rozklad.



Kapitola 19Øí¹e tensorù19.1 Co jest tensorZvoliv1 rozpravu o poètu tensorovém za pøedmìt této poslední kapitoly, dou-fám, ¾e se zavdìèím ètenáøstvu hojnému na¹emu a to tím více, jeliko¾ v na¹ímateø¹tinì není mnoho spisù o tomto veledùle¾itém pøedmìtu jednajících.Lineární algebra pojednává, jak nám známo ji¾, o pøedmìtech obecných ikonkrétních, aby s jedné strany po¾adavkùm dostateèné obecnosti mathema-tické hovìla a s druhé strany poznání toho, s èím se stále stýkáme v mathe-matice i v pøírodozpytu, roz¹íøovala; neb které vìdomosti byly by prospì¹-nìj¹í ne¾li ty, které schopnosti abstrakce mathematické rozvinují a navíc námobcování v pøírodì a s pøírodou usnadòují?Poohlédneme-li se na na¹i dosavadní èinnost, poznáme ihned, ¾e prvnímuúèelu bylo pøedev¹ím hoveno; pøevládají» valnì v textu na¹em konstrukceabstraktní, aè i v tìch mnoho konkretního jest jak ètenáøstvo na¹e zajistépoznalo.Zvoliv tedy nyní pøedmìt poètu tensorového za na¹i rozpravu, budi¾ hnedzpøedu podotknuto, ¾e pøedmìt, je¾ jsem pro ètenáøstvo své hojné dle skrov-ných sil svých upravil, bude pojednán v obecnosti ne men¹í, ne¾ dosavadníthemata na¹e, èím¾ jsem se arci vzdal nadìje, ¾e by v¹ichni ètenáøové v¹emustejnì porozumìli; vy¾adují» základní konstrukce theorie tensorové nìkte-ré døívìj¹í abstraktní konstrukce napø. theorii dvojèatosti jako¾ i základyCantorova poètu mno¾stevního.Spis tohoto druhu nesmí se porovnávati s povídkami, které jednou byv¹epøeèteny obyèejnì ztrácí v¹echnu cenu, nýbr¾ slu¹í se jej pokládati za nutný1Nepro¹lo jazykovou úpravou. 293



294 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙèlen prostonárodní knihovny studentské.2Tensor jako multilineární zobrazení. Bylo by omylem pova¾ovatpojem multilineárního zobrazení za pøípravu k studiu funkce více promìn-ných v analýze. Spí¹e je mo¾né øíci toto: pojem lineárního zobrazení odpovídátìm situacím v analýze (typicky více promìných), kdy nás zajímá diferen-ciál prvního øádu. Pojem kvadratické formy nastupuje v analýze tam, kdeinformace daná diferenciálem prvního øádu je pøíli¹ triviální. (Pøechod odkvadratické formy k bilineární formì je pro analýzu ov¹em zcela formálnízále¾itostí.) Zato v¹ak existují v analýze, a mnohem èetnìji v geometrii afysice objekty, popsané multilineárními formami. Zatím jsme mìli jediný ne-triviální pøíklad multilineární funkce více ne¾ dvou promìnných: ¹lo o pojemdeterminantu.Teorii tensorù je mo¾no budovat na prostorech se skalárním souèinem(viz napø. knihu J.Kvasnici), co¾ èasto dostaèuje pro aplikace a co¾ je mo¾-ná pro zaèáteèníky þstravitelnìj¹íÿ, neb nevy¾aduje pojem duálního prosto-ru; po pravdì øeèeno se v¹ak pojem duálního prostoru spí¹e jenom dokonalezamaskuje tím, ¾e se ztoto¾ní duál s pùvodním prostorem pomocí vìty o re-presentaci a transformace souøadnic se provádìjí pouze ortogonální.Teorii tensorù je mo¾no ov¹em budovat i obecnì na lineárních prostorechi bez skalárního souèinu; skalární souèin se potom pou¾ívá jen k nìkterýmspeciálním konstrukcím. Tento postup je v souèasné literatuøe èastìj¹í, jelogiètìj¹í a asi i jednodu¹¹í (i kdy¾ nikoli nutnì pro zaèáteèníky). Pøidr¾íme seho ji¾ proto, ¾e kapitola o dualitì má smysl pøedev¹ím s ohledem na budováníteorie tensorù. Kdy¾ jsme ji¾ dualitu zvládli (haha?), bylo by nesmyslnézavádìt tensory nìjakým speciálnìj¹ím zpùsobem.Pøíklady tensorù.� skalár (tensor bez indexù, má jednu slo¾ku, která se nemìní pøi trans-formacích)� vektor (kovektor, kontravektor)� zobrazení, operátor; jeden index nahoøe a jeden dole; identickému zob-razení 1̂ : V ! V odpovídá Kroneckerùv tensor ���� bilineární forma (napø. Riemannova metrika g��)2Úvod zpracován volnì dle spisu þO povìtrnostiÿ, dr. F. J. Studnièka, Praha, 1872, Ma-tice lidu { spolek pro vydávání laciných knih èeských. F.J. Studnièka byl prvním rektoremèeské èásti UK.



19.1. CO JEST TENSOR 295� dal¹í tensory z obecné teorie relativity; napø. tensor køivosti R�� ,tensor hmoty (tj. hustoty energie a hybnosti) T��� tensor setvaènosti Iij, pomocí nìho¾ lze vyjádøit moment setrvaènostina osu zadanou jednotkovým vektorem ~v, vztah mezi vektorem úhlovérychlosti a momentem hybnosti atd. a vztah pro energii rotujícího tìle-sa jako hodnotu kvadratické formy po dosazení vektoru úhlové rychlosti(jde o speciální þortogonálníÿ tensory, proto v¹echny indexy dole)I = Iijvivj; Li = Iij!j; E = 12Iij!i!j : : : (19.1)� tensor napìtí �ij a deformace "ij ; jako pøíklad vzorcù uvedeme vztahpro sílu pùsobící na plo¹ku ~dS (normálový vektor k plo¹ce o veli-kosti stejné jako má plo¹ka obsah), vztah mezi nimi pomocí tensorupru¾nosti (Hookùv zákon), který pro isotropní látku mù¾e obsahovatjen dvì nezávislé konstanty �; �, proto¾e musí být zkonstruován jenz delta-tensoru (v¹echny indexy pí¹eme dolù: pøipou¹tíme jen ortogo-nální transformace)dFi = �ijdSi; �ij = cijkl"kl : : :cijkl = ��ij�kl + �2 (�ik�jl + �il�jk); (19.2)tensor deformace "ij = 1=2(@iuj + @juj) lze také interpretovat tak, ¾eudává, na jaký elipsoid tvaru (alespoò pro malá "ij)(�ij � 2"ij)xixj = r2 (19.3)se þsmáèkneÿ kulový element objemu daného tìlesa xixi = r2 (alespoòpro tak malé polomìry koule r2, abychom mohli zanedbat eventuálnínekonstantnost "ij v kouli)� dal¹í a dal¹í fysikální tensory, napø. tensor polarisovatelnosti, udá-vající vztah mezi vektorem polarisace a vektorem elektrické intensityv krystalech (v homogenních látkách je násobkem �ij)Pi = �ijEj ; (19.4)piezoelektrické tensory a mnohé jiné� determinant



296 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙAbyste mohli lépe èíst dal¹í text, osvì¾te si, co je to faktorprostor (v hledánívám pomù¾e rejstøík).Vysvìtlete, proè je faktorprostor V podle W speciálním pøípadem faktorm-no¾iny, tzn. mno¾iny v¹ech tøíd ekvivalence ~ typuv̂ = fv 2 V j v0~vg (19.5)(ekvivalence je relace, která je reexivní, symetrická a transitivní) pro spe-ciální ekvivalenci ~v~~v0 () ~v � ~w 2 W : (19.6)Definice formálního lineárního obalu. Budeme potøebovat je¹tìjednu abstraktní konstrukci, toti¾ vytvoøení vektorového prostoru nad zvole-nou basí. Následující de�nici lehce pochopíte, pøedstavíte-li si dobøe známýlineární prostor Rn jako formální lineární obal mno¾iny f1; 2; : : : ; ng.Formálním lineárním obalemLf (X) mno¾inyX budeme3 mínit mno-¾inu v¹ech (reálných èi komplexních podle kontextu) funkcí na mno¾inì X.Ka¾dý prvek ~� 2 Lf (X) lze zapsat ve tvaru~� = Xx2X �(x)~vx; (19.7)kde vektor ~vx 2 Lf (X) oznaèuje funkci �(y) = �xy. V pøípadech, o nich¾budeme mluvit, budeme (i pokud X bude nespoèetná) kombinovat koneè-ný poèet jejích prvkù. V pøípadech slo¾itìj¹ích (napø. chceme-li Hilbertùvprostor kvantové mechaniky jedné èástice popsat jako komplexní formálnílineární obal prostoru R 3) bychom sumu (alespoò formálnì) nahradili nìja-kým integrálem, Kroneckerovo delta nìjakou delta-funkcí atd.Tøi de�nice tensorového souèinu prostorùPrvá definice. Nech» V a W jsou lineární prostory mající base ~v1; :::~vna ~w1; : : : ; ~wm. Pak formální lineární obal kartézského souèinu basí nazývámetensorovým souèinem V a W a znaèíme hoV 
 W := L(f~v1; : : : ; ~vng � f~w1; : : : ; ~wmg): (19.8)3Jestli¾e bude zøejmé, ¾e jiný lineární obal ne¾ formální nebudeme umìt konstruovat,budeme index f vynechávat.



19.1. CO JEST TENSOR 297Prvky V 
 W budeme zapisovat ve tvaru$T =Xi;j (~vi 
 ~wj)tij ; (19.9)kde ~vi 
 ~wj je nové oznaèení pro prvek (~vi; ~wj) kartézského souèinu basí(nazývaný èasto dyadický souèin vektorù), a jest prvkem base V 
 W .De�nice jest tedy taková, ¾edim(V 
 W ) = dimV � dimW : (19.10)Nejde tedy o kartézský souèin V � W , který má dimensi dimV + dimW ,a tudí¾ ho rádi znaèíme také V � W . (Toto znaèení jsme ji¾ u¾ívali u di-rektních rozkladù prostorù.) Prostor W 
 V je isomorfní prostoru V 
 W ,a o této skuteènosti se vyjadøujeme jako o komutativitì tensorového sou-èinu. (Nechápejte tuto vìtu jako tvrzení o komutativitì násobenímatic. S takovými nedbalostmi si zde nezahráváme.)Mù¾eme také kon-struovat isomor�smy mezi prostoryU 
 (V � W ) = (U 
 V)� (U 
 W ); (19.11)co¾ nám umo¾òuje mluvit i o distributivnosti 
 vùèi �. (Ovìøte alespoò,¾e prostory na obou stranách mají stejné dimense.)Zatím se nebudeme obtì¾ovat otázkou, zda nezávisí de�nice na volbìbase (lze konstruovat isomor�smy), vìta ní¾e nám v¹e vypoví.Druhá definice. Tensorovým souèinem V
W nazýváme prostor v¹echbilineárních forem na kartézském souèinu V 0 � W 0 duálních prostorù.Vztah této nejkrat¹í de�nice k de�nici prvé plyne z následujícího.Vìta. Ka¾dá bilineární forma B na V 0�W 0 je urèena jednoznaènì èíslybij = B(~v0i; ~w0j); (19.12)kde f~v0ig resp. f~w0jg oznaèuje duální basi, proto¾eB(X�i~v0i;X�j ~w0j) =X�i�jB(~v0i; ~w0j): (19.13)Dùsledek. Ztoto¾níme-li tensor ~vi 
 ~wj s bilineární formou(~v0; ~w0) 7! v0(~vi) � w0(~wj); (19.14)



298 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙmáme tím zadán isomor�smus V 
 W na prostor v¹ech bilineárních foremna V 0 � W 0, èím¾ je také vyøízena otázka V 
 W zkonstruovaných podlerùzných basí dle de�nice prvé. Objasnìte.Definice tøetí. (]) Tato nejabstraktnìj¹í de�nice je matematiky nej-pou¾ívanìj¹í.Tensorovým souèinem V 
 W rozumíme faktorprostor4L(V � W )=Z; (19.15)kde Z je lineární podprostor generovaný vektory(~v; ~w1 + ~w2)� (~v; ~w1)� (~v; ~w2)(~v1 + ~v2; ~w)� (~v1; ~w)� (~v2; ~w)(�~v; ~w)� (~v; �~w)�(~v; ~w)� (�~v; ~w) : (19.16)Podrobnou diskusi poslední de�nice vynecháme.Spojení prvé a tøetí definice. Nech» mno¾ina f~v1; ~v2; : : :g generujeV a mno¾ina f~w1; : : :g generuje W . Potom prostorLff(~vi; ~wi)g=Z; (19.17)kde Z je podprostor L generovaný v¹emi prvky tvaruPi �i(~vi; ~w) kde ~w 2 W a Pi �i~vi = ~0a Pj �j(~v; ~wj) kde ~v 2 V a Pj �j ~wj = ~0 (19.18)je isomorfní V 
 W .Poznámka. Extrémnímimo¾nostmi voleb mno¾in f~v1; : : :g resp. f~w1; : : :gje jednak base V resp. W ; v tomto pøípadì dostáváme de�nici prvou, proto¾eZ je triviální podprostor obsahující jen (~0; ~0) nulový prvek.Druhou extrémní mo¾ností je dosazení celých prostorù V resp. W zamno¾iny f~v1; : : :g a f~w1; : : :g, èím¾ dostáváme tøetí de�nici tensorového sou-èinu.Dùkaz jenom naznaèíme. Vyjdeme ze správnosti prvé de�nice a pøidámenìjaký þnovýÿ vektor ~vn+1 =Xi �i~vi (19.19)4Jde o faktorprostor opravdu obøího prostoru, který þmáÿ dimensi takovou, jako jepoèet prvkù v V �W . Tato troufalost je pøinejmen¹ím zde u¾iteèná.



19.1. CO JEST TENSOR 299do souboru ~v1; : : : . Tím sice zvìt¹íme prostor L, nikoli v¹ak faktorprostor,jeliko¾ pro ka¾dý element $t þnovéhoÿ prostoru L existuje $t 0 ze starého Ltakový, ¾e5 (~)$t �$t 0 =Xj �j(~vn+1; ~wj)�Xi Xj �i�j(~vi; ~wj) 2 Z (!) (19.20)Tvrzení. Ka¾dé bilineární zobrazeníF : V � W ! ~W ; (19.21)kde V;W ; ~W jsou lineární prostory, lze jednoznaènì roz¹íøit na lineární zob-razení 
 F : V 
 W ! ~W ; (19.22)oznaèíme-li symbolem j vnoøení j(~v; ~w) = ~v
 ~w(pozor, j(�~v; ~w) = j(~v; �~w) = �j(~v; ~w)), takF = 
F � j, s argumenty F (~v; ~w) = 
F (~v 
 ~w): (19.23)Dùkaz opìt jen struènì: nedá moc práce roz¹íøit ka¾dé zobrazení (bili-nearity zde netøeba) na kartézském souèinuF : f~v1; : : :g � f~w1; : : :g ! ~W (19.24)na lineární zobrazení na L. Bilinearitu u¾ijeme teprve v okam¾iku, kdy uka-zujeme, ¾e takto roz¹íøené zobrazení se anuluje na podprostoru Z � L.Dùsledek. Prostor v¹ech bilineárních forem na V � W { tedy prostorV 0
W 0 podle de�nice druhé { jsme tímto ztoto¾nili s duálem prostoru V
W(je tøeba je¹tì dodat, ¾e restrikcí lineárního zobrazení na V
W je bilineárnízobrazení na V � W ).Zcela analogicky je mo¾no ztoto¾nit prostory(V 
 W 0)0 = V 0 
 W ; (V 0 
 W 0)0 = V 
 W atd. (19.25)(Pro nekoneènìrozmìrné prostory V;W , kde navíc uva¾ujeme rùzné topolo-gie, to ov¹em takto jednoduché není!)5Pí¹eme jen tu èást $t , která nele¾í ve starém L.



300 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙDefinice. Nech» ~v 2 V; ~w 2 W . Tensorem$t = ~v 
 ~w; tij = viwj (19.26)oznaèíme ten prvek t 2 (V 0 
 W 0)0, pro nìj¾ platít(~v0; ~w0) = v0(~v) � w0(~w0); tijv0jw0j = v0ivi � w0jwj : (19.27)Terminologická poznámka. Je tedy mo¾no chápat prostor W 
 �V 0jako prostor v¹ech �-lineárních zobrazení (� je tìleso, �-linearita znamená,¾e zobrazení pøiøazuje vektoru vynásobenému konstantou k 2 � opìt k-násobek, co vektoru pùvodnímu) z prostoru V do W . Ten se také nìkdy znaèíjako Hom�(V ;W ) a øíká se, ¾e je kovariantní podle W a kontravariantnípodle V (kvùli té èárce).Tvrzení bez dùkazu. Nech» ~v 2 Pi ~vi�i; ~w = Pj ~wj�j. Pak podleposlední de�nice ~v
 ~w =Xi;j ~vi 
 ~wj � �i�j; (19.28)pomocí èeho¾ bychom mohli ve smyslu prvé de�nice výraz ~v
 ~w i de�novat.Definice. Tensor $t 2 V 
W nazveme rozlo¾itelným, pokud je tvaru~v 
 ~w.Vektory ~v; ~w jsou urèeny a¾ na to, ¾e lze jeden z nich vydìlit a druhývynásobit nìjakým �, jednoznaènì.Cvièení. Nech» P je prostor funkcí (tøeba polynomù) na R . Tensorovýsouèin P 
 P je mo¾no ztoto¾nit s jistým prostorem funkcí na R 2 (dvoupromìnných). Elementy ~f 
 ~g jsou právì ty funkce, které mají tvarf(x; y) 7! f(x)g(y)g : R � R ! R : (19.29)Roz¹íøení. Tensorový souèin více (ne¾ dvou) lineárních prostorù (napø.U ;V;W ) lze zkonstruovat jako souèin (U 
 V) 
 W nebo jako souèin U 
(V 
 W ) (prostor U 
 V je opìt lineární prostor a jeho prvky lze zasenazvat vektory). Na¹tìstí, obì de�nice vedou k isomorfním prostorùm, ao této vlastnosti budeme mluvit jako o asociativitì tensorového násobení(závorky budeme vynechávat).



19.1. CO JEST TENSOR 301Prvky tensorového souèinu U 
V 
 : : : 
Z budeme zapisovat ve tvaru$T = Xi;j;:::;l(~ui 
 ~vj 
 : : :
 ~zl)tij:::l: (19.30)Tensor tedy lze chápat jako tabulku èísel indexovanou nìkolika (¾ádným,jedním, dvìma, tøemi6 atd.) indexy, v¹ak dávající informaci pouze ve zvole-ných basích ve U ,: : : ,Z. Se zmìnou base se mìní i tabulka þslo¾ek tensoruÿ:Vìta. Vyjádøeme tento tensor $T v nových basích prostorù U ;V,. . .Z,toti¾ v basích f~~uig, f~~vjg,: : : ,f~~zlg a matice pøechodu od nevlnkovaných k vln-kovaným basím oznaème U, V,: : : ,Z, napø.( ~~u1; : : : ; ~~un) = (~u1; : : : ; ~vn)U: (19.31)Potom tensor napsaný v nových basích$T = Xi;j;:::;l( ~~ui 
 ~~vj 
 : : :
 ~~zl)~tij:::l (19.32)bude mít slo¾ky takové, ¾e slo¾ky ve starých basích jdou vyjádøit jakotij:::l = X~{;~|;:::;~lui~{vj~| � : : : � zl~l~t~{~|:::~l: (19.33)Dùkaz. Staèí dosadit ~~u~� = Pi ~uiui~� (a podobnì pro ostatní base) atensorovì roznásobit s u¾itím distributivního zákona.$T = X~{;~|;:::;~l Xi;j;:::;l(~ui 
 ~vj 
 : : :
 ~zl)ui~{vj~| � : : : � zl~l~t~{~|:::~l (19.34)Matematické pøíklady tensorù.� Prostor polynomù více promìnných lze psát jako tensorový souèin pro-storù polynomù jedné promìnné: xmyn ztoto¾níme s xm 
 yn.� V tomto smyslu je Hilbertùv prostor stavù dvou èástic v kvantovémechanice tensorovým souèinem Hilbertových prostorù tìchto èástic;popisujeme-li dvì èástice, vlnovou funkci musíme de�novat v ¹estiroz-mìrném prostoru { nejsou to tedy dvì vlny v trojrozmìrném prostoru!6Dále ètyømi, pìti atd.



302 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙ� (]) Analytici rádi pova¾ují prostor funkcí více promìnných za tensorovýsouèin prostorù funkcí jedné promìnné. V pøípadì nekoneènìdimensio-nálních prostorù je ¾ádoucí zkonstruovat je¹tì vhodnou topologii naV
W . Pak se ukazuje, ¾e prostor C(h0; 1i�h0; 1i) spojitých funkcí nadaném dvourozmìrném intervalu s normou kfk = supx;y2h0;1i jf(x; y)jje zúplnìním Ch0; 1i 
 Ch0; 1i. (~)Uvedená tematika tvoøí rozsáhlou partii funkcionální analýzy (Grothen-dieck,: : : ).Vidíme, ¾e v tìchto pøípadech jsme nahlí¾eli na tensory spí¹e v duchu de�-nice prvé a tøetí. Jindy (tensor setrvaènosti, metrický tensor, piezoelektrickýtensor) je pøirozenìj¹í mluvit v duchu de�nice druhé, to jest kvadratickéformy.V dal¹ím se omezíme na tensorové souèiny V 
 W 
 : : : 
 Z vzniklétensorovým násobením prostorù V;W ; : : : ;Z, které jsou v¹echny kopiemijednoho zvoleného vektorového prostoru eventuálnì jeho duálu (obyèejnìjde o prostor isomorfní nìjakému Rn).Odedávna v této knize u¾íváme zápis pomocí horních a dolních indexù,který pøiná¹í nesporné výhody: v¹echny sèítance (a tedy také obì stranyrovnic) musí mít stejné ty horní i dolní indexy (a ka¾dý se smí vyskytovatjen jednou), které nejsou hluché; hluchými indexy máme na mysli indexy,vyskytující se v rovnicích jednou nahoøe a jednou dole, pøièem¾ podle nichprovádíme sèítání, napø.X� F �V� = F 0V0 + F 1V1 + : : :+ F dVd = F �V� (19.35)a (jak vidíte v posledním vyjádøení) znak sumy lze vynechat v souladu s Ein-steinovou sumaèní konvencí.V dal¹ím bude E pevný vektorový prostor s basí ~e1; : : : ;~ed a E 0 jehoduál.Definice. Tensor tvaru$T =X aij:::kl:::~ei
~ej
 : : :
~e0k
~e0l
 : : : 2 E 
E 
 : : :
E 0
E 0
 : : : ; (19.36)který má u koe�cientù aij:::kl::: m horních a n dolních indexù, tedu u souèinù~ei 
 : : :~e0k 
 : : : má m dolních a n horních indexù, nazýváme m-krát kon-travariantní a n-krát kovariantní. Budeme také øíkat, ¾e je to tensor typu(n;m).



19.1. CO JEST TENSOR 303Tak napøíklad, vektor base ~e1 prostoru E je (jednou) kontravariantnívektor neboli tensor typu (0; 1).Zmìòme nyní basi f~eig a odpovídajícím zpùsobem duální basi f~e0ig:matice C nech» je maticí pøechodu od base ~e1; : : : ~en k nové basi ~f1; : : : ;~fn:~f~{ = ~ejcj~{: (19.37)Pøipomínáme, ¾e je potom ((c�1)~{j jsou elementy inversní matice)~f 0~{ = (c�1)~{j~e0j; (19.38)co¾ lze zapsat v ménì pøirozeném tvaru ménì pøirozeným zavedením kon-tragradientní matice D = (C�1)T (pozor, u d ij urèuje { na rozdíl od na¹ichzvykù { dolní index j øádku) ~f 0~{ = ~e0jd ~{j : (19.39)Potom se slo¾ky tensoru s obìma druhy indexù u slo¾ek transformují podlenásledujících vzorcù: nech»$T = aij:::kl:::~ei
~ej
: : :
~e0k
~e0l
: : : = ~a~{~|:::~k~l:::~f~{
~f~|
: : :
~f 0~k
~f 0~l
: : : : (19.40)Potom je (pøipomínáme Einsteinovu konvenci)aij:::kl::: = ci~{cj~| � : : : � ~a~{~|:::~k~l:::(c�1)~kk(c�1)~ll � : : : : (19.41)Pøíklad. Tensor (1,1)aji � ~ej 
 ~e0i = ~ej 
 aji~e0i (19.42)ztoto¾òujeme s operátorem ~eixi 7! ~ejyj, kde yj = ajixi. Vzorec pro trans-formaci tensoru je potom dobøe známým vzorcemA = C ~AC�1 (19.43)pro zmìnu matice zobrazení pøi zmìnì base.Dvakrát kovariantní tensor aij~e0i 
 ~e0j (19.44)ztoto¾òujeme s bilineární formou na E danou pøedpisemB(~eixi;~ejyj) = aijxixj: (19.45)



304 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙVe vzorci pro transformaci tensoru poznáváme formuli popisující zmìnu ma-tice kvadratické formy pøi zmìnì base:akl = ~a~k~l(c�1)~kk(c�1)~ll = (c�1T ) ~kk a~k~l(c�1)~ll: (19.46)Z posledního tvaru je vidìt A = (C�1)T ~AC�1, co¾ známe v obrácenémtvaru ~A = CTAC.Operace s tensoryTensory z tého¾ prostoru lze sèítat (jejich þsouøadniceÿ se pøitom sèítají),lze mezi sebou násobit tensory typu (n;m) a (n0;m0), aby daly jako výsledektensor (n+ n0;m+m0). Napøíklad lze psát pro þsouøadniceÿcijklmn = aikbjlmn: (19.47)Speciálním pøípadem tohoto je násobení konstantou { skalárem, tensoremtypu (0; 0).Ale hlavnì lze tensory ú¾it; zvolíme si pár indexù (jeden horní a jedendolní) souøadnic tensoru typu (m;n), abychom místo obou napsali tý¾ index,sèítali podle nìho a dostali souøadnice tensoru typu (m� 1; n� 1).Pak lze na velkou èást lineární algebry (kromì þspeciálnìj¹íchÿ partiízalo¾ených na pojmu spektra operátoru) nahlí¾et jako na sadu cvièení ilust-rujících pojem ú¾ení tensorù. Jak se vám líbí takový názor? Døíve ne¾odpovíte negativnì, pøeètìte si následující pøíklady.Hodnota lineární formy ~u0 (prvku duálního prostoru, jednou kovariant-ního tensoru) ve vektoru ~v je ú¾ením tensoru typu (1; 1)u0(~v) = u0ivi: (19.48)Tensorovým násobením dvou tensorù typu (1; 1), kterými jsme nahradilioperátory, dostaneme tensor$t typu (2; 2), jeho¾ vhodným ú¾ením dostávámetijkl = aikbjl; tijjl = cil = aijbjl (19.49)souèin matic C = AB.Z jednoho tensoru se souøadnicemi tij typu (1; 1) lze ú¾ením dostat skalártii. Co je to? U¾ jste na stopì?!Pøesvìdèili jsme ji¾ ètenáøe o hloubce de�nice Henriho Poincaré, ¾e þMa-tematika je umìní nazývat rùzné vìci stejnými jmény.ÿ ?



19.1. CO JEST TENSOR 305Cvièení. Na rozdíl od stopy operátoru jsme nikde nediskutovali pojem stopykvadratické formy. Víte proè?Tensory na euklidovských prostorech. Podle názoru nìkterýchje toto a jenom toto právì to, co fysikové potøebují.Urèitì to není tak úplnì pravda, neb zvlá¹tì slo¾itìj¹í lineární prostory(nekoneèné dimense) jsou potøebné, a pøitom nemívají v¾dycky k disposiciskalární souèin.Poèítáme-li obvyklý euklidovský skalární souèin, tak ho pro vektory ~x; ~ydostaneme jako b(~x; ~y) =Xi xiyi: (19.50)Ale podle toho, co jsme øekli o tensorech a o zákonech zachování indexù, nenítato rovnice korektní. Lze ji ov¹em spravit, zavedeme-li symetrickýmetrickýtensor gij a zapí¹eme tedy souèin jakob(~x; ~y) = gijxixj : (19.51)Mù¾eme povolit zvedání a spou¹tìní indexù za pomoci metrického tensoru,napø. pro tensory typu (1; 0) a (0; 1) (a jeden slo¾itìj¹í)ti = gijti; tl = tkgkl; mabcde = gee0mab0c0de0gbb0gcc0 (19.52)zavedeme-li inversní metrický tensor se souøadnicemi takovými, abygijgjk = �ki : (19.53)Skalární souèin lze pak struènì psát jako7 xiyi = xiyi. Inversní tensor vy-poèteme jako inversní matici, a proto je po¾adavek ekvivalentní podmíncegijgjk = �ik: (19.54)V euklidovském prostoru v¹ak bývají lidé mnohem tvrd¹í: povolí jen tako-vé base a transformace (ortogonální), ve kterých má metrický tensor tvar(zkratka) gij = �ij . Potom horní index hraje tuté¾ roli jako dolnívi = vi; vabcd = vabcd : : : (19.55)a není je tøeba rozeznávat, a proto nabývá smyslu tøeba i pojem stopy kvad-ratické formy.7Rovnost dvou uvedených výrazù je dùsledkem obvykle po¾adované symetrie metrické-ho tensoru.



306 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙ19.2 Symetrické a antisymetrické tensoryDoufejme, ¾e nikoho moc nemrzí, ¾e ji¾ del¹í dobu mluvíme spí¹e o þsou-øadnicíchÿ tensorù ne¾ o tensorech. V¾dy mluvíme o tensoru, zapsaném vestandardním tvaru (souèet tensorových souèinù vektorù base { a duálníchvektorù base { násobených pøíslu¹nou þsouøadnicíÿ).Nyní si budeme v¹ímat symetrie a antisymetrie vùèi permutacím nìkteréskupiny indexù (musí být v¹echny horní nebo v¹echny dolní) a s eventuálnímiostatními indexy tensoru nebudeme hýbat. Pro konkrétnost, budeme mluvito tensoru, který jiné takové indexy nemá, a budeme se zabývat (anti)symetriívùèi permutacím n dolních indexù (souøadnic).Definice. Nazvìme (anti)symetrisací8 tensoru se souøadnicemi cij:::ptensor (anti)symij:::pcij:::p = 1n!X� fznak �gc�(i);�(j);:::�(p); (19.56)kde sèítáme pøes v¹echny permutace � mno¾iny písmen pro indexy fi; j; : : : ; pga znak � pí¹eme v pøípadì antisymetrisace. Pokud je to mo¾né, pí¹eme místotextu þ(anti)symÿ závorky kolem indexù, podle nich¾ (anti)symetrisujeme,napø. tij(kl)mn = symkltijklmn; tijhklimn = antisymkltijklmn: (19.57)Faktor 1=n! je volen tak, aby dvojí provedení (anti)symetrisace dalo toté¾,co provedení jediné. (Anti)symetrisací toti¾ dostaneme (anti)symetrickýtensor, to jest takový, ¾e pro ka¾dou permutaci �cij:::p = fznak �g � c�(i);�(j);:::;�(p): (19.58)Mnohé u¾iteèné tensory bývají symetrické (kvadratické formy, momentsetvaènosti atd.), mnohé antisymetrické (determinant, tensor elektromag-netického pole F�� , sjednocující vektor elektrické intensity a magnetickéindukce v teorii relativity).Samozøejmì, zajímavé by mohlo býti i studovat (anti)symetrii(isaci) vùèizámìnám dvojic indexù; napø. velký tensor køivosti R��;�� je nejen antisy-metrický vùèi zámìnì �; � jako¾ i �; �, ale je také symetrický vùèi zámìnìonìch dvojic indexù R��;�� = R��;��: (19.59)8Antisymetrisaci se také øíká alternace.



19.2. SYMETRICKÉ A ANTISYMETRICKÉ TENSORY 307Tìmito otázkami se nebudeme pøíli¹ zabývat.Symetrisace tensoru ~v1 
 : : : 
 ~vm, kde ~vi jsou vektory (nebo obecnìjisymetrické tensory) se nìkdy oznaèuje symbolem~v1 
sym: : : 
sym~vn: (19.60)Obdobnì antisymetrisace tensoru ~v1 
 : : : 
 ~vm, kde ~vi jsou vektory (neboobecnìji antisymetrické tensory) se (v¾dy) oznaèuje symbolem þskobkaÿ~v1 ^ : : : ^ ~vn (19.61)a nazývá se vnìj¹ím (Grassmannovým) souèinem vektorù (. . .) ~v1; : : : ~vm.Mimo jiné, pro tensor zadaný abstraktnì multilineární formou na E �E � : : :� E de�nujeme (anti)symetrii takto:Definice. Multilineární formu f nazveme (anti)symetrickou, pokud prov¹echny n-tice vektorù z E platí vztahf(~v1; : : : ; ~vn) = fznak �gf(~v�(1); : : : ; ~v�(n)): (19.62)Cvièení. Vyjádøíme-li f slo¾kovým zápisemf(~eixi1;~ejxj2; : : : ;~epxpn) = aij:::pxi1xj2 � : : : � xpn; (19.63)pak je de�nice nová v souladu se starou.Definice. Symetrisovaným tensorovým souèinem E 
symE rozumí-me mno¾inu v¹ech mo¾ných kombinací tensorù typu ~v 
sym~w. (Na E 
symEmáme pøirozenì zadanou lineární strukturu, ovìøte.)Abstraktnì lze E 
symE de�novat jako faktorisaci prostoru E 
 E podlepodprostoru generovaného v¹emi prvky tvaru~v 
 ~w� ~w
 ~v: (19.64)(Ve slo¾kách to znìlo jednodu¹eji, nebo ne?)Uka¾te, ¾e ka¾dé symetrické zobrazení F : E �E { tj. takové, ¾e F (~v; ~w) =F (~w; ~v) { lze jednoznaènì roz¹íøit na lineární zobrazení na E 
symE .



308 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙDefinice. Obdobnì antisymetrisovaným tensorovým souèinemE ^ E rozumíme mno¾inu v¹ech mo¾ných kombinací tensorù typu ~v ^ ~w.(Na E ^ E máme pøirozenì zadanou lineární strukturu, ovìøte.)Abstraktnì tento prostor de�nujeme jako faktorisaci V 
 V podle jehopodprostoru generovaného prvky~e
~f +~f 
 ~e; (19.65)èím¾ ve faktorisaci ztoto¾níme tensory ~e 
 ~f a �~f 
 ~e. Obecnìji, prostor�m(E ) � E ^: : :^E (napravom-krát E ) de�nujeme jako faktorisaci E
: : :
Epodle podprostoru Z generovaného tensory typu~e1 
 ~e2 
 : : : 
 ~em � znak �~e�(1) 
 ~e�(2) 
 : : :
 ~e�(m); (19.66)kde � je permutace na indexové mno¾inì f1; : : : ;mg. Pøíslu¹nou tøídu ~e1 
: : :
 ~em +Z oznaèujeme symbolem ~e1 ^ : : : ^ ~em.Cvièení. Je-li m > dimE , je �m(E ) = f$0g.Návod. Ka¾dý prvek �m(E ) je lineární kombinací prvkù tvaru ~e1^ : : :^~em, kde ~ei volíme z nìjaké base E . Pro m > dimE se musí nìkterý prvek ~eivyskytnout ve výrazu ~e1 ^ : : : ^ ~em alespoò dvakrát; transponujeme-li tytodvì kopie mezi sebou, uvedená transposice na tensoru nic nemìní, z druhéstrany v¹ak podle antisymetrie mìní znaménko tensoru. Pouze nulový tensorse rovná svému opaku.Definice. Podobnì jako u obecných, lze i u antisymetrisovaných tensorùmluvit o rozlo¾itelnosti tensoru $t 2 �k(E ), existují-li vektory ~v1; : : : ; ~vktakové, ¾e $t = ~v1 ^ : : : ^ ~vk.Pøíklad. Ka¾dý tensor z �2(R 3) je rozlo¾itelný, co¾ souvisí (jak zane-dlouho uvidíte) s tím, ¾e ho v¾dy lze zapsat (a to nekoneènì mnoha zpùsoby,a to nejen volbou �) jako þvektorový souèinÿ dvou vektorù.Naopak, u¾ tensor $t z �2(R 4) nemusí být rozlo¾itelný, jako napøíklad(~e1; : : : ;~e4 tvoøí basi R 4) $t = ~e1 ^ ~e2 + ~e3 ^ ~e4: (19.67)Dùkaz. Pokud by $t = ~u ^ ~v, byl by tzv. anulátorAn($t ) = f~w 2 R 4 j ~w ^~t = $0g (19.68)



19.2. SYMETRICKÉ A ANTISYMETRICKÉ TENSORY 309alespoò dvourozmìrný, proto¾e ~u; ~v 2An($t )!Na druhé stranì, je-li ~w = ~eixi, tak~w^~t = ~ei^~t�xi = ~e1^~e3^~e4x1+~e2^~e3^~e4x2+~e3^~e1^~e2x3+~e4^~e1^~e2x4;(19.69)co¾ je rozklad nìjakého tensoru vùèi basi �3(R 4) a je tedy nulový jen pokudjsou v¹echna xi nulová, anulátor tedy obsahuje jen nulový vektor.Fysikální pøíklad. (]) U¾ jsme mluvili o tom, ¾e v kvantové mechaniceje Hilbertùv prostor stavù dvou rùzných èástic (napø. protonu a elektronu)tensorovým souèinem prostorù tìchto èástic samotných. Vezmeme-li symet-rický resp. antisymetrický produkt N kopií prostoru stavù jednoho bosonuresp. fermionu (èástice s celoèíselným resp. poloèíselným spinem, napø. fo-tonu, alfa-èástice resp. elektronu, protonu atd.), dostaneme prostor stavùsoustavy N tìchto èástic.Poznámka. Formální direktní souèet (kartézský souèin prostorù se sèí-táním de�novaným þpo komponentáchÿ)R � E � (E 
symE )� (E 
symE 
symE )� : : : (19.70)se nazývá symetrickou algebrou9 lineárního prostoru E . Nìkteøí toradìji pí¹í jakoR � 11!E � 12! (E 
symE )� 13! (E 
symE 
symE )� : : : =: exp(E ) (19.71)a nazývají to exponenciálou daného vektorového prostoru. Prvky této al-gebry lze interpretovat jako formální mocninné øady nad E . Symetrická al-gebra prostoru je v¾dy nekoneènìrozmìrným prostorem.Na druhé stranì antisymetrická algebra lineárního prostoru E za-psaná jako direktní souèet�(E ) = R � E � (E ^ E )� : : :� �n(E ) (19.72)má pro koneènìrozmìrné E dimensi koneènou, konkrétnì øeèenodim�(E ) = nXk=0dim�k(E ) = nXk=0 n!k!(n� k)! = 2n; (19.73)9þAlgebrouÿ míníme v algebøe vìt¹inou okruh bez po¾adavku asociativity.



310 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙproto¾e skobky ~e1^ : : :^~em z rùzných vektorù base tvoøí basi �k(E ). (Kom-binaèní èíslo n nad k snad znáte.)Mluvili-li jsme o prvcích symetrické algebry jako o formálních mocnin-ných øadách, existence �(E ) nám dává tu¹it, ¾e by mohlo existovat nìcojako analýza antikomutujících promìnných. (Objev lze pøipsat Berezi-novi do roku 1969.)Opravdu, pøedstavme si sadu (i = 1; : : : ; n) antikomutujících promìn-ných10 analogických komutujícím xif~i;~jg = 0; (19.74)kde fa; bg = ab+ ba oznaèuje antikomutátor (vztah ~i~j = �~j~j mimojiné implikuje ~2i = 0), a uva¾me, ¾e ka¾dou funkci tìchto promìnných lzezapsat jakof = �+ �i~i + �ij~i~j + : : :+ �ij:::p~i~j : : :~p; (19.75)v které¾to formuli se vyskytuje 2n nezávislých koe�cientù (tensory � jsouantisymetrické). Sèítat mù¾eme jen èleny grassmannské s grassmannskýminebo negrassmannské s negrassmannskými, tudí¾ bude polovina tensorù �nulová; podle toho, která to bude, bude funkce f grassmannská nebo ne-grassmannská.Mù¾eme také parciálnì derivovat podle i-té promìnné a pravidlaf @@~i ; @@~j g = 0; f @@~i ;~jg = �ij (19.76)a integrovat; integrování je v tomto svìtì toté¾ co derivování a jsme-li dù-slední, je i hermitovsky sdru¾eným operátorem k danému ~i. Lze efektnìmluvit i o delta-funkci: �(~i) = ~i: (19.77)Antikomutující (fermionovské: : : ) promìnné hrají velkou roli v supersy-metrii, superstrunách atd.Matematické mo¾nosti, skryté pod tìmito pojmy, jsou dùle¾ité v kvanto-vé teorii pole. Buï napøíklad E Hilbertùv prostor11 stavù jednoho elektronu(pro názornost mluvme o basi tohoto prostoru obsahující vektory (n; l; lz ; sz),10Dosud se znaèí pøedev¹ím písmenem # apod.11Nyní mluvíme o komplexní variaci zmínìných pojmù, kde se v¹echny vektory basemohou násobit komplexními faktory, algebra má tvar C � : : : atd.



19.2. SYMETRICKÉ A ANTISYMETRICKÉ TENSORY 311stejnì tak bychom mohli vzít basi þelektron se spinem nahoru/dolù v bodì~xÿ apod.)Antisymetrická algebra je teï (stejnì jako E ) nekoneènìrozmìrná a tvoøíHilbertùv prostor, který je direktním souètem n-elektronových Hilbertovýchprostorù pro n = 0; 1; 2; : : :. Stavy tvoøící jeho basi lze psát napø. jako(1s")�(1s#)�(2s")�j0i; (19.78)kde j0i znamená vakuum a (2s")� apod. jsou kreaèní operátory pøidáva-jící elektron do daného stavu. Snad v tom vidíte jednak antisymetrisovanýtensorový souèin (1s") ^ (1s#) ^ (2s") (19.79)a jednak Pauliho princip: tím, ¾e byste kreovali dva elektrony do jednohostavu, byste dostali nulový vektor (prvek antisymetrisované algebry).Mìøení plo¹ných obsahùVnìj¹í (Grassmannovy) souèiny jsou je¹tì dùle¾itìj¹í (alespoò v geometrii)ne¾ symetrisované tensorové souèiny a vìnujeme jim nìkolik pøípravných po-známek. (Viz nejprve pøípravné poznámky k de�nici determinantu ze zim-ního semestru.)Souvisejí toti¾ s pojmem plo¹ného obsahu lineárních útvarù v euklidov-ském (nebo kvasieuklidovském na zpùsob Minkowského prostoru) prostoru.Nech» R(~v1; : : : ; ~vk) je k-rozmìrný rovnobì¾nostìnf kXi=1 ~viti j ti 2 h0; 1ig (19.80)vymezený vektory ~v1; : : : ; ~vk 2 Rn.Chtìjme mu pøiøadit velièinuF (~v1; : : : ; ~vk); (19.81)která by mìla význam þplo¹ného obsahuÿ tohoto rovnobì¾nostìnu. (Totopojmenování pochází z pøípadu k = 2, n = 3, jindy by mohlo býti roz-umnìj¹í hovoøit o délce, objemu apod.) Pøípad k = n jsme ji¾ diskutovali(determinant): determinant matice A lze poèítat jakodetA = n! � ai<iajj � : : : � app>| {z }n-krát a : (19.82)



312 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙV¹imnìte si, ¾e tato rovnice má indexy zapsány korektnì. Chceme-li spoèítatn-rozmìrný objem n vektorù ~si, i = 1; : : : ; n, spoèteme si tensor$V = ~s1 ^ : : : ^~sn; V ij:::p = 1n!X� s�(i)1 s�(j)2 � : : : � s�(p)n znak� (19.83)a v¹imneme si, ¾e n!-krát V 12:::n nám vyjadøuje objem rovnobì¾nostìnu vy-týèeného vektory ~si v jednotkách objemu rovnobì¾nostìnu vytýèeného vek-tory base ~e1; : : : ;~en; samozøejmì, zmìnou base se mìní tento objem a tak sebudou mìnit i slo¾ky tensoru $V, pokud se neomezíme pouze na unimodulárnítransformace.Výraz n! � V 12:::n lze psát také jakoV ij:::p"ij:::p; (19.84)zavedeme-li úplnì antisymetrický tensor "ij:::p s elementem "12:::n = +1.(Elementy odpovídající sudým resp. lichým permutacím jsou +1 resp. �1.)Tento tensor zùstává pøi unimodulární zmìnì base (kdy matice pøechodu jeunimodulární) konstantní. Obecnì, násobí se determinantem matice pøecho-du k nové basi, napø. pro zrcadlení mìní znaménko.Plo¹né obsahy k-dimensionálních objektù umístìných v n-rozmìrnémprostoru ale nelze poèítat pomocí objektù se stejnými vlastnostmi, jaké mádeterminant.Grassmann si ani ne sto let pøed vydáním této knihy uvìdomil, ¾e anti-symetrický tensor $R(~v1; : : : ; ~vk) = ~v1 ^ ~v2 ^ : : : ^ ~vk; (19.85)má plno þplo¹ný obsahÿ vystihujících vlastností; zvlá¹tì to, ¾e$R(~v1 + kXi=2 ~vi�i; ~v2; : : : ; ~vk) = $R(~v1; : : : ; ~vk) (19.86)se nemìní pøiètením násobkù ostatních vektorù k prvému (a obdobnì proostatní vektory), co¾ nám pøipomíná invarianci velikosti þplochyÿ vùèi tétooperaci.Lineární charakter má tensor $R a nikoliv þpouhé èísloÿ, jakým je de-terminant (co¾ je ov¹em { jak ji¾ víme { také tensor, i kdy¾ tento fakt jeøadì u¾ivatelù tohoto pojmu skryt díky tomu, ¾e jde o speciální pøípad n-násobného vnìj¹ího souèinu12v prostoru dimense n).12Mluvíme o determinantu matice, její¾ sloupce tvoøí souøadnice vektorù, nikoliv maticezobrazení.



19.2. SYMETRICKÉ A ANTISYMETRICKÉ TENSORY 313Zbývá nyní de�novat normu na E ^ : : : ^ E a prohlásit $R za velikostk-rozmìrné þplochyÿ rovnobì¾nostìnu.My na¹tìstí známe konkrétní pøíklad, jak se to v¹e dìlá: chceme-li spoèí-tat obsah rovnobì¾níka vytýèeného (trojrozmìrnými) vektory ~a; ~b, spoètemesi jejich vektorový souèin ~m = [~a� ~b]; (19.87)co¾ je vektor, a velikost plochy dopoèteme jako délku tohoto vektoru.Obdobnì postupujeme i v tensorovém zápisu: vypoèteme slo¾ky tensoru$m = ~a ^ ~b; mij = 12!(aibj � ajbi) (19.88)a ètverec obsahu dopoèteme jako (dolní indexy chápejte jako podle nedávnodiskutovaných pravidel spu¹tìné indexy)13S2 = 2!mijmij : (19.89)(Faktor 2! jsme pøidali proto, ¾e ve vzorci pro mij je 1=2!, které se mocnína druhou, ale zase sumace pøes v¹echny dvojice rùzných i; j je sumací 2!stejných èlenù, a proto násobíme jen prvou mocninou 2!.)Snad je zøejmé, jak se vytvoøí analogie pro obecné k (poèet vektorù~a; : : : ; ~d, poèet indexù tensoru $m atd.). Tensor $m bude$m = ~a ^ : : : ^ ~d; mij:::p = a<ibj : : : dp>: (19.90)Ètverec obsahu k-rozmìrného þrovnobì¾níkaÿR(~a; : : : ; ~d) = ft1~a+ t2~b+ : : :+ tk~d j ti 2 h0; 1ig (19.91)budeme poèítat jako S2 = k!mij:::pmij:::p: (19.92)Lze tedy zavést skalární souèin dvou tensorù s k indexyb($m;$n) = k!mij:::pnij:::p: (19.93)Na tomto vzorci je vidìt linearita v prvém parametru, antilinearita v druhéma positivní de�nitnost (pro positivnì de�nitní metriku, 8$m 6= $0 b($m; $m) >0).13Od nynìj¹ka pí¹eme prou¾ky, aby byly vzorce vyu¾itelné pro pøípad komplexních pro-storù (se skalárním souèinem s pruhem). Mù¾ete si je odmyslit, staèí-li vám reálná varianta.



314 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙVìta. Vý¹e de�novaný skalární souèin antisymetrických tensorù splòujepodmínku b(~v1 ^ : : : ^ ~vk; ~w1 ^ : : : ^ ~wk) = detG; (19.94)kde G = (gij) je Grammova matice souborù vektorù a jegij = b(~vi; ~wj) = vikw kj ; (19.95)máme-li skalární souèin vektorù zadán uvedeným zpùsobem.Konkrétnì, je-li ~vi = ~wi a navíc jsou v¹echny ~vi na sebe kolmé, uvedenýdeterminant má hodnotu souèinu ètvercù norem vektorù ~vi.Vidíme, ¾e výraz má v¹echny po¾adované vlastnosti a navíc je i dobøenormován. Proto¾e je správnì zapsán po stránce indexové, je to skalár, kterýse nezmìní, pøejdeme-li k nové basi. Pøièteme-li k této invarianci vùèi rotacímje¹tì nemìnnost pøi pøièítání k vektoru násobkù vektorù ostatních (i samotnýtensor je vùèi tomuto invariantní), lze vìøit tomu, ¾e jsme na¹li tu pravouformuli pro výpoèet obsahu.Dùkaz. Rozepí¹eme-li skalární souèin do tvaru n!mij:::pmij:::p, dostane-me k!(k!)2 X�;�0 v�(i)1 v�(j)2 : : : v�(p)k w1;�0(i) : : : wk;�0(p)znak� � znak�0: (19.96)Nyní najdeme napø. k èiniteli v�(i)1 takový èinitel mezi w, aby mìl index také�(i). Bude to ten s tím písmenem i; : : : ; p, kterému permutace �0 pøiøadí�(i), to jest s písmenem �0�1(�(i)). Dojdeme tak ke tvaru1k!X�;�0 znak � � znak�0 � v�(i)1 w�0�1(�(1));�0�1(�(i)) : : : v�(p)1 w�0�1(�(k));�0�1(�(p)):(19.97)Ov¹em oznaèení hluchých indexù lze jakkoli prostøídat a psát místo v¹ech�(i); : : : ; �(p) pøímo i; : : : ; p a sumace podle � tak pøejde na prosté násobeník! (v¹echny sèítance jsou stejné). Máme tedy výsledek, v nìm¾ poznávámedetG, jeliko¾ znak�0 je tý¾ jako znak�0�1 a sumace pøes inversní permutaceje toté¾, co sumace pøes permutace.X�0 znak�0 � vi1w1;�0�1(i) � : : : � vpkwk;�0�1(p) (19.98)



19.2. SYMETRICKÉ A ANTISYMETRICKÉ TENSORY 315V¹echny souvislosti mohou mít mnoho výkladù a my uvádíme nìkolikreformulací. Podrobnìji viz dal¹í literaturu, tøeba [21].Vìta prvá. Nech» ~vi = ~ejaji, kde ~e1; : : : ;~en je base E . Pak~v1 ^ : : : ^ ~vk =X
 detA
 � ~e!1 ^ : : : ^ ~e!k ; (19.99)kde A
 oznaèuje matici vzniklou z (vysoké) matice A výbìrem øádkù s in-dexy !1 < !2 < : : : < !k a sumace ve vzorci se provádí pøes v¹echny takovétovýbìry 
.K dùkazu vám staèí de�nice determinantu.Vìta druhá. Nech» b(~:;~:) je skalární souèin na E a nech» ~e1; : : : ;~en jeortonormální base E . Pak vzhledem ke skalárnímu souèinu platí následujícízobecnìní Pythagorovy vìty.k~v1 ^ : : : ^ ~vkk2 =X
 ���detA
���2 (19.100)a vysazená formule vìty prvé dává ortogonální rozklad tensoru ~v1 ^ : : :^~vk.Dùsledek. Nech» A je libovolná þ¹tíhláÿ matice o k sloupcích a n øád-cích. Oznaème symbolem G její Grammovu maticiG = A�A: (19.101)(V reálném pøípadì si místo adjunkce pøedstavte transponování.14) Potomplatí vzorec detG =X
 ���detA
���2 ; (19.102)kde sumace je pøes v¹echny vybrané k-tice !1 < : : : < !k z mno¾iny indexù1; : : : ; n.Pravidlo pro zapamatování. Máme-li k-rozmìrný rovnobì¾nostìnvymezený vektory ~v1; : : : ~vk, tak jeho k-rozmìrný "objem" V poèítámevzorcem V = pdetG, kde G = A�A a do sloupcù matice A pí¹emesouøadnice vektorù ~v1; : : : ~vk. (Nìkdy mù¾e být výhodnìj¹í vzít místo14Transponování si lze pøedstavit i v komplexním pøípadì, pak je tøeba vynechat abso-lutní hodnotu v následujícím vzorci.



316 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙdet G pravou stranu vzorce nahoøe.) Popi¹te podrobnì pøípadyk = n a dále v¹echny pøípady k � n � 3.Poznámka. S pomocí techniky vnìj¹ího souèinu a zavedením skalárníhosouèinu na �k(E n) jsme dokázali tvrzení z teorie determinantù, které bychomtì¾ko dokazovali jenom prostøedky samotné teorie determinantù. Nejúèelnìj-¹í by bylo asi postupovat nepøímo, napø. lze lehce dokázat, ¾e vynásobenímmatice A zprava nìjakou unitární (resp. ortogonální) maticí se nezmìní anijedna strana zobecnìné Pythagorovy rovnosti. (Ka¾dý si to mù¾e zkusit.)Navíc má rozklad z vìty prvé významnou geometrickou interpretaci:Mìjme tøi vektory~e1 = 0B@ x�� 1CA ; ~e2 = 0B@ �y� 1CA ; ~e3 = 0B@ ��z 1CA (19.103)a zajímejme se o úseè prvního oktantu, to jest plochu trojúhelníku s vrcholyv bodech s polohovými vektory ~e1;~e2;~e3.Dohodnìme se lokálnì, ¾e ~v^ ~w bude znaèit plochu trojúhelníka s dvìmastranami ~v; ~w (tedy polovinu rovnobì¾níka). Potom lze tensor úseèe psátjako (~e3 � ~e1) ^ (~e2 � ~e1) = ~e3 ^ ~e2 � ~e3 ^ ~e1 � ~e1 ^ ~e2 (19.104)a (ztoto¾níme-li je¹tì vnìj¹í souèiny s vektorovými, co¾ je vám asi jasné ji¾teï, za chvíli o tom budeme mluvit) skalární souèin ~D�~S, kde ~S je normálovývektor k plo¹e S s velikostí shodnou, jako je velikost plochy, se dá tedy psátve tvaru FxSx + FySy + FzSz; (19.105)kde napø. Sx u¾ lze chápat jako plochu prùmìtu úseèe do roviny x = 0. Tomá za následek, ¾e v plo¹ném integráluZ ~D ~dS (19.106)nezále¾í na tom, zda plochu, po ní¾ integrujeme, trochu zhrubíme nebo nikoli.Navíc, ètverec plochy úseèe se dá podle na¹eho zobecnìní Pythagorovyvìty zapsat jako P 2 = P 2x + P 2y + P 2z ; (19.107)kde Px apod. jsou prùmìty úseèe do daných rovin (x = 0).



19.3. TENSORY V OBECNÉ RELATIVITÌ 317Vnìj¹í a vektorový souèin. Tensory z prostorù �k(E ) a �n�k(E ) lzeztoto¾nit (v¹imnìte si alespoò, ¾e mají stejnou dimensi) pomocí úplnì antisy-metrického tensoru (s n indexy) Levi-Civitty, toti¾ (� je nìjaká konvenèníkonstanta) mij:::p|{z}k = � : : : "ij:::pq:::t| {z }n M n�kz}|{q:::t (19.108)a indexy lze spou¹tìt a zvedat pomocí metrického tensoru.Opìt poznamenejme, ¾e tensor " zùstává invariantní jen pøi unimodulár-ních transformací; dokonce i mezi ortogonálními transformacemi je polovinaneunimodulárních { jsou to zrcadlení (" je pseudoskalár). Pøi nich mìní" znaménko a tedy se transformace tensoru s k indexy li¹í od transformacetensoru s (n� k) indexy o znaménko.Konkrétnì, v trojrozmìrném prostoru rozeznáváme polární vektory(napø. ~x; ~p; ~E atd.), které se pøi zrcadlení transformují stejnì jako ~x. Vybere-me-li za zrcadlení prostorovou inversi (støedovou soumìrnost podle poèátku),zmìní znaménko.Na druhé stranì lze napøíklad vektorovým násobením dvou polárníchvektorù dostat tensor s dvìma indexy, který lze pøevést na vektor, nyní v¹akaxiální vektor neboli pseudovektor (napø. moment hybnosti, magnetickáindukce), který pøi inversi znaménko nemìní.Doufáme, ¾e ji¾ rozumíte, za jakých pøedpokladù lze pova¾ovat determi-nant { vnìj¹í souèin n vektorù v n-rozmìrném prostoru, který je zajisté takédeterminantem, za skalár.19.3 Tensory v obecné relativitì(]]) Jak funguje Einsteinova gravitaèní teorie matematicky?Máme ètyøi souøadnice x�, � = 0; 1; 2; 3 a rùzné tensory jsou jejich funk-cemi. V prvních øadách, jde o metrický tensor g�� . Ten udává v ka¾démbodì geometrii. Chceme-li zjistit, jaká je délka (její ètverec) malého vektoruo slo¾kách dx� umístìného v bodì x�, pou¾ijeme vztahds2 = g��(x�)dx�dx� (19.109)s Einsteinovou sumaèní konvencí pøes v¹ech 16 kombinací hodnot indexù�; �.



318 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙMimo jiné, metrika staèí na formulaci zákona pohybu tìlesa v gravitaè-ním poli (zákona kosmické lenivosti): tìlesa se mezi dvìma body èasopros-toru pohybují po takové dráze, aby vlastní èas, který na dráze namìøí, bylmaximální mo¾ný (alespoò ve srovnání s blízkými dráhami).� �Z ds� = 0 (19.110)Tento tensor pøedpokládejme symetrický (obecnì lze tensor druhého øá-du napsat jako souèet symetrické a antisymetrické èásti a antisymetrickáèást nepøispívá k ds2) a u¾ívejme ho na spou¹tìní indexù: máme-li napøí-klad tensor o slo¾kách F �� , mluvme také o tensoru se slo¾kami F �� , kterévypoèítáme F ��(x�) = g��(x�)F ��(x�): (19.111)Dále si spoètìme inversní tensor (jako¾to inversní matici) g�� takový, abyg��(x�)g�� = ���: (19.112)Podotknìme, ¾e speciální teorii relativity získáme po¾adavkem konstantníhog�� . g�� = 0BBB@ 1 � � �� �1 � �� � �1 �� � � �1 1CCCA (19.113)(Stejné slo¾ky pak má i g�� .) Tensoru g�� lze pak u¾ít pro zvedání indexù:F �� = F ��g�� : (19.114)Dále má smysl mluvit o determinantu g�� (podívej se, ¾e pro speciálnì re-lativistickou metriku je záporný), ba o odmocninì15 z jeho opaèné velikosti.Èasto se o ní mluví jako o skaláru p�g, ale po pravdì jde z hlediska trans-formaèních vztahù pøesnì o antisymetrický16 tensor Levi-Civitta se ètyømiindexy dole, co¾ oceníte pohledem na indexovì správnou rovnici ní¾e:�p�g��� � p�g���� = 4!antisym����g��g��g�g�� : (19.115)15Udává cosi jako hustotu fysických m4 na jednotkovou ètyørozmìrnou krychli v sou-øadnicích; je to názorné pøi diagonálním g�� .16Je tøeba se dohodnout na znaménkové konvenci, napø. p�g0123 > 0 (pro pravotoèivésoustavy).



19.3. TENSORY V OBECNÉ RELATIVITÌ 319Ka¾dý tensor lze derivovat. Derivaci podle x� znaèíme @� namísto ne-prùhledného @=@x�, tak¾e @�x� = ���: (19.116)Tímto zpùsobem lze z tensoru dostat velièinu s jedním indexem dole navíc.Takto získaná velièina se v¹ak nebude transformovat þsprávným zpùso-bemÿ pøi transformaci souøadnic (nepùjde-li o derivaci skaláru nebo obecnìjio vnìj¹í - tj. antisymetrisovanou derivaci diferenciální formy, tj. úplnì an-tisymetrického tensoru).Co je to þsprávný zpùsob transformaceÿ? Na ètyørozmìrném èasoprosto-ru mìjme dvì sady souøadnic; ka¾dému bodu pøiøaïme dvì ètveøice èísel x�a x�0 (to, ¾e jde o souøadnice v èárkovaném systému, znaèíme pouze èárka-mi u indexù). Lze si (alespoò lokálnì) pøedstavit x� jako funkce x�0 nebo inaopak. Potom správný vztah mezi slo¾kami nìjakého tensoru $t musí býtt��:::�::: = @�0x�@�0x� : : : t�0�0:::0�0:::@x0@�x�0 : : : : (19.117)Napøíklad, jsou-li x� a x�0 svázány lineárnì (c��0 je konstantní)x� = c��0x�0 ; (19.118)platí po zderivování napø. @�0x� = c��0��0�0 = c��0 (19.119)a vztah mezi tensory lze psát ((c�1)�0� jsou elementy inversní matice)t��:::�::: = c��0c��0 : : : t�0�0:::0�0:::(c�1)0(c�1)�0� : : : : (19.120)Pouhým zderivováním prvního vztahu mezi slo¾kami v rùzných systémech(aplikací @� zleva) se pøesvìdèíte, ¾e @�t��:::�::: nemá v èárkovaném systémupo¾adovaný tvar @�0t�0�0:::0�0::: ; (19.121)ale obsahuje navíc èleny typu@�@�0(x�)@�0x� : : : ; (19.122)z nich¾ vliv neèárkovaného systému nevypudíme. Zajisté, pro zmínìnou li-neární transformaci souøadnic vymizí, nikoli v¹ak obecnì.



320 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙVýchodisko spoèívá v zavedení kovariantní (Christo�elovy) deriva-ce. De�nujeme Christo�elùv symbol pøedpisem���� � ���� = 12g�!(@�g�! + @�g�! � @!g��) (19.123)(sám se netransformuje jako správný tensor) a místo derivace @� u¾ívejmekovariantní derivaci r�, která obsahuje navíc èleny, které se þnavìsíÿ násle-dujícím zpùsobem na ka¾dý index derivovaného tensorur�(T �:::��:::) = @�(T �:::��:::)+����T �:::��:::+����T �:::�� + : : :����T ��:::��:::�����T �:::�� : : :(19.124)Pouhými úpravami si mù¾ete dopoèítat, ¾e r�g�� = 0, r�g�� = 0 a ¾er�t��:::�::: se ji¾ transformuje správným zpùsobem.Také je zajímavé, ¾e i kovariantní derivace splòuje Leibnizovo pravidlo(pro derivování souèinu)r�t�::::::u�:::�::: = r�(t�::::::)u�:::�::: + t�::::::r�(u�:::�:::): (19.125)Mimo jiné, pokud se budete sna¾it nalézt správnì se transformující tensor,obsahující druhé derivace metriky, dostanete Riemannùv tensor køivostiR��;�� = �@����� + �������� + @����� � ��������; (19.126)z nìho¾ nás èasto zajímá jen ú¾ení, tzv. tensor RiccihoR�� = R��;�� (19.127)a skalární køivost R = R�� � R��g�� : (19.128)Mù¾ete ovìøit, ¾e Riemannùv tensor je antisymetrický vùèi zámìnì indexùprvé nebo poslední dvojice a symetrický vùèi zámìnì tìchto dvojic a ¾esplòuje cyklické pravidloR��;� +R�;�� +R�;�� = 0: (19.129)Díky tìmto vlastnostem je jasné, ¾e Riemannùv tensor ve dvou dimensíchmá jen jednu nezávislou slo¾ku R1212 a ve ètyøech dimensích slo¾ek 20 =6 � 7=2 � 1. Riemannùv tensor má jednu názornou interpretaci: objedeme-livektorem V obrys in�nitesimální dvojrozmìrné plochy popsané antisymet-rickým tensorem dSij tak, abychom se chovali jako v plochém prostoru a



19.3. TENSORY V OBECNÉ RELATIVITÌ 321s vektorem neotáèeli (paralelní posun), potom se nám vektor V trochustoèí o hodnotu �V k = dSijRijklV l: (19.130)Pøi v¹ech uzavøených objí¾ïkách vektor mù¾e rotovat17 rotací z grupy zná-mé jako grupa holonomií. V plochém prostoru je to jen triviální grupas jediným prvkem, v náhodnì vybraném zakøiveném prostoru to bývá grupaSO (n), kde n je dimense variety (anglicky manifoldu, to jest onoho zakøi-veného prostoru, o nìm¾ jde øeè, který si lze pøedstavit, ¾e je umístìný vevícerozmìrném prostoru). Existují v¹ak i variety s grupou holonomií U(n).Ji¾ jen dodáme, ¾e pomocí Ricciho tensoru se formuluje deset rovnicgravitace (nebo jedna tensorová, chcete-li), popisujících zakøivení prostoruv závislosti na hmotì v nìmR�� � 12Rg�� = ��T��; (19.131)kde � je nìjaký souèin Newtonovy gravitaèní konstanty a dal¹ích konstant(obvykle stavíme c = 1) a T �� je tensor hmoty: v pøípadì speciální re-lativity vyjadøuje hustotu (pro � = 0) nebo hustotu toku (pro � = 1; 2; 3)energie (pro � = 0) nebo slo¾ky hybnosti (� = 1; 2; 3).Kdy¾ u¾ jsme se zmínili o kovariantní derivaci, je na místì také po-hovoøit o jiné kovariantní derivaci, takté¾ splòující Leibnizovo pravidlo(pøedpokládáme-li, ¾e náboj pole, které je souèinem dvou polí, je souètemnábojù tìchto polí), toti¾ r� = @� + iqA� (19.132)pro pøípad elektromagnetismu a analogických v pøípadì silných èi elektros-labých interakcí.Daná derivace vynásobená i dáváp̂� � qA�; (19.133)kde q je náboj pole a A� je ètyøpotenciál. V teoretické mechanice èi jindebudete hovoøit o p̂� jako o (operátoru) zobecnìné hybnosti a p̂� � qA�odpovídá onomu klasickému souèinu hmotnosti a (ètyøvektoru) rychlosti.Názorný výklad souvislostí s Christo�elovou derivací dávají Kaluzovy-Kleinovy teorie. Pøedpokládejme, ¾e kromì obvyklých ètyø souøadnic v èa-soprostoru máme je¹tì pátou (x5), která se neprojevuje, proto¾e je cyklická17Ka¾dé uzavøené køivce odpovídá jeden prvek { jedno otoèení z grupy holonomií.



322 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙs periodou 2�R, neboli proto¾e je svinutá (kompakti�kovaná) na kru¾-nici o (malinkém) polomìru R. Pak lze pole (je¾ je funkcí pìti souøadnic)rozvinout do (komplexní) Fourierovy øady podle souøadnice x5:�(x0; x1; x2; x3; x5) = Xk2Z�k(x0; x1; x2; x3) exp(ikx5=R): (19.134)Uvìdomme si, ¾e k lze interpretovat jako náboj pole �k vyjádøený v elemen-tárních nábojích, a zajímejme se zvlá¹tì o pole (pro konkrétnost) �1, kterése mìní v závislosti na páté souøadnici jako exp(ix5=R).Budi¾ element metriky g55 konstantní (pro urèitost �1 jako napø. g11),zato elementy g�5 (� = 0; 1; 2; 3) ztoto¾níme s potenciálem (a¾ na konstantu)a derivaci r� (� = 0; 1; 2; 3) poèítejme ve smìru, v nìm¾ je g�� diagonální:r� = @� � g�5@5 (19.135)Ov¹em @5 lze díky zvolené závislosti na páté souøadnici psát jako násobenífaktorem ik=R.Kalibraèní invarianci lze vylo¾it jako speciální pøípad invariance vùèitransformacím souøadnic. Pokud v ka¾dém bodì (x�; � = 0; 1; 2; 3) urèíme�x5 (dostateènì pomalu se mìnící, abychom neohrozili konstantnost g55),pole �k se násobí v ka¾dém bodì komplexní jednotkou�k(x�)! �k(x�) exp(ik�x5=R) (19.136)a elementy metriky g�5 se zmìní podle standardního pravidla pro transfor-maci tensoru pøi transformaci metrikyg�5 ! g�5 � @��x5; (19.137)v èem¾ dobøe rozpoznáme vzorce pro zmìnu potenciálu.19.4 SpinoryVidìli jsme, ¾e lze konstruovat tensory s libovolným poètem indexù nahoøea dole. V této sekci uká¾eme, ¾e je mo¾né i cosi opaèného, toti¾ zavést þpo-lovièníÿ indexy, abychom velièinu transformující se jako vektor získat jakosouèin dvou elementárnìj¹ích objektù, øíkejme jim spinvektory, podobnì,jako jsme získali tensor (tensorovým) násobením dvou vektorù.Hned na poèátku upozoròujeme, ¾e budeme mluvit o pøípadu speciální(!) teorie relativity, tj. budeme uva¾ovat jen transformace grupy SO (3; 1)



19.4. SPINORY 323(kterou nahradíme SL(2; C ), která je s ní a¾ na diskrétní rozdíly isomorfní)a nikoli celé grupy G L (4) (a nakonec se podíváme na její podgrupu prosto-rových rotací SO (3), nahra¾enou SU(2), a nikoli na G L (3)).Spinory je mo¾né u¾ívat efektivnì i v obecné relativitì, ale postup v zá-sadì spoèívá v zavedení v ka¾dém bodì nové base (tzv. stono¾ky nebo v pøí-padì ètyø rozmìrù ètyøno¾ky, pro které se v¾ila nìmecká oznaèení vielbeina vierbein), která se chová jako obvyklá base ve speciální relativitì.Zaèneme trochu neoèekávanì pøímo pøepisem vektoru do spinorové for-my: vektorové indexy mohly nabývat ètyø rùzných hodnot. My sestavíme zeslo¾ek reálného vektoru V � ètyøi kombinace18V 0�0 = (x0 + x3)=p2; V 0�1 = (x1 + ix2)=p2;V 1�0 = (x1 � ix2)=p2; V 1�1 = (x0 � x3)=p2; (19.138)které v¹ak ji¾ nejsou reálné, ale splòujíV A �B = (V B �A); (19.139)kde indexy A;B nabývají hodnot 0; 1 a indexy �A; �B hodnot �0; �1 (zápis byljen zkratkovitý, pod �B jsme zde mìli na mysli B, nad ním¾ se nakreslí pruh,v dal¹ím textu index A nebude souviset s �A o nic více, ne¾ s �B). Pou¾ívámeupraveného formalismu Rogera Penrose a Wolfganga Rindlera, kteøí místopruhù pí¹í èárky; úprava nespoèívá jen v tomto; my budeme v¾dy uva¾ovattak, ¾e pokud existuje nìjaký spinor napø.SABC �D �E �F �G; (19.140)potom existuje i spinor SDEFG �A �B �C ; (19.141)který má komplexnì sdru¾ené slo¾ky (v pøípadì, a¾ pùjde o operátory, budouhermitovsky sdru¾ené) a spinor se stejným poètem pruhovaných a nepruho-vaných indexù splòuje urèitou podmínku reálnosti, analogickou podmíncepro vektor. Napø.P 00010�1�0�1�0�1 = (P 10101�0�0�0�1�0) a P 00011�0�0�0�1�1 je reálné èíslo. (19.142)Za urèitou dobu bude také zøejmé, ¾e na¹e podmínky zùstanou splnìnyi po transformaci.18Jako pøíklad odli¹né konvence uvádíme, ¾e napø. Landau ve svém Úvodu do teoretickéfyziky 2 { kvantová mechanika pou¾ívá horní indexy 1,2 místo na¹ich horních �0; �1 a horníindexy _1; _2 místo na¹ich dolních 0; 1.



324 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙJak to v¹echno funguje?Hledáme-li zpùsob, kterak vyjádøit þètverec délky ètyøvektoruÿV�V � = g��V �V � = V 0V 0 � V 1V 1 � V 2V 2 � V 3V 3; (19.143)zjistíme, ¾e ho lze psát jako dvojnásobek (to kvùli tìm odmocninám ze dvou)determinantu 2 � (V 0�0V 1�1 � V 0�1V 1�0): (19.144)To je velmi pøíjemné, proto¾e pou¾itím nových (antisymetrických) spinorùs dvìma indexy dole"AB = �"BA; " �A �B = �" �B �A; "01 = "�0�1 = 1 (19.145)lze ètverec délky tohoto ètyøvektoru psát jako (Einsteinova sumaèní konven-ce, A a �A zde spolu nesouvisí)"AB" �A �BV A �AV B �B : (19.146)Chceme-li nyní pøejít od starých souøadnic k novým, lze vzít místo maticez grupy SO (1; 3) matici z grupy SL(2; C ). Mìjme tedy soubor ètyø komplex-ních èísel (z nich¾ jsou nezávislé tøi, jeliko¾ determinant má být jedna, majítudí¾ informaèní hodnotu ¹esti reálných èísel, stejnì jako prvky SO (1; 3))tAA0 , co¾ je þmatice pøechoduÿ od neèárkované base k èárkovanéSA = tAA0SA0 ; (19.147)umo¾òující vypoèítat souøadnice v neèárkované basi z tìch v èárkované.Dále pod t �A�A0 mìjme na mysli (jak jsme se dohodli) komplexnì sdru¾enáèísla. Potom lze vyjádøit jakýkoli spinor (s horními indexy) v neèárkovanébasi, napø. vektor V A �B = tAA0t �B�B0V A0 �B0 : (19.148)Poznamenejme, ¾e podmínka pro invarianci "AB vùèi této transformaci jeprávì podmínka pro unimodularitu transformaèní matice (zkontrolujte):"AB = tAA0tBB0"A0B0 : (19.149)Mù¾ete se pøesvìdèit, ¾e na poèátku uvedenou podmínku þrealityÿV A �B = (V B �A) (19.150)



19.4. SPINORY 325bude splòovat vektor i po transformaci, splòoval-li ji pøed ní (a stejnì takvíceindexové spinory).Navíc, jako obdobu zvedání a spou¹tìní indexù pomocí g��t� = g��t� (19.151)budeme spou¹tìt a zvedat indexy pomocí "AB ; je zde ale tøeba brát ohledna poøadí indexù, ponìvad¾ "AB je antisymetrický (ne tedy symetrický).Dohodnìme se na následující konvenci: "AB bude zase antisymetrický a "01 =1. Dále index 0 nahoøe bude toté¾, co 1 dole (podle þgravitaèní pomùckyÿ),zatímco 1 nahoøe bude opaèné proti 0 dole:�0 = �1; �1 = ��0; (19.152)s anonymními indexy pi¹me�B = �A"AB ; �C = "CD�D; (19.153)obdobnì pro víceindexové spinory (ostatní indexy beze zmìny) a stejnì propruhované indexy.Rozklad na symetrické spinory. Budeme si v¹ímat jen pøípadu spi-noru, symetrického vùèi permutacím ve dvou skupinách indexù. Není toti¾obtí¾né násobným provedením následujících úvah rozlo¾it spinor na souèiny" symbolù a spinorù symetrických vùèi zámìnì nìjakých dvou indexù, dálena souèiny " a spinorù symetrických vùèi permutacím ve dvou skupinách,z nich¾ jednou je právì ona dvojice atd.Ná¹ pøípad bude ukazovat to, co se dá fysikálnì popsat jako þskládánímomentù hybnostiÿ. Mìjme kupøíkladu rùzné spinory A(i)ABC , B(i)DEFG,obé symetrické vùèi v¹em permutacím indexù. V takovém pøípadì závisí po-uze na tom, kolik indexù z mno¾iny fA;B;Cg resp. fD;E; F;Gg je jednotka.Pokud má spinor k spinorových indexù, mù¾e mezi nimi být 0 a¾ k jednotek(k + 1 variant) a tedy obsahuje k + 1 nezávislých slo¾ek. V kvantové me-chanice se dozvíte, ¾e lze èástici popisované takovým spinorem pøipsat spins = k=2 (celé nebo polocelé èíslo) a k+1 = 2s+1 slo¾ek bude odpovídat tzv.amplitudám pravdìpodobnosti, ¾e se èástice nachází ve stavu s prùmìtemspinu do osy z sz = �s;�s+ 1; : : : ; s� 1; s.Ale zpìt k matematice. Spinor SABC;DEFG symetrický vùèi permutacímv obou skupináchSABC;DEFG = SBAC;DEFG = SABC;EDFG = : : : ; (19.154)



326 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙkterý si lze pøedstavit napø. jako nìjakou sumuSABC;DEFG =Xi AABCBDEFG; (19.155)lze rozlo¾it zpùsobemSABC;DEFG = symABCsymDEFG(S7=2ABCDEFG + S5=2ABDEF "CG++S3=2ADE"BF "CG + S1=2D "AE"BF "CG); (19.156)kde èísla 7=2 : : : znamenají polovinu poètu indexù, tj. spin.Spinory S7=2ABCDEFG lze spoèítat zpìtnì jako napø.S5=2ABDEF = � � symABDEFSABC;DEFG"CG; (19.157)ov¹em kombinatorickou konstantu � není lehké spoèítat.Fysikálnì se vìc vykládá tak, ¾e dvì èástice A,B se spiny sa; sb (v na¹empøípadì 3=2 a 2) mohou vytvoøit þslo¾enouÿ èástici se spiny v intervalu (krokminus jedna) sa + sb; sa + sb � 1; : : : ; jsa � sbj : (19.158)Pokud v¹em tìmto øeèem nerozumíte, alespoò se pøesvìdète, ¾e poèet slo¾ekje stejný: (2sa + 1)(2sb + 1) = sa+sbXs=jsa�sbj(2s+ 1): (19.159)Trojrozmìrné transformaceBudeme si v¹ímat Lorentzových transformací, �xujících navíc jakýkoli vektorve smìru èasu, tedy i vektor V A �B =  1 �� 1 ! (19.160)délky p2, tj. V � = (p2; �; �; �). Pomocí nìho lze þpøepoèítávatÿ horní ne-pruhované indexy na dolní pruhované a naopak.SA = V A �BS �B ; S �B = SAV A �B : : : (19.161)Ve vzorci pro invarianci V A �B napsaném jako (t �B�B0 zde znamená t �B�B0 = tBB0)V A �B = tAA0V A0 �B0t �B�B0 = V A0 �B0 (19.162)



19.4. SPINORY 327lze interpretovat V jako jednotkovou matici, a tak navíc o matici pøechodut (o ni¾ u¾ víme, ¾e je unimodulární) mù¾eme øíci, ¾e je unitární (tt� = 1).Takové transformace jednodu¹e tvoøí podgrupu SU(2) grupy SL(2; C ).Jak vypadá taková matice z SU(2)? Oznaèíme-li ji jakoA =  � � � ! ; (19.163)má být AA� = 1; (19.164)z èeho¾ mimo jiné � + �� = 0 lze vyjádøit �. Navíc má být determinantjednotkový1 = �� � � = ���� � � = �� (��+ ��); (19.165)ale proto¾e ��+ �� = 1, máme výsledné  = �� a z toho také � = �.To je pøíjemná vìc: matice A z grupy SU(2) má tvarA =  � ��� � ! , kde ��+ �� = 1: (19.166)Nepo¾adujeme-li poslední podmínku, dostaneme mno¾inu matic isomorfnítìlesu kvaternionù. Ovìøte zvlá¹tì, ¾e matice pøiøazená (kvaternionovému) sou-èinu dvou kvaternionù je (maticovým) souèinem matic pøiøazených tìmto kva-ternionùm. Jako u náhrady komplexního èísla maticí 2 � 2 si i zde v¹imnìte,¾e (Q�)JJ = (QJJ)�; (19.167)znaèí-li QJJ komplexní matici 2n � 2n vzniklou z kvaternionické matice Quvedeným rozepsáním (a viz poznámku pod èarou).�+ �i+ j + �k 7!  �+ �i  + �i� + �i �� �i ! (19.168)Kdy¾ u¾ jsme tak daleko, mù¾eme ji¾ také øíci, ¾e symplektická grupa Sp(2n)není nic jiného ne¾ grupa unitárních matic19 n�n; tentokrát nikoli reálnýchani komplexních, ale kvaternionických.19Matice A, ¾e AA� = 1, kde pod adjungovanou maticí míníme matici transponovanoua kvaternionicky sdru¾enou: (�+ �i + j + �k)� = �� �i� j � �k.



328 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙZa matici K z de�nice na stranì 115 si pøedstavte komplexní matici2n � 2n, která je nulová kromì þtlustéÿ diagonály, kde má n blokù 2 � 2tvaru  � �11 � ! : (19.169)Snad neu¹lo va¹í pozornosti, ¾e pøi rotaci o 2� se zmìní spinory s lichýmpoètem indexù na opaèné (a a¾ pøi rotaci o 4� se vrátí na pùvodní hodnotu).Je na èase, abychom vysvìtlili kosmetický rozdíl mezi grupou SO (n) aSpin(n). Øíkejme rotování R̂ ka¾dému spojitému (ka¾dý maticový elementje spojitý) zobrazení20 intervalu do grupy ortogonálních matic (zajímáme sehlavnì o n = 3) R̂ : h0; 1i ! SO (n) (19.170)takovému, ¾e R̂(0) = 1. Ekvivalencí þ�ÿ dvou rotování R̂(0) a R̂(1) mìjme namysli fakt, ¾e existuje spojité (v¹echny maticové elementy R̂v(t) jsou spojitéjako¾to funkce dvou promìnných v; t) zobrazenífv 7! R̂vg : h0; 1i ! Pprostor rotování (19.171)takové, ¾e 8v 2 h0; 1iR̂v(1) = R̂0(1), R̂(0)(t) = R̂0(t) a R̂(1)(t) = R̂1(t). (Jsouekvivalentní, pokud lze plynule pøejít od jednoho rotování k druhému; nut-nou podmínkou ekvivalence je rovnost koncových matic R̂(0)(1) = R̂(1)(1).)Uka¾te reexivitu, symetriènost a transitivitu21 zavedené ekvivalence.Na rotováních zavedeme rozumnou binární operaci[R̂0 � R̂1](t) = ( R̂0(2t) pro 0 � t � 1=2R̂0(1) � R̂1(2t� 1) pro t � 1=2 � 1 : (19.172)(Polovinu èasu provádíme dvakrát zrychlenì rotaci R̂0 a druhou polovinuR̂1. Lehce uká¾ete, ¾e náhradou èinitelù za ekvivalentní rotování se i souèinzmìní na ekvivalentní.)Jeliko¾ [R̂0 � R̂1](1) = R̂0(1) � R̂1(1), dostaneme grupu témìø isomorfnís SO (n), a¾ na jednu drobnost. Rotování o 2� kolem osy zR̂(t) = 0B@ 1 � �� cos 2�t � sin 2�t� sin 2�t cos 2�t 1CA (19.173)20Speciální pøípad homotopie.21Reexivní je relace, pokud 8R̂ R̂ � R̂.Symetrická, pokud 8R̂0; R̂1 R̂0 � R̂1 () R̂1 � R̂0.Transitivní, pokud 8R̂0; R̂1; R̂2 R̂0 � R̂1 a R̂1 � R̂2 =) R̂0 � R̂2.



19.4. SPINORY 329je ekvivalentní rotaci o 2� kolem kterékoli jiné osy a (spojitým pøechodembude rotování o 2� kolem osy, která bude plynule pøecházet od osy z k ose as tím, jak se v mìní od 0 do 1), a proto je také þnehybnéÿ rotování (R̂(t) = 1)ekvivalentní rotaci o 4� kolem jakékoli osy. (Proto nemohou existovat ¾ádnéèástice se spinem, jeho¾ dvojnásobek není celé èíslo.) Ale plynulý pøechodod nehybného rotování k rotování o 2� nenajdete. Matematicky øeèeno, gru-pa SU(2) je narozdíl od grupy SO (3) jednodu¹e souvislá, proto¾e ka¾dáuzavøená køívka v ní { rotování { lze stáhnout na bod.Kdy¾ jsme ji¾ zmínili sta¾itelné køivky { uvedeme zde i pojem fundamentálnígrupy �1 dané variety. Jde o grupu v¹ech tøíd uzavøených køivek (køivky jednétøídy lze na sebe spojitì pøevádìt) s operací danou napojením tìchto køivek. Jedno-du¹e souvislé variety tedy mají fundamentální grupu triviální, povrch genu22 g máfundamentální grupu Z2g, sféra se ztoto¾nìnými protìj¹ími body má fundamentálnígrupu Z2 atd.A tak tvoøí v¹echny tøídy ekvivalentních rotování grupu Spin(n) (pron = 3 isomorfní SU(2)) takovou, ¾e existuje mor�smus na SO (n), kterýpøiøadí v¾dy dvìma prvkùm Spin(n) jeden prvek SO (n).Diracova rovnicePochopíte-li následující odstavce, budete se moci cítit velmi chytøe, a¾ usly-¹íte, ¾e napø. relativistickou invarianciDiracovy rovnice dokázal a¾ dvacetlet po jejím objevení èeský fysik Trkal. (To samozøejmì není tak úplnì prav-da.)Kdy¾ hledali lidé vhodnou relativistickou úpravu Schrödingerovy rovnice,napadla je zprvu Klein-Gordonova23 rovnice, která operátorovì vyjadøujevztah (u¾íváme jednotky c = �h = 1)E2 = m2 + ~p2, toti¾ (� @2@t2 +�)� = m2�: (19.174)Tato rovnice je relativisticky korektní, abychom ji pøevedli do Hamiltonovaformalismu (kde se vyskytují jen první derivace), musíme zvolit funkci dvou-slo¾kovou (� a @=@t�) a nakonec zjistíme, ¾e se pro elektron vùbec nehodí(hodí se pro pion).22Míníme tím plochu, která je z topologického hlediska sférou, v ní¾ g dvojic kruhovýchdìr spojíme rourou. Genus jedna má tedy torus.23Mnohdy zvaná Klein-Fockova.



330 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙHledáme jiné vylep¹ení Schrödingerovy rovnice( p̂22m + Û) = i�h @@t (19.175)a napadá nás nahradit p̂2=2m relativisticky správným výrazem pm2 + p2.Tuto odmocninu nám nezbývá poèítat jinak ne¾ jako nekoneènou øadu obsa-hující jakkoli vysokou mocninu p̂ èili jakkoli vysokou derivaci a ze zku¹enostíTaylorova vzorce (kde jsme posun vyjádøili jako exponenciálu derivace) jenám zøejmé, ¾e výsledná teorie bude nelokální: funkce  v okam¾iku t + dtbude ovlivnìna funkcí  v èase t v jakkoli vzdálených bodech.Pøesto se Diracovi podaøilo m2+ p̂2 odmocnit lokálnì; zaèal toti¾ opero-vat s víceslo¾kovou vlnovou funkcí. V na¹em spinorovém jazyce lze øíci, ¾ediracovskou vlnovou funkci tvoøí dva spinory� �A; �A; (19.176)ka¾dý z nich¾ se skládá z dvou komplexních slo¾ek. (Index �A resp. A mù¾ebýt buï nula { pak jde o amplitudu, ¾e má elektron spin nahoru { nebojedna { spin dolù.) Rovnice napí¹eme ve tvaru(p̂A �A � eAA �A)� �A = mp2�A; (p̂A �A � eAA �A)�A = mp2� �A; (19.177)kde p̂A �A = i@A �A je operátor ètyøhybnosti, AA �A je ètyøpotenciál, m klidováhmotnost elektronu a e jeho náboj (záporný).Obvykle se pí¹e Diracova rovnice ve formì matic. Pí¹eme-li slo¾ky vlnovéfunkce pod sebe do sloupce 		1 = ��0; 	2 = ��1; 	3 = �0; 	4 = �1; (19.178)nabudou rovnice tvar jedné((p̂� � eA�)� �m) ~	 = 0; (19.179)kde � jsouDiracovy matice 4�4, které mají v na¹í spinorové representacitvar 0 = 0BBB@ � � 1 �� � � 11 � � �� 1 � � 1CCCA ; 1 = 0BBB@ � � � �1� � �1 �� 1 � �1 � � � 1CCCA ; (19.180)



19.4. SPINORY 3312 = 0BBB@ � � � i� � �i �� �i � �i � � � 1CCCA ; 3 = 0BBB@ � � �1 �� � � 11 � � �� �1 � � 1CCCA : (19.181)V¹imnìte si, ¾e dvì rùzné Diracovy matice antikomutují a ètverec 0 jejednotková, ètverec zbylých minus jednotková matice, co¾ zapí¹eme�� + �� = 2g��1: (19.182)Navíc i-krát èasová derivace 	, kterou pí¹eme pomocí hamiltoniánu jakoH	, dá pro hamiltonián24 H = ~�~̂p+m�; (19.183)kde jest pou¾ito obvyklé znaèení pro matice ~� = 0~, � = 0. Pouhýmu¾itím antikomutaèních pravidel pro matice zjistíte, ¾eH2 = m2 + ~p2; (19.184)co¾ jsme na poèátku chtìli.Ètyøi slo¾ky bispinoru jsme vybrali urèitým zpùsobem. Stejnì tak lzeale pracovat s libovolnými lineárními kombinacemi tìchto slo¾ek; lze vyjádøit	 þv jiné basiÿ. Tvary -matic se zmìní, zùstanou v¹ak antikomutaèní relace,0 zùstane hermitovská a 1;2;3 antihermitovské (pro unitární transformace).Tak napøíklad poèítáme-li, na co pøechází rovnice v nerelativistickémpøípadì (kdy¾ tøeba ukazujeme, ¾e magnetický moment spojený se spinemje dvojnásobný ve srovnání s orbitálním pohybem), volíme tzv. standardnírepresentaci, jeliko¾ v ní jsou poslední dvì slo¾ky mnohem men¹í ne¾ prvnídvì (ve spinorové byly první a poslední dvì v nerelativistické limitì stejné).	 = 1p2 0BBB@ ��0 + �0��1 + �1��0 � �0��1 � �1 1CCCA : (19.185)Cvièení. Odvoïte tvar -matic ve standardní reprentaci. (~~)24Pro tyto úvahy stavíme ètyøpotenciál roven nule.



332 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙ19.5 Tensory a nezávislé jevyVra»me se na závìr z vý¹in obecné relativity a Diracových rovnic k nìèe-mu pøízemnìj¹ímu { tøeba k diskusi, co je to støední (kvadratická) chybamìøení (v praktikách se s ní potkáte dosti, pokud po vás nebudou chtít chy-by þmezníÿ), nebo» i zde je tensor u¾iteèným nástrojem. Nevìøíte? Uveïmepár poznámek na téma þnezávislost v teorii pravdìpodobnostiÿ. Asi ji¾ nastøední ¹kole jste sly¹elidefinici. Dvì náhodné velièiny F a G nabývající koneènì mnoha hodnotnazveme nezávislé, pokudProb(F = x&G = y) = Prob(F = x) � Prob(G = y); (19.186)pøièem¾ Prob(F = x) znaèí pravdìpodobnost události, ¾e F nabývá hodnotyx. (Nebudeme dále formalisovat tento pojem, to je úkolem teorie pravdìpo-dobnosti.) Pøipomeòme pojem míry na koneèné mno¾inì (ve skuteènosti jdeo prvek duálu k prostoru funkcí na X, pro koneèné X v¹ak na této interpre-taci pøíli¹ nezále¾í):Definice. Je-li X koneèná mno¾ina, tak nezápornou míru na X, toznamená funkci p : X ! R takovou, ¾e p(x) � 0 8x 2 X, nazveme prav-dìpodobností, pokud Px2X p(x) = 1.Vezmìme nyní tensorový souèin formálních lineárních obalù X a Y (pronekoneèné metrické prostory X;Y se bere tensorový souèin duálù k prosto-rùm spojitých funkcí na X resp. Y , jak jsme ji¾ poznamenali na stranì 302;nás teï pro jednoduchost zajímají jen koneèné mno¾iny). Je-li p resp. q prav-dìpodobnost (obecnìji míra) na X resp. Y , tak pravdìpodobnost (èi míru)p
 q de�novanou vztahemp
 q(f 
 g) = p(f)q(g) (19.187)nebo prostìji p 
 q(x; y) = p(x)q(y) nazveme tensorovým souèinem p a q.(Nìkteøí mluví o direktním souèinu, jiní jen o souèinu; tensor to v¹ak je!)Poznámka. Pro èlovìka s þkategoriálnímÿ náhledem na matematiku,kterého ji¾ na obecné ¹kole pøesvìdèili (: : : ) o dùle¾itosti pojmu kartézskéhosouèinu mno¾in, by nemìlo být pøekvapením, ¾e pojem tensorového souèinupravdìpodobností popisuje nìco fundamentálního.



19.5. TENSORY A NEZÁVISLÉ JEVY 333Definice. Pravdìpodobnost p na þstavovém prostoruÿ X nazveme roz-dìlením pravdìpodobnosti náhodné velièiny F , pokudProb(F = x) = p(x): (19.188)Tvrzení. Nech» mají náhodné velièiny F resp. G rozlo¾ení pravdìpo-dobnosti p resp. q (na X resp. Y ). Oznaème symbolem !!(x; y) = Prob(F = x&G = y) (19.189)tzv. sdru¾ené rozlo¾ení F a G. Potom F a G jsou nezávislé() ! = p
 q: (19.190)Máme-li dvì náhodné velièiny F1; F2 s oborem hodnot v nìjaké komu-tativní grupì G { tøeba výsledky dvou nezávislých mìøení { mù¾eme chtítstudovat souèet F1 + F2 � F2 + F1. Radìji bychom zde vidìli R namístokoneèné grupy, tím bychom ale vnesli hned na úvodu do na¹eho výzkumutechnické komplikace, které pøenecháme pozdìj¹ím kursùm analýzy a teo-rie pravdìpodobnosti. Pøicházíme zde opìt k dùle¾itému pojmu konvoluce(tentokráte pravdìpodobností, srovnej v¹ak se stranou 256).Definice.Nech» p a q jsou pravdìpodobnosti (obecnìji míry) na koneènékomutativní grupì G . Pravdìpodobnost (míru) danou pøedpisemg 2 G 7! Xa2G p(g � a)q(a) � Xh;i:h+i=g p(h)q(i) (19.191)nazveme konvolucí p a q a budeme ji oznaèovat p � q. Je to tedy dal¹ípravdìpodobnost; p � q(g) udává pravdìpodobnost, ¾e souèet h+ i je g, kdeh resp. i má rozdìlení p resp. q.Tvrzení. Obrazem tensorového souèinu p 
 q pøi zobrazení (x; y) !x+ y : G � G ! G je právì konvoluce pravdìpodobností p a q.Podobnì se de�nuje konvoluce více pravdìpodobností (mìr); dùkaz ko-mutativity a asociativity (díky ní lze vynechávat závorky) si provede ka¾dýsám. p � q = q � p; (p � q) � r = p � (q � r) (19.192)



334 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙVícenásobné konvoluce(]) Èasto nás zajímají vícenásobné konvoluce, které v jazyce pravdìpodob-nostních rozlo¾ení odpovídají souètùm více nezávislých velièin. Hodíme-linapø. tisíckrát nezávisle mincí resp. kostkou, jde nám o tisícinásobnou kon-voluci pravdìpodobnostip = 12(�0 + �1) resp. p = 16(�1 + �2 + �3 + �4 + �5 + �6); (19.193)zajímáme-li se o to, kolikrát padla panna èi kolik je souèet jednotlivých hodùkostkou. (Omlouváme se ètenáøi, ¾e jsme zvolili pøíklad, kde grupa G { zdenejspí¹e Z èi R { bude mít nekoneènì mnoho prvkù.)Asi ji¾ chápeme, ¾e jednou z dùle¾itých otázek øe¹ených teorií pravdìpo-dobnosti bude charakterisace toho, jak þvypadajíÿ mnohonásobné konvolucetypu p � p � : : : � p: (19.194)V pøípadì n èinitelù zapisujme uvedenou pravdìpodobnost jako p �n p. Vzpo-meòme si na tvrzení ze strany 257:dp �n p = (bp)n (19.195)(V teorii pravdìpodobnosti se místo pojmu þFourierova transformaceÿ pou-¾ívá synonyma charakteristická funkce.)V pøípadì G = R se ukazuje, ¾e charaktery mají tvarfx 7! exp(i�x)g; � 2 R : (19.196)Jde nám tedy o to, jak vypadá �dp(�)�n pro libovolnou pravdìpodobnost naR . Pro ty, kteøí se cítí býti ji¾ trochu obeznámeni s pojmem míry na R pøi-dáme je¹tì pár poznámek na toto téma: není-li nosiè p soustøedìn v jedinémbodì (tedy není-li p �-funkcí), tak funkcebp(�) = Z 1�1 ei�xp(x)dx (19.197)splòuje v¹ude podmínku � 6= 0) jbp(�)j < 1; (19.198)pøièem¾ je bp(0) = 1.



19.5. TENSORY A NEZÁVISLÉ JEVY 335Jakpak se chová funkce (bp(�))n (19.199)pro veliká n? þTo zjistí ka¾dý matematik hodný toho jména do pìti mi-nut.ÿ25: nech» bp(�) = 1 + ia� � b22 �2 � : : : (19.200)je Taylorùv rozvoj bp(�). Zde jea = Z 1�1 xp(x)dx; b2 = Z 1�1 x2p(x)dx (19.201)a resp. b2 støední hodnota x resp. x2. Pøedpokládejme pro jednoduchostznaèení a = 0 (zkoumejme místo velièiny x velièinu x � a, její¾ støedníhodnota je nula). Potom jebp(�)n � exp �Nb22 �2! : (19.202)Objasnìte! Ti, kteøí znají Fourierùv obraz Gaussovy míry, jej na pravé stra-nì ji¾ vidí, a tudí¾ nebudou udiveni platností tzv. centrální limitní vìtyteorie pravdìpodobnosti, která øíká, ¾e mnohonásobná konvoluce pravdìpo-dobnosti vypadá ji¾ zhruba Gaussovsky, jinými slovyCentrální limitní vìta. Mají-li nezávislé velièiny x1; : : : ; xn nulovoustøední hodnotu a rozptyl (støední hodnotu kvadrátu) b2, má velièinax1 + x2 + : : : + xnpn (19.203)v limitì pro n!1 tzv. normální rozdìleníp = 1bp2� exp � x22b2! : (19.204)Rozptyl. Zapomeòte na v¹echny ty bájeèné vìci, o nich¾ se zde pí¹e, arad¹i pochopte, proè je rozptyl velièiny x roven�2x = h(x� hxi)2i = hx2 � 2xhxi+ hxi2i = hx2i � hxi2; (19.205)25Volnì citováno z úvodu ke èlánku V. I. Arnolda, Matematické trivium. þKdo nespoètestøední hodnotu sté mocniny sinu do pìti minut, nerozumí matematice, i kdyby se zabývalsupervarietami, nestandardní analýzou nebo vìtami o vnoøování.ÿ



336 KAPITOLA 19. ØÍ©E TENSORÙznaèí-li hxi støední hodnotu velièiny x poèítanou podle vzorcù typuhxi =Xxi x(xi)p(xi) resp. hxi = Z x � p(x)dx (19.206)a proè je rozptyl souètu dvou nezávislých velièin roven souètu rozptylù tìchtovelièinh(x0 + y0)2i = hx02 + 2x0y0 + y02i = hx02i+ h2x0y0i+ hy02i == hx02i+ 2hx0ihy0i+ hy02i = hx02i+ hy02i; (19.207)kde napø. x0 znaèí x�hxi a v dùkazu bylo pou¾ito, ¾e støední hodnota z èísla jetoté¾ èíslo (fakt, ¾e støední hodnota jednotky je jedna je tatá¾ podmínka, jakonormovanost pravdìpodobnosti), støední hodnota souètu je souèet støedníchhodnot a hlavnì to, ¾e støední hodnota souèinu dvou nezávislých velièin jerovna souèinu støedních hodnot tìchto velièin. (~)19.6 EpilogZakonèeme knihu opìt citátem z knihy zmínìné na stranì 294. Tentokrátv¹ak citátem doslovným (kromì zmìny singuláru na plurál a substitucezkratky þLAÿ na místo pojmu þpovìtrnostÿ).: : :Za tou pøíèinou neostýchali jsme se bez bli¾¹ího výkladu pou¾ívatinìkterých vìdomostí z luèby, silozpytu a hvìzdáøství, kde toho bylo potøebík vysvìtlení nìkteré stránky k LA patøící. Jinde jsme je v¹ak struènì na-pøed vylo¾ili, èím¾ jsme se arci vzdali nadìje, ¾e by v¹ichni ètenáøové v¹emustejnì porozumìli. Neb pøi tak hojném úèastenství, jakého se Matici lidudostalo, nutno míti pøedev¹ím na zøeteli, ¾e ka¾dý ètenáø, a» jest více nebménì pøipravený a vzdìlaný, chce míti z knihy nìjaký u¾itek, který by se as-poò vyrovnal nákladu na zakoupení knihy uèinìnému a ztrátì èasu ku èteníobìtovaného.Aby v¹ak ka¾dý b e z p ø í p r a v y a b e z p ø e m ý ¹ l e n ív¹echno hned pochopil a si pamatoval, co v této knize jest obsa¾eno, tohonemohli a nechtìli jsme dosáhnouti, jeliko¾ jest to cíl velmi vzdálený a témìønedosti¾itelný. Vedlé toho jsme mìli na mysli, ¾e kniha tato dostane se nejvícedo rukou ètenáøù takových, kteøí o tomto pøedmìtu sotva budou mít jinou,a za tou pøíèinou jsme do ní vlo¾ili i nìkteré del¹í seznamy rozlièných udání,které jinak bychom mohli vynechati.Co se koneènì tkne slohu { nechceme tvrditi, ¾e by nemohl být je¹tìpopulárnìj¹ím a chápavosti ètenáøù málo vzdìlaných pøimìøenìj¹ím; tolik



19.6. EPILOG 337ale s druhé strany dovolujeme si poznamenati, ¾e by pak kniha stala senìkolikráte tak rozsáhlou a vzdìlanìj¹ímu ètenáøi { a tìch èítá Matice liduvíce { zdlouhavou. Neb spis o pøedmìtu tak v¹eobecném, jako LA, dotýká sena v¹ech stranách pøírodních vìd ostatních a mìl by obsahovati pojednánío v¹ech, aby se bez pøípravy v¹eliké obe¹el, aneb býti nanejvý¹ povrchním atudí¾ zbyteèným, kdyby se k nim hloub nevztahoval.Prostøední cestu jakousi nalézti bylo na¹í snahou svìdomitou; zdali senám to tak podaøilo, jak jsme si pøáli aneb jak jiní snad oèekávají, o tomnech» rozhodne nestranný soudce. A kdyby se stalo, ¾e by rozsudek mìl protinám vypadnouti nech» se shovívavì má na zøeteli známý výrok þ¾ádná knihanení tak ¹patná, aby se z ní nedalo nìèemu pøiuèitiÿ. Spisovatelé
Námìty k obsahu skriptVe¹keré námìty k obsahu skript posílejte prosím na elektronické adresymzahrad@karlin:mff:cuni:cz a motl@physics:rutgers:edu:Plánujeme napsání doplòkových a roz¹iøujících kapitol k uvedenému textu.V¹echny tyto texty, dále ve¹keré opravy a reakce na námìty ètenáøù budouulo¾eny spolu s ji¾ existující HTML verzí této knihy na webovských stránkáchautorù skripthttp : ==www:karlin:mff:cuni:cz=emzahrad=skripta=;http : ==www:kolej:mff:cuni:cz=elumo=skripta=
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REJSTØÍK 345Rubikova kostka, 30øadaFourierova, 241øádkový prostor, 78øecká abeceda, 7øetìzec vektorù, 182Øíp, 57samoadjungovaná forma, 261samoadjungovaný operátor, 228Sarusovo pravidlo, 101sedmiúhelník, 44semidirektní souèin, 34sesquilineární forma, 260setrvaènost, 271sférická funkce, 249Schrödingerova rovnice, 131, 329Schurova vìta, 236Schwartzùv prostor, 233signatura, 271simplex, 54singulární matice, 81skalár, 294skalární souèin, 59, 260sloupcový prostor, 78souèet direktní, 186souèindirektní, 29dyadický, 297polopøímý, 34pøímý, 29semidirektní, 34skalární, 59, 260tensorový, 296souhlasnost, 94soustava dif. rovnic, 137souvislá grupa, 149souvislost jednoduchá, 329spektrální polomìr, 202spektrální rozklad, 235spektrum, 109spin, 158, 322spinor, 322

spinvektor, 322spline, 55stacionární grupa, 123stacionární stav, 203standardní model, 30stav stacionární, 203Steinitzova vìta, 51Stiefelùv diagram, 163stochastická matice, 202stopa, 91, 139strukturní zobrazení, 156stupeò, 181koøene, 110superalgebra, 170supergravitace, 172superkomutátor, 170superprostor, 171superstring, 169, 214, 310supersymetrická teorie, 244, 310supersymetrie, 170surjekce, 28svinutí, 322symbolKroneckerùv, 60symbol Christo�elùv, 320symetrická forma, 260symetriènost, 328symetrisace, 306symplektická matice, 147symplektiènost, 115, 327¹nìrovanostjednoduchá, 166¹vabach, 151Taylorùv vzorec, 141tìleso, 38Platónovo, 20tensor, 293, 317deformace, 295elektromagnetický, 306køivosti, 295, 320Levi-Civitty, 317, 318



346 REJSTØÍKmetrický, 294, 305napìtí, 295piezoelektrický, 295pru¾nosti, 295Ricciho, 320teorie kategorií, 188teorie pole, 209teorie pole kvantová, 232teorie relativity, 317teorie supersymetrická, 244, 310Toeplitzova forma, 264topologický duál, 233torus maximální, 162trajektorie, 210transformaceFourierova, 239diskrétní, 105transitivita, 328transposice, 31trialita, 167trisekce úhlu, 42tøída ekvivalence, 97, 296tvar Jordanùv, 183, 186kanonický, 264úloha okrajová, 212unimodulárnost, 115unitární operátor, 228unitárnost, 115úplnosti relace, 237úpravaekvivalentní, 82ú¾ení, 304váha, 168vakuum, 160, 244, 311polarisace, 210válec, 278Vandermondova matice, 76varieta, 321vektor, 45polární, 317representující, 225

vlastní, 105, 109vìtaBabilonova, 127Banachova, 195Brianèelova, 220centrální limitní, 335Frobeniova, 84Hamilton-Cayleyova, 193o representaci, 225, 259o setrvaènosti, 271o tøech potenciálech, 214Pascalova, 220Perron-Frobeniova, 202, 205Pythagorova, 315Schurova, 236Steinitzova, 51vielbein, 323vlastní èíslo, 109vlastní funkce, 109vlastní vektor, 105, 109vlna rovinná, 239vlnky, 283vytvoøující funkce, 247vývojová rovnice, 131vzorecCardanùv, 36Taylorùv, 141, 263Weylova grupa, 165zákon kosmické lenivosti, 318závislost, 47zlatý øez, 19, 127, 234znak permutace, 32zobrazeníadjungované, 226antilineární, 225, 259duality, 259duální, 222lineární, 69multilineární, 259strukturní, 156transponované, 223zú¾ení, 260



REJSTØÍK 347LETNÍ SEMESTR1) Exponenciála matice. Definice, základní vlastnosti (vlastnívektory exponenciály, exponenciála podobných matic). VztahTr A a det exp A. Pøíklady.2) Pojem Lieovy algebry a pøíklady : g = gl, sl, o, u, su.Vztahy typu exp g = G. Isomorfismus vektorového násobení akomutování v o(3).3) Teorie nilpotentních operátorù. Ekviv. charakterisace pomocíspektra, pøíklady (operátory derivování na polynomech).Studium posloupnosti koøenových podprostorù k-tého øádu aalternativnì k-násobných obrazù. Nezávislost vùèipodprostoru. Konstrukce poèáteèních vektorù øetìzcùdávajících Jordanovu basi prostoru.4) Direktní rozklad prostoru na koøenové podprostory danéhooperátoru. Obecná Jordanova vìta. Vìta Hamilton-Cayleyho.Exponenciála Jordanovy matic s pou¾itím na øe¹ení soustavlineárních diferenciálních rovnic.5) Positivní a stochastické matice. Hledání nejvìt¹íhovlastního èísla iterací. Interpretace pøíslu¹ného vlastníhovektoru (stacionární stav systému).6) Pojem duálního prostoru, duální base, duálního operátoru,transponované matice, kontragradientní matice (pøechoduduálních basí).7) Dualita a skalární souèin: vìta o representaci lineárníformy (skalárním násobením vhodným vektorem). Pojemadjungovaného operátoru. Samoadjungované (Hermitovské),unitární, obecnìji normální operátory. Adjunkcediferenciálního operátoru a metoda per partes.8) Vìta o spektrálním rozkladu normálního operátoru. Pøíklad- operátor derivování na trigonometrických polynomech.Funkce normálního operátoru. Ortogonální polynomy (pøíklad:Hermitovy, Legendreovy) jako výsledek ortogonalisaèníhoprocesu ve vhodném skalárním souèinu (alternativnìjako vlastní vektory vhodného diferenciálního operátoru).9) Bilineární a kvadratické formy. Diagonalisace Hermitovskéformy: a) doplnìním na ètverec, b) Jacobi-Sylvesterùv zápisortogonalisaèního procesu (zvl. pro positivnì definitníformy), c) diagonalisace pomocí spektrálního rozkladu



348 REJSTØÍKrepresentujícího operátoru formy (dávající ortogonální"hlavní osy" formy). Signatura a zpùsoby jejího zji¹tování.10) Kvadriky (a ku¾eloseèky), klasifikace a vlastnosti(omezenost, pøímkové plochy, vlastnosti rovinných øezù).Zmínka o projektivním prostoru. Význam paraboloidùv analýze funkcí více promìnných (lokální extrémy, sedlovébody funkcí).11) Polární rozklad obecného operátoru na komposici unitárníhoa Hermitovského operátoru (resp. unitárního, diagonálního,unitárního operátoru).12) Pseudoinverse obdélníkové matice.13) Pojem tensorového souèinu vektorových prostorù, isomorfismymezi rùznými definicemi, jako je formální lineární obalkartézského souèinu basí, mno¾ina multilineárníchfunkcionálù na souèinu duálù, faktorprostor formálníholineárního obalu kartézského souèinu prostorù. Rozlo¾itelnétensory. Pøíklady tensorù: vektory, kovektory, bilineárníformy, strukturní tensor algebry, determinant jakomultilineární funkce sloupcù, fyzikální pøíklady.14) Slo¾kový zápis tensoru a transformaèní vztahy. Kovariantnía kontravariantní indexy tensoru, zápisy indexù dolùa nahoru a sumaèní pravidlo.15) Základní operace s tensory: tensorové násobení, souèettensorù stejného typu, permutace slo¾ek tensoru, ú¾ení(stopa). Tensory a skalární souèin: ortogonálnítransformace tensorù, zdvihání a spou¹tìní indexù.16) Symetrické tensory a tensorový souèin, symetrisace.17) Antisymetrické tensory, antisymetrisace, antisymetrický(vnìj¹í) tensorový souèin, Grassmannova algebra. Vektorovýsouèin. Mìøení ploch mnohoúhelníkù, obecnìji k-rozmìrnýchpolyedrù v n-rozmìrném euklidovském prostoru. Grammovamatice a Grammùv determinant obdélníkové matice.(Zde uvedeným sylabùm se sna¾ila pøiblí¾it pøedná¹ka LA vedenájedním z autorù této knihy v minulých letech.)


