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1. Téleso komplexnich ¢isel, prostor C

Definice. MnoZina komplexnich &isel C (jiné nizvy: komplexni rovina, Gaussova rovina) je mnozina R? (tj. mnoZina vsech
usporadanych dvojic redlnych éisel) s nasledujicimi operacemi a s rozsifenimi:

e stitani (definované stejné jako v R?), (a,b) + (z,v) := (a + z,b + y);

e nisobeni libovolnych dvou prvki z C definované vzorcem

(*) (a,b) - (z,y) := (ax — by, bx +ay), a,b,z,y €R;

e mnozinu R povazujeme za podmnozinu mnoziny C, R C C, k tomu pro a € R ztotoznime (a,0) = q;
e oznacime 4 := (0, 1).

Navizdy zapomeiite na historicky vzniklou ,nedefinici“ &fsla ¢ = v/—1 . Cislo 4 tradi¢né nazyvame imagindrni jednotka, ale
nic imaginarnfho na ném neni. Je i = —1, i* = —4, i* = 1.
Zakladni vlastnosti télesa C.

(i) Mnozina C s uvedenymi operacemi s¢itdni a ndsobeni tvori komutativni téleso, nulovym prvkem je (0,0) = 0,
jednotkovym prvkem je (1,0) = 1. Inverznim prvkem k prvku (a,b) # 0 je prvek (a,—b)/(a® + b?).

(ii) Jak ndsobeni v R tak ndsobeni prvku z R? redlnym Cislem jsou zahrnuty ve formuli (*).

(iii) R je podtéleso télesa C.

(iv) Na C nenf definovdno usporddédni. Na C ani nelze definovat usporddani tak, aby bylo usporddanym télesem.

Pro¢ pravé R? a ne t¥eba R3? (Frobeniova véta, 1877)

e Pro n > 2 lze na R™ definovat ,rozumné* nasobeni jen pro n = 4 (kvaterniony, tvo¥f nekomutativni téleso, jsou
uzitené v teoretické fyzice, v popisu prostorovych rotaci, ve 3D animaci i jinde - ve vyhledavali zadejte quaternion)
a pro n = 8 (oktoniony, Cayleyho ¢&isla, pro né ndsobeni neni ani asociativni).

Zapisy komplexniho éisla
(i) Algebraicky zdpis komplexniho &isla: (z,y) = = + iy, © 4+ i0 = x a 0 + iy = iy. Umoziiuje vyhnout se kolizim oznaceni
prvku (a,b) € C a otevfeného intervalu (a,b) C R (matematika ma mélo typd zdvorek). Definici (*) ndsobeni v C
ted mfizeme zapsat obvyklym zptisobem, jako nasobeni dvou dvouclenti, kde nahradime i> = —1:

(**) (a+1b) - (v +iy) := (az — by) + i (bx + ay), a,b,z,y €R.

(ii) Zépis komplexniho &isla v goniometrickém tvaru a v exponencidlnim tvaru: bude pozdéji, potfebujeme funkce log, arg.
x

Y
takovychto specidlnich matic (ve vyhleddvaci zadejte representation of complex numbers).

(i) Maticova reprezentace komplexniho €isla: (z,y) ~ ;y) . Scitani a nasobeni v C pak odpovida s¢itdni a nisobeni

Definice. Necht z,y € R a z = (z,y) = x + iy. Pak definujeme:

e Rez:=ux ... redlnd ¢ast komplexniho ¢isla z, prvni slozka c¢isla z;
e Imz :=y ... imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z, druha slozka éisla z, je to realné ¢islo;
o |2 =22+ ¢? =/ det (z ;y) ... absolutni hodnota komplexniho &sla, z;
e Z:=x — iy ... komplexné sdruzené Cislo ke komplexnimu ¢islu z.
e Ozna¢me C*:={2 € C:Imz >0}, C~ :={z € C:Im2z < 0}, je to horni resp. dolni polorovina.
Pro kazda z,w € C plati
(1) z+w=z+1w,
(2) |2]° =27, (4) [z] = [,
(3) lz-w[ =z Jwl, z/w=Z/w kdyzw#0, (5) |Rez| <[z, [Tm 2| < [2].

C jako metricky prostor



Cislo |z| je rovno eukleidovské normé& prvku z = (x,y). Funkce dist(z,w) := |2 — w| je tedy eukleidovskd metrika na C.
Tudiz vime naptiklad, co je v prostoru C okoli bodu U(a,r), oteviena mnoZina, uzaviend mnoZina, konvergence posloupnosti, a
také spojitost a limita zobrazeni z R do C, z C do R, z C do C.

Priklad. Funkce z — Rez, z+— Imz, 2 — Z a 2z — |z| jsou spojité na C.

C jako vektorovy prostor

(1) R? je vektorovy prostor dimenze 2 nad télesem R, se standardn{ bazi {(1,0), (0,1)}. (Re4lné) linedrni zobrazeni prostoru
R? do R? m4 obecny tvar

Lge : (z,9)" — (Z ;) (z,y)T, kde a,b,c,d € R jsou libovoln4.

(2) C je vektorovy prostor dimenze 1 nad télesem C, s jednoprvkovou bazi {1}. (Komplexni) linedrni zobrazeni prostoru C
do C m4 obecny tvar
L:z—w-z kdew e C je libovolné,

neboli, pro w = (a,b), z = (z,y),
L:(z,9)" — (Z _ab) ~(x,y)T, kde a,b € R jsou libovolna.

Pak mdme L(1) = (a,b) a nutné L(i) = L(i1) = ¢ L(1) = (—b,a), druhy sloupec matice je tedy uréen prvnim
sloupcem, zatimco v Lg2 byl libovolny.

Vidime, 7e v C je ,mén&“ linedrnich zobrazeni nez v R?, takZe pro matematickou analyzu je v C k dispozici ,mén&“
totalnich diferencialéi (tj. komplexnich linearnich zobrazeni) nez v R2. Proto bude v C ,mén&* diferencovatelnych zobrazeni
nez v R2, ale ta mohou mit ,vice“ uZiteénych vlastnosti - a pravé témito vlastnostmi se zabjvad matematicka analyza v C.

2. Komplexni funkce realné proménné

V tomto odstavci bychom mohli postupovat i obecnéji, namisto zobrazeni z R do C uvazovat zobrazeni z R do R”, n > 2.

Definice.

(1) Komplexni funkce redlné proménné je zobrazeni f: M — C, kde M C R.
(2) Necht f je komplexn{ funkce redlné proménné a = € R. Derivace funkce f v bod& z je ¢islo

f'(z):= lim —f(x +h) —f@)

h—0, heR h ’

pokud tato limita existuje (v C).
(3) Pro interval I = (a,b) C R, funkce F : I — C je primitivni funkce k f na I, jestlize F'/(x) = f(z) pro vSechna z € I.
Analogicky pro uzaviené a jiné intervaly.

Véta 2.1 (limita, spojitost, derivace, primitivni funkce - v8e po slozkdch). Necht f : M — C je komplexni funkce redlné
proménné, a € R, ¢ € C. Pak plati

(1) lim f(x)=c, prdvé kdyZ lim Re f(z) =Re ¢ a lim Im f(z)=Imc. Podobné pro limity zleva a oboustranné.
r—a+ r—a+ r—a+

(2) f je spojitd (zleva, zprava) v bodé a, pravé kdyz obé funkce Re f a Im f jsou spojité (zleva, zprava) v bodé a.

(3) f'(z) existuje, prdavé kdyz existuji vlastni derivace (Re f) (z) a (Im f)'(x). Pak f'(z) = (Re f)'(z) +¢(Im f)'(z).

(4) Funkce F : (a,b) — C je primitivni funkce k f na (a,b), pravé kdyz Re F' je primitivn{ funkci k Re f na (a,b) a Im F’
je primitivn{ funkci k Im f na (a,b). Analogicky pro uzaviené a jiné intervaly.

Definice. Necht f je komplexni funkce redlné proménné, a,b € R. Integral (Riemanniv, Newtoniv) z funkce f od a do b je

/abf=/:f(x)dx :Z/:Reeri/abImf,

pokud oba integraly na pravé strané existuji.

Lemma 2.2 (odhad abs. hodnoty integralu z komplexni funkce, integracni proménna je redlnd).  Necht a < b jsou redln4 disla a
necht f : [a,b] — C je spojitd funkce. Pak plat{

[

Diikaz. Je-li vlevo nula, odhad plati. Jinak oznaéime ¢ := f: fypak |c2=¢-c= Efabf = fab cf = fab Re(cf) < f; lef]

b S oo . DA e (s
= |e| ['1f] (Etvrté rovnost vyuziva toho, Ze zcela vlevo je redlné &islo). Délenim &fslem |¢| > 0 dokdzeme odhad. O

b
< 171 < 00 waxis.

3. Derivace v C, holomorfni funkce



Definice.
(1) Komplexni funkce komplexni proménné je zobrazeni f : M — C, kde M C C.
(2) Necht f je komplexn{ funkce komplexni proménné a z € C. Derivace funkce f podle komplexni proménné v bodé =
(stru¢né derivace funkce f v bodg z) je komplexni &islo

f'(z):= lim flet+h) —f(z)

h—0, heC h ’
pokud limita na pravé strané existuje (v C). Z4dné nevlastni derivace v C neuvazujeme.

Poznamky. (i) Pro derivaci podle komplexni proménné plati véty o derivaci soutu, soutinu, podilu a sloZené funkce ve stejné
podobé jako pro vlastni derivaci v R, i jejich dikazy jsou analogické.
(ii) M&-li f v bodé z € C derivaci podle komplexni proménné, je v bodé z spojita.
(iii) Je-li f komplexni funkce komplexni proménné, g komplexni funkce redlné proménné a = € R, pak
(fog)(z)=f"(9(x)) g'(x),

pokud obé derivace na pravé strané existuji.

Véta 3.1 (diferencovatelnost vIRZ av C).  Necht f je komplexni funkce komplexni proménné, oznacme fi(z,y) := Re f(z+
1), fo(z,y):=Im f(x+iy), takZe f(x +iy) = fi(x,y) +1i fo(z,y). Pak f:= (f1, f2) je funkce dvou redlnych proménnych
s hodnotami v R2, kterd odpovid4 komplexni funkci f.

(a) Necht a,b € R a ¢ = a+ib. Pak f md v bodé ¢ derivaci podle komplexni proménné pravé kdyz f ma v bodé

(a,b) totdlni diferencidl a prislusnd Jacobiho matice m4 specidlni tvar J = (5 _pq), tj. v bodé (a,b) jsou splnény

Cauchy-Riemannovy podminky
of _0fs o _ 0f
O0x Oy’ Oy Or
(b) Pokud existuje f'(c), je f'(c) = p+iq, Jacobiho determinant funkce f v bodé (a,b) je det.J =p>+¢*> = |f'(c)*> a
Jakobiho matice zobrazeni f v bodé (a,b) je reguldrni pravé kdyz f'(c) # 0.

Dtikaz. (a) Diferencovatelnost v R? resp. v C lze definovat zndmym zptisobem pomoci vyjadieni p¥irtistku funkee, a to
sou¢tem linearniho zobrazeni Ly : R? — R2 resp. L : C — C piiristku proménné a zbytku zanedbatelného vidi piirtistku
proménné. Porovndnim onéch dvou linedrnich zobrazeni (viz kap.1) dokdZzeme tvrzeni.

(b) Jde jen o jednoduché vypocty.

.......................... konec 1. prednasky 6.10.2011 ..........................

Poznamka. Je-li G C C oteviend konvexni mnozina a f : G — C splituje f'(z) = 0 pro v8echna z € G, pak f je konstantn{
na G.

Definice. (holomorfni funkce). Jiné ndzvy: reguldrn{ funkce, (jednozna¢nd) analyticks funkce.

e Necht Q C C je oteviena. Rekneme, ze funkce f je holomorfni na mnoZing Q, jestlize mé vSude v Q derivaci, oznacent:
feH().

e Specialni pripad: funkce holomorfni na C se nazyva celd funkce.

e Funkce je holomorfni v bodé ¢ € C, jestlize v néjakém jeho okoli ma vSude derivaci.

e Funkce je holomorfni na mnoziné M C C, je-li holomorfni v kazdém jejim bodég, tj. je-li holomorfni v néjaké oteviené
mnoziné Q, M C Q.

Véimnéme si, e inverzn{ matice k regularni Jacobiho matici J = ( é’ ;‘1) je matice J~! = ( ks . f}) J(p® + %) azei
ta spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky. Vyzijeme-li vétu o existenci a diferencovani inverzni funkce pro piipad zobrazeni
z R% do R? (jeji pracny diikaz - viz prednagky z MA), dokdzeme nésledujici vétu:

Véta 3.2 (lokdlni existence inverzni funkce k holomorfni funkci, derivace inverzni funkce).  Necht f je holomorfni v bodé ¢ € C,
f'(e) #0 a f' je v okoli bodu ¢ spojitd. Pak existuje okoli bodu ¢, ve kterém je f prostd, prislusng inverzni funkce g je
holomorfni a jeji derivace je g’ =1/(f'og).

Tuto vétu pozdéji dokdzeme znovu, nezavisle a jednoduse (véta 17.7), navic pfedpoklad spojitosti f’ bude splnén auto-
maticky.

4. Mocninné rady v C

Zatim zndme jen mélo holomorfnich funkci: polynomy v C a racionédlni funkce. Dalsi ndm poskytnou mocninné fady v
C, predpokladame znalost jejich teorie v R.

Definice. Necht a € C,{c,};'> je posloupnost komplexnich &fsel a z je komplexni proménné. Nekoneénou fadu funkei
tvaru

+oo
(M) Y calz—a)"
n=0

nazyvame mocninnd fada o stiedu a s koeficienty ¢,,. Jejim souctem v bodé z € C nazvu limitu (v C) posloupnosti ¢4steénych
soucti. Polomér konvergence fady (M) je R € [0, +oo] definované vzorcem

+oo
R := sup{r € [0, +o0); Z |en|r™ konverguje}.

n=0



Mnozinu

U(a,R) :={z € C: |z —a| < R},
pak nazyvame kruh konvergence fady (M). Pro R = 0 je to prdzdnd mnozina, pro R = +oo je to C, jinak je to otevieny kruh
se stfedem a. Pro piipady |z — a| > R fada nekonverguje a o piipadech |z — a| = R < 400 obecné nic nevime.

Kriteria konvergence pro fady komplexnich funkei (nejenom pro mocninné fady), kriteria pro absolutni resp. stejnomérnou
¢i lokélné stejnomérnou konvergenci takové fady jsou stejnd jako v R (pokud se v nich vyskytuji nerovnosti, tak jen mezi
realnymi ¢isly nebo absolutnimi hodnotami komplexnich ¢isel).

Véta 4.1.

(1) Kazd4 mocninng rada konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné na svém kruhu konvergence. Jeji soucet je tam
holomorfni funkce.
(2) Polozme L := limsup +/|c,|. Pak polomér konvergence fady (M) je R = 1/L, kde (jen pro strucnost a jen zde)

n—+00
klademe 1/ + 00 =0, 1/0 = 4o0.
(3) Existuje—li lim |¢nt1]/|cn|, rovnd se ¢islu L z predchoziho bodu.

(4) Mocninné rady Z Snep(z—a)" ! a ::6 o (z — a)™*! mayji stejny polomér konvergence jako fada (M).

(5) Na kruhu konvergence Ize (M) derivovat ¢len po ¢lenu a také integrovat ¢len po ¢lenu, tj.

+oo / +oo /
(ch(z—a)") :Z(cnz—a ) chnz—a"l,
n=0 n=0
+oo c
(5o - S
Dikaz (5). Bez Gjmy na obecnosti polozme a = 0. Oznatme f(2) = Y725 ¢,2", 2| < R. Pro pevné z,|z| < R
zvolme redlné p tak, aby |z| < p < R. Pro libovolné w takové, ze |w| < p, w # z, upravime zlomek g(w) = % =
o (w2 J(w—2) = 34 ( n 2o N (wd 2 l‘j)). Tato nekoneénd fada polynomt v proménné w konverguje i pro

piipad w = z, navic je |c;, Z;L ol(wj 2710)| < en|np™ L, takize konverguje absolutné a stejnomérné pro |w| < p, soudet fady

je tedy spojita funkce a jeji limitu pro w — z spoéteme dosazenim w = z. Je tedy f'(z) = lim g(w) = Z: L enn(z—a)" "l
w—rz

K dikazu druhého radku pouzijeme jiz dokdzany radek prvni, jenze pro jinou radu. O

5. Exponenciala, hyperbolické a goniometrické funkce

Zapomeiite na v8echny definice a vlastnosti exponenciily, goniometrickych a hyberbolickych funkei, jak je znate z realné
analyzy, zapomeiite i na definice &isel e, 7. Vechno to vybudujeme znovu (a dokonce v C), je to totiz ukryto v fadé (E):

Definice. Pro z € C definujeme
+oo _p

(E) exp(z) ::Z% = 14 2/1+22/20 4+ 22 /30 + 24 /41 +
n=0 "

a oznatime e := exp(1l) = 2,7182818....

Funkei exp nazgvame exponencidlni funkce, kritce exponencidla. Namisto exp(z) je zvykem psét e, i kdyZ (zatim) nejde
umochnovani kladného ¢isla e na komplexni exponent z.

Véta 5.1 (vlastnosti exponencidly - 1.&dst).  Plati:

(E

1) Funkce exp je definovdna na C, je tam spojitd, exp(0) = 1.
) exp(z + w) = exp(z) - exp(w) pro z, w eC.

) Funkce exp je v C holomorfni, exp ' = exp.
)
)
)

(E2

(E3

(E4) exp # 0 vSude v C, 1/exp( ) = exp(—=z) pro z € C.
(

(

(

E5) exp(z) = exp(z) pro z € C.
E6) Funkce exp zobrazuje R na interval (0,+00), je na R rostouci a ryze konvexni.
ET7) |exp(z)| = exp(Rez) pro z € C.

Dukaz (E1). Séitdme spojité funkce, pii lokdlné stejnomérné konvergenci fady je soucet spojity.
Dikaz (E2). Vpravo je souin dvou absolutné konvergentnich fad, ndsobime je ”¢len po ¢lenu”, provedeme diléf soudety

pro pevnd n = j + k, nakonec pouZijeme binomickou vétu: (Z;:OS) ;—J,)( ot 12—}:) = ::C:szo(zn

noolar Do (2w ™9) = 320 (2 + w)" = exp(z+w).

Dikaz (E3). Budto derivujeme ¥adu (E) ¢len po ¢lenu podle Véty 4.1(5) anebo (bez této véty) upravime pro w # z
zlomek exP(z+h});exP(z) = exp(z) exP,(Lh)fexP(z) = exp(z)% = exp(2) 32,°5 h"~'/n!. Limitu zlomku pro h — 0 spoiteme
dosazenim h = 0 do této mocninné fady (jeji soucet je spojity).

Diikaz (E4). V (E2) polozime w = —z.

Diikaz (E5). Obecnéji, pro kazdou mocninnou fadu a jeji soucet f(z) = 3720 ¢, (2 —a)™, v piipadé kdyz a € R a véechna
cn €R, je f(z) = f(2): vlevo jezde P 0c Z—a)" = Y00y en(Z—a)" = f(Z).

Dikaz (E6). Proz > 0 je exp’(z) = exp(z) > 14z > 0, takZe exp je na intervalu [0, +o00) rostouci, prosta, exp([0, +00)) =
[1,400). Pro z <=0 je exp(z) = 1/exp(—x), —x > 0, takze i tam je exp rostouci, prosta, exp((—oo,0]) = (0,1]. Pro z € R
je tedy exp” = exp’ = exp > 0.

Dtikaz (E7). Vlevo i vpravo jsou kladn é&isla, umocnime je na druhou a dokdZeme jejich rovnost. Vlevo je pak |exp(z)|?
= exp(z) exp(z) = exp(z) exp(Z) = exp(z + Z) = exp(2 Rez).

—] 7L] —
§=0 Fin—jn = W )_




Definice. Pro z € C polozme

cosh(z) := 1 (exp(z) + exp(—z)) = Z" 022" /(2n)!, funkce hyperbolicky kosinus, sud4 ¢4st exponecialy;
sinh(z) := § (exp(z) — exp(—2z)) = Zn 0 227+l /(2n 4-1)!, funkce hyperbolicky sinus, lich4 ¢ést exponecidly;
cos(z) := cosh(iz) = 3 (exp(zz) +exp(—iz)) = 320 (~1)"22"/(2n)!, funkce kosinus;

sin(z) == sinh(iz)/i = o (exp(iz) — exp(—iz)) = S0 (=1)"22"*1/(2n + 1)!, funkce sinus.

Véta 5.2 (vlastnosti goniometrickych a hyperbolickych funkci, vlastnosti exponencidly - 2.¢ast).

(16)
(E11)
(17)

(E12)

Funkce cosh, sinh, cos, sin jsou definovany na C, pricemz funkce cosh, cos jsou sudé a funkce sinh, sin jsou liché.
cosh(0) = cos(0) =1, sinh(0) =sin(0) = 0.

Funkce cosh, sinh, cos, sin nabyvaji na R jen redlnych hodnot.

Funkce cosh, sinh, cos, sin jsou holomorfni na C, jejich derivace jsou

cosh’ =sinh, sinh’ =cosh, cos’ = —sin, sin’ = cos

a stejné formule plati tedy i pro jejich derivovani v R.
Pro kazdé z € C plati rozklady na soucet sudé funkce a liché funkce,

exp(z) = cosh(z) + sinh(z), Eulerova identita: exp(iz) = cos(z) + i sin(z).

Souctovy vzorec (E2) pro exponencidlu je ekvivalentn{ jak se soué¢tovymi vzorci pro hyperbolické funkce tak se
sou¢tovymi vzorci pro goniometrické funkce. Pro z,w € C plati

cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w), sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w),
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w), sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w).
Identita z (E2), exp(z) exp(—z) = 1, mé pro hyperbolické resp. goniometrické funkce tvar
cosh? —sinh? = 1, cos® +sin? = 1.

Bylo by ale chybou odtud usuzovat, ze |cos| < 1 v8ude v C, &isla cos(z), sin(z) totiz nemusi byt realn4.
cos(2) < 0, takze miizeme definovat

m:=2-min{z > 0: cos(z) = 0} € (0,4).

Na intervalu [0,7/2] je funkce sin rostouci a konkavni, funkce cos klesajici a konkavni; cos(%) = 0,sin(%) =
1. S vyuzitim sudosti cos a lichosti sin ziskdme jejich prib&h v [—7/2,0], pomoci souétovych vzorct cos(z +
m)=—rcos(z), sin(z + m)=—sin(z) jejich pribéh v sousednich intervalech a v celém R.

Funkce sin a cos jsou v C periodické s periodou 27; funkce cosh, sinh jsou v C periodické s periodou 27i.

Funkce

exp je v C periodickd s periodou 27i.

Necht z,w € C. Pak
exp(z) =1 pravé kdyz z/(2ni) € Z,

obecnéji
exp(z) = exp(w) pravé kdyz (z —w)/(27mi) € Z.

.......................... konec 2. prednésky 13.10.2011 ..............ccooouen....

Pro z € C je sinz = 0 pravé kdyz z/m € Z, takze v8echny kotreny komplexn{ funkce sin (a tedy i cos) lezi v R.
Pro pevné a € R zobrazuje exponencidla orientovanou pfimku z = r + ia, r € R, na orientovanou polopfimku
exp(r)(cos(a) +isin(a), z € R.

Pro pevné r € R zobrazuje exponencidla orientovanou primku z = r +ia, a € R, na ,nekone¢nékrat probéhnutou“
kruZnici exp(r)(cos(a) 4 isin(a)), @ € R.
Funkce
exp zobrazuje C na P:=C)\ {0}.
Funkce exp neni v C prostd, ale napriklad

exp je prostd v pasu Peyp = {z € C: Imz € (—m, 7|}, jeho obrazem je IP.

Dikazy jsou elementarni, 1ze je provést na cvicenich.

6. Logaritmus, argument, obecnid mocnina
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Definice.

Redlny logaritmus, In, je inverznf funkce k funkei exp, . (Odtud In : (0,400) = R.)

Komplexni logaritmus (hlavni hodnota logaritmu), log, je inverzn{ funkce k funkci exp . (Odtud log : P — Pexp.)
esp

MnoZina viech logaritma &isla z € P je Log(z) =exp_(z) ={w € C : exp(w) = z} = {lbg(z) +2kmi k€ Z}.
Argument (hlavni hodnota argumentu, dhel) je realné funkce arg = Imlog komplexni{ proménné.
MnoZina viech argumentd €isla 2z € P je Arg(z) = {arg(z) + 2kn : k € Z}.

Zatimco log, arg jsou funkce komplexni proménné, jsou Log(z), Arg(z) pro pevné z podmnozinami prostoru C resp.R.
Funkce log je v souladu s nasi definici implementovana i v softvérech provadéjicich numerické ¢i symbolické vypocty v C.
Pozor, formule log(z*) = wlog(z) v C obecné neplati: zatimco levd strana md imagindrni ¢dst v (—m, 7], pravd strana
(diky nésobeni ¢islem w) ji tam mit nemusi. Plat{ jen log(z") = wlog(z) mod 2mi.
Piiklad. log((—1)*)=log 1=0 zatimco 4log(—1)=4mi.
Véta 6.1.

Pro z € P plati log(z) = In |z| + i arg(z).

Pro z € P oznatme a = arg(z). Pak z = |z|(cosa + isina) (goniometricky zapis komplexniho &isla 2) a také z =
exp(log(z)) = exp(In|z| + i) (exponencialni zapis komplexniho Eisla z).

Funkce arg, log jsou spojité na otevrené mnoziné M = C \ (—oc, 0], log je holomorfni na M a na této mnoZiné plati
log'(z) = 1/z.

Pro z € (—0,0), y € R je ylil})l+ arg(z +iy) = m = arg(z), yli}%)l— arg(z + iy) = —m = —arg(z), takZe funkce arg, log
nejsou v bodé x < 0 spojité. Jsou tam vsak spojité vzhledem k uzaviené horni poloroviné.

Pro a,b € P je log(ab) = log(a) + log(b) + 2kmi, kde k € {—1,0,1}. Priklady: pro a = b = —1 je k = —1, pro
a=b=—ijek=1 proRea>0,Reb>0jek=0.

Definice. Necht z € P a w € C. Pak definujeme

2% = my(z) = exp(wlog(z)) ... hlavni hodnota w-té mocniny komplexniho €isla z.
M, (z) = {exp(wb) : b € Log(z)} ={exp(wlog(z) + w2kni); k € Z} ... mnoZina viech w-tych mocnin &isla z € C.

Véta 6.2 (vlastnosti obecné mocniny).

Méme e* = exp(z) (konecné jsme se dockali).

Definice mocniny zV je pro realnd z,w pro z > 0 souladu s definici obecné mocniny vR. Pro z € C,w =n € Z je
2" v souladu s celoc¢iselnou mocninou z" ve smyslu algebry v C.

Pri pevné zvoleném zikladu z € P je g(w) = 2% spojitou funkci komplexni proménné w. Pri pevné zvoleném
exponentu w € C mizZe mit funkce f(z) = z*, z € P, nespojitost v bodech z € R,z < 0, ale prow =n € Z je i tam
spojitd (napr. z74).

Je-li n € Z, obsahuje mnozina M, (z) pravé jeden prvek, a to prvek z".

Je-li w = p/q raciondlni, p,q celd nesoudélnd, q € N, pak M, (z) obsahuje pravé q prvki.

Souc¢tovy vzorec: pro z € P a libovolnd a,b € C je z9%0 = 222°.
(!) Pri umoctiovdni mocniny na necelo¢iselny exponent w ¢ Z obecné neplati formule (2*)* = z
z=—-lLv=2w=1/2.

YW napr. pro

Cviceni 6.1

(1)

(6)

Pro n € N\ {1}, z € P ozna¢me "/z = 2™ agkoli pro z < 0, n liché to neni n—t4 odmocnina ze zaporného &sla
jak ji (moZnd) zname z R.
Pro a € P feste rovnici 2" = a s neznamou z € C.

1 5
) Pro a € P feste rovnici zuk(z) = a s neznamou z € P, kde zuk(z) = 5(7; +1/z) je Zukovského funkce.

) Pro a € C feste rovnici f(z) = a s nezndmou z € C, kde f = cosh, sinh, cos, sin. Navod: je cosh z = zuk(exp(z)),

sinh z = —izuk(iexp(z)), cosz = zuk(exp(iz)), sinz = —zuk(iexp(iz)).

Definujme tgh = cosh /sinh, cotgh = cosh /sinh, tg = cos /sin, cotg = cos /sin viude v C, kde nedélime nulou. Kde
jsou tyto funkce holomorfni?

Pro a € C Feste rovnici f(z) = a s nezndmou z € C, kde f = cotgh, tanh, cotg, tg. Névod: je tanhz = (u—1)/(u+1),
kde u = exp(2z), cothz = (u+1)/(u—1), tgz=—i(w—1)/(w+ 1), kde w = exp(2iz), cotgz =i(w+1)/(w—1).

7. Krivky a krivkovy integral v C

Definice. Kfivkou v C rozumime spojité zobrazeni uzavieného intervalu do C, tj. spojitou funkei ¢ : [a,b] — C, kde a < b
jsou redlna éisla. Je-li ¢ : [a,b] — C kiivka, pak

obrazem kivky ¢ rozumime jeji obor hodnot, tj. mnozinu

() = ¢(la,b]) = {p(t) : € [a, b]};

pocateénim bodem kiivky  rozumime bod pb ¢ := ¢(a), koncovym bodem bod kb ¢ := ¢(b);
kiivku ¢ nazyvame uzavienou, pokud p(a) = ¢(b);
opatnou kiivkou k ¢ rozumime kiivku = ¢ : [-b, —a] — C definovanou vzorcem (= ¢)(t) := p(—t);
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e je-li navic ¢ : [¢,d] — C kiivka, pro kterou v (c) = ¢(b), pak jejich spojenim (nalepenim) ¢ + ¢ rozumime kiivku
definovanou na intervalu [a, b+ (d — ¢)] vzorcem

e(t), t € [a,b],

(¢ F9)(t) ::{w(t,b+c), teb, b+ (d—c);

o délkou kiivky ¢ rozumime (je to supremum délek piislugnych lomenych ¢éar)

V(e) := sup Z|<p(tj) —p(tji—)|mneNa=t <ty <---<t,=bp €[0,+00].
j=1

Uzavienou kiivku ¢(t) = a + ret, t € [0,27], kde a € C a r > 0, nazyvame kladné orientovand kruznice o stfedu a a poloméru
r. Opacnou kiivku - ¢ nazyvadme zdporné orientovand kruznice.

Krivku p(t) = z4+t(w—z2), t € [0, 1], kde z, w € C, nazyvame orientovand tsecka [z; w]. [z; w] je tedy funkce (parametricky popis
orientované tsecky), cesta, zatimco ([z;w]) C C je tGsecka v klasickém smyslu. Obecnéji, nap¥. [z;w;u;v] je parametricky
popsand orientovand lomenda &dra urcend body z,w,u,v € C (v tomto poradi), je definovand jako spojeni t¥{ orientovanjch
aseek [z;w] + [w;u] 4 [u;v]. Oznadeni [z;w] (oddélovaiem je st¥ednik) ndm nekoliduje s intervalem [a,b] C R.

Cesta neboli po &astech hladkd kiivka v C, je kiivka ¢ : [a,b] — C pro kterou existuje takové déleni a = tg <t < --- <t, =,
7e pro kazdé j = 1,...,n je funkce o t¥idy C' na [t;_1,t;] (tj. derivace ¢’ je spojité na (t;_1,t;) a ma v krajnich bodech
tj—1 at; jednostranné koneéné limity). Cesty budeme potiebovat pfi préci s kiivkovym integralem v C. MoZzné nespojitosti
derivace v délicich bodech lze odstranit volbou jiné parametrizace, viz véta 7.1.(5).

Definice. (kiivkovy integrdl v C) Pro cestu ¢ a spojitou funkci f : (¢) — C definujeme integral funkce f podél cesty ¢ vzorcem
b
[ 1= [ 10a= [ femema e,
@ @ a

Integral na pravé strané je Riemanntv ¢i zobecnény Newtoniiv, jeho integrand je po ¢astech spojity.

Piiklad 7.1. Pro n € Z a kru#nici ¢(t) = a + re®, t € [0,27] je

27
/(z —a)"dz = / retriet dt = -+ = 2mi (pro n = —1) resp. 0 (pro ostatni n € Z).
7] 0

b
Poznamka. Je-li ¢ : [a,b] — C cesta, pak délka cesty ¢ je V(p) = / |’ (t)] dt.

Véta 7.1 (zakladni vlastnosti kfivkového integralu).  Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a f : (p) — C je spojita.
(1) (zm&na parametrizace, ale ne orientace) Necht g je rostouci zobrazeni intervalu [c, d] na interval [a, b], které je tiidy C*.
Pak / f=/1 r.

® pog
(2) (zména orientace) / f= 7/ f.
~ 9 )
(3) (integral pies spojeni dvou cest) Je-li ¢ = ¢ + w, kde ¢, w jsou cesty, pak / f= / f +/ f.
[ ¥ w

(4) (odhad abs.hodnoty integralu)

b
Aﬂslvwwwwmswwggm

(5) (zména parametrizace po Castech hladké kiivky na hladkou kiivku) Neni-Ii kiivka ¢ hladkd (je jen po ¢dstech hladkd), pak
Ize v (1) zvolit takovou substituci g, Ze kfivka ¢ o g je hladka.

v—

Dikaz (5). Necht [u,v] = [tj—1,¢;] je j-ty diléi interval. Funkce ¢(7) := u + (v — u) (1 - COS(L;"))) /2, T € [u,v], je
rostouci, spojité diferencovatelnd, ¢'(u+) = ¢'(v—) = 0, takZe pog m4 jednostranné derivace v u+ a v— rovny nule a ty tedy
budou spojité navazovat na nulové jednostranné derivace takto definované funkce g na sousednich diléich intervalech. O
Poznamka. Vlastnost (5) umoziuje zjednodueni mnoha dalsich diikazti, kde namisto po ¢dstech hladkych kiivek lze

uvazovat jen hladké krivky.

Lemma 7.2. Necht f je komplexni funkce komplexni proménné spojitd na okoli bodu a € C. Pak pro h € C je

1

lim

h—0 h /[a;a+h] f=1a).

Diikaz. %f[a;ﬁ_h] f=fla)= %f[a;a+h](f(z)—f(a))dz = fol(f(a—l—th)—f(a))dt =:c. Jelc < maxzemﬁ(z)—f(aﬂ
—0proh—0. O
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Definice. Necht G C C je oteviend a f : G — C je funkce. Funkci F': G — C nazyvame primitivni funkci k f na G, pokud
f'(z) = f(z) pro kazdé z € G.
Véta 7.3 (vypolet kfivkového integrdlu pomoci primitivni funkce, Newtoniv vzorec).  Necht G C C je oteviend, f : G — C je

spojitd funkce a F' je primitivni funkce k f na G. Pak pro kaZdou cestu ¢ : [a,b] — G plat{ / f = F(o((b) — F(p(a))
©

(prirtistek primitivai funkce od pocdtecéniho do koncového bodu kfivky). Specidlné, je-li ¢ uzaviend cesta v G, pak / f=0.

Poznamka. Z pifkladu 7.1 pro n = —1 nyni vidime, Zze 1/z nemé na P primitivn{ funkci. Zatimco v R pro existenci
primitivni funkce stacila spojitost, v C spojitost nestaci a véta o existenci primitivni funkce asi bude mit jinou podobu.

.................. konec 4. prednasky 27.10.2011 (zatim bez Véty 7.1 a 7.2, které budou v 5. pfednésce) ..................
Véta 7.4. Necht ¢ : [a,b] — C je cesta.

(1) (zdména poradi integrdlu a limity posloupnosti) Necht pro kazdé n € N je f,, : (p) — C spojitd funkce a tyto funkce necht
na () konverguji stejnomérné k funkci f. Pak / fn— / f meboli  lim / fn= lim f,.
7]

» n—+o00 ® 4pn—>+o<>
(2) (spojitost integrdlu s komplexnim (resp. redlnym) parametrem, tj. zaména pofadi integrdlu a limity funkce) Necht G C C je
neprazdng oteviend mnozina (resp. G je libovolny interval v R) a F': (p) X G — C je spojitd funkce. Pak funkce

w):/F(z,w)dz, weG
173

je spojitd na G neboli  lim fv F(z,w)dz = fw lim GF(z, w)dz, wy € G.
- w—wp,WE

w—wo, weG
(3) (derivace integralu podle komplexniho parametru, tj. zaména poradi derivace a integralu) Necht G C C je oteviend mnozina,
F : {p) x G — C je spojitd funkce a parcidlni derivace funkce F podle druhé proménné (tj. derivace funkce
w — F(z,w) podle komplexni proménné w) je spojitd na (@) x G. Potom funkce

g(w) = / F(z,w)dz, weG
©
je holomorfni na G a plat{

OF
! = — = —_—
g(w)fdw/wF(z,w)dz /Soaw(z,w)dz prow € G.

Diikaz. (1), (2) dokazujeme analogicky jako v R. Pro diikaz (3) ale nemdme vétu o stfedni hodnot& pro komplexni funkci rediné
proménné (pro f(t) = e* neni f(m) — f(0) = 7w f'(67)). Proto pﬁrﬁstek funkce F nahradime integralem. Derivaci funkce F
podle druhé proménné ozna¢me F». Pro pevné w € G dokazujeme ¢'( f Fy(z,w)dz. K tomu pro proménnou h # 0

odhadujeme absolutni hodnotu zlomku h~*(g(w + h) — g(w)) =h~" [ (F(z,w + h) — F(z,w))dz =h~" [ (fo F(z,w+

ht) hdt) dz :f¢ (fol Fa(z,w + ht) dt) dz. Vzhledem ke spojitosti a tedy i stejnomérné spojitosti integrandu pro [z, h,t] €
(¢) x U(0) x [0,1] je pro h — 0 limita integrald rovna integrélim z limity, &islu [ fol Fy(z,w)dt dz = Fy(z,w)dz. O
Definice. Otevienou souvislou podmnozinu prostoru C nazyvame oblast.

Definice. Necht M C C je mnozina. MnoZinu A C M nazveme komponentou mnoZiny M, je-li maximaln{ souvislou podm-
nozinou M (tj. je-li A souvisla a pfitom kazdd mnozina B spliujici A G B C M je nesouvisla).

Lemma. Necht Q C C je oteviend. Pak kazda jeji komponenta je oblast.

Véta 7.5 (charakterizace oblasti).  Necht Q C C je oteviend. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(a) Q je souvisld (tj. pro kaZdou neprdzdnou G C Q takovou, e G i 2\ G jsou oteviené mnoziny, plati G = Q).
(b) Q je kiivkové souvisla (tj. pro kazdé dva body z,w € Q existuje spojité zobrazeni ¢ : [0,1] — Q, pro které ¢(0) =z a

p(1) = w).
(c) Kazdé dva body v Q Ize spojit lomenou &rou v Q (tj. pro kazdé dva body z,w € Q existuje koneénd posloupnost
bodit z = wg, u1,...,u, = w takovd, Ze pro kazdé j =1,...,n je [uj_1,u;] C Q).

Véta 7.6 (primitivni funkce a nezdvislost integrdlu na cest€).  Necht Q C C je oblast a f : Q@ — C je spojitd funkce. Pak
ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) f md v Q primitivn{ funkci.
(i) Pro kazdou uzavienou cestu w: [a,b] — Q je / f=0.
(iii) Krivkovy 111tegm1 v  nezavisi na cesté, tj. kdykoli ¢ : [a,b] = Q a ¢ : [¢c,d] — Q jsou dvé cesty spliujici p(a) = 1(c)

a o) = v ,pak/sof:/wf-



Dikaz (i)=(ii): viz Véta 7.3.
(ii)=(ili): oznatime w = ¢ =1, w je uzaviena, podle predpokladu je [ f =0, takze fs@ f- fw f=0.
(ili)=(i): zvolime pevné zy €  a definujeme funkci F(z) = f(pz flw)dw, z € Q, kde ¢, je libovolna cesta v Q ze z do z.

Pro dostateéné mald h # 0 si cestu ze zg do z + h slepime z cesty ¢, a orientované tsecky [z; z + h], pak snadno upravime
zlomek h™'(F(z +h) — F(2)) = h™" [, 1 f, ktery md (Lemma 7.2) limitu f(z), takze F' = f viude v Q. O

8. Lokalni Cauchyova véta a jeji dasledky

Definice. Necht a,b,c € C. Trojahelnikem Aabc rozumime konvexn{ obal mnoziny {a,b, c}, tj. nejmens{ konvexn{ mnozinu
obsahujici body a, b, c. Obvodem trojihelnika Aabe rozumime uzavienou kiivku (orientovanou lomenou ¢aru)
dAabe = [a;b] + [b; c] + [¢; al.

Véta 8.1 (Cauchyova véta pro trojahelnik).  Necht Q C C je oteviend mnozina, p € Q, f : Q — C je funkce spojitd na Q a
holomorfni na Q\ {p}. Pak
f =0 pro kazdy trojihelnik Aabc C €.
0Aabc

Dikaz. Nejprve uvazujme jednodussi p¥ipad p ¢ Aabe. Oznacme Ty = dAabc a M = |f8TU f|- Pro k =0,1,2,... nyn{
postupné opakujeme nésledujici algoritmus:

Strednimi prickami rozdélime trojahelnik 7} na Ctyri mensi pomocné trojahelniky Py, Py, P3, Py C Tj. Integrujeme-li
funkei f ve vhodném sméru po jejich obvodech 0P, 0P, 0Ps, 0Py, pak v souctu se integrily pres stfedni pricky odectou,
takze bude [, f= Z;:I fBP] frodtud | fo, fI< Z?zl | fBP] f| anapravo nemohou byt viichni séftanci mensi nez M /4%+!,

Existuje tedy m takové, Ze |f8Pm fl > M/4%+1 oznaéme Tyy1 = P

Vysledkem uvedeného postupu je posloupnost trojihelnikit 7o D 77 D T3 D ... v jejichz priniku je pravé jeden bod s.
Definujeme spojitou funkci g(z) = % —f'(s)proz € Q,z # sag(s) =0, takze f(2) = f(s)+['(s)(z—s)+g(s)(z—s),
jde o Taylortiv polynom stupné nejvyse 1 se stfedem s (ten mé primitivn{ funkci) a o jeho zbytek.

Zvolme libovolné € > 0. Existuje okoli U(s) takové, Ze v ném |g| < ¢ a existuje index K takovy, ze Tx C U(s). Pro
viechna k > K odhademe | [, f| < V(9T}) maxr, |g| maxr, |z —s| < eV(9Tr)* < e V(0To)? /4%

Soucasné (z predchozi konstrukce) mame | fBTk f| > M /4% porovnani obou odhadfi d4 M < ¢V (9Tp)? a tedy M = 0.

Zbyva zvlddnout pripady, kdy p € Aabe. Pokud lezi body a,b,c v pfimce (T je budto jednobodova anebo je to obraz
usecky), pak tvrzeni plati pro kazdou funkei spojitou na Ty a bod p zde neni vyjimeény. V opaéném piipadé, pro tii rizné
body a, b, c nastane jedna ze t situaci:

(1) Bod p je vrcholem trojthelnika, naptiklad p = c. Pak pro kazdé € € (0,1) oznatme A =c+e(a—c¢), B=c+¢e(b—c¢),
pro trojuhelniky AabA, AAbB méame vétu jiz dokdzanu, pro zbyvajici trojahelnik AABc odhadujeme

| [oaane f| < V(OAABc) maxy |f| = eV(OAT) maxy |f| — 0 pro e — 0+.

Soucet integralt po obvodech viech t¥{ uvedenych trojiihelnikt je |, or [> ten na ¢ nezdvisi a je tedy nula.

(ii) Bod p je na hranici trojihelnika 7" mimo jeho vrcholy, je napfiklad nékde mezi body b, c. Pak pro trojthelniky Aabp,
Aapc pouzijeme (i).

(iii) Bod p je uvnit¥ trojihelnika. Pak pro trojihelniky Aabp, Apbe, Aape pouzijeme (i). O

.......................... konec 5. prednasky 3.11.2011 .........................

Definice. Mnozina M C C (obecnéji M C R™) se nazyva hvézdovitd, pokud existuje takové a € M, ze pro kazdé b € M je
asecka [a;b] C M. (Nézorné: z bodu a je vidét celd mnozina M).

Véta 8.2 (Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu).  Necht Q2 C C je oteviend hvézdovitd mnozina, p € Q a f: Q — C je
spojitd funkce, kterd je holomorfni na Q\ {p} . Pak f md na Q primitivni funkci, tj.
pro kazdou uzavienou cestu ¢ v {2 je fso f=0.

Dikaz. Vzpomeneme si na to, ze v R je derivace urcitého integralu podle horni meze rovna integrandu. Tady zkonstru-
ujeme primitivni funkci analogicky, jako kiivkovy integral po tsecce z bodu a do proménného konce z. Pro kazdé z € Q
oznalme F(z) = f[a,z] f a derivujme F. Pro pevné z €  a pro vSechna dostatecné mald h je také z + h € Q, takze
trojahelnik s vrcholy a, z, 2z + h je také v Q a podle pfedchozi véty mame f[a;z] f—l—f[z;ﬁh] f:f[
upravé zlomku (F(z + h) — F(z))/h =p~1 f[z'z+h] f— f(Z) pro h — 0 podle véty 7.2. [
Poznamka 8.1 (dikaz pfi siln€j§im pfedpokladu). Kdybychom do definice holomorfnosti p¥idali pifedpoklad, Ze funkce f’

nejenom existuje, ale ze je spojitd, pak by namisto pracného ditkkazu Cauchyovy véty pro trojihelnik a této véty stacilo
pouzit stejnolehlost se stfedem a a derivaci podle redlného parametru p: Pro p € [0, 1] definujme cesty ¢, = a+p (¢ — a),

a32+h] f. Toho vyuzijeme pii

takZe w1 = ¢, o = a. Necht cesta ¢ ma defini¢n{ obor [a, 3]. Definujeme g(p) = f% f= fff(a +p (p(t) —a))py'(t)dt.

Pak g'(p) = ff 8% (f(a +p (p(t) — a))pgo’(t))dt = ff 2 (f(a +p (p(t) — a))go(t))dt = 0. Funkce g je tedy konstantni a

sice nula, protoze ¢(0) =0. O
Takovéto zjednoduseni dikazu by se ale pozdéji nevyplatilo: pfi dikazech holomorfnosti bychom kromé existence derivace
jesté museli dokazovat spojitost derivace.

Poznamka (nalepovani primitivnich funkci). Necht Q; a Q5 jsou oteviené podmnoZiny C, pro kterd Q; N Qs je souvisla
mnozina. Necht funkce f m4 primitivn{ funkci v Q i v Q5. Pak f m4 primitivn{ funkci v Q; U Qs.
Poznamka. Vyjimku z holomorfnosti v predchozich dvou vétach, bod p, potiebujeme jen v dikazu nasledujici véty.

Véta 8.3 (Cauchyiv vzorec pro kruh).  Necht a € C, r > 0 a f je holomorfni na uzavfeném kruhu U(a,r). Oznacme o(t) =
a+re', t €0,2n]. Pak
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1
f(z) = —/ de, zeU(a,r).
2mi J, w—z
Vidime, ze z hodnot funkce f na hranici kruhu lze dopoéitat jeji hodnoty uvnit¥. (Podobnou vlastnost v R - kdy z hodnot
v krajnich bodech intervalu lze dopoé¢itat hodnoty uvnit¥ intervalu - maji jen funkce tvaru f(x) = ax + b.)

Duisledek (vlastnost praméru pro holomorfni funkce).  Pro specidlni piipad z = a je
27

1 .
flay=- [ flat+re?)dt,
2 Jo
tj. hodnota uprostied je aritmetickym priimérem hodnot na kruZnici.

Dausledek (Cauchyiv vzorec pro kruh, i pro viechny derivace). [ md na U(a,r) derivace vSech radi a plati

!
= [ Sw)
F(2) = 5 /@ (w = 2+ dw, zeU(a,r), neNy,
symbolem f© rozumime f.
Dikaz. Pro n = 0 je to Cauchytiv vzorec pro kruh. Pro n € N pravou stranu (kfivkovy integral s komplexnim parametrem
z) derivujeme n-krat podle z. Podle Véty 7.4 (3) tyto derivace existuji (tedy existuji i derivace levé strany) a poradi derivace
a integrélu lze zaménit. Piitom pro z # w je 2= (w—2)"! =nl(w—2)~t™". O
Véta 8.5 (rozvoj holomorfni funkce do mocninné fady). Necht'a € C, R € (0,+o0] a f je holomorfni na kruhu U(a, R). Pak
f je na U(a, R) sou¢tem mocninné rady tvaru
+oo
Z C"(Z - a)n,
0

n—
Pritom koeficienty této rady jsou urceny jednoznac¢né a plati pro né

() (g
cn:f ( ), n € Np.
n!
Nazev: Taylorova rada funkce f se stiedem a.
Diikaz. Zvolme pevné z € U(a,R) a ¢islo r € (]z — al,R), ozna¢me p = |z — a|. Pro integra¢ni proménnou w v
Cauchyové vzorci pro kruh je w € (¢), tedy |w —a| = r, |[w — z| > r — p. V Cauchyové vzorci upravime zlomek —— =

m =L m Je |(z — a)/(w — a)| < p/r < 1, takze mizeme pokraCovat (soucet geometrické fady)

c= Z::a(j;‘;)” =y % Vynésobenim této upravy funkei f(w) spojitou na kompaktu (p) (a tedy
omezenou) nepokazime stejnomérnou konvergenci fady, vysledek tedy mizeme integrovat ¢len po €lenu a vyjde nam

1) = T2 (- sk f, ol ) = 5% (- o 242 )
v poslednim kroku jsme pouzili Cauchyiiv vzorec pro f(* (a). Prévé nalezené koeficienty ¢, u (z — a)”, n € Ny, pfitom
nezavisi na volbé z, takze opravdu jde o mocninnou fadu.

Zbyva dokéazat jejich jednoznacnost, tedy Ze neexistuje jind sada koeficientt takové rady, tfeba b,. Kdyby v néjakém
U(a) bylo f(z) = ::6 by(z — a)™, pak derivovanim této mocninné fady ¢len po ¢lenu, Véta 4.1 (5), spocteme pro n € Np:
f™(a) = nlb,, takie b, =c¢,. O
Dausledek (holomorfni funkce a mocninné fady).  Funkce f je holomorfni v oteviené Q C C prdvé kdyz v kazdém kruhu
U(a, R) C Q je souc¢tem mocninné rady se stiedem a.

Véta 8.6 (Cauchyovy odhady koeficienti Taylorovy fady).  Za predpokladii a oznaceni z Véty 8.5, pro kazdé r € (0, R) oznac¢me
M, = max{|f(z)| : |z — a| = r}. Pak
len] < M, /T, r € (0,R), n € Np.

................ konec 6. prednasky 10.11.2011, navic Weierstarssova véta ...............
................ statni svatek 17.11.2011 ...............

Véta 8.7 (Liouvilleova véta). Kazd4 omezend celd funkce je konstantni.

Dikaz. V Cauchyovych odhadech polozime R = 400, a = 0, odhadneme M, < maxc|f| = M apron € N, r = +oo
spoéteme ¢, — 0. Pfitom ¢,, nezivisi na r, takze ¢, = 0. Proto f(z) = cp, z € C.

Jiny dtkaz. V Cauchyovych odhadech zvolme pevné a € C. Je f’(a) = ¢, pfitom (viz pfedchozi dikaz pro n = 1)
¢ =0, takze f/ =0 vSude a f je konstantni.

Véta 8.7a (obecnéjsi Liouvilleova véta).  Necht f je celd funkce a existuje n € N takové, Ze pro |z| = r — 400 je f(z) = o(r™).
Pak f je polynom stupné mensiho nez n.
Dtikaz. Z Cauchyovych odhadt je c; = o(r" %), takze pro k > njecy =0. O
Podrobnéj§i informace o chovani celé funkce pro velkd |z| ndm pozdé&ji d4 Casorati-Weierstrassova véta.
Véta 8.8 (t.zv. zakladni véta algebry).  Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty ma v C aspoii jeden koren.
Dtikaz. Necht P je takovy polynom, mé stupefi nejméné 1, takze | ‘li)n}_ |P(z)| = 400. Kdyby nemél v C zadny kofen,
z o0

pak @ = 1/P by byla celd funkce, pfitom ‘ |lim Q(z) = 0, takze @ by byla omezeni, tedy podle Liouvilleovy véty konstantni
z|—+o00

a P také konstantni, spor.
Disledek (rozklad polynomu na kofenové Cinitele).  Necht P(z) = an2" +a,_12" "' +---+a12+ap je polynom s komplexnimi

koeficienty, pricemz n > 1 a a,, # 0. Pak existuji wy,...,w, € C takovd, Ze
P(z) =an(z —w1)(z —wa) - (z —wy), z€C.
Cisla wy, ..., wy, (kofeny polynomu) jsou urcéena jednoznacéné az na poradi.
Véta 8.9 (ndsobnost kofene, koren je izolovany).  Necht pro a € C, r > 0 je funkce f holomorfni na U(a,r) a neni to

konstantni nula. Pak existuje pravé jedno p € Ny a funkce g holomorfni na U(a,r) takovd, Ze g(a) #0 a
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f(z) = (2 —a)Pg(z) pro z € U(a,r).
Pro p > 0 rikdme, Ze bod a je p-ndsobny koren funkce f.
Existuje prstencové okoli P(a) takové, Ze je v ném vsude f(z) # f(a).
Dikaz. Taylorova rada funkce f se stfedem a nejsou samé nuly, existuje tedy nejmensi index p € Ny, pro ktery je
koeficient ¢, # 0. Vytkneme-li z Taylorovy fady vyraz (z — a)?, bude v U(a,r) f(2) = (z — a)? (cp +cpri(z—a)+ ...

Rada v zévorce je hledana funkce g(z), pfitom g(a) = cp 7 0. Ze spojitosti funkce g odvodime jeji nenulovost v néjakém
okoli bodu a. Prvni éinitel (z — a)? je roven nule jen v bodé a. O

Definice. (Pfipomenuti z metrickych prostort) Necht M C C je mnozina a zg € C. Rikdme, 7e bod 2o je hromadnym bodem
mnoziny M, jestlize kazdé prstencové okoli bodu zg obsahuje néjaky bod mnoziny M. Je-li navic 2 C C mnozina obsahujici
M, tikdme, ze M je izolovand v Q, jestlize nemda v Q zadny hromadny bod.

Véta 8.10 (véta o jednoznacnosti).  Necht funkce f, g jsou holomorfni na oblasti Q C C a shoduji se na mnoziné M C ,
kterd ma v Q hromadny bod (tj. neni izolovand v Q). Pak f = g vSude na Q.

Dtikaz. Pomocnd funkce h = f — g ma vSude v M hodnoty nula. Necht a € Q je hromadny bod mnoziny M. Existuje
tedy posloupnost z € M \ {a}, z — a, pro kterou je h(z;) = 0. Podle véty 8.9 je tedy h = 0 vSude v kazdém U(a) C Q.

Oznaéme A = {z € Q : h = 0 v8ude v néjakém U(z)}, je to neprazdné oteviend podmnoZina oblasti Q. Vzhledem ke
spojitosti funkce h 1ze predchozi Gtvahu zopakovat i v kazdém bodé uzavéru v 2 mnoziny A, takze A je také uzaviena v 2.
Proto je A=Q a f =g vSude v Q.
Dusledek.  Necht (a,b) C R, f: (a,b) — C a oblast  C C obsahuje interval (a,b), pak existuje nejvyse jedno holomorfn{
rozsiteni funkce f do Q. Tedy: holomorfni rozsiteni (pokud existuje) je hodnotami v (a,b) urceno jednoznac¢né (odtud
tradi¢ni ndzev véty).

Véta 8.11 (princip maxima modulu).
(1) Necht Q2 C C je oblast a f je nekonstantni holomorfni funkce na . Pak |f| nenabyvéd nikde v Q lokdlniho maxima.
(2) Necht § je omezend oblast a f je funkce spojitd na Q a holomorfni na Q. Pak |f| nabyvéd svého maxima v Q0 na
hranici oblasti €.
(3) Je-li navic f # 0 v§ude v Q resp. v Q, pak (1) resp. (2) plati i pro lokdlni minimum funkce |f|.

Dikaz. (1), sporem: necht |f| ma v bodé a € Q lokdlni maximum M = |f(a)|. Pak existuje R > 0, U(a, R) C Q takové,
ze M = maxy (4, |f|. Pro kazdy polomér r € (0, R) pouzijeme pro f(a) vétu o priméru a odhadujeme M = |f(a)| <

% 02" |f(a+7re?)|dt < maxy(, gy |f| = M. Nalevo i napravo je M, proto vechny nerovnosti v téchto odhadech lze nahradit
rovnostmi. Spojity integrand |f(a + re®)| (omezeny shora ¢islem M) nemd tedy #4dnou hodnotu mengf nez M a proto je
véude v U(a, R) |f| = M a |f|> = ff = M?. Pro M = 0 mdme f = 0 a nejsou splnény predpoklady véty. Pro M > 0 jsou
jak f tak f = M?/f holomorfn{ funkce a z Cauchy-Riemannovych podminek odvodime, %e je to mo7né jen pro konstantn{
f - spor.

(2). Spojita redlna funkce |f| nabyvd na kompaktu  svého maxima. Pokud ho nenabyv4 na hranici, pak ho nabyvé
uvnitt a podle (1) je konstantni na souvislé Q a tedy i na Q - spor. O

(3). Pro pomocnou funkci h = 1/f pouzijeme (2) resp. (3).

Priklad. Je-li v8ude na hranici f =0, je f konstantni, nula.

Véta 8.12a (Weierstrassova véta, zaména poradi derivace a limity).  Necht Q C C je oteviend, funkce f,,, n € N jsou holomorfni

na § a konverguji k funkci f lokdlné stejnomérné v §2. Pak f je holomorfni v Q0 a pro kazdé p € N funkce fT(f’ ) konverguji k
@) lokélné stejnomérné v Q.

Dtikaz. Zvolme libovolng a € Q, zvolme U(a,r) C Q a oznaéme ¢(t) = a + re®, t € [0,2n]. V Cauchyové vzorci se
integracni proménnd w a parametr z mohou ocitnout libovolné blizko sebe, jejich rozdil je pfitom ve jmenovateli. Proto
uvazujeme jenom z € A = Ula,r/2), pak |1/(w — z)| < 2/r. Podle Cauchyova vzorce, pro kazdé z € A je fn(z) =
5= [ fu(w)/(w — z)dw. Pro n — +oo konverguje integrand k f(w)/(w — z) stejnomérné na kompaktu () x A, takze pi
limitnim prechodu n — +00 lze napravo zaménit pofadi limity a integralu, vyjde f(z) = 5% [ f(w)/(w — z)dw. Pravé
strana m4 derivaci podle parametru z, mé ji tedy i leva strana a f je proto na A holomorfni.

Pro funkce f, f, lze nyni pouzit Cauchytv vzorec pro p-té derivace a odhadovat pro z € A: |fP)(z) — fép)(z)| <

FP) (w) = £ (w)

% 277 MAX () x A EEEE < plr(2/r)PH max g [P (w) — f,sp)(w)| — 0 stejnomérné pro vSechna z € A. O

Véta 8.12b (Weierstrassova véta, ziména poradi derivace a sumy).  Necht Q C C je oteviend, funkce g, k € N jsou holomorfni
na ) a rada Z;::og gi konverguje k funkci f lokdlné stejnomérné v Q2. Pak f je holomorfni v 2 a pro kazdé p € N rada
S g,(f ) konverguje k f) lokdlné stejnomérné v Q.
Dtikaz. Césteéné soucty fady oznadime f, = > h—o gk a pouzijeme predchozi vétu.
Priklad. Dokézali jsme i moznost derivovani mocninné fady ¢len po ¢élenu, a to bez pouziti vét 4.1(5), 8.5.
Véta 8.13 (Morerova véta, kriterium holomorfnosti bez uZiti derivace).  Necht Q C C je oteviend a f : Q — C je spojitd funkce
takovd, Ze budto
/ f =0 pro kazdy trojiuhelnik Nabc obsazeny v ).
OAabe

nebo
/ f =0 pro kazdy obdélnik ABC'D obsazeny v €, jehoZ strany jsou rovnobézné s osami.
[A;B;C;D; A

Pak f je holomorfni na Q.
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Dikaz pro trojihelniky. Zvolme libovolné U(a,r) C © a definujme tam funkci F(z) = f[a;z] f. Stejné jako v dtikazu
Cauchyovy véty pro hvézdovitou oblast dokdZeme, ze F'’ = f, takZe F je holomorfni. Nyn{ uZ vime, Ze F' mé4 derivace vSech
radd a tedy f je holomorfni.

Dikaz pro obdélniky. Postupujeme analogicky, jen integracni cesty budou slepeny z tsec¢ek rovnobéznych s osami.
Podrobné: zvolime libovolné U(a,r) C Q a definujeme tam funkci F(z) = f[a;A;z] f, kde A =Rez+ iIma. Pro dostatecné

mald h € C je F(z +h) = f[a;B;erh] f, kde B = Re(z + h) + iIma. Oznalme jesté C = Re(z + h) + i Im z. Pak ABCz je
obdélnik (kreslete) a podle pfedpokladu je integral pres cestu [A; B; C] stejny jako pies cestu [A; z; C]. To ndm dava moznost
upravit vyraz F(z +h) — F(z) = f[a;A;z;C;z+h] f- f[a;A;Z] f= f[z;C;z+h] f(w)dw. Mame f(z) = h~! f[z;C;z+h] f(2) dw, takze
pro b # 0 je (K (F(z+h) = F(2) = F(2)| = 071 [l o) — F(2)) duw] < |l 12]h| max,, e 1 (w) = £(2)] =0,
tedy F/'= faodtud FF” = f'. O

................ konec 7. prednésky 24.11.2011 ................

Pomoci Morerovy véty lze dokazat treba nasledujici vlastnost holomorfnich funkei.

Véta 8.14 (spojité nalepovani holomorfnich funkci).  Necht f je spojitd v oblasti Q, p je primka protinajici @ a Q\ p je
sjednocenim dvou oblasti Q1 a Qs. Je-li f holomorfni na Q Uy, je holomorfni v Q.

Dikaz. Stalf uvazovat p = R. Kazdy obdélnik O C Q jehoz strany jsou rovnobézné s osami je budto disjunktni s R (a
pak podle Cauchyovy véty integral z f po jeho hranici dOje nula) anebo namisto O uvazujeme jeden ¢i dva obdélniky Oy s
jednou stranou v R. Odsunuti této strany od R da nulovy integril a limitni pfechod (s integrandem stejnomérné spojitym
na O) zpét na R d4 tedy nulu. Podle Morerovy véty pro obdélniky je f holomorfni.

Véta 8.15 (o otevieném zobrazeni). ~ Necht f je holomorfni a nekonstantni na oblasti Q@ C C. Pak f(Q) je oteviena.

Dikaz. Podle véty 8.9 pro kazdé a € Q existuje uzavieny kruh A = U(a,r) C Q takovy, Ze na jeho hranici K je vSude
f(2) # f(a). Pro kazdé w ¢ f(A) je pomocnd funkce g(z) = 1/(f(z) — w) holomorfni na A, g(a) # 0. Podle principu
maxima modulu je |g(a)| < maxg |g| a pro pfevracené hodnoty 1/|g(a)| > mingk |g|, tj.

|f(a) — w| > min.cx | f(z) — w| = dist(f(K), w).
Népad: pro w — f(a) je vlevo 0 a vpravo dist(f(K), f(a)) = 2v > 0, spor. Podrobnéji, pro kazdé w € B = U(f(a),v) je
vlevo |f(a) — w| < v a vpravo dist(f(K),w) > v, spor, takze je w € f(A), B C f(A) C f(). O

V R podobnj véta neplati. V pifkladech z2 : (—1,1) na [0,1), sin(R) = [~1,1], cos((—7/2,7/2)) = (0,1] zfejmé vadi

globalni extrémy v kofenech derivace. U holomorfnich funkei tedy ani koreny derivace nebrani otevienosti zobrazeni.

Pt¥iklad. Funkce 22 zobrazuje kruh U(0, 1) na sebe.

9. Riemannova sféra S = CuU {c0}

K prostoru C je vhodné definovat nekoneény prvek oo, ale jen jediny (neméme linedrni uspofddani), ten bude jiny(!!) nez
jsou too € R* (i kdyZ v matematice nem4 jiné oznacenf). Oznaéme S = C U {cc0}, nézev Riemannova sféra, sféra komplexnich
tisel. Pro¢ sféra? V R? uvazujme sféru Sz = {(a,b,c) € R?: a® + b2+ (c—1/2)% = (1/2)%} a jeji bod N = (0,0,1). (Jindy se
uvazuje jednotkovd sféra a tentyz bod N). Stfedovym promitdnim z bodu N pfifadime body mnoziny S3 \ {N} vzijemné
jednoznaéné bodiim komplexni rovniny C (stereograficka projekce) a navic bodu N piifadime oo € S. Na S3 pouzijeme
eukleidovskou metriku dists a metriku dist® v prostoru S pak definujeme tak, aby oba prostory byly pii stereografické
projekci izometrické.

Kromé dosavadnich t# metrickych prostort

e (R,disty) s eukleidovskou metrikou disty;

o (R*,dist}) izometricky s ([—7/2,7/2],dist1) pfi zobrazeni x + arctgx € (—m/2,7/2) pro z € R a oo — +7/2 ve
zbyvajicich dvou piipadech (jind izometrie mu pfifazuje uzavienou dolni pilkruznici se stfedem ¢ a polomérem 1
pomoci stfedového promiténi, vzdélenost na ptlkruznici mé¥ime jako délku oblouku);

e (C,dist) s eukleidovskou metrikou dist

tak za¢neme pouzivat ¢tvrty

o (S, dist”) izometricky s (S, dists); v ném je napf. lim f(z)totézco lim f(z), Um z; =ocototézco lim |zx| =
z2—00 |z] =400 k—+o00 k—+o00
+00.

Prostor C mé pifjemné algebraické vlastnosti (na rozdil od S), ale S je (na rozdil od C) kompaktni.

V prostoru S definujeme |oo| = 400, takZe | | je zobrazeni prostoru S na [0, +o00] C R*.

Zobrazeni 1/z dodefinujeme i v bodech 0 a oo jeho limitou v S, tj. 1/0 := oo, 1/00 := 0 a ziskdme tak spojitou prostou
funkci f: S na S, pfitom inverzni funkci k f je opét f.

Podobné dodefinujeme limitou (v S) v8echny funkce, které tuto limitu maji: kazd4 racionln{ funkce (podil dvou polynomi,
ve jmenovateli nenf konstantn{ nula) pak je spojitym zobrazenim S do S, tg je spojitym zobrazenim C do S, méme tg(+m/2) =
oo, atd.

Slozenim dvou racionélnich funkei ziskdme budto raciondln{ funkci anebo konstantn{ co (nap¥. kdyz do 1/z dosadime za
z konstantni funkei 0, obecné: kdyz do f(z) pii f(a) = co dosadime za z konstantni funkei rovnou a € C).

Okoli bodu co v prostoru S je obrazem néjakého okoli nuly pfi zobrazeni 1/z, U(oco) = 1/U(0). VySetfovani vlastnosti
funkee f(z) v P(0o) lze pfevést na vySetfovani vlastnosti funkce g(w) := f(1/w) v P(0).

Podobné, pro kazdé a € S, vySetfovani vlastnosti spojité funkce f(z) v U(a) kdyz f(a) = oo lze prevést na vySetFovini
vlastnosti funkce h(z) := 1/f(z) v U(a), je h(a) = 0.

Rovnice sféry Sz je a®> +b% = ¢(1 — ¢) a stereografickd projekce zobraz{ bod (a,b,c) € S\ {N} na bod z + iy :=
(a +1ib)/(1 —¢) € C, t.j. pfi pohledu na sféru shora se bod (a,b) jen ndsobi kladnym faktorem 1/(1 — ¢). Obracené, bod
x + iy € C je vzorem bodu (a,b,¢) := (z,y, 2% +y2)/(1 + 2% + y?).
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Véta 9.1.  (obraz kruZnice pii stereografické projekci) Je-li K3 C S5 kruznice, pak jejim obrazem pri stereografické projekci
je zobecnéna kruZnice v S, coZ je budto kruznice v C anebo primka v C doplnénd o bod oo a tim uzaviend v S.

Dukaz. K3 je prinik sféry s jistou rovinou, jejiz vzdélenost od bodu (0,0,1/2) je mensf nez 1/2. Rovnice takové roviny
je aa+ Bb+vy(c—1/2) —d =0, kde a® + %2 ++% = 1, |d| < 1/2. Obraz bodt mnoziny K \ {N} najdeme tak, ze do rovnice
roviny dosadime za a, b, ¢ jejich vyjadfeni pomoci z,y a po tapravé mame (v — 2d)(z? +y2) + 2ax + 28 = v+ 2d. Pro v # 2d
je to kruznice v C. Pro v = 2d je N € K a obrazem je ptimka v C, ke které priddme oo jako obraz bodu N. [

Definice. Rikdme, 7e funkce f(z) je holomorfni v bod& oo, jestlize je funkce g(w) := f(1/w) holomorfn{ v bod& 0. Rikéme,
ze funkce f ma p-ndsobny koren v bodé oo, jestlize funkce g ma p-nasobny kofen v nule.

Priklad. f(z) = 1/2% + 1/2? m4 2-nasobny kofen v oo, protoze g(w) = w?® + w? = w?(1 + w) ma 2-nésobny kofen v 0.
10. Izolované singularity holomorfnich funkci

Véta 10.1 (Casorati-Weierstrassova).  Necht'a € S a funkce f je holomorfni na P(a). Pak nastdvd praveé jedna z ndsledujicich
trf moznosti:

(1) f je omezend na néjakém P(a,r). Pak existuje lim f(z) = b € C (konecnd limita). Dodefinujeme-li f(a) = b, je f
z—a

holomorfnf na Ul(a,r). Rikime, %e f mé v bodé a odstranitelnou singularitu.

(2) lim f(z) = co. Pak pro a # co méa f tvar f(z) = (2 —a) P g(z) a pro a = oo tvar f(z) = 2P g(z), kdep € N, g
z—a
holomorfni v U(a), g(a) # 0. (Jak p tak g jsou urdeny jednoznacné). Dodefinujeme-li f(a) = oo, rikdme, Ze f md v
bodé a p-nasobny pél. (Dodefinovand funkce 1/f ma v bodé a p-ndsobny koren.)

(3) 1131 f(z) v prostoru S neexistuje. Pak pro kazdé r > 0 je f(P(a,r)) hustd v S, tj. f(P(a,r)) =S. Jinymi slovy,

kazdy bod w € S je hromadnym bodem funkénich hodnot. Rikidme, %e f m4 v bodé a podstatnou singularitu.

Dtikaz. (1) Pro a € C je pomocna funkce h(z) = (z — a)?f(2), h(a) = 0 holomorfni na P(a), spojitd v bodé a, z definice
derivace spoéteme h'(a) = 0, tedy h je holomorfni na U(a) a jeji Taylorova fada se stfedem a mé prvni dva koeficienty
nulové: h(z) = (2 — a)?(ca + ca(z — a) + ...), takze soucet fady v zdvorce je tou dodefinovanou funkei f(z). Pro a = oo
polozime f(w) = f(1/w), a =0 a pro f,a pouZijeme (1).

(2) Existuje P(a,r), kde je véude f # 0, tam je h = 1/f holomorfn{ a 1131 h(z) = 0. Pro h pouZijeme (1), po dodefinovini
je h holomorfni v U(a,r), h(a) =0 a p¥itom h nenf konstantni nula. h mé tedy v bodé a pro pravé jedno p € N p-ndsobny
kofen. Pro a € C tedy h(z) = (z — a)?H(z), H(a) # 0,00, proto f(z) = (z —a)"P/H(z) a g = 1/H. Pro pro a = oo je
h(z) = 27PH(z), H(a) # 0,00, proto f(z) =2’ /H(z)a g=1/H.

(3) Mnozina B = f(P(a,r)) je uzavfend, jeji doplnék do S je oteviend. D4l sporem: je-li tento doplnék neprazdny,
existuje bod w € C\ B a také néjaky kruh U(w, p) C C\ B. Pomocn4 funkce h(z) = 1/(f(z) — w) je v P(a) holomorfni a
omezend ¢islem 1/p, tedy podle (1) ma h koneénou limitu a f mé v S limitu (pro h(a) = 0 je to oo), spor. O

Dausledek.  Celd funkce je budto polynom anebo mi v co podstatnou singularitu.

Poznamka. Plati dokonce Velkd Picardova véta: M4-1i f v bodé a € S podstatnou singularitu, pak mnozina C\ f(P(a))
je budto prazdné anebo jednoprvkova.

Priklady. exp(P(o0)) = C\ {0}, sin(P(o0)) = C.

Priklad (na cviceni). Fresnelovy integrdly C := (V) f0+°° cosz?dz a S := (N) f0+°° sin 22 dzr (jde o Newtonovy integraly).

K jejich vypo¢tu budeme integrovat funkci e ’ po obvodu kruhové vysete o tthlu w/4. Oznadime b := ¢"™/* (odtud
b?> = i) a pro libovolné r > 0 definujeme cesty ¢y (t) :=t, t € [0,7], @a(t) :=re®, t € [0,7/4], @a(t) :=bt, t € [0,7]. Podle
Cauchyovy véty pro uzavienou cestu @1 + 2 =~ 3 je

(*) / e dz + / e dz — / e dz=0
©1 P2 3

a v této rovnosti chceme prejit k limité pro r — +oo.
Mame f ¢ dz = b for “dt = b f+°° P dt = by/n/4 (pouzili jsme Laplacetiv integral, viz niZze). Odhadneme
|f e’ dz| = |f0 exp(ir?e?®)riett dt| < f"/4 —r¥sin2t,. dt < rfw/4 —r4t/m) gt < rf0+°° e—4mrt gy =r/(4nr?) = 0.
Ex1stuJe tedy také konefna limita integralu pfes ¢i, tou jsou Fresnelovy integraly C' + iS (jejich existenci jsme prévé
dokézali). Plati pro né (C + iS) — by/m/4 = 0, pfitom je b = (1414)/+/2 takie C = S = /7 /8.

Zopakujme si jesté jak lze spocitat Laplaceiv integral I := 0+°° e dz = \/m/4 pouzitim Fubiniho véty, substituci
T=rcosa,y = rsina do polarmch soutfadnic a druhym pouzitim Fubiniho véty:
9 _ ptoo g2 - o 2 o 2 _
P = [Te ™ de [ e v dy = f(o +00)X(0,4-00) @4y da dy = f(07+oo)x(0777/2)e rdrdo = gf(07+oo)e rdr = /4.

11. Laurentovy rady a funkce holomorfni na mezikruzi

V mocninnych ¥ad4ch uvazujeme jen neziporné mocniny vyrazu (z — a), pfitom substituce z — a = 1/w vede k ¥ad4dm,
kde jsou i zdporné mocniny proménné w. Prostudujme tedy rady, kde jsou celo¢iselné mocniny vyrazu z — a.

Piiklad. a =0, e +e'/% =32 on/nl 4 S0 2=n/nl 0 < 2] < 4o0.
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Definice. Laurentovou fadou (v proménné 2) o stfedu a € C rozumime symbol

+oo

*) > culz—ay,

n=-—oo

kde ¢,, € C pro kazdé n € Z. Reguldrni &asti fady (*) rozumime mocninnou fadu

+oo
Z en(z —a)",
n=0

hlavni &sti fady (*) rozumime symbol

(**) Zn = -0 tep(z —a)™.

Rikédme, Ze hlavni &st fady (*) konverguje (v bod& z, absolutn&, stejnom&mé na mnoZing M, lokdlné stejnomérng na mnoZing M,
atp.), pokud piislugnou vlastnost méa fada

+o00
Z cemuw™, kde w:=1/(z —a).
m=1

Soucet této fady nazveme soutem hlavni Easti fady (*) a znacime jej rovnéz (*¥*).
Rikdme, Ze fada (*) konverguje (v bodé z, absolutné, stejnomérné na mnoZing M, lokdlné stejnomérné na mnoZing M, atp.),
pokud pifslusnou vlastnost ma reguldrni i hlavni ¢ast. Sou€tem fady (*) rozumime soudet souc¢ti obou jejich ¢ésti, tj.

+oo -1
Z en(z—a)” chzfa”+ Z cn(z —a)".

n=—oo n=-—oo

Definice. Nechft a € Ca 0 <r < R < +0c0. Pak oznaéme
P(a,m,R):={2€C:r<|z—a|] <R}
Tuto mnozinu nazveme mezikruzi o stiedu a, vnitfnim poloméru r a vnéjS§im poloméru R.

Véta 11.1.  Méjme Laurentovu fadu (*). Pak existuji r, R € [0, +oc], pro kterd plati:

e Reguldrni ¢dst fady (*) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné pro |z — a| < R a diverguje pro |z — a| > R.

e Hlavni ¢dst rady (*) konverguje absolutné a lokdlné stejnomérné pro |z — a| > r a diverguje pro |z — a| <.
Je-li r < R, pak rfada (*) konverguje absolutné a lokilné stejnomérné na mezikruzi P(a,r, R) a jeji soucet je na tomto
mezikruz holomorfni. Toto mezikruZi pak nazyvdme mezikruzi konvergence fady (*).

Dikaz. Regulérni ¢4st je mocninnd fada, o nf toho jiz vime dost. Hlavn{ ¢ast nejprve substituci z =a + 1/w pro w € P,
tj. z € P(a,+00) pfevedeme na mocninnou fadu v proménné w, pifslusna tvrzeni o ni transformujeme zpét pomoci inverzni
substituce, w = 1/(z — a), kterd je v daném mezikruzi jak holomorfni tak lokélné omezend, takze nepokazi holomorfnost
sumy, absolutni konvergenci ani lokdlné stejnomérnou konvergenci.

................ konec 8. prednasky 1.12.2011 ................

Véta 11.2.  Necht f je holomorfni na mezikruzi P(a,r,R). Pro p € (r,R) oznac¢me y, kladné orientovanou kruznici o
stredu a a poloméru p. Pak plati:

f f nezdvisi na p, tj. nabyvd stejné hodnoty pro kazdé p € (r, R).
( ) (Cauchyuv vzorec pro mezikruzi) Necht' r < p; < p2 < R. Pak

1
_27ri</%2£(w)zdw_ SDplg(w)zdw>, z € P(a,p1,p2).

Diikaz (a). Oznatme g(p f fyp € (r,R), tedy g(p) = f02" fla+pe)piet dt a derivujme zde podle parametru p,

podle véty 7.4 (3). (Postupujeme stejné jako v ditkazu Poznamky 8.1.) g’(p) = f02" a% (f(a +pett)pi e“) fa £ (

peit)eit)dt = 0. Funkce ¢ je tedy konstantni.
fw)=f(2)

~—~*, w € P(a,r, R), kterd m4 v bodé w = z

(b) Pro pevné z € P(a, p1,p2) definujeme pomocnou funkei h(w) =
odstranitelnou singularitu. Pro ni pouZijeme (a), tedy f de = fw f=1E) gy, Kazdy z obou 1ntegra1

P2 w—z
g

rozepfieme jako rozdil dvou integréli a vyuZzijeme toho, Ze f (Cauch. véta) zatimco [
Ppy W—2 Ppy W—2Z

Véta 11.3 (existence a jednoznatnost L. fady). Necht proa € C, 0 < r < R < +0o0 je funkce f holomorfni na mezikruzi
P(a,r,R). Pak f je tam souc¢tem Laurentovy rady Zn_7x cn(z — a)™. Jeji koeficienty jsou urceny jednoznacéné a plati pro
né

1
LY N (G P A

= o o, (z—a)"t!
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kde p € (r, R) je libovolné a ¢, je jako ve Vété 11.2.
Ve specidlnim piipadé, kdy funkce f je sudd resp. lichd vzhledem k bodu a, tj. f(a+ h) = f(a—h) resp. f(a+h) =
—f(a — h) pro vSechna |h| € (r, R), jsou vSechny koeficienty s lichym resp. se sudym indexem rovny nule.

Dikaz. Postupujeme podobné jako v dikazu Cauchyova vzorce. V Cauchyové vzorci pro mezikruz vyraz 1/(w — z)
nahradime geometrickou fadou, na (y,,) v nezapornych mocninach vyrazu (z—a)/(w—a), na (p,,) v nezipornych mocninéch
vyrazu (w — a)/(z — a), oba tyto vyrazy jsou (tam kde je pouzivdme) v absolutni hodnoté mensf nez 1. Tyto fady v
proménné w konverguji na (p,,) resp. na (@,,) stejnomérné, po vynéasobeni omezenou (tamtéz) funkei f(w) stéle konverguji
stejnomérné, lze je tedy integrovat ¢len po ¢lenu. Nakonec jesté podle (a) presuneme integraéni cestu na ¢, integrand je
totiz v mezikruz{ P(a,r, R) holomorfni, a tim odvodime formuli pro ¢,. K dikazu jednoznalnosti koeficientt ¢, (pro danou
funkci f) dosadime do pravé strany formule za f Laurentovu Fadu se stfedem a ale s jinymi koeficienty b,,, pak integrujeme
¢len po clenu a vyjde ¢, =b,, n € Z.

Ve specidlnim piipadé sudé (vzhledem k a) funkce f: kfivku ¢, slepime ze dvou pilkruznic, pro ¢ € [0, 7] oznaéme
Yro=axpe jep, =11 +1oa f% f=JT fla=pe')(—i)pe'tdt = [T fla+ pe')(—i)pe’dt = —fwl f. Pro druhy specidlni
piipad pouZijeme ten prvni na pomocnou funkci g(z) = (2 — a) f(2), kterd je vzhledem k bodu a sudd. O

Ke klasifikaci izolovanych singularit pomoci limit (Casorati-Weierstrassova véta) miizeme nyn{ sestavit soubéznou klasi-
fikaci pomoci Laurentovych rad.

Véta 11.4 (klasifikace izolovanych singularit, pomoci L. fady).  Necht pro a € C, R > 0 je funkce f holomorfni na P(a, R) =
P(a,0,R) a "> _¢,(z —a)" je jeji Laurentova fada v P(a, R). Ozna¢me B = {n < 0;c, # 0}. Pak

n=—oo
(1) f mé v bodé a odstranitelnou singularitu < B = {),
(2) f md v bodé a pdl & mnozina B je neprdazdnd konecnd. Ndsobnost pdlu je pak p = —min M,
(3) f md v bodé a podstatnou singularitu < mnozina B je nekone¢n4.

Dikaz. Z Cassorati-Weierstrassovy véty dokézeme ekvivalenci v (1) a ve (2). Na zbyvajici p¥ipady zbyva v C-W vété uz
jen podstatnd singulatita a v dokazované vété uz jen B nekonecnd, takze platii (3). O

Ke vSem ¢lentim Laurentovy fady kromé& c¢_;/(z — a) zndme primitivni funkce v PP, jsou pouzitelné i pro neuzaviené
cesty. Potfebujeme zvladnout i tu jedinou vyjimku. Uvidime, Ze pravé ta je cestou k dalsim uziteénym vétam.

Priklad 11.1. Pro libovolnou uzavienou cestu ¢ v P(a,r, R) je

fw f= fs@ jz_zo—oo en(z —a)"dz = j;zo—oo fs@ en(z —a)"dz = c_y fw(z —a)"ldz.

12. Reziduum funkce v bodé&, metody jeho vypodétu

(Tato kapitola by mohla jesté pockat, ale umoziiuje zaéit procvicovat hledéni rezidui.)

+o00

n=-—oo

Definice. Necht pro a € C je funkce f holomorfn{ na P(a) a cn(z —a)™ je tam jeji Laurentova ¥ada. Pak reziduum

funkce f v bodé a € C je &islo ¢_y, tedy koeficient u 1/(z — a).

Nézev reziduum (=zbytek) si spojime s piikladem 11.1. Je to jediny koeficient, ktery tam po vyuzit{ primitivnich funkci
zbyl.

Véta 12.1 (metody vypoCtu rezidui).  Necht pro a € C jsou funkce f, g holomorfni na P(a) a v bodé a nemaji podstatnou
singularitu.
(1) Je-li f holomorfni v bodé a a g tam m4 1-ndsobny pdl, pak
vesa (£9) = £(a) resa g.
(2) Je-li f holomorfni v bodé a a g tam m4 1-ndsobny koren, pak
vesa(f/9) = £(a)/g'(a).
(3) Mé-li funkce f v bodé a p-ndsobny pél, pak pomocna funkce h(z) := (z — a)Pf(2) = Y420 bu(z — a)” tam m4
odstranitelnou singularitu a je
res, f = bp—1 = iy WP~ (a).
V pripadé, Ze k urceni b,_; nelze primo derivovat funkci h v bodé a, vyuZijeme spojitost jejich derivaci,
resq f = bp1 = gty lim AT (2).
(4) Je-Ii funkce f sudd vzhledem k bodu a, tj. f(a+ h) = f(a — h) pro vSechna h € P(0), pak
res, f = 0.
(5) Substituci z = a + w prevedeme vypocet rezidua funkce f v bodé a € P na vypocet rezidua jiné funkce v bodé 0 (o
L. faddch funkci v P(0) toho vime vic):
res,—, f(z) = ¢ resy=o f(a + w).
(6) Substituci z = cw s konstantou ¢ € P prevedeme vypocet rezidua funkce f v bodé a na vypocet rezidua jiné funkce
v bodé a/c:

res.—q f(2) = c resy—q/c flcw).
(7) Je-li f holomorfni v bodé a, pak res, f =0.
(8) (... mimo prednédsku ...) Libovolng holomorfni substituce. Necht a € C a funkce f je holomofni v P(a). Necht
(substitucni) funkce g je holomofni a nekonstantni v U(b), kde b € C a g(b) = a. Oznacme p € N nédsobnost korene
funkce g(w) — g(b) v bodé b. Potom

pres, f=resy(fog.g).
Dikaz. V piipadech (1) az (3) vyjadiime funkei f p¥ipadné g Laurentovou fadou v P(a), provedeme uvedenou operaci

a u vysledku hleddme pouze koeficient u 1/(z — a). V pifpadé (4) jsou vechny koeficienty u lichych mocnin nulové, podle
véty 11.3. V (5) resp. v (6) do vyjadreni funkce f(z) L. fadou v P(a) dosadime z = a + w resp. z = cw.
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V dikazu (8) pfedbihdme dikaz principu argumentu. V U(b) je g(w) = a + ¢p(w — b)P 4 ..., ¢, # 0 . Pro dostatecné
malé r > 0 a cestu @(t) = b+ re', t € [0,27] je g o  uzaviend cesta v P(a). Pro ni je (podle reziduové véty, viz nize)

I:= fgosof = 27¢ indgoy, @ res, f, kde 27i indgop a = fgoso —dz = f(p Cw w) S dw = [, g:;ffl dw = fw(p/w +...)dw
= 2mip, takze I je 2mwi-krat leva strana dokazované rovnosti.

Pouzijeme-li reziduovou vétu az po substituci do integralu I, bude I = fso flg(w))g' (w)dw = 2mires, (fog . ¢')a to je
2mi-krat prava strana dokazované rovnosti. [

Priklady na cviéeni k jednotlivim metodém (¢islo prikladu je stejné jako ¢islo metody):

X xp(1
(1) resy (z2j-1p)((zz)—1) = el2p4(-1) =e/2.
1+exp( ) _ 14exp(0) __
2a) 180 Top(z) = “expl0) = 2,

(
(2b) k € Z, resyy z/sinz = kr/cos(km) = (=1)*kn.
(2¢) k € Z, resy, n/sinmz = 7/(mcoskm) = (—1)F.
(2d) k € Z, resy, mcotgmz = WCOS(kﬂ')/(Tf coskm)=1.
(3a) res; 1/(22 —1)2 =res; (2= 1) 2(2+1)"2 = ((z + 1)72) |1 = —1/4.
(3b) res; 1/(2> —1)3 =res; (2 — 1) 3(2 +1)73 = L((z +1)73)"[.=1 = $12 275 = 3/16.
(6) Substituci z = —iw odtud méme res,—; 1/(22 — 1)3 = —i res,—; 1/(—w? —1)3, takze res,—; 1/(w? +1)> = —3i/16.
Dalif substituce w = —u dava res,—_; 1/(u® + 1) = 3i/16.
(4) resq cotg? = 0.
(

5) k € Z, res,—pr 22/sin’ 2 = res,—o (km + w)?/sin®(km + w) = res,—o (k7 + w)?/sin’> w = res,—p (((kﬂr)2 + 2kTw +

D/ (w? + 0w +. )) = resy=o((k7)%/w? + 2kn/w +...) = 2kn.

exp(2z2)+5 _
7)resy —ooes— = 0.

3

)

(

(8a) Substituce z = arctgw pro w € U(0):  res,—otg >z = resy—o w3 (1 + w?) ™! = resy—p w3 (1 —w? +...) = —1.
(

8b) Substituce z = arctgw? pro w € U(0), takze p = 2:

res,—otg 2z = pTlres,—o w O (1 +w") 2w = resy—pw (1 —w' +...) = —1.

13. Spojité vétve logaritmu a argumentu, index bodu ke kfivce

Pro a,b >0 je
ff 1 dz =1n(b) —In(a) ... pifristek logaritmu podél cesty z a do b.
Pro a,b € R a spojité diferencovatelnou funkei f : [a,b] — (0,400) je
J L do = (n £)(b) — (In f)(a) ... piristek funkce In f podd] cesty z a do b.

Tyto jednoduché vysledky zobecnime na piipad, ze integrujeme po néjaké cesté v C, pfitom ale musime opatrné zachézet
s komplexnimi logaritmy.

Je-li M C S néjakd souvisld mnozina a funkce f : M — P je spojita, pak funkci f lze vyjadrit v exponencidlnim tvaru
f(z) = e?) | tieba f(z) = e'°8/(*) nebo pro A = Im L v goniometrickém tvaru f(z) = |f(z)|e**). Takovito funkce
L(z)=1In |z| —I— 1A(z) ale nemusi mit svou imagindrn{ ¢4st spojitou na M.

Pozadujeme-li jesté spojitost (ndzev: L je spojity logaritmus funkce f na M resp. A je spojity argument funkce f na M), pak
takovd funkce nemusi existovat, viz t¥eba M = K(0,1), f(z) = 2.

Pokud ma funkce f spojitou derivaci (podle redlné ¢i komplexni proménné z), pak asi bude f’' = fL’, tj. L' = f'/f,
takze funkci L budeme hledat mezi primitivnimi funkcemi k f//f.

Definice. (spojity logaritmus, pro cestu) Je-li ¢ : [a,b] — PP cesta (neprochézi nulou), pak symbolem L, oznaéme cestu v C,
kterd je takovou primitivni funkei na [a, b] k funkei ¢’/ (ta je po ¢4stech spojitd), pro niz je L, (a) = log(¢(a)), tj. oznaéme

Ly(t) =log(w(a)) + [, ¢'(7) /() dr, t € [a,b].

Véta 13.1. (L, je jako v predchozi definici.)
(a) Necht ¢ : [a,b] — P je cesta, pak je ¢ =expoL,, ¢ = |¢|exp(iIm L) a plati

1 bt
/ ~dz = / d ((t)) dt = L,(b) — Ly(a) =:Aglog ... piirastek logaritmu podél kiivky .
0 % a P

(b) Necht ¢ : [a,b] — C je cesta a funkce f je na (p) holomorfni a vSude riiznd od nuly, takZe 1 = f o ¢ je cesta v P.
Pak fop =expoLjf,, =expoLy a

/

1

J;(Z) dz = / —dw = Ly(b) — Ly(a) = Aylog f ... piirdstek logaritmu funkce f podél kiivky .
o w

(c) Je-Ii navic kfivka ¢ uzaviend, pak ndsledujici ¢isla jsou celd:
1 _ 1 1 _ 1 _ 1
50 Aplog = 5= Agarg, Q—MAwlogf_ﬁA(pargf_ﬁAwarg‘—{cl.

Poznamka. Funkci L, (a tim i p¥iriistek logaritmu) lze definovat nejen pro cesty ale i pro kiivky. Pak namisto primitivni
funkce k ¢’/ je t¥eba spojité nalepovat lokalni spojité logaritmy funkce ¢.
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Definice. Necht ¢ je uzav¥end cesta v C a a € S\ (p). Pak index bodu a vzhledem ke kiivce ¢ (neboli poet ob&hi kiivky ¢
kolem bodu a, anglicky winding number) je definovén formul

1 1 1 1
i11d¢a:%/¢z_adz :%Awlog(zfa) :EAwarg(zfa) kdyz a € C\ (), indyoo=0.

................ konec 9. prednasky 8.12.2011 ................

Véta 13.2 (vlastnosti indexu).  Pro uzavienou cestu ¢ v C je ind,a funkcei proménné a € S\ (p). Pfitom

(1) funkce ind, nabyvé jen celo¢iselnych hodnot,

(2) funkce ind, je konstantni na kazdé komponenté mnoziny S\ (¢),

(3) funkce ind, je rovna nule na neomezené komponenté mnoziny S\ ().
(... zbytek véty nebyl zarfazen do predndsky ...) Necht ¢, : [, B] — P jsou uzavrené cesty takové, Ze pro kazdé t € [a, f5]
je o(t)/v(t) ¢ (—o0,0) (tj. bod 0 nelezi mezi body ¢(t), 1¥(t), tj. body ¢(t), ¥(t) nejsou v opozici). Pak

(4) ind, 0 = indy, 0.

Dtikaz (1). Na mnoziné Q := C\ (p) je ind,(a) =

Ditkaz (2). Na téze mnozing je ind,(a) = 5 fs@ ——= dz spojitou funkci (integral s parametrem a) a protoze podle (1)
jeind, : Q — Z, je to konstantni funkce v kazdé souvislé ¢asti mnoziny Q. V neomezené komponenté mnoziny Q je tato

konstanta rovna nule, protoze lim zi lim [ -1 dz = 0. Odtud méme také (3).
a—00 “M g—o00 " ¥ 274

Diikaz (4). Interpolujeme od ¢ k 9. K tomu definujeme tyto cesty v P: w,(t) := (1—p)-@(t)+p-¢(t), p € [0,1], t € [, B].
(Kdyby pro né&jaké p € (0,1) a né&jaké t € [0, 1] bylo wy(t) = 0, pak ¢(t)/p(t) = (p —1)/p < 0 ve sporu s pfedpokladem.)
Pro p € [0,1] definujeme funkci I(p) := ind,, 0 = (2mi)~" [ 27'dz = (27mi)~! ff wp'(t)/wp(t) dt. Posledni integrand,
ozna¢me ho f(p,t), je po ¢dstech spojity na [0,1] x [, 3], podlpe véty 7.1.(5) ho miizeme substituci (za t) upravit tak, ze
bude spojity. Funkce I(p) je pak na [0,1] spojitd, p¥itom podle (1) nabyva jen celodiselnych hodnot, takZe je konstantni.
Odtud 1(0) = I(1). O
Poznamky. (1) Je-li ¢ kladné orientovand kruZnice o stfedu ¢ a poloméru r, pak

o I, L dz = 5 Aglog a to je podle véty 13.1 (c) celé &islo.
1

) 1 prozeU(gr),
ind, z = Lo
0, jelilz—c¢|>r

(2) Plati Jordanova véta: Je-li ¢ : [a,b] — C uzaviena cesta takova, Ze ¢ je prostd na [a,b), pak mnozina S\ (¢) mé pravé
dvé komponenty — jednu neomezenou (na nf je index roven nule) a jednu omezenou, na nf je index roven budto +1 (kladné
orientovana Jordanova kfivka ) anebo —1 (zaporné orientovana Jordanova kiivka ).

(3) Plati nasledujici propichovaci véta (Mafik). Necht ¢ je uzaviend cesta v C, a,b € C takova, ze b —a > 0 a tsecka
spojujici body a,b protind (p) v jediném bodé zp rizném od a, b a necht existuje jediné tg, pro které je p(to) = zo. Jestlize
Im ¢ '(tg) # 0 (volné: kiivka jde skrz tise¢ku zdola nahoru), pak

ind, a =ind, b +sgnlIme’(ty).
Predchozi oznaceni a véty ndm pro uzavienou cestu ¢ umoznuji jednoduse vyjadrit integraly z véty 13.1:

J, 3 dz=2mi ind, 0, [ f'/f=2mi indge,0.

14. Retézce a cykly

V Cauchyové vzorci pro mezikruzi jsme integrovali po dvou uzavienych cestach. V obecnéjsich pripadech budeme inte-
grovat po jedné ¢i vice libovolnych cestdch. K tomu zavedeme nésledujici jednoduché pojmy.

Definice. Retdzec je n-tice cest (na porad{ cest nezaleZi, cesty se mohou i opakovat), kde n € N:

(*) P1,P2," ,Pn -

Retézec (*) se nazjva cykl, pokud jsou cesty @1, ..., @, uzaviens.
Necht T' je fetézec tvaru (*). Pak definujeme

e obraz retézce I,
(T) = (1) U {p2) U+ U{pn);
o délka retézce T,
V(L) = V(e1) + V(p2) + -+ Vien);

e je-li f: (') — C spojité, pak integrdl z funkce f podél T,

Jr=[sef sen] s

e je-li f: (') — P spojitd, pak prirastek logaritmu funkce f podél T",

Arlog f:= Ay log f+ Ay, log f+---+ Ay, log f.
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Je-li T cykl, pak jesté
e index bodu a € S\ (T') vzhledem k cyklu I’

1 1
2mi Jp 2z —a

indra := dz =indy, a +indy, a +--- +ind,, a;

e vnitiek cyklu T,
IntT := {a € S\ (I'); indra # 0};

e vnéjSek cyklu T,
ExtI := {a € S\ (I'); indra = 0}.

Jsou-li 'y a 'y dva Fetézce, fekneme, ze jsou ekvivalentni (pii integrovani po nich), jestlize (I't) = (I'2) a pro kazdou
spojitou f: (I'1) — C plati -fl“l f= sz f

15. Cauchyova véta, Cauchytv vzorec, reziduova véta

Lemma 15.1.  Necht Q C C je oteviend mnozina a f je funkce holomorfni na Q. Pak funkce g : Q x Q@ — C,

{ [Efn, 2w,

g(sz) = f/(Z), s=uw,

je spojitd na Q x 2.
Dtkaz. Spojitost v bodech tvaru [a,b] € Q x Q pro a # b je ziejmé (spojitost podilu kdyz nedélime nulou). Pro a = b,
diky spojitosti funkce f' mame lim ¢(z,2) = lim f’(z) = f(a). Zbyva jesté dokizat lim g(z,w) = f'(a). K tomu
z—a z—a

Z—ra, w—a, 2w
upravime

QIS pr(a) = (z—w)~ [, ' (0) du—(z—w)~t [, /(@) du=(z—=w)~L f,, (F'(u) = f'(a) du— 0, protore

odhad absolutni hodnoty posledni pravé strany pro z,w € U(a,¢) je |z —w| ™!z — w| max, o [f'(u) — f'(a)] = 0.

Véta 15.2 (Cauchyova véta pro cykl, Cauchyiiv vzorec pro cykl).  Necht' T je cykl v oteviené mnozing 2 C C takovy, Ze
(1) IntT’ € Q@ neboli S\QCExtT.

Je-Ii funkce f holomorfni na Q, pak

(3) f(z)-indrz = —/ f(w) dw, 2 Q\(T').
rw—=z
Je-lIi navic mnozina S\ Q souvisld, pak kazdy cykl T’ v Q spliiuje predpoklad (1), takze (2) plati pro vSechny cykly T' v Q
(a f mé tedy v Q primitivni funkci).

Diikaz. Nejprve (kupodivu) dokdzeme Cauchyiv vzorec (3). Uvazime-li definici indr z mdme dokazat

(3) /F%d W flw )dw neboli /de—o 2 € Q\ ().

w—z

M je po dodefinovéni g(w,w) := f’(w) podle pfedchoziho lemmatu spojity na Q x Q, takze

Integrand g(w, z) :=
pomocné funkce h(z fr w, z)dw, z € Q, je spojitd (Véta 7.4(2)) a stadi dokézat, Ze je to nula.

1.krok. Pomoci Morerovy véty dokazeme, ze h je holomorfni na Q. Funkci & proto integrujeme po obvodu §7" libovolného
trojihelnika T C Q: [ h(z) = [5, (frg(w,z) dw) dz = [, (IET g(w, z) dz) dw = [0 dw = 0. Ve druhé rovnosti

(pfejdeme k integraci pfes redlné parametry) jsme pro zdménu poradi integrace pouzili Fubiniho vétu pro spojitou funkci
na jednom ¢&i nékolika uzavienych obdélnicich. Ve tieti rovnosti jsme pro kazdé pevné w € Q pouzili Cauchyovu vétu pro
trojahelnik T'.

2.krok. Funkci h rozsitime holomorfné i mimo 2. Polozme

h(z) pro z € Q,
H(Z) = w)
fr dw proze CNExtI.

w—

Integral na druhém Fadku je také holomorfni funkei (Véta 7.4(3)), oba fadky v definici funkce H se ale prekryvaji na mnozingé
dw = f(z)2mi indr z = 0, takZe definice funkce H je korektni,

QN ExtT, mohly by byt rozporné. Lisi se tam o ¢len fF 1{) (_Z/)Z
H je holomorfni na C, tj. celd funkce.
3.krok. Ze druhého fddku je lim H(z) = 0. Podle Liouvillovy véty je H konstantn{ a tedy nula, proto také h = 0. Dikaz
Z— 00

Cauchyova vzorce (2) je dokonéen.
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K dikazu (2) zvolime pevné a € QNExtI' = Q\ ((T")UInt ') # () a pouzijeme (3) na pomocnou funkci F(w) := (w—a) f(w),
weQ: 0= [ Ew dw = [ f(w) dw.

I' w—a

Dtkaz posledni ¢dsti véty: zvolme libovolny cykl I' v Q. Je-li S\ Q souvisld, je v ni viude indr = indr co = 0, takze
S\Q CExtI', coz je (1).

Véta 15.3 (reziduovd véta).  Necht T, Q sphiuji predpoklady Cauchyovy véty 15.2. Je-li funkce f holomorfni na Q\ M,
kde mnozina vyjimek M je disjunktni s (T') a izolovand v Q, pak

(4) /Ff = 2mi Z res, f-indra.

aeMnInt T

Dukaz. Je-li M prazdnd, je to Cauchyova véta (2). Pro neprdzdnou M se nejprve zbavime vech vyjimek v ExtT', a to
tak, ze zmendime mnozinu Q na @ := U(T' UIntT, €) pro vhodné € > 0. Mnozinu vyjimek tim zredukujeme na kone¢nou
M, :=MNIntT.

Zvolme nyni a € M, (je to izolovand singularita funkce f) a v P(a) uvazujme piislunou Laurentovu ¥adu. Hlavni ndpad
dikazu: hlavni ¢4st H, této Laurentovy fady konverguje nejen v P(a) ale dokonce v P(a,0,400), takze H, miZzeme vyuzit
k opravé funkce f v8ude v Q; \ {a}. Nova funkce f — H, mé v bodé a odstranitelnou singularitu, takZe oproti f ma (po
dodefinovéni) o jednu vyjimku méné. Popsanou opravu nyni provedeme pro vSechny body mnoziny M;. Pomocné funkce
9= f =X aenr, Ha je holomorfni na Q; a podle Cauchyovy véty

/Ff=/r(g+ Z H,) =0+ Z /FH = Z 2mi res, f -indra.

a€M; a€ M ac€ M

d
Poznamka. Pouzity rozklad f = g+, <5, Ha je uzitetny i mimo tento diikaz. Je zobecnénim zndmého rozkladu racionalnf
funkce na polynom a parcialni zlomky: Pro Q@ = C a f raciondlni, je M mnozZina vSech jejich péla v C.

.......... zbytek kap. 15 nebyl zarazen do prednasky .............

Nékdy je snazsf séitat rezidua funkce f vné cyklu I'. K tomu pro funkei f holomorfni v P(c0), f(z) = ;:;”ioo cp 2
definujeme reziduum v nekonetnu, res,, f := —c_;. Nedekané zaporné znaménko zjednodusi formuli (6) (a dalsf), je v

matematice obvyklé.

Véta 15.3.b (reziduovd véta pro vnéjSek cyklu).  Necht T je cykl v oteviené mnoziné Q C C takovy, Ze
(5) ExtI' € QU{oco} mneboli C\QCIntT.

Necht (pro jednoduchost) je cykl T’ sestaven ze zaporné orientovanych Jordanovych kiivek takovych, Ze kazd4 lezl vné
vSech ostatnich (j # k = (p;) C Extey). Je-li funkce f holomorfni na Q \ M, kde mnozina vyjimek M je konecna a
disjunktni s (T'), pak

(6) /Ff:2m' > resof.

a€MU{oco}

Diikaz. K cyklu T' = ¢1,...,p, jesté piidame tak velkou kladn& orientovanou kruznici (t) = re®,t € [0,2n], Ze
(T') C Int4p. Novy cykl oznac¢ime ¥ := T4 a pouzijeme pro néj reziduovou vétu. K tomu méme ovéfit (1) pro ¥, vybereme
si tam druhou verzi: je-li b € S\ Q pak budto b = co € Ext ¥ anebo b € C\Q a pak podle (5) je b € IntT' = (J;_, Int ¢y, tedy
indpb = —1 a indg b = 0, takze b € Ext ¥ a (1) je ovéfeno. Podle reziduové véty je tedy [y, f = 270 . resq f indy a,
vlevo je soucet [ f + fw f, v jeho# druhém séitanci lze funkci f nahradit jeji Laurentovou fadou v P(0,r — &, +00) pro
vhodné ¢ > 0, druhy séitanec je tedy roven 2mi (—ress f) a jeho pfesunuti na pravou stranu dava (6). O

................ konec 10. prednésky 15.12.2011 ................

16. Priklady: uZiti reziduové véty k vypoctu nékterych integrala v R
a ke séitani nékterych riselnych rad

Typ I. Integral z racionalni funkce. JestliZze @ je raciondlni funkce (podil dvou polynomii) takovd, Ze nemd v R pdl
a pro z — oo je Q(z) = O(272) (tj. polynom ve jmenovateli mé stupeti aspoii o dva vétsi ne# polynom v éitateli), pak

(1) " Q =2mi- Z res, Q.

e acCt, Q(a)=0c0

Dtikaz. Funkce Q mé jen koneény pocet pélii a ty tedy lezi v néjakém kruhu U(0, p). Pro r > p oznadime o, (t) = rei,t €
[0, 7] (piilkruznice) a integrujeme po hranici pifslugného pilkruhu. Podle reziduové véty je soucet | _+: Q+ fw @ roven pravé
strané v (1). Pro r — 400 je limita prvniho s¢itance rovna levé strané v (1) a druhého nule: |f<p Q| <7mrOo(r~?) —0. O

Nekteré integraly v R, ve kterych je sin nebo cos, 1ze spocitat tak, ze integrand holomorfné rozsifime do ¢asti mnoziny C,

integrujeme tam po vhodné uzaviené kifivce, uzijeme reziduovou vétu a limitnimi prechody najdeme pozadovany vysledek.
Casto se pfitom vyuziva nasledujici odhad integralu pies ptilkruznici v horni poloroviné (nebo pes jeji ¢ast).
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Lemma 16.1 (Jordanovo lemma).  Necht p > 0, [a, 8] C [0,7] a funkce f je spojitd na {z € C : argz € [, f],|2] > p}
takova, ze
z) =0
z%oo,argze[a,ﬂ]f( )

Pak pror > p, b> 0 a cestu ¢.(t) =re', t € [, 8] je

. ibz _
(J) TEI—POO/ f(z)e®*dz=0.
or
Diikaz. Pfejdeme k integraci pfes t a odhadujeme I := | ff flretyetre rieitdt] <r max,, ) | f] ff ebrsint gt Funkee

sin je na [0, 7/2] konkévni, takze tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2/7. Mame ff e~trsint gy < [Fettreint g = 2]077/2 ebrsint gy
< 2f07r/2 e~bretdt < 2(f0+°° e7tretdt = 2. Odtud I < & max,, |f| = 0. O

bre”
Typ II. Integral z raciondlni funkce vynasobené cos nebo sin.  Necht @ je raciondlni funkce takova, 7e nemd v R
pol a pro z — oo je Q(z) = O(z~1). Pro b > 0 ozna¢me f(z) = Q(z)e™*. Pak

(2) o (z) cos(bx) dz = Re (27ri- > res, f), :oQ(x)sin(bx)dx:Im (2m’~ > res, f).

- aeC+, Q(a)=00 aeC+, Q(a)=o0

Dikaz. Volime stejnou integraéni cestu ¢, jako v dikazu u typu I, integrujeme ale funkei f (nikoli funkci Q(z) cos bz
nebo Q(z)sinbz). Podle reziduové véty je f:r: I+ f(p [ =2mi 3 ec+ Q(a)y=0o T88a [ - Pro v — +00 je limita druhého

integrélu rovna nule (Jordanovo lemma), limita prvniho integralu je fj:oo Q(z)(cosbr +isinbz)dx. O
Typ II, obecndjsi.  Predchozi vysledky lze zobecnit na dva navzdjem se vylucujici pripady (volime b=1) :

(a) Q md jeden ¢ vice jednondsobnych pdli v R, ale jen tam, kde cos md koren (Q cos méd odstranitelnou singularitu).
Pak

(2a) /+OO(Q cos) = Re (2m’- Z resq f + mi- Z res, f) ,

0 aceCt, Q(a)=00 a€R, Q(a)=o00

(b) @ m4 jeden ¢i vice jednondsobnych pdli v R, ale jen tam, kde sin m4 koren (tj. @ sin odstranitelnou singularitu).
Pak

(2b) /+OO(Q sin) = Im (2m’ . Z res, f 4+ mi- Z res, f) .

i acCt,Q(a)=c0 a€R, Q(a)=00

Dikaz (2a). Stalf dokdzat pro pfipad jediného takového pélu a € R (u pi{padnych dalsich péli postupujeme analogicky).
V P(a) je Q(z) = ¢/(z —a) + ..., takze f(z) = ce'®/(z — a) + h(z), kde h je na U(a) holomorfni. Namisto integrace pres
[, r] zvolime dostateénd malé § > 0 a integrujeme pres tsecku [—r, a—d], pak v protisméru pres ptilkruznici w(t) := a+de,
t € [0, ] a nakonec pfes tisecku [a+48,7] (tj. bod a obchézime shora po malé piilkruznici). Je [ g = [ (ce'/(z—a)+h(z))dz
= cemi+ [ h — cemi = wi-res, f pro § — 0+. Soucasné je fj;a Reg + f;_é Reg — [" Reg, takie po limitnich

prechodech (nejprve § — 0+, pak r — 400 se ve (2a) oproti (2) objevi nalevo je§té séitanec Re ( — i - TeS, f) a ten

prevedeme doprava.
Analogicky dokdzeme (2b). O

Typ IIL. Integral z raciondlni funkce v sinech a kosinech.  Necht Q(a,b) je raciondlni funkce dvou (komplexnich)
proménnych takova, Ze pro a,b € R, a® + b = 1 v nf nedélime nulou. Pak funkce

T(e) ::Q(z—l—l/z z—l/z)/(iz)

2 72

jedné komplexni proménné z je raciondlni, nema pdly na jednotkové kruznici a plati

27
(3) Q(cost,sint) dt = 2mi - Z res, T'.

0 lal<1, T(a)=00

Dtikaz. Pro ¢(t) := ¢®, t € [0, 27] uvazujeme kiivkovy integral fs@ T(z) dz. Pouziti reziduové véty ndm da pravou stranu
ve (3), zatimco integrace pfes redlny parametr ¢ (podle definice kiivkového integrilu) da levou stranu ve (3). O

Typ IV. Integrdl z racionalni funkce vynasobené necelo€iselnou mocninou. Necht b € (0,1) a Q je raciondln{
funkce takové, Ze v [0,+0c) nemd pdl a pro x — +oo je Q(x) = O(z~"'). Pak

+oo +oo

(4) @) tde= [ Q) etdt = — 2 3 resa(Q(e%) ¥ |

0 A T= e300 e
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Dikaz. Pro b € (0,1) konverguje prvni{ integrél jak u 0 tak u +o0o a substituci z = ! dokdZeme prvni rovnost.
v néjakém mezikruzi P(0,71, r2). Slozend funkce Q(e*) m4 proto vechny pdly ve svislém pasu Rez € (Inry,Inry) = (Ry, Ra)
a to mimo primky Im z = 2 kwi, k € Z. Totéz plati pro funkci

Integrujeme-li funkci g po obvodu ¢ obdélnika [Ry, R2] X [0,27] v kladném sméru, tj. po uzaviené cesté ¢ := ¢ +
o = o =Py, kde 1 := [Ry; Ra], 02 := @1 + 2mi, Y1 = [Ry; Ry + 27i], 12 = [Re2; Re + 2mi]. Podle reziduové véty je fsog
roven 277 krat suma na pravé strand ve (4). Tenty? integrél je roven &islu f(pl g+ fwz g- fm g- f% g.

Pro j = 1,2 odhadneme |fw1 gl < 2mmaxy,) |Q(e*)e’?| =: M;, mame zde |e*| = eV a [e"%] = Pl
Pro Ry — —oo je eft — 0, takze M; = 27 O(1) " — 0.

Pro Ry — +00 je ef® — +oo, takie My = 21 O(eF2)etRe = O(elb-1H2) 0.
V integralu pres @9 pouzijeme substituci v = z + 24,

/ g(u)du:/ g(z-l-?m')dz:/ g(z)eZ"bidz:eZWbi/ J.
- o i P1

li — (1 — @2wbi +oo Nebtdt. [
Je tedy A f(pg (1—e2™) [T Q(et) et dt
Typ V. Integral ze souéinu racionalni funkce a logaritmu.  Necht raciondlni funkce Q nemd pdly v [0, +00), na R
je redInd a pro x — 400 je Q(z) = O(z~2). Pak

(5) I := = (z) nzdr = —% Re Z res,(QL?), Ip:= = Qz)dx = —% Im Z res,(Q L?),

0 a€C, Q(a)=00 0 a€C, Q(a)=o00

kde L(z) :=log(—2) 4+ mi = In|z| 4+ iA(z) pro A(z) € (0,27] je inverzni funkce k funkci exp |tme(o,2x] -

Dikaz. Nejprve ovéifme vlastnosti funkce L, je el(?) = glog(=2)+mi — glog(—=2)emi — (_;) . (=1) = 2. Déle je Im L(z) =
Imlog(—z) 4+ Im(7i) € (—7 + m, 7+ 7] = (0, 27).

Integra¢ni cestou bude obvod ,cétka“: ¢ := uy + g = us = 91, kde uy 2(t) := te® e t € [ry, o) jsou tsecky a 1 2(t) =
rioe™, t € [a,2m — o] jsou oblouky kruznic. Cisla 0 < r; < rs < +00 a 0 < a < 7 jsou zvolena tak, Ze viechny pély funkee
Q jsou v Int . Integrovanou funkei bude f := QL?, kterd ma body nespojitosti (0, +c0), tedy vné ,cécka“. Podle reziduové

véty je
[oafo=[s=[r = [r = m ¥ oo

a€C, Q(a)=o00

Pro 1 — O+ resp. 72 — 400 je [, f = O(r1)O(lnry +m)* = O resp. [, f = O(r2) O(ry?) O(Inry + m)% — 0, pouzité
odhady pfitom nezavisely na o € [0, 7/2].

Déle pro a« — 0+ je fm f- qu f= f:f (Q(tei“)LQ(teiQ)em _ Q(te‘io‘)L2(te_i°‘)e_i"‘) At — frrlz (Q(tei"‘) (Int +

ia)? el —Q(te i) (lnt—z'a+2m)2@*m) dt— [ (Q(t) (Int)2—Q(t) (lnt+2m')2) dt=[* (—4m’Q(t) 1nt—|—47r2Q(t)) dt
— —4mily 4 4721y pro r1 — 0+, ro — +00 a odtud méme (5). O

Poznamka. V literatufe je popsano mnoho dalsich typi takovychto pouziti reziduové véty pro integraci v R.

Lemma (periodické funkce s rezidui +1 v Z).  Definujme funkce
fi(z) :==mwcotgmz, falz):=w/sinwz.
(1) Obé tyto funkce jsou holomorfni na C\ Z, f; méd periodu 1, fo ma periodu 2.
(2) V bodech mnoziny Z maji funkce fi, fo jednondsobné pdly, pro k € Z je
res, f1 =1, resy fo = (—1)F.

(3)  lm  fi(z) =Fmi, lim fo(z) =0, obé limity stejnomérné pro Rez € R.
Im z—+o0 Im z—+o0

(4) Pro kazdé € > 0 jsou obé funkce omezené na Q2 := C\ U(Z,e¢) .

Ditkaz. (1) a (2): obé funkce maji v ¢itateli celou funkci a ve jmenovateli sin 7z s jednondsobnymi koreny v Z. Rezidua
jsme spoéitali v kap.12 Piiklad (2¢) a (2d).

(3) pro f1: Mame cotgw = i Zz:ff}:fi =i ziz:ﬂ =i(l4 )

Prow = (a,b), b — 400 je |[e*¥]| = ¢72> — 0 stejnomérné pro a € R, takZe cotg(a+ib) — —i. Pro b — —co jen vyuZijeme
toho, Ze cotg je lich4 funkce: cotg(a 4 ib) = — cotg(—a — ib) — +i. Odtud spocteme limity funkce f.

(3) pro for Mame 1/sinw = 2i - = 2i 55— . Pro w = (a,b), b — +oo je [e™]| = e™" — 0, [e2¥| = e72* — 0,
obé limity stejnomérné pro a € R, takze 1/sin(a + ib) — 0. Pro b — —oo vyuzijeme toho, Ze sin je lich4 funkce.

(4): Podle (3) existuje b > 0 takové, ze na mnoziné A := {z € C; |Imz| > b} jsou obé funkce omezené. Staéi tedy
jesté vySetiit jejich omezenost na mnozing B := C\ U(Z,¢) \ A a diky jejich periodicité dokonce jen na kompaktni mnoziné
C :={z € B; |Rez| < 7}. Funkce |f1],|f2] jsou na kompaktu C spojité a tedy omezené. O

................ konec 11. prednésky 22.12.2011 ................
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Typ VI. Suma hodnot raciondlni funkce celoéiselné proménné. Necht Q je raciondlni, Q(cc) = 0. Pak

+n
(1) nll&loo Z Q(k) =— Z res, (Q(z) wcotg z)
k=—n,Q(k)#oco a€C, Q(a)=o00
+n
. k _ .
(2) dim > (=1)FQk) = > resq (Q(z) w/sin7z)
k=—n, Q(k)#oco a€C, Q(a)=o00

. v v v .. , , . +n o\ . “+oo
Je-li koren funkce Q) v nekonecnu aspon dvojnasobny, pak namisto kll)l}_loo Zk:_nﬂQ(k)#oo miizeme psat Ek:_OO’Q(k)#OO.

Dikaz. Pouzijeme funkce fi, fo z pfedchoziho lematu. Funkce Q ma jen konec¢ny pocet pdli, existuje tedy n € N takové,
ze v kruhu U(0,r, = n+ 1/2) jsou viechny . Oznadime @, (t) := r,e®, t € [0,27] a pro j = 1 resp. 2 integrujeme pomocnou
funkei Q f;,

() S, (@F5) = 2Mi 3 0y v Qar=oov s, (a)=o0 Te8a(Q f5) = 2”(Zwaw<rmcz(a)=oo = F Llal<rn, Qa)stos, £ (a)=oo )
Prvnf suma v zdvorce je 3, cc g(a)=oo Te8a(Q f5), tedy minus pravd strana v (j).
Druh4 suma v zavorce je ZZZ_RQ(k)¢OO resy, (@ f;) a protoZe f; m4a jen jednoduché pdly, je to Z:j_n Q)00 QUE) TeS) )

tedy vyraz za limitou v (j).
Vénujme se nyni integralu v (*). Funkei @ rozlozime na soulet Q(z) = ¢/z + Q2(2), kde ¢ := ILm (2Q(z)), takze

Q2(z) = O(272) pro z — oo. Nyn{ upravime levou stranu v (*),
L. @QFfi) =, £fi(z)dz+ [, Qf;dz,
prvni integral napravo je nula (integrujeme sudou funkci), druhy snadno odhadneme,
| f% Qa2fjdz| < 2mr, Max,cc\U(z,1/2) |Q(2)| 1fi(2)| = O(r;l) —0 pron— +o0o.
V rovnosti (*) mé leva strana pro n — +oo limitu nula, druhd suma v zdvorce nezavisi na n, takze existuje také limita
prvoi sumy v zavorce a plati pro ni (1) resp. (2).
Je-li navic Q(k) = O(k~?) pro k — +oo, pak limita sumy v (1) resp.(2) je rovna souc¢tu absolutné konvergentni fady

+
b 00, Q(k)oo -+ -

17. Meromorfni funkce

V kapitole 9 jsme na piikladu funkce 1/z (a obecnéji, racionalni funkce) vidéli, ze je uzite¢né povolit v definiénim oboru
i v oboru hodnot bod co € S a sou¢asné (automaticky) dodefinovat limitou (v S) hodnotu funkce tam, kde neni definovana
prislusnd algebraickd operace. Objevime tak svét spojitych zobrazeni z S do S, ktera jsou - az na izolovanou mnozinu pdéla
- holomorfni.

Definice. Spojité zobrazeni f oteviené mnoziny Q2 C S do S je meromorfni v 2, jestlize pro kazdy bod a € Q je budto
holomorfni v bodé a anebo ma v bodé a pdl (tj. 1/f mé v bodé a kofen). MnoZinu vSech meromorfnich zobrazeni
definovanych v Q ozna¢me M(Q). f je meromorfni v bodé a € S, jestlize je meromorfni v néjakém jeho okoli.

Priklady. Kazda raciondlni funkce je meromorfni v S. Konstatni funkce f = oo neni meromorfni. Exponencidla je
meromorfni v C ale ne v S.

Véta 17.1 (vlastnosti meromorfnich funkci). Necht Q C S je neprdzdnd oblast.

) Jsou-li f, g € M(Q), c1,¢s € C, pak také ¢ f + cag € M(Q), tj. M(Q) je linedrni prostor nad télesem C.

(2) Jsou-li f, g € M(Q), pak také soucin fg e M(Q).
) Pokud f € M(Q) nenf konstatni nula, pak 1/f € M(Q). (Pozor, kdyby Q byla oteviend nesouvisld, pak tento bod
neplati.)

) M(Q) je komutativni téleso, nulou a jednickou jsou v ném konstantni funkce nula a jednicka.

) Je-li f € M(Q), pak také derivace f' € M(Q).

) Je-li f € M(Q) nekonstantni, pak pro kazdé b € S je mnozina A := f_;(b) izolovani v Q0.

) véta o jednoznacnosti pro meromorfni funkce: Jsou-li f, g € M(Q) a pritom se shoduji na mnoziné M C Q, kterd mé v
Q hromadny bod (tj. neni izolovand v Q), pak f = g vSude na Q.

(8) véta o substituci: Je-li f € M(R), g meromorfni v oblasti Q, C S a je-li g(Q2,) C Q, pak sloZend funkce f o g je budto

meromortni v Q, anebo je to konstanta oo (to kdy# g je konstantni, g(z) = b € C, a funkce f md v bodé b pdl).

Dikaz (1),(2),(3),(5). Zvolime a € €, rozlisime p¥ipad a € C od p¥ipadu a = co a pouZijeme Laurentovy ¥ady funkef f, g
v P(a). Pfiklad f:=0v C*, f:=1v C~ ukazuje, Ze ve (3) nelze vynechat predpoklad souvislého oboru Q.

Dikaz (4). Jde o disledek bodt (1),(2),(3).

Dtkaz (6). Sporem, necht existuje b € S pro které ma mnozina A hromadny bod a € Q, ze spojitosti funkce f pfitom
méme f(a) = b.

Ptipad b = co prevedeme pifpad b = 0 pro pomocnou funkci g(z) := 1/f(z), mnozina g_;(0) mé hromadny bod a.

Piipad b € C, a = oo prevedeme na piipad a,b € C pro pomocnou funkei g(w) := f(1/w), kde 1/w € Q. Mnozina g_1(b)
mé totiz hromadny bod 0.

Nakonec zbyl jen pfipad a,b € C, podle véty o jednoznacnosti pro holomorfni funkce je f konstantni - spor.

Dikaz (7). Definujeme pomocnou meromorfni funkci h := f — g, ta je vude v M rovna nule s moZnou vyjimkou(!) bodd,
kde m4 f pdl. Mnozina v8ech pdli funkce f je ale izolovand v 2, takze funkce h je rovna nule na mnoziné M; := M\ f_1(00),
kterd neni izolovand v Q, ma hromadny bod a € Q. Je-li a € C, pak podle véty o jednoznacnosti pro holomorfni funkce je
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h nulové v néjakém U(a) a tedy (dokdzeme analogicky jako v diikazu véty 8.10) h je konstantn{ nula v Q. Pi{pad a = oo
prevedeme na pifpad a = 0 pro pomocnou funkei hy (w) := h(1/w).

Ditkaz (8). Zvolime libovolné a € Qg, oznacime b := g(a) € &, ¢ := f(b). Pokud je a,b,c € C, jde v bodé a o substituci
holomorfnich funkci, takze f o g je v bodé a holomorfni. Pfipady, kdy jedno nebo vice ¢isel a, b, ¢ je 0o, mizeme zvlddnout
budto vhodnym vyuzivinim substituce h(z) := 1/z, z € S (je h_; = h) anebo tak, Ze se takovému vyjime¢nému bodu a
vyhneme.

Uvazujme nejprve nekonstantni g.

Existuje takové P;(b) C C, ze f(Pi(b)) C C (jinak by mnoZina pdli funkce f méla v b hromadny bod).

Existuje takové P»(a) C C, ze g(P»(a)) C Pi(b) (jinak by mnozina ¢g_;(b) méla v @ hromadny bod, v rozporu se (6)).

V Pi(a) tedy skldddme holomorfni funkce, proto f o g je tam holomorfni, v bodé a mé izolovanou singularitu. Vsude
skldddme spojité funkce, slozend funkce je proto spojit4, li[Iln(f og) =c, takze f o g je v bodé a meromorfni.

Pro ptipad konstantni funkce g = b je konstantni také funkce f o g = ¢ a ta je meromorfni pravé kdyz c # co. [

Definice. Necht a € S a funkce f je v U(a) meromorfni a neni to konstantni nula. Laurentova fada funkce f v P(a) mé
tvar
(L) f(z)=cu(z—a)"+... kdyzae C resp. f(z)=cpz " +... kdyza= o0,
kde ¢isla ¢, € P, n € Z jsou urcena jednoznacné.
Funkce f v bodé a budto m4 n—nésobny koten (pfipad n > 0), nebo —n = |n|—nésobny pdl (piipad n < 0), nebo tam
nem4 ani kofen ani pdl (pfipad n = 0). Oznaéme
mult(f,a) :=n € Z ... nasobnost (multiplicity) kofene nebo pdlu.

Véta 17.2.  Je-li f meromorfni v oblasti Q C S a neni konstantni nula, pak logaritmickd derivace funkce f, funkce g := f'/f,
m4 tyto vlastnosti:

(1) g md pdl v bodé a € QN C pravé kdyZ f md v bodé a budto koren anebo pdl,

(2) vSechny pdly funkce g v mnoziné QN C jsou jednondsobné,

(3) res, g = mult(f,a), a € Q.

Dikaz. Laurentova fada funkce g = f’/f v P(a) m4 podle (L) tvar
n—1 —n—1
cn;((ziz__‘z)),%i“ =n/(z—a)+ ... resp. 70(;"234_4' =—njz+ ...,
kde n = mult(f,a). O
Poznamka. Vlastnost (3) vybiz{ k tomu, abychom na funkci ¢ aplikovali reziduovou vétu 15.3, suma reziduf funkce g je
totiz sumou ¢isel mult(f,a), tj. sumou ndsobnost{ kofenti minus sumou nésobnost{ pdld funkce f v IntT.

................ konec 12. predndsky 5.1.2012 ................

Véta 17.3 (princip argumentu, Argument Principle).  Necht T', Q spliuji predpoklady Cauchyovy véty 15.2.
Je-li funkce f meromorfni na Q takovd, Ze v Zidné komponenté mnoziny Q neni konstantni nula, a takovd, Ze na (T')
nema ani koren ani pdl, pak

1 . 1 ! .
(PA) %Apargf_lndfopo—%/FT— Z mult(f,a) -indra.

aclnt T

Specialné, jestlize vSude v IntT' je indr = 41, pak

(PA1) indgor 0 = Z mult(f, a).
a€lnt T

Dikaz. Prvn{ a druhou rovnost v (PA) zndme z kap.13, t¥eti rovnost je aplikaci reziduové véty na meromorfn{ funkci
f'/f, jejiz rezidua zndme z predchozi véty. O
Poznamka. Vpravo je celé ¢islo, umime-li tedy vy¢islit integral (numericky) s chybou mensi nez 1/2, stadi numericky
vysledek zaokrouhlit. Také prvni a druhy vyraz lze vyhodnocovat numericky, presné, bez integrovani.

Poznamka. Ménime-li v (PA1) funkei f tak, Ze se neménf indsor 0, pak se neméni ani pravd strana, tj. ,méalo odlisné*
funkce maji stejny soucet nasobnosti. Jak velké smi byt to ,mélo“? O tom je nasledujici véta.

Véta 17.4 (Rouchéova véta). Necht T, Q spliuji predpoklady Cauchyovy véty 15.2.
Jsou-li funkce f,g meromorfni na Q, Zddnd neni konstantni nula v zidné komponenté mnoziny Q, na (I') nemaji ani
koreny ani pdly a vsude na (T) je

(*) flg ¢ (=00,0),

pak
Z mult(f,a) -indra = Z mult(g,a) -indra.
a€lnt T acInt T

Predpoklad (*) Ize zesilit (a tedy vétu zeslabit) na obvyklejsi
(**) |f =gl <|fl meboli geU(ffl), vSudena (T).

Ditkaz. Podle (PA) je tfeba dokdzat rovnost celych éisel Ny := indsor 0 a Ny := indgor 0. Interpolujeme od f ke g,
necht f, := (1 —p) f+pg pro p € [0,1]. Kazd4 z funkei f, je meromorfni v Q, na (I') nem4 pdl ani kofen (jinak by pro
nékteré p € (0,1) nékde bylo 0 = (1 —p) f + pg, tj. g = p—;lf, koeficient p;1 < 0 - spor). Celé ¢islo Ny, = indsor 0
= (2mi)~! [ f}(2)/fp(2) dz m4 v integrandu spojitou funkei dvou proménngch p,z a zavisi tedy na p spojité, je proto
konstantni.
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K zeslabeni pfedpokladu: je-li podle (**) pro pevné z € (I') hodnota g(z) € U(f(2),|f(2)]), pak g(z) neni na poloptimce
opacné k poloptimce 0, f(z), tedy plati (¥). O
Jiné vyjadreni stejné myslenky, ze blizké funkce maji stejny pocet korent, predstavuje néasledujici véta.

Véta 17.5 (Hurwitzova véta, o souctu nasobnosti pfi lok. st. konvergenci).  Necht posloupnost funkci f,, holomorfnich v oblasti
Q C C konverguje lokdIné stejnomérné k funkci g (podle Weierstrassovy véty je g také holomorfni).

1) Jestlize g ma v bodé a € Q p-ndsobny koren a pritom v uzavieném kruhu U(a,r) C Q je to jeji jediny koren, pak
existuje ny € N takové, Ze pro vSechna n > ng funkce f, nemd zddny koren na hranici K(a,r) tohoto kruhu a soucet
ndsobnosti vSech korenii uvnitr kruhu je p:

ZbEU(a,T) mult(f"7 b) =p-
2) Nemd-li zadné f, koren v Q, pak budto g je konstantni nula anebo ani g nemd v Q koren.

Dtikaz. Oznatme ¢(t) := a + re¥,t € [0,2n]. Na kompaktni mnoziné (p) je |f, — g| — 0 stejnomérné a piitom
m := min |g| > 0. Pro dostatecné velkd n tam proto je |f, — g| < m < |g|. Podle Rouchéovy véty s predpokladem (**)
pro funkce g, f,, a cestu ¢ je tedy

ZbeU(am) mult(f,,,b) = ZbeU(am) mult(g,b) =p.

V bodé 2), kdyby g nebyla konstantni nula a méla nékde v Q kofen a, pak podle bodu 1) ma v jeho okoli kofen kazda

funkce f,, kde n > ng - spor. O

Nésledujici vétu piiblizi jednoduchy piiklad. Funkce f(z) := 2’ mé4 v bodé a = 0 sedminsobny kofen, b := f(a) = 0.

Pro kazdé w € P je mnozina f_;(w) sedmiprvkové, jsou to viechny kofeny rovnice z” = w a ty jsou viechny jednonasobné,
tvor{ vrcholy pravidelného sedmithelnika. Véta zobeciiuje tento fakt pro véechny holomorfni funkce, tvrdi vlastné totéz (ale
jen lokélné), jen ten sedmithelnik uz nemusi byt pravidelny.

Véta 17.6 (o pottu vzord).  Necht f je holomorfni na U(a, R), ozna¢me b := f(a), necht funkce f(z) — b md v bodé a
p-ndsobny koren (tj. f nabyva své hodnoty v bodé a p-ndsobné). Pak existuje r € (0, R) a p > 0 takové, Ze pro kazdé w € P(b, p)
m4d rovnice f(z) = w v kruhu U(a,r) pravé p kofenii a ty jsou jednondsobné.

Dikaz. Podle véty 8.9 existuje uzavieny kruh U(a,r) C Q takovy, Ze s vyjimkou st¥edu je v ném vsude f(z) # f(a) =ba
f'(2) # 0 (jinak by byla f konstantni a f — b konstantn{ nula). Ozna¢me ¢(t) := a+re', t € [0,27], cesta f o neprochézi
bodem b, oznaéme p := dist((f o ), b) > 0. Zvolme pevné w € P(b, p).

Na (@) je |(f(z) —w) — (f(z) = b)| = |w —b] < p < |f(2) — b|, pouzijeme-li Rouchéovu vétu pro cestu ¢ a funkce
f(z) —w), f(2) — b, pak obé maji v U(a,r) stejny soucet ndsobnosti kofeni. Ta druhd funkce m4 tento soucet pfesné p
(jediny, p-ndsobny, v bodé a). Proto prvni funkce mé takovy soudet také p, pfitom v bodé a nemd kofen a v P(a,r) mé
(diky (f —w) = f’ #0) jen jednoduché kofeny, m4 jich tam tedy pravé p, navzdjem rtznych, jednondsobnych. O

Poznamka. Tvrzeni véty 17.6 pro p > 1 lze odvodit i elementérné [Ru, V10.32]. Bez Gjmy na obecnosti polozme a = b = 0.
Jestlize f je holomorfni nekonstantni v U(0) C C, pak tam je f(z) = c2P +..., kde p > 1, ¢ # 0. V néjakém P(0,¢;) je

navic v8ude f(z) # 0, definujme tam funkci h(z) := z exp (1% log 1(z) h(0) :=0,je h'(0) =1 #0. Pak v U(0,21) je

czP |
[(z) =c-h(z)
a v n&jakém U(0,es) je funkce g prosta a holomorfni. ReSeni rovnice f(z) = w € P(0) nyni mtizeme rozlozit do dvou krok.
Najdeme vsech p feSenf u1, ... u, rovnice u? = w/c (jsou to vrcholy pravidelného p-tihelnika se stfedem w = 0) a k nim pak
dopoéteme zg, := h_1(ug) pro k =1,...,p (vrcholy néjakého p-tihelnika s bodem z = 0 unvitt).

................ konec 13. predndasky 12.1.2012 ................

Véta 17.7 (lokdlni existence inverzni funkce, jeji derivace).  Necht f je funkce holomorfni na okolf bodu a € C. Pak
(i) f je prostd v néjakém U(a) pravé kdyz f'(a) # 0.
Jestlize f'(a) # 0, pak existuje r > 0 s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) f je prostd na Ula,r);
(i) G := f(U(a,r)) je oteviend mnozina;
(iv) inverzni funkce g := f_; je holomorfni na G a plati g'(w)=1/f'(g(w)), w e G.

Dikaz. (i) Z predchozi véty vidime, ze kdyZ je f'(a) = 0 (tj. p > 2), pak f neni v z4dném P(a) prostd. Naopak, pokud
je v néjakém P(a) prostd, jsou piipady p > 2 vyloufeny a zbyva jen p = 1 neboli f'(a) # 0.

(ii) Polomér r z predchozi véty si zde oznatme r;. Pfedchozi véta pro p = 1 netvrdi, ze f je prostd v U(a,r1). Diky
spojitosti funkce f existuje mensi polomér r € (0,71) takovy, ze f(U(a,r)) C U(b, p). Dokdzeme, ze f je prostd v U(a,r):
kdyby totiz pro néjakd (navzijem riznd) z1,z2 € U(a,r) bylo f(z1) = f(22) = w € U(b, p), pak bychom dostali spor s
predchozi vétou.

(iii) Jednak mame obecnou vétu 8.15, jednak v predchozi vété je nalezeno U (b, p) C f(U(a,r)).

(iv) Lokéln{ inverzn{ funkce z = g(w) existuje podle (ii). Na zlomek v definici derivace g’(b) pouzijeme vétu o limité
slozené funkce, (g(w) — g(b))/(w —b) = (2 —a)/(f(z) — f(a)) = 1/f'(a) prow — b. O

Poznamka. Véty 17.6 a 17.7 lze snadno zobecnit i na meromorfni funkce, pouzijeme-li vhodné substituci h(z) := 1/z,
z €S.
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Test ke zkouSce Uvod do komplexni analyzy, 16.1.2012

Priklad. Definujeme funkce

(*)

0O ~ O O = W N
—

f<a>:=/0%L g(a>:=/:wd—x a e (1,+00).

a+sinz’ a+cosz’

Je viude f(a) = g(a)?

Vyjédiete f(a) explicitné (pouzijte reziduovou vétu).

Odhadnéte chovan{ funkce f(a) pro a — 400 a porovnejte ho se svoji formuli odvozenou ve 2.
M3 (*) smysl i pro jind a € C? Najdéte co nejvétsi oblast Q C C pro takova a.

Je f holomorfni v Q7

Pokud ano, najdéte Laurentovu fadu funkce f v P(c0).

Najdéte mezikruzi konvergence této rady.

Klasifikujte v8echny izolované singularity (v S) funkce f.

Napovéda k bodu 6 (zobecnéni binomické véty): proe € C, |¢| <1, b€ Cje (14+¢)? =S+ (b) .

Mozné

)

10)

i=0

esSeni.

<

P1i pevném a je integrand funkce 27-periodickd a pfitom integrujeme pies jednu periodu. Funkce sin je jen posunuty
cos, presnéji sin(t 4+ w/2) = cos(t), t € C. Substituce x =t + 7/2 do prvniho integralu dava f(a) = ff:;zw/z ﬁ
= g(a), takze funkce f, g jsou stejné.

Je to typova tloha, viz pfednaska Typ IIL. Snazsi je poéitat g(a). ¢ je kladné orientovnd jednotkovd kruznice. Méme

fla) = g(a) = fs@ % dz = %fw Zor9551 2. Jmenovatel mé jednonasobné kofeny z1» = —a++va? —1 € R.

Je z1 - 29 =1, pfitom 20 = —a — Va? — 1 < —a < —1, takze 2o € Ext @ a tedy z; € Int p. Podle rez. véty tedy f(a)
= 22rires., oy = AM3ims = 4772\/;2__1 = 271/va? — 1, pro kazdé a € (1,+00).

Pro a — +o0 je v (*) integrand ~ 1, takze f(a) ~ 27/a, totéz vy§lo v bod& 2), takze tam neni chyba ani v urdent
konstant ani v fddu mocniny ¢isla a.

Prvn{ integrél v (*) mé smysl pravé kdyz se a vyhybéa vSem hodnotdm funkce — sin z z intervalu [0, 27], tj. intervalu
[—1,1]. Lze tedy pfipustit a € Q:=C\ [-1,1].

f(a) je integral (k¥ivkovy, po orientované asecce [0; 27]) s parametrem a € Q. Integrand jako funkce dvou proménnyjch
h(a,z) je spojity na Q x [0;27], jeho parcidlni derivace podle a, funkce —h?(a, ), je tam také spojit4, takze podle
véty 7.4.3 je f € H(Q).

Vzorec¢ek pro f(a) méme jenom pro a € (1,+00), ale i tam ho lze upravovat. Je |a| > 1, [a=2| < 1, takze f(a) =

o V=T = 2 /T 1/ = 2110 = 2 515 () (-1 =200 () (-1Pa~7, o
rovnost jsem dokdzali jenom(!) pro a € (1,+00). Napravo je ale Laurentova fada v M := P(0,1, +00), tedy néjaka
funkce L holomorfni v M, nalevo je funkce f holomorfni v Q D M, takze podle véty o jednoznac¢nosti je f = L vSude

v M.

Mezikruzi konvergence této Laurentovy fady neni véts{ nez M, protoze jinak by existovala konefna limita (v R)

lim (1—a=2)"12 = lim ——L— = +oc.

a41>Hll+( a ) aigl+ V1-1/a? +oo

Jedinou izolovanou singularitou je bod oo, Laurentovu fadu v P(co) uz zndme, je f(a) = 27" +...,lim f =0, takze
o0

je tam odstranitelnd singularita a po dodefinovén{ f(oco) := 0 je to 1-ndsobny kofen.

(mimo test) Plati formule f(a) = 22/\/1—1/a® v celém Q? Uk4zeme, #e ANO. Napravo nyni jiz uvazujeme
komplexni odmocninu, tj. funkci F(a) = 2% exp(—3log(1 — 1/a?)) definovanou pro a € C\ {0,—1,1}. Ta je
holomorfni v&ude, kde neni 1 — 1/a% < 0, tj. kde neni 1 < 1/a®. Piipad 1/a® < 0 by tady vedl ke sporu, takze
1/a® > 0 a mame fefit 0 < a® < 1, odtud a € (—1,1), a # 0. Je tedy F' € H(Q) a z véty o jednoznaénosti f = F
viude v €.

(mimo test) Plat{ formule f(a) = 27/va? — 1 v celém Q7 Ukézeme, ze NE. Napravo nynf jiz uvazujeme komplexn{
odmocninu, tj. funkci G(a) = 27 exp(—4log(a® — 1)) definovanou pro a € C\ {-1,1}. Ta je holomorfni viude
kde nenf a?> — 1 < 0, tj. kde neni a®> < 1. Z neholomorfnosti jsou tedy podezielé jen body tvaru a = iy, y € R
a body a € (—1,1). Pro specidlni volbu a; 2 = i+ ¢, je a%z —1 = -2+ 2ie + ¢2 a pro realné ¢ — 0+ je tedy
arg(aj , — 1) = £7. G nenf spojitd v bodé i a nenf to tedy funkce f.



26

Test ke zkouSce Uvod do komplexni analyzy, 17.1.2012

Piiklad 1. Uvazujte funkci
1

log(1 +22)°

Kde je f holomorfni? Najdéte vSechny izolované singularity funkce f a urcete jejich typ.

f(z) = cotg? z —

Priklad 2. Spoctéte integral
us
/ sin?zdz, n=1,2,....
0

Priklad 3. Spoctéte integral

o0
d
/ e, n=1,2,....
o l+a2n

MozZné Feseni.

1. Prvni sé¢itanec je m-periodickd sud4 funkce, holomorfni v C\ A, kde A = {km;k € Z}. Pro z — 0 je cos z = 1+ O(z?),
sinz = 24+ 0(2%) = 2 (1 +0(2?)), odtud cotg z = 2~ (1 +O(2?)), cotg? z = 27 2(1+ O(2?)) = 2724+ 0O(1). V bodech mnoziny
A m4 cotg? dvojnasobné pély.

Funkce log je sice definovand v P, ale holomorfn{ je jen na P\ (—o0,0). Je rovna nule jen v bodé 1. Druhy séitanec (je
to také suda funkce) tedy nenf definovin v bodech +i (tam by byl 1/log0), v bod& 0 (tam by byl 1/log 1 =1/0). Navic, v
bodech mnoziny B := {iy; y € R, |y| > 1} (a nikde jinde) je tam log zdporného &isla. Funkce log(1 + 22) proto asi nebude
spojita v zadném bodé iy € B, podrobné: pro y > 1 je arg(1 + (iy +¢)?) = arg(1l — y? + 2 & 2iye) — &7 pro € — 0+. Pro
y < —1 analogicky (je sudd).

Celkem tedy f je holomorfni v Q\ (AU B), s izolovanymi singularitami jen v A. V bodé& 0 majf oba s¢itanci izolovanou
singularitu.

Pro z — 0 je log(1 4 22) = 22 4+ O(z*) = 22 (1 + O(2?)), takze 1/log(1 + 22) = 272(1 4+ O(2?)) = 272 4+ O(1). Proto pro
z—0je f(z) = O(1), f ma v 0 odstranitelnou singularitu.

V bodech k7 pro k € Z, k # 0 ma f dvojndsobné pdly.

2a. Funkce sin®" je m-periodicks, integrujeme ji pes jednu periodu. Substituci z = ¢ + /2 dostaneme

vi= fow sin®" zdx = fl/jz cos®™tdt = fow cos?™ tdt,
coz zjednodusuje dalsi vypocty. Integrand je zde tak jednoduchy, ze se mtzeme obejit bez kiivkovych integrili a bez
reziduové véty.

v = fow(eit + e—it)?n/22n dt — 47 fow ZZO (21?) eitho—it(2n—k) g4 — 4—n foﬂ izo (an)em't(k—n) dt.

Pro k = n (pozor na tuto vyjimku!) je tam ¢**% = 1, pro ostatni k mé e>*(*~™) primitivni funkei e>**+=7) /(2i(k — n))
jejiz hodnota pro ¢t = 0 a t = 7 je stejna a sice 1/(2i(k —n)), takze integral bude nula a ze sumy ztstane jen jeden nenulovy
¢len pro k = n (ten vyjimetny). Odtud v = 4" (*")7. Vysledek plati i pro n = 0.

2b. Stejny vysledek lze ziskat pomoci reziduové véty, jde o typ III (viz predniska). Necht ¢ je kladné orientovand
jednotkova kruznice, je , o

— n 2 2n 2 2n
vi= g fo cos™tdt = 5 [, G e = 51 . CHUT dz = oreso ST

V bodé 0 ma funkce (2n + 1)-ndsobny pél, snadno ji (pomoci binomické véty) nahradime Laurentovou fadou v P a pak
jednoduse najdeme koeficient u 1/z (élen pro k = n):

(ZZ + 1)2n 272n71 — i’;o (2:)Z2k72nfl = ...+ (2:)271 +...,

odtud v = 4—" (2:) .

2n wi/2n . 3 . 5 . 2n—1
)

3. Vsechny kofeny funkce 1 4+ z°™ jsou na jednotkové kruznici, z; = a := e Zoi=a’ z3:=a°, ... ,zZp:=a
(vSechny v C*) a k nim komplexné sdruzené v C~. Je
vi= 0+°° /(1 + 2™ dx = % fjf: 1/(1 + 2 dx,

vpravo je integral typu I (viz prednéiska), takze
v = %27”' ZZ:1 res;, 1/(1+ Zzn) =i EZ:I 1/(27“1%”_1) = ;r_fl EZ:I Zk/(ziz") = ;r_fl ZZ:l(‘Zk) = _;r_'rl]., ZZ:1 a1

g n—1 j g n s s - s
=-fray;o(@)) =-a@ -1)/(a®>-1) = - a(-1-1)/(a® 1) = 5 /(a—a™") = 550720
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Test ke zkouSce Uvod do komplexni analyzy, 31.1.2012

Priklad 1. Pro meromorfni funkci

1—cos?z
z)=————, 2€C
1) sinh(sin 2)’ ’
najdéte vSechny jeji koreny a pdly a urcete jejich nasobnosti.
Névod: pii FeSeni rovnice tvaru sin(z) = ... lze na levé strané vyuzit souctovy vzorec sin(x + iy) = sin(x) cos(iy) +

cos(z)sin(iy) = sin(z) cosh(y) + i cos(x) sinh(y).
Priklad 2. Spoctéte integral

27
/ cos 3x da
o H—4cosx

Névod: je cos3z = (€3 4 ¢731) /2 = ((e'*)? + (e~™)3)/2. Navod: v P(0) pouzivejte mocninné a Laurentovy Ffady.

Priklad 3. Sectéte rfadu:

o0

1 )
s(a) ::Zm, acC\iZ.

n=0

MozZné Feseni.

1. V dCitateli i ve jmenovateli jsou celé funkce, f je meromorfni v C.

Funkce 1 — cos? z = sin? z m4 kofeny km, k € Z a ty jsou dvojndsobné, protoze kofeny funkce sin z jsou jednondsobné:
cos km # 0.

Funkce sinh mé kofeny v bodech nwi, n € Z, takze sinh(sinz) mé kofeny ve vSech bodech z, které spliiuji rovnici
sin z = ni, neboli (viz névod) sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y) = nmi.

Reélné ¢ast rovnice je sin(z) cosh(y) = 0, pfitom cosh(y) > 0, takze x = km, k € Z.

Imaginérni ¢ast rovnice je cos(z) sinh(y) = nx, tj. (—1)* sinh(y) = nr, tj. sinh(y) = (—=1)* n7. Odtud y = (—1)* arcsinh(n7).

Vsechny kofeny jmenovatele jsou tedy agy, := km + iarcsinh(nr), kde k,n € Z. VSechny kofeny Citatele jsou mezi nimi
(ptipady n = 0).

Koreny jmenovatele jsou jednondsobné: jeho derivace je cosh(sin z)-cos z, v bodé agy, je zde prvni éinitel nenulovy (méme
cosh? —sinh? = 1) a druhy také (je cos? ag, = 1 —sin® ag, = 1+ (n7)2 > 0).

Funkce f m4 tedy jednondsobné kofeny v bodech axo = k7, k € Z a jednondsobné pdly v bodech ayy, k € Z, n € Z\ {0}.

2. Pro kladné orientovanou jednotkovou kruznici ¢ plati

27 3 3 6
3 1 2 d 1 1
/ &dm:/ (P H1/2%)/2 de ,'/ 2L n(reso f 4 resi o ),
o b—4cosz 0D —4(z+1/2)/2 iz 2i J, 23(22 = 1)(2 - 2)

kde 6.1
2’ +
1@ = Fene—2
Funkce f mé v bodé 1/2 jednonésobny pdl, takze

241 1 65

resip f = m|z:1/2 TeS1 51 = Tog-

Funkce f ma v 0 trojnésobny pdl, dvakrat derivovat funkci 22 f(2) = % je ale pracné. V P(0) je

1 -1 1 1 1 1
= =—(1+2z4+42+... =— =—-(1+2z/2+2°/4+...
o1 1oz WA s sy T T (L2 A,
takze L 1 1
f(z) = ﬁ(1+z6)(1+22—|—4z2—|—...)(1+z/2+22/4+...):ﬁ(---—l—(i—}—l—l—@zz—i—...),
21 63
resy f = S -
Tedy
I cos 3 ™
/0 5—dcosz m(reso f +vesiys f) 12
3. Je 2s(a) — 1/a®> = S(a) := :zo_oo M#W , v zddném scitanci nedélime nulou, jde o typ VI, viz pfednaska. Odtud
S(a) = —(res_iq f +resia f),
kde te(r2)
__ mcotg(mz
f(Z) T Z2 +a2
Protoze f je lichd, plati
i h
res,; f = re5_u; f = ﬂcotg(awz) _ _ mcot (ﬂa)’
2ia 2a
odkud "
S(a) = m coth(ma)
a

1 m coth(ma)
T 2a2 2a '
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Test ke zkousce Uvod do komplexni analyzy, 7.2.2012, verze A
Priklad 1. Pro funkci

m
=1

f(z) + cos o}
najdéte vSechny kotfeny a izolované singularity v S. Pro kofeny urcete jejich nésobnost, pro izolované singularity jejich typ.

Priklad 2. Spoctéte integral

° cos(ax)
I(a,b):‘/or mdl, a,b>0.
Priklad 3. Spoctéte integral

< dx
J((I,b)—‘/0 m, aE(O,l),b>0

MozZné FesSeni.
1. f je holomorfni v  := C\ {—1}, protoze tam jde o slozen{ dvou holomorfnich funkei. Izolované singularity: —1, co.
lin11f neexistuje: pro k € N, a := —1 4+ 1/(2k), je f(ar) = 1+ cos(2km) = 2, pro by := -1+ 1/(2k + 1) je f(bx) =

14 cos((2k + 1)) = 0. V bodé —1 je podstatna singularita.
lim f = 14 cos(0) = 2, v bodé& oo je odstranitelna singularita, lze dodefinovat f(oc0) := 2.
o0

Koteny v € z{skdme z rovnice cos w = —1, tj et feTi = 9, Pro v = e™ #£ 0 je to kvadraticka rovnice v + 2v+1 =0,
odtud v = -1, w = 2k + 1)m, k € Z. Odtud =7 = 2k + 1), Z+1 = 2k + 1, takZe vSechny kofeny jsou zj := —1 + ﬁ
= 27cik17 k€L

Mame f'(z) = sin(m(z + 1)7!) 7 (2 + 1)~2, prvni &initel je v bodech z;, roven nule, protoze tam je cos(...) = —1. Koteny
2k tedy nejsou jednondsobné.

Mame f"(z) = —cos(m(z+1)"") w2 (¢ +1)"* —sin(...)... . Prvni s¢itanec je v bodech z;, nenulovy a druhy nula, takze

f"(2zk) # 0 a koFeny zj jsou 2-ndsobné.

2. Integrand je sudé funkce, pouzijeme Typ II: I(a,b) = 5 f_ (;Oj_gf)g dx = mRe(ic) = —wIm ¢, kde jsme oznatili
¢ := resy, "% (2% + %) 73

"
Postup A. Cislo ¢ spoéteme pomoci véty 12.1.3, s derivovanim v bodé ib. Je ¢ = % (emz(z+ib)*3) v bodé z = ib, takze

2¢ = [€7%)"[(z +14b) 73]+ 2[e***] [(2 +ib) 73] + [***][(2 +ib) 73] = e~ | —a?(2ib) 73 +2ai(—3)(2ib) ~* 3)(— 4)(2ib)_5)
= e ( — iazéb*‘% — z'al%lf4 z:,l)g 0*5) = —je (%lf3 + a%lf4 + %cﬂr’) = gte (azbz + 3ab + 3)

Odtud I(a,b) = 7(a?b? + 3ab + 3)/(16 b>e).
Postup B. Cislo ¢ spo¢teme uZitim Laurentovy fady se stfedem ib. Pro z = ib + ¢, € € P(0), je

glaz — g—abgiae — o—ab (1 + tag — —5 + . ) dale

(22 4+0%) 72 = (2ibe +£%) 73 = (2ibe) 3(1+ 55) > = g (1+ ) 2w+( )(m)2+...) = ssz(l %ng+) :
Vynasobenim téchto dvou fad najdeme koeficient ¢ u e™ = 1/(z —

c=e %y ( _a® _3a_ i) = —ijgm e (a2b2 +3ab+3)a pak stejny vysledek I(a,b) jako je v A.

3. Jde o integral typu IV. Po substituci z = e, ¢ € R, je J(a,b) = [~ A2 g,

oo et+b
Jmenovatel mé v C kofen ¢ := 7i + Inb a dalsi kofeny mimo pas Im € (0,27). Oznalime-li B := 1—-a € (0,1) a
Q(z) :==1/(z +b) je (viz prednaska) J(a,b) = ﬁ’{;ww)resc Q(e*)eP.
Spoc¢teme reziduum, res, e’(p((?j_)b = e:f}gﬁ? = e"p(B”)fZ‘p(Bln b _ _BripB-1 _ _Brij—a
2 Brip—a _ 2 —a _ —a _
Nakonec upravime J(a,b) = fﬁ’aw&) mHTE = fﬂexp(inm’iexp(wBi) b= = Sin&;w) b= = W(M).
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Test ke zkouSce Uvod do komplexni analyzy, 7.2.2012, verze B
Priklad 1. Pro funkci

m
f(z) =1+sin
z
najdéte vSechny kotfeny a izolované singularity v S. Pro kofeny urcete jejich nésobnost, pro izolované singularity jejich typ.

Priklad 2. Spoctéte integral

°° sin(ar)
I(a,b):/o mdaz, a,b>0.
Priklad 3. Spoctéte integral:

* ptdr
J(a,b):/0 CFEk a€(-1,0), b>0.

Mozné FeSeni.
1.f je holomorfni v Q := C\ {—1}, kde jde o slozeni dvou holomorfnich funkei. Izolované singularity jsou —1 a oc.
linll f neexistuje ani pro z € R, v bodé —1 je podstatna singularita.

lim f = 14sin(0) = 1, v bodé o je odstranitelna singularita, f(oco) := 1.

Kofeny v (2 fesf rovnici sin J7 = —1, f7 = 5* + 2km, 21? = _71 +2k = Lz_l, takze jsou z := —1+ 4192—71 = Z;—f’f,
ke Z.

Méme f’(z) = cos(r/(z 4+ 1)) 7 (2 + 1)~2, prvni &initel je v bodech zj, roven nule, protoze tam je sin(...) = —1. Kofeny
tedy nejsou jednondsobné.

Méame f"(z) = sin(n/(z+1)) 7% (2 +1)"* —cos(...)-.... Prvni séitanec je v bodech z; nenulovy a druhy nula. Kofeny
zr, jsou 2-nasobné.

2. Integrand je sudé funkce, pouzijeme Typ II: I(a,b) = 5 f (;Oj_gﬁ”)o dz = wRe(ic) = —mImec, kde jsme oznaéili

c 1= resy %% (2% 4 b?) 72
!
Postup A. Cislo ¢ spoéteme pomoci véty 12.1.3, s derivovanim v bodé ib. Je ¢ = % (eiaz(z+ib)_2) v bodé z = ib, takze

e =) [(z +1ib) 72 + [e**][(2 + ib) 2] = *“b( (2ib)"2 -2 (Qib)*g’) = e ® (ia% - 28%) =—ie % s (ab + 1)
Odtud I(a,b) = w(ab+ 1)/(4b%e).
Postup B. Cislo ¢ spoéteme uzitim Laurentovy fady se stfedem ib. Pro z = ib+ ¢, ¢ € P(0), je

eler = gabglas — g—ad (1 +iag+ ... ), dale

(22 +b%)72 = (2ibe + %) 7% = (2ibe) (14 55) 2 = WEQ( )s55 + - ) = fﬁo +if +) .
Vynésobenim téchto dvou ¥ad najdeme koeficient ¢ u e = 1/(z — ib):

c=—i e‘“bﬁ (3 + z'a) = —i e‘abﬁ(l + ab), a pak stejny vysledek I(a,b) jako je v A.

3. Jde o integrél typu IV. Po substituci z = e',t € R, je J(a,b) = [7_ e(;:fb)t dt.

Jmenovatel ma v C kofen ¢ := i + Inb a dalsi kofeny mimo pds Im € (0,27). Oznaéime-li B := 14+ a € (0,1) a
Q(z) :==1/(z +b) je (viz prednaska) J(a,b) = ﬁ%rese Q(e*)eP>.

Spoéteme reziduum, res, :;;’((jj_)b = e:;?éi? = eXp(B”)_eZ‘p(BI“ b _ _ BripB-1 _ _ Bripae

Nakonec upravime J(a,b) = 7#7(“2"7731,) eBripe = exp(—ﬂ'Bz)zll ) b = sin(7rB7'r) b = Sinﬁ:ﬁ) .
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Priklad 1. Pro funkci
1 exp(4z) — 1

z3 1 —cosz

flz) =

najdéte vSechny kotfeny a izolované singularity v S. Pro kofeny urcete jejich nésobnost, pro izolované singularity jejich typ.

I _/+o<> dr
" @

Priklad 2. Spoctéte integral

Priklad 3. Pro a > 0 spoctéte integraly

Mozné Feseni.

1. Citatel i jmenovatel jsou celé funkce, f je tedy (po dodefinovan{ limitami) meromorfn{ v C.

Koreny citatele jsou ay, := kwi/2, k € Z a jsou jednondsobné, protoze derivace ¢itatele je 4exp(4z) # 0.

Koteny funkce 1 — cos z ziskdme FeSenim rovnice cosz — 1 = 0, tj. €¥* + e7% — 2 = 0. Pfi oznadeni ¢* = v # 0 fesime
kvadratickou rovnici v> — 2v + 1 = 0, odtud v = 1, takze ¢* = 1, viechny kofeny funkce 1 — cos z tedy jsou b, := 2mn,
n € Z. Bod by = 0 je dvojnisobny koten (Taylorova fada se stiedem v nule je 1 — (1 — 22/2) +...) a diky 27-periodé jsou
ostatni koteny b,, také dvojnasobné.

Funkce f tedy md v bodé nula 3 + 2 — 1 = 4-nasobny pdl, v bodech a; pro k£ # 0 jednonasobné koreny, v
bodech b,, pro n # 0 dvojnasobné pdly.

2. Jde o integral typu I, oznac¢me

1 1
@+ itz —i)t

f(z) =
v bodech +i jsou (n + 1)-ndsobné pdly. Spocteme

res; f :% lim (4™ =
:% (—n—1)(-n—2)(-n—1—n+1)(2) """ =
AT (2n)2n—1)---(n+1)

o n!

_4_” 2n
T2 \n

a tedy
T [(2n
I, = — .
()

3. Jde o integrily typu II. V prvnim z nich je integrandem lich funkce, proto S(a) = 0. Druhy spodteme, je

exp(iz) } 4

C(a) = Re |:27TZ TreS;q m

Reziduum funkce, kterd mé v bodé ia dvojnasobny pél, najdeme derivovanim pomocné holomorfni funkce v bodé ia,

1 [ exp(iz) 1" iexp(iz)(z +ia)® — exp(iz) 2 (= + ia)
U (z+ia)?| (z+ia)* ’
pro z = ia je to

e~ (—4ia® — 4ia) i(a+1)

16 a4 T 4g3en

Odtud
m(a+1)

2 a3 e®

C(a) =



