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Zaklady

DEFINICE (Oznac&

Pro n € N ozna¢ime mnoZzinu n-tic redlnych ¢isel R” a budeme ji nazyvat Euklidovsky prostor. Pro
x=(x1,...,%) ER"ay = (y1,...,¥n) € R"oznatuje x + y = (x1 + y1,-- -, Xn + ¥Yn),
X+ Y =Y Xnyn postupné soucet a skaldrni souin.

PiSeme x2 misto x - x. Pak |x| = v/x2 je velikost prvku a d(x, y) = |(x — y)| je vzdilenost dvou
prvku. Funkce d se oznaCuje metrika a prostor R" se zpravidla uvazuje s metrikou d.

Afinni podprostor dimenze n — 1 v prostoru R" se nazyva nadrovina.

[~

Plati (x - y)? < |x||y| (Cauchy-Schwartzova nerovnost) a |x + y| < |x| + |y| (Minkowského
nerovnost), kterd pfepsanim déva trojuhelnikovou nerovnost pro metriku d.
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Zaklady

ule a sféra

Pro n € N zna¢ime n-rozmérnou kouli B", n-rozmérnou sféru S”, identifikaci protilehlych bodii na S”
ziskdme n-rozmérny projektivni prostor P".
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Zaklady

Ten projektivni prostor je netrividlni i v trividlnim piipadé.
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Zaklady

Ten projektivni prostor je netrividlni i v trividlnim piipadé.

Projektivni rovina je, kdyZ méte jenom polovinu Zemékoule a musi to stacit.
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Zaklady

Ten projektivni prostor je netrividlni i v trividlnim piipadé.

Projektivni rovina je, kdyZ méte jenom polovinu Zemékoule a musi to stacit.
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http://matematika.cuni.cz/dl/topologie/bonusy/htm/projektivni.htm

Mnohostény

DEFINICE (Simplex

Necht body ag, a1, - - -, an v R™ jsou affinné nazévislé (neleZi v jedné (n — 1)-rozmérné nadroving). Pak
konvexni obal

conv{ag, ai,...,an}
bodu ag, a1, . - - , an se nazyva n-rozmérny simplex s vrcholy ag, a1, . - . , an, znaci se
A(ao, a1, .., an) -
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Mnohostény

Pro n = 0 jde o bod, pro n = 1 jde o dsecku, pro n = 2 dostaneme trojihelnik, pro n = 3 dostaneme
Ctyfstén, ...

a as

apy 4 a dy a

Pro pofadek pro n = —1 odpovida prazdné mnoziné.
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Mnohostény

DEFINICE (Dimenze simplex

Cislo n se nazyva dimenze simplexu A, znatime dim A.
Ozna¢me n-rozmérny afinni podprostor R™ obsahujici vrcholy symbolem

H(aovalv' - 7an) )

budeme mu fikat nosny podprostor simplexu.

Hranice simplexu A v romto nosném podprostoru budeme nazyvat hranice simplexu a znacit BdA.

Kazdy bod simplexu je konvexni kombinaci vrcholi ag, a1, . . ., an. Piislusné koeficienty v tomto vyjadieni
nazveme barycentrické soufednice daného bodu. Bod n%rl > aj se nazyva (€zisté simplexu A.

Simplex s n + 1 vrcholy v R™t1 umisténymi na soufadnicovych osach ve vzdalenosti 1 od po¢atku znaime
A",V tomto simplexu barycentrické souradnice odpovidaji kartézskym.
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Mnohostény
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Mnohostény

DEFINICE (Sténa simplexu)

Simplex Ay s k + 1 vrcholy, které jsou zdroverti vrcholy simplexu A s n + 1 vrcholy, se nazyva k-rozmérna
sténa simplexu A (pokud k = n — 1, fikdme ji ploska.
Je-li simplex A’ sténou simplexu A, piSeme A’ < A, pokud nejsou identické, piSeme A’ < A.
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Mnohostény
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Homotopie

Dimenze

Pozorovani

Simplex je omezeny a uzavieny, tedy kompaktni.

Simplex bez jednoho vrcholu je kovexni.
Kazdé dva simplexy téZe dimenze jsou afinn€ izomorfni.
Hranice simplexu je sjednocenim jeho ploSek.

Simplex je disjunktnim sjednocenim geometrickych vnitika vSech svych stén.

2
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Zaklady
Mnohostény
Homotopie
Vnoreni
ariety

Dimenze

DEFINICE (Komplex)
Kone¢nd rodinka /C simplext v R™ se nazyva komplex, pokud
obsahuje vSechny stény svych simplexd,
prunik libovolnych dvou jejich simplexi je jejich spole¢na sténa.
Dimenze dim L = max{dim A, A € K}.
Podkomplex komplexu je jeho podmnozina, kterd je zaroven sama komplexem.
Necht K je komplex a n € N. Rodinka KI”] = {A € K : dim A < n} se nazyvé n-rozmérna kostra
komplexu /C.
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Mnohostény

DEFINICE (Mnohostén)

Necht K je komplex. MnoZinu U{A : A € K} nazyvdme nosny prostor komplexu /X, znaéime |K|.

Nosny prostor komplexu lze pst jako disjunktni sjednoceni || = U{intA : A € K}. Pro kazdy p € K je
takto urcen pravé jeden simplex A € IC, pro ktery p € A. Tento simplex nazyvame nosi¢ bodu p.

Mnozina X C R™, pro kterou existuje komplex /C, pro ktery |KC| = X, se nazyva mnohostén. Pro tento
mnohostén je uvedeny komplex jeho triangulace.
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Mnohostény

DEFINICE (Barycentrické souradnice)

Necht ag, a1, . . . , ax jsou viechny vrcholy komplexu K. Necht bod p € |K| md ve svém nosici

A(as, a7, a13) barycentrické soufadnice (rs, r7, r13). Doplnime je nulami pro indexy rizné od 3,7 a 13 a
dostaneme barycentrické soufadnice (0,0, r3,0,0,0, r7,0,0,0,0,0, 13, . ..,0) bodu p v komplexu K. Pak
Ize psit p = Y rjaj, kde r; jsou nezapornd Cisla, jejichZ soucet je 1.

Komplex, ktery obsahuje pravé simplexy A(ejy, €jy , - - - , €, ) odpovidajici simplexiim A(aj, , ajy , - - -, aj, )
v K ozna&ime K. Ziejmé jde o homeomorfni komplexy (zobrazeni pomoci barycentrickych soufadnic).

a N

apy 4y a, dy a
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Mnohostény

DEFINICE (Hvézda vrcholu)

Pro kazdy vrchol a komplexu K ozna¢ime stara = U{intA : a je vrchol simplexu A € K} a nazveme ji
hvézda vrcholu a v komplexu .
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Mnohostény

DEFINICE (Hvézda vrcholu)

Pro kazdy vrchol a komplexu K ozna¢ime stara = U{intA : a je vrchol simplexu A € K} a nazveme ji
hvézda vrcholu a v komplexu .
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DEFINICE (Barycentrické délent)

Rekneme, Ze komplex K je déleni komplexu /C, pokud |K| = |K’| a kazdy simplex A’ € K/ leZi v jistém
simplexu A € .

Barycentrické déleni X’ komplexu K nazveme rodinku simplexi ve tvaru A(bg, by, . . ., bg), kde by, je
8718t simplexu Ap € Kproh =0,1,...,gad # Ag < A1 < -+ < Aq.

i
N
sy
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Mnohostény

DEFINICE (Simplexni zobrazeni

Simplexy zapisujeme A(ag, a1, - - -, an), pokud se vrcholy neopakuji, pokud to nenf zaruceno, piSeme
A{ag,a1,...,an}.

Zobrazeni mezi komplexy se nazve simplexni zobrazeni, pokud obraz simplexu uréeného mnozinou vrchold
V je simplex ureny obrazy vrcholti z V.
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Mnohostény

Kazdy n-rozmérny komplex je simplexné izomorfni komplexu v R?M+1,
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Mnohostény

Velice uzite¢né tvrzeni.
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Mnohostény

Velice uzite¢né tvrzeni.

Prosté si ty body rozmistime v tom velkém prostoru ukrutné nelinedrné a mame to.
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Mnohostény

DEFINICE (Simplexni aproximace)

Pro simplexni zobrazeni ¢ : X — £ mezi komplexy lze pfirozené definovat (pomoci barycentrickych
soufadnic) indukované zobrazeni |¢| : |[K| — |L].

Je-li ¢ simplexnim izomorfismem, je || homeomorfizmem.

Zobrazeni ¢ : K — L se nazyva simplexni aproximaci zobrazeni f : || — |£| pokud

f(stara) C starp(a).

V tom piipadé je || homotopické s f.
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Mnohostény

Pozorovani

Pro spojité zobrazeni f : |K| — |L£| existuje p € N tak, Ze f md simplexni aproximaci ¢ definovanou na
barycentrickém déleni fadu p komplexu K .
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Mnohostény

TVRZENI (Spernerovo lemma)

Necht se komplex K sklddd ze simplexu A a vSech jeho stén. Nechi K' (barycentrické) déleni komplexu K.
Je-li o : K' — K simplexni zobrazeni, pro které plati a € stary(a) pro kaZdy vrchol a komplexu K', pak
existuje simplex A" € K' tak, Ze p(A") = A.
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Mnohostény

Tuze dilezité lemma.
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Mnohostény

Tuze dilezité lemma.

Zda se, ze na ném zdvisi fada nasledujicich vét.
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Mnohostény

TVRZENI (No-retraction)

Sféra S"—1 neni retraktem koule B".
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Mnohostény

TVRZENI (Brouwer)

Kazdé spojité sobrazeni f uzaviené koule B™ C R do sebe md pevny bod.
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Mnohostény
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Mnohostény

Fundament. ypotéza (Hauptvermutu

Maji kazdé dvé triangulace homeomorfnich mnohosténtd simplexné izomorfni déleni?
Ne (priklad v dimenci 7 z roku 1961).
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Mnohostény

Neuvéritelné.
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Mnohostény

Neuvéritelné.

Uvéritelné to je, ale odporuje to zdravému rozumu.
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Mnohostény

DEFINICE (Euler - Poincaréova charakteristika komplexu)

Charakteristika Necht /C je n-rozm&rny komplex a pro j = 0,1, ..., n necht a; je pocet j-rozmérnych
simplext v K. Cislo 3 (—l)jaj se nazyva Euler - Poincaréova charakteristika komplexu /.
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Mnohostény

Prosté se tady scitaji konecné jablka a hrusky.
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Mnohostény

Prosté se tady scitaji konecné jablka a hrusky.

Koho to asi tak mohlo napadnout ...
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Homotopie

DEFINICE (Homotopie)

Nechf fy a f jsou zpojitd zobrazeni z metrického prostoru X do metrického prostoru Y. Rekneme, e
zobrazeni fy je homotopické zobrazeni f1, pokud existuje spojité zobrazeni H : X x [0,1] — Y (nazyvé se
homotopie), které spliiuje H(x, 0) = fo(x) a H(x, 1) = fi(x) pro kazdé x € X. PiSeme fo = f1 (jde o
ekvivalenci).

[0,1]
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Homotopie

Pozorovani

Spojita zobrazeni do konvexni podmnoziny R” jsou homotopicka.
PoJ p y K7 P
Sféra neni kontraktibilni.
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Homotopie

DEFINICE (Fibrovany prostor)

Necht E, B a W jsou metrické prostory a p je spojité zobrazeni E na B. Systém (E, B, W, p) se nazyvd
fibrace kdy? existuje pokryti { Ut } s 7 prostoru B a rodinka homeomorfismi ¢ : Ur x W — p~1(U¢) pro

t € T splitujicich pp¢(u, w) = uprokazdé u € Us, w € W at € T.Pak E se nazyva fibrovany prostor,
B se nazyva bazovy prostor, W se nazyva fibr.

? TN

Py
o0———©O O O
7 G 8
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Homotopie

Pozorovani

Kartézsky soucin E = B x W jde chdpat jako fibrovany prostor s trividlnim pokrytim B a projekci E
na B v roli p.

Vilcovd plocha Ize psit jako soudin ST x [—1/3, 1/3]. P¥i vhodném rotovani dsecky [—1/3,1/3]
(pracujeme v prostoru R3) ziskime Moebiusovu pasku (mame tedy jeji vyjadient jako fibrovany
prostor).
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Homotopie

DEFINICE (Fundamentalni grupa)

Zvolme v metrickém prostoru X bod xp, budeme mu fikat bazovy bod. Kfivku (spojité zobrazeni intervalu do
X) z bodu xg do xo nazveme smycka. MnoZina takovych smy&ek se oznadi L(X, xg).

Dvé smy&ky z L(X, xo) lze napojovat (piSeme a * b), jde udélat inverznf smy&ka (piSeme a—1), existuje
trividlni smy¢ka (konstantni kfivka). Tfidu homotopickych smy&ek obsahujicich smycku a oznacime |al.
MnoZinu takto vytvorenych tiid ekvivalence oznalime 71 (X, xo). Napojovani smy&ek odpovida pro tfidy
ekvivalence operace ndsobeni («, 3) — «f a takto ziskédvd 71 (X, xo) grupovou strukturu a nazyva se
fundamentélni grupa. U obloukové& souvislych prostort grupa nezavisi na volb& bodu a pise se 71 (X)
Homeomorfni prostory maji izomorfni fundamentalni grupy.
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Homotopie

17. Euklidovské prostory



Zaklady
Mnohostény
Homotopie

Vnoreni

Dimenze

Pozorovani

Fundamentdln{ grupa kruZnice odpovida celym &isléim, 71 (S*) = Z. Fundamentalni grupa sféry S™ je
trivialni pro m > 1.

Fundamentalni grupa kontraktibilniho prostoru je trivialni.

Fundamentélni grupa kartézského soucinu prostort je rovna direktnimu souéinu prislusnych
fundamentélnich grup.

A Fundamentalni grupa pro torus ST x S? je rovna Z x Z (je komutativni a ma dva generatory).

Fundamentélni grupa mnohosténu mé kone¢né mnoho generatort a vztahg.
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Homotopie

TVRZENI (Van Kampen (1933))

Je-li mnohostén X sjednocenim dvou souvislych mnohosténit X1 a Xz s jednoduse souvislym prinikem Xo,
pak je fundamentdlni grupa 71 (X, xo) pro xo € Xo volnym soucinem grup 71 (X1, x0) a 1 (X2, x0)-
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Vnoreni

DEFINICE (Esenci

Spojité zobrazeni f : X — S™~1 se nazyva esencidlni, pokud neni homotopické s konstantnim zobrazenfm.
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Vnoreni

TVRZENI (Borsuk)

Necht X je topologicky prostor.

Veta (Borsuk) Necht X C R™ je kompakini a y € R™ \ X. Zobrazeni py : X — S™~1 definované
vzorcem py(x) = (x — y)/|x — y| neni esencidlni pravé kdyz y lezi v neomezené komponenté R™ \ X.

Vlastni kompakmi podmnozina sféry S™ ji rozdéluje pravé kdyz existuje esencidlni zobrazeni
f:X—Sm-t
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Vnoreni
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Vnoreni

TVRZENI (Jordanova véta)

Jednoduchd uzaviend kiivka v roviné R? ji rozdéluje.
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Vnoreni

DEFINICE (Ekvivalentni

Rekneme, 7e mnoziny A, B C R™ jsou ekvivalentné vnofené, pokud existuje homeomorfismus
h:R™ — R™ tak, Ze h(A) = B.
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Vnoreni

TVRZENI (Schoenflies)

Kazdé dvé jednoduse uzavriené kiivky v roviné jsou ekvivalentné vnorené.

KaZdé dva oblouky v roviné jsou ekvivalentné vnorené.
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Vnoreni

Divoka kruznice

Existuje divokd kruZnice (zauzlovand jednoduchd uzaviend kiivka v prostoru)
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Vnoreni

Divoka kruznice

Existuje divokd kruZnice (zauzlovand jednoduchd uzaviend kiivka v prostoru)

+(

Animace je .
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Vnoreni

Divoky oblouk v prostoru (Fox a Artin 1948)

Existuje divoky oblouk v prostoru.

©©®©
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Vnoreni

Divoka sféra v prostoru

Existuje divoka sféra v prostoru. MnoZina T je homeomorfni se sférou S2, ale neomezend komponenta
R3\ T neni jednoduse souvisl4.
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Vnoreni

Provrtana koule v prostoru

Existuje divokd sféra v prostoru. MnoZina T je homeomorfnf se sférou S2, ale omezend komponenta R3 \ T
neni jednoduse souvisla.

Tak to délaji
divoci kralici.
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Vnoreni

Divoky fetizek (Antoine 1921)

Necht A; je anuloid. A> C Aj je kruhovity fetizek tvofeny Etyfmi Elanky ve tvaru anuloidu. Podobnou
néhradu anuloidu fetizkem provedeme v kazdém &lanku A2 a ziskdme As. Pokracujeme do nekoneéna a
prunik mnozin A, ozna¢ime A a budeme nazyvat nahrdelnik.

A je homeomorfni Cantorové mnoZing ale nejsou ekvivalentn& vnorené do prostoru, doplnék R3 \ A neni
jednoduse souvisly.
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Mnoh
Homotopie

=

Rohatd koule (Alexandr 1924). | Obrézek zde |

Cantorova mnozina. .

Sierpinskeho koberecek (vynechame ten Ctverecek, ktery se nedotyka hrany). .
Mengerova houba (vynechame ty krychlicky, které se nedotykaji hrany). .
Cantorova funkce. .

Peanova kfivka. (Vzory u Peanovy kfivky jsou nejvyse ctyfbodové.) .

Jezero Wada. | Obrézek zde | Vzniknou 3 oteviené souvislé mnoZiny v roviné, které maji spolecnou
hranici. (a pak ta hranice je nerozlozitelna nebo je sjednocenim dvou nerozlozitelnych kontinui).

Podkova (Knaster 1922). | Obrazek zde |. Jde o nerozlozitelny prostor.

[~ [ o I -~ R ol |
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Variety

DEFINICE (Varieta)

Necht je X kompaktni metricky prostor a m € N. Rekneme, 7 X je m-dimensionalni varieta, pokud m4
kazdy bod x € X mnoZinu U homeomorfni s uzavienou kouli B™ v R™ a x € intU. Cislo m je dimenze
variety.

Mnozinu bodu x € X, pro které existuje U homeomorfni s otevienou kouli B, a x € int U, oznacime vnitiek
variety, zbyvajici body tvofi hranici variety. Varieta s prdzdnou hranici se nazyva varieta bez hranice.
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Variety

Pozorovani

Necht X je souvisld varieta. Pro kaZzdou dvojici bodd x, y € X existuje homeomorfismus h : X — X
tak, Ze h(x) = y.
Varieta bez hranice neni homeomorfni své vlastni podmnozing.

Necht komplex K je triangulaci variety X. Pak maji stejnou dimenzi.
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Variety

DEFINICE (Orientace simplexu)

Simplex s danym uspotrddanim vrchold se nazyva usporadany simplex. Dva uspofadané simplexy odpovidajici
stejnému neusporddanemu simplexu maji souhlasnou (opac¢nou) orientaci, pokud uspofadéani vrchold jednoho
ptevedeme na uporddani vrcholi druhého sudou (lichou) permutaci.

Podle této ekvivalence ziskame tfidy ekvivalence, které budeme nazyvat orientace simplexu, jsou tedy dvé,
nazyvame je opacné. Simplex s danou orientaci budeme nazyvat orientovany simplex.

Neorientovany simplex zna¢ime A(ay, . . ., an), orientovany simplex s poradim vrchold as, . . ., a, znaéime
Alay, ..., an].

Pokud pfifadime v komplexu KC, ktery je triangulaci variety X, kazdému simplexu orientaci tak, Ze dva
simplexy se dotykaji simplexem s opacnou orientaci, fikdme, Ze jsme ziskali orientaci variety s triangulaci /C.
Pokud ma triangulovana varieta alespori jednu orientaci, fikdme ji orientovatelna varieta.
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Homotopie
Vno
Va

Dimenze

DEFINICE (ldentifikace)

Uvazujme relaci ekvivalence R na komplexu /C, kterd identifikuje nékteré dvojice simplexu stejné dimenze
tak, Ze pfifadi navzdjem jejich vrcholy v daném poradi (budeme ji fikat simplexni ekvivalence). Podle této
ekvivalence provedeme identifikaci odpovidajicich simplext a vznikly komplex oznacime KC/R.
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Variety

DEFINICE (Lepeni)

Rikdme, Ze jsme k sobg prilepili n&které stény komplexu a této operaci budeme ¥ikat lepen.

Podobné mtiZeme lepit i strany ¢tverce a ziskdme anuloid ¢i Moebiusovu pasku, Kleinovu ldhev ¢i projektivn{
rovinu.

Obecnéji lze lepit dvé variety podél jejich hranic. Napiiklad slepenim dvou kruhi ziskdme sféru. Slepenim
dvou mezikruZi 1ze ziskat anuloid.

Operaci opacnou k lepeni nazveme fezdni.

17. Euklidovské prostory



Variety

DEFINICE (Lepeni)

Rikdme, Ze jsme k sobg prilepili n&které stény komplexu a této operaci budeme ¥ikat lepen.

Podobné mtiZeme lepit i strany ¢tverce a ziskdme anuloid ¢i Moebiusovu pasku, Kleinovu ldhev ¢i projektivn{
rovinu.

Obecnéji lze lepit dvé variety podél jejich hranic. Napiiklad slepenim dvou kruhi ziskdme sféru. Slepenim
dvou mezikruZi 1ze ziskat anuloid.

Operaci opacnou k lepeni nazveme fezdni.

17. Euklidovské prostory



Variety
Dimenze

TVRZENI (Klasifikace

Pro kaZdou souvislou dvourozmérnou varietu bez hranice s triangulaci K existuje komplex £ homeomorfni s
kruhem B? a simplexni ekvivalence R na hranici Bd|L| tak, Ze komplex L/ R je simplexné izomorfni
komplexu K.

PFitom popis lepeni BA|L| Ize psdt v jednom z ndsledujicich tvarii

aa~ ! sféra S?
—1 2

a1 by a;lbflaz ba a;lb2 ...akby a;lb,:l sféra S? s piilepenymi dr¥dcky ve tvaru anuloidu

aijaiazaz...agay sféra 5?2 s prilepenymi drZdacky ve tvaru Moebiusovy pdsky
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Dimenze

TVRZENI (Fundamental

dim R™ = indR™ = m.
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Dimenze

TVRZENI (Dimenze)

Oznacme N,’f podmnoZinu téch prvkit R™, které maji nejvyse n souradnic raciondlnich (Noebeling).
indN™ = n
Kazdd podmnozina C C R™ bez vnitinich bodii je homeomorfni podmnoZiné NJ7'_ .
Podmnozina R™ md dimenzi m prdvé kdyZ md neprdzdny vnitiek v R™.
Pokud md mnozina C C R™ dimenzi indC < m — 2, pak neroztind R™.

KaZdy separabilni metricky prostor X spliiujici dim X < n je homeomorfni s podmnoZinou X' prostoru
121 pavie X! c N2nt+1
5 <

A Induktivni dimenze R™, 1™, S™ a kazdé m-dimenziondini variety je rovna m.
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