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18. Pevny bod



Teorie pevného bodu je oblast, kde se sbihaji ruzné obory matematiky, pfevazné topologie,
algebra a funkciondlni analyza. Je to velmi dulezitd oblast pro aplikace, protoze dava exis-
tence feSeni rovnic, nékdy i ndvody jak feSeni najit nebo jak jej ziskat numericky, s urcitou
presnosti.
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My se v této kapitole omezime na dvé véty o pevném bod¢, a to na Banachovu vétu a na
Brouwerovu vétu. Uvedeme i jejich modifikace a zobecnéni.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.

Vlastnost pevného bodu
Retrakty

Nasledujici definice je zformulovéna bez jakychkoli predpokladi na zobrazeni a jeho de-
finiéni obor. Je zfejmé, ze bez dodatecnych piedpokladii nelze existenci pevnych bodu
dokdzat (az na zcela trivialni piipad). VétSinou bude nutnd spojitost (a tedy defini¢ni obor
musi byt topologicky prostor) a pridavaji se dalsi podminky.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

DEFINICE

Rekneme, Ze zobrazeni f : X — X md pevny bod x € X, jestlize f(x) = x.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Nékdo namitne, Ze Casto mdme jiny problém, napf. hleddme kofen polynomu P(x) nebo
n&jaké rovnice F(x) = 0, nebo jesté obecné&ji hleddme feSeni rovnice F(x) = y, kde F :
X — X ay jedany prvek z X.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Tyto pripady lze vSak na pevny bod prevést. Napr. kofen xg uvedeného polynomu je pevny
bod polynomu x+ P(x) (nebo x— P(x)), feSeni xg rovnice F(x) = y je pevny bod zobrazeni
F(x) + x — y (nebo x — F(x) — y) — je zfejmé, Ze v poslednim piipadé potiebujeme, aby
defini¢ni obor zobrazeni F : X — X byla aspon komutativni grupa.

C

7\

\

18. Pevny bod



Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Zcela idedlni je ptipad, kdy o mnoziné X vime, ze kazdé zobrazeni f : X — X z jisté tiidy
zobrazeni ma pevny bod. Zacneme s obecnym topologickym prostorem X a se spojitymi
zobrazenimi f. Je mozné brat uniformni prostory a stejnomérné spojitd zobrazeni, metrické
prostory a kontrakce, atd.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

DEFINICE

Rekneme, Ze topologicky prostor X ma vlastnost pevného bodu, jestlize kazdé spojité zobrazeni f : X — X
ma pevny bod.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

V literatuie se vlastnost pevného bodu ¢asto zkracuje na FPP (fixed point property).
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Je ziejmé, Ze jednobodovy prostor md vlastnost pevného bodu, Ze aspori dvoubodovy
diskrétni, indiskrétni nebo hruby Ty -prostor nema vlastnost pevného bodu. Euklidovsky pro-
stor R” a sféra S nemad vlastnost pevného bodu pro n > 0.

Nasledujici tvrzeni je ziejmé.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Pozorovani

Prostor, ktery ma vlastnost pevného bodu je souvisly.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

@ Snadno si uvédomite, Ze viastnost pevného bodu je topologicka vlastnost. Pfi dikazu tohoto
i tvrzeni vSak pouZijete jen ¢ast definice homeomorfizmu. Vyjadiime nyni pouZitou ¢ast této
definice jinym pojmem.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.

Vlastnost pevného bodu
Retrakty

DEFINICE (Retrakt)

Topologicky prostor X se nazyva retraktem topologického prostoru Y, jestlize existuji spojitd zobrazeni
r: Y — X,s: X — Y takovd, Ze r o s = 1x. Zobrazeni r se nazyva retrakce a zobrazeni s sekce.
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Prostory maj Pevny bod zobrazeni.
Vlastnost pevného bodu

Retrakty

Pozorovani

Nechi r : Y — X, s : X — Y jsou vzdjemné retrakce a sekce.
Retrakce je kvocientové zobrazeni, sekce je vnoreni.

X je retraktem Y pravé kdyz X je homeomorfni podprostoru X’ C Y, pro ktery existuje spojité
zobrazeni r’ : Y — X' identické na X’. (Podprostor X’ se pak nékdy nazyva vlastni retrakt Y'.)

Vlastni retrakt Hausdorffova prostoru je jeho uzavienou podmnozinou.

SlozZenti retraket je retrakce.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Banachova véta o pevném bodé Vlastnost pevného bodu

Brouwerova véta Retrakty

V neprazdném soucinu prostort je kazdy soufadnicovy prostor retraktem soucinu (retrakce je
projekce). Kruh v roviné je retraktem roviny. Bod je retraktem kazdého vétSiho prostoru.
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Banachova véta o p Vlastnost pevného bodu

Brouwerov Retrakty

TVRZENI (Retrakce zachovava FPP)

Retrakt prostoru majict vlastnost pevného bodu md téz viastnost pevného bodu.

» Dukaz
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Prostory majici vlastnost pevného bodu Pevny bod zobrazeni.
Banachova véta o pevném bodé Vlastnost pevného bodu

Brouwerova véta Retrakty

Predchozi tvrzeni se jesté dd zobecnit — viz Otazky.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

Zacneme s jednoduchou, ale velmi vyznamnou vétou o pevném bodé. Nenajdeme sice prostor
s vlastnosti pevného bodu pro spojité funkce, ale pro tzv. kontrakce.
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Banachova véta o pevném bodé Zakladni veta

Modifikace a diisledky Banachovy véty

DEFINICE (Kontrakce)

Necht (X, d), (Y, e) jsou metrické prostory. Zobrazeni f : X — Y se nazyvd lipschitzovské, jestlize
existuje ¢islo k € R tak, ze

e(f(x), f(x")) < kd(x,x") pro kazdé x, x" € X .

Lipschitzovské zobrazeni s konstantou k se nazyva kontrakce, je-li k < 1, a neexpanzivni, je-li k < 1.
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Banachova véta o pevném bodé Zakladni veta

Modifikace a diisledky Banachovy véty

Je jednoduché ukazat, Ze kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité a Ze opak
neplati ani na kompaktnim intervalu v R. Vice o lipschitzovskych funkcich v Otazkach.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

TVRZENI (Banachova véta o pevném bodg)

Je-li X iiplny metricky prostor, md kaZdd kontrakce X — X jediny pevny bod.

» Dukaz
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Prostory majici vlastnost pevného bodu
Banachova véta o pevném bodé
Brouwerova véta

Zakladni véta

Modifikace a diisledky Banachovy véty

Z uvedeného dikazu plyne snadno nasledujici odhad pfesnosti aproximace feseni.
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Prostory majici vlastnost pe: ho bodu
Banachova véta o pevném bodé

Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Brouwerova véta

‘ Z uvedeného dikazu plyne snadno nasledujici odhad pfesnosti aproximace feseni. ‘

DUSLEDEK (Odhad pfesnosti)

Necht (X, d) je uplny metricky prostor a kontrakce f : X — X md konstantu k < 1. Je-li xo pevny bod

zobrazeni f, xy libovolny bod X a xn = f"(x1), plati d(xn,x0) < %d(yl, y2).
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story majici vlastnost pevného bodu
Banachova véta o pevném bodé

Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Brouwerova véta

=/ Uvédomte si, Ze vSe na této strance zdvisi na dané metrice. Zménou metriky na topologicky
ekvivalentni metriku se muze ztratit jak dplnost tak vlastnost kontrakce daného zobrazeni.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

Banachova véta o pevném bodé ma mnoho riznych modifikaci a zobecnéni. Hodné z nich je
uvadéna pro Banachovy prostory. My se omezime na euklidovské prostory.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

Banachova véta o pevném bodé ma mnoho riznych modifikaci a zobecnéni. Hodné z nich je
uvadéna pro Banachovy prostory. My se omezime na euklidovské prostory.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni imituje dikaz Banachovy véty.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

TVRZENI (Banachova véta pro obecnéjsi kontrakce)

Necht (X, d) je uplny metricky prostor a neklesajici zprava spojitd funkce h : [0, c0) — [0, 00) md viastnost
h(r) < r pro kazdé r > 0. JestliZe pro f : X — X plati d(f(x), f(x")) < h(d(x,x")) pro kaZdé
x,x" € X, pak f md jediny pevny bod.

18. Pevny bod



~ L - Zakladni vét
Banachova véta o pevném bodé Siect veta

Modifikace a diisledky Banachovy véty

Jiny typ zobecnéni nepfedpoklada, ze f(X) C X — pak ov§em se musi pfidat jind podminka.
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Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Banachova véta o pevném bodé

Jiny typ zobecnéni nepfedpoklada, ze f(X) C X — pak ov§em se musi pfidat jind podminka.

TVRZENI (Banachova véta pro neautomorfizmy)

Necht B je n-dimenziondlIni koule v R" se stredem 0 a S je jeji hranice. KaZdd kontrakce f : B — R" s
viastnosti f(S) C B md pevny bod.

» Dukaz
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/ majici vlastnost pevného bodu
Banachova véta o pevném bodé

Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Brouwerova véta

Nasledujici dusledek je velmi vyznamny. V nésledujici ¢asti ukazeme, ze predpoklad kon-
trakce je mozné vynechat.

18. Pevny bod



Prostory majici \ nost pe > bodu
Banachova véta o pevném bodé
a

Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Brou

DUSLEDEK (Antipodalni véta)

Necht B je n-dimenziondini koule v R" se stredem 0 a S je jeji hranice. Je-li f : B — R" kontrakce, kterd je
lichd na S, md f pevny bod.

—d
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ostory majici vlastnost pevného bodu
Banachova véta o pevném bodé

Zakladni véta
Modifikace a diisledky Banachovy véty

Brouwerova véta

Neékteré dalsi véty blizké Banachové vété jsou uvedeny v Otazkéch.
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Spernerovo lemma
Brouwerova véta o pevném b

Brouwerova véta

vena i jinymi matematiky). Existuje mnoho dukazl, napf. pomoci véty o substituci ve
vicerozmérném integralu, pomoci Greenovy véty o vztahu kiivkového a dvojného integrélu,
pomoci homologickych grup, atd. Tyto dikazy jsou elegantni, ale pouzivaji hlubsi znalosti z
jinych obort.
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Spernerovo lemma
Brouwerova véta o pevném bodé

Brouwerova véta

D) vena i jinymi matematiky). Existuje mnoho dukazl, napf. pomoci véty o substituci ve
o vicerozmérném integralu, pomoci Greenovy véty o vztahu kiivkového a dvojného integrélu,
pomoci homologickych grup, atd. Tyto dikazy jsou elegantni, ale pouzivaji hlubsi znalosti z
jinych obort.

My zde uvedeme elementérni diikaz zalozeny na jednom kombinatorickém tvrzenti, tzv. Sper-
nerovu lemmatu (vysvétleni pouzitych pojmu najdete v Poznamkach).
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Spernerovo lemma
Brouwerova véta o pevném b

Brouwerova véta

TVRZENI (Spernerovo lemma)

Necht S je simplex a S je jeho rozdélent. Je-li F zobrazeni S — S, které vrcholu z S pFirazuje vrchol jeho
nosic¢e v S, existuje simplex S' € S, ktery se zobrazi na S.

» Dukaz
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Spernerovo lemma

. Brouwerova véta o pevném bodé
Brouwerova véta

Pokud je S napf. trojuhelnik s vrcholy a1, az, a3 a pfifadime kazdému vrcholu v z S index
néjakého vrcholu nosice v, pak v S existuje trojihelnik, ktery ma prifazend ¢isla 1,2,3.
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Spernerovo lemma

. Brouwerova véta o pevném bodé
Brouwerova véta

Nasledujici tvrzeni je velmi dilezity nastroj v mnoha oborech matematiky. Zde ho dokazeme
pomoci Spernerova lemmatu.
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Spernerovo lemma
Brouwerova véta o pevném b

Brouwerova véta

TVRZENI (Véta Ljusternika a Soboleva — slabsi tvar)

n+1

Necht v n-dimenziondlnim simplexu S s vrcholy ax, ..., ant1 je ddno n + 1 uzavienych mnozin {Fi}{] tak,
Ze kazdd strana simplexu, urcend vrcholy ay,, ..., A Je obsaZena ve sjednocent Fi; U ... U ij. Potom je
N{Fi;i=1...n+1} #£0.

» Dukaz
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/ majici vlastnost pevného bodu

Banachova véta o pevném bodé

Spernerovo lemma

o Brouwerova véta o pevném bodé
Brouwerova véta

DUSLEDEK

Neexistuje liché spojité zobrazeni S — S"~1.

Pro kaZdé spojité zobrazeni f : S" — R" existuje x tak, Ze f(x) = f(—x).
Pro n # m nejsou prostory R™ a R™ homeomorfni.
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Spernerovo lemma

Brouwerova véta o pevném bodé

Brouwerova véta

TVRZENI (Brouwerova véta o pevném bod¢)

Kazdd uzaviend koule v euklidovském prostoru md vlastnost pevného bodu.

» Dukaz
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Spernerovo lemma

. Brouwerova véta o pevném bodé
Brouwerova véta

Uvédomme si, ze Banachova véta plati pro mnohem obecnéjsi prostory nez Brouwerova
véta, ale jen pro specidlni zobrazeni. Brouwerova véta plati pro specidlnéjsi prostory, ale
pro jakakoli spojita zobrazeni.
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Spernerovo lemma
Brouwerova véta o pevném bodé

Brouwerova véta

DUSLEDEK

KaZdy retrakt uzaviené koule v euklidovském prostoru md vlastnost pevného bodu (specidlné tedy
kaZzdd kompaktni konvexni podmnozina R").

Sféra S"—* jako hranice n-dimenziondlni koule nent jejim retraktem.

Necht B je n-dimenziondini koule v R" se stredem 0 a S je jeji hranice. Kazdé spojité zobrazeni
f : B — R" svlastnosti f(S) C B md pevny bod.
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