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Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Teorie pevného bodu je oblast, kde se sbı́hajı́ různé obory matematiky, převážně topologie,
algebra a funkcionálnı́ analýza. Je to velmi důležitá oblast pro aplikace, protože dává exis-
tence řešenı́ rovnic, někdy i návody jak řešenı́ najı́t nebo jak jej zı́skat numericky, s určitou
přesnostı́.

My se v této kapitole omezı́me na dvě věty o pevném bodě, a to na Banachovu větu a na
Brouwerovu větu. Uvedeme i jejich modifikace a zobecněnı́.

⇒⇒⇒

18. Pevný bod



Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta
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Pevný bod zobrazení.
Vlastnost pevného bodu
Retrakty

Následujı́cı́ definice je zformulována bez jakýchkoli předpokladů na zobrazenı́ a jeho de-
finičnı́ obor. Je zřejmé, že bez dodatečných předpokladů nelze existenci pevných bodů
dokázat (až na zcela triviálnı́ přı́pad). Většinou bude nutná spojitost (a tedy definičnı́ obor
musı́ být topologický prostor) a přidávajı́ se dalšı́ podmı́nky.

DEFINICE
Řekneme, že zobrazenı́ f : X → X má pevný bod x ∈ X , jestliže f (x) = x .

Někdo namı́tne, že často máme jiný problém, např. hledáme kořen polynomu P(x) nebo
nějaké rovnice F (x) = 0, nebo ještě obecněji hledáme řešenı́ rovnice F (x) = y , kde F :
X → X a y je daný prvek z X .

Tyto přı́pady lze však na pevný bod převést. Např. kořen x0 uvedeného polynomu je pevný
bod polynomu x+P(x) (nebo x−P(x)), řešenı́ x0 rovnice F (x) = y je pevný bod zobrazenı́
F (x) + x − y (nebo x − F (x) − y ) – je zřejmé, že v poslednı́m přı́padě potřebujeme, aby
definičnı́ obor zobrazenı́ F : X → X byla aspoň komutativnı́ grupa.

18. Pevný bod



Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Pevný bod zobrazení.
Vlastnost pevného bodu
Retrakty

DEFINICE
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Zcela ideálnı́ je přı́pad, kdy o množině X vı́me, že každé zobrazenı́ f : X → X z jisté třı́dy
zobrazenı́ má pevný bod. Začneme s obecným topologickým prostorem X a se spojitými
zobrazenı́mi f . Je možné brát uniformnı́ prostory a stejnoměrně spojitá zobrazenı́, metrické
prostory a kontrakce, atd.

DEFINICE
Řekneme, že topologický prostor X má vlastnost pevného bodu, jestliže každé spojité zobrazenı́ f : X → X
má pevný bod.

V literatuře se vlastnost pevného bodu často zkracuje na FPP (fixed point property).

Pozorování
Prostor, který má vlastnost pevného bodu je souvislý.
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Je zřejmé, že jednobodový prostor má vlastnost pevného bodu, že aspoň dvoubodový
diskrétnı́, indiskrétnı́ nebo hrubý T1-prostor nemá vlastnost pevného bodu. Euklidovský pro-
stor Rn a sféra Sn nemá vlastnost pevného bodu pro n > 0.
Následujı́cı́ tvrzenı́ je zřejmé.

Pozorování
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Snadno si uvědomı́te, že vlastnost pevného bodu je topologická vlastnost. Při důkazu tohoto
tvrzenı́ však použijete jen část definice homeomorfizmu. Vyjádřı́me nynı́ použitou část této
definice jiným pojmem.

DEFINICE (Retrakt)

Topologický prostor X se nazývá retraktem topologického prostoru Y , jestliže existujı́ spojitá zobrazenı́
r : Y → X , s : X → Y taková, že r ◦ s = 1X . Zobrazenı́ r se nazývá retrakce a zobrazenı́ s sekce.

Pozorování
Necht’ r : Y → X , s : X → Y jsou vzájemné retrakce a sekce.

1 Retrakce je kvocientové zobrazenı́, sekce je vnořenı́.

2 X je retraktem Y právě když X je homeomorfnı́ podprostoru X ′ ⊂ Y , pro který existuje spojité
zobrazenı́ r ′ : Y → X ′ identické na X ′. (Podprostor X ′ se pak někdy nazývá vlastnı́ retrakt Y .)

3 Vlastnı́ retrakt Hausdorffova prostoru je jeho uzavřenou podmnožinou.

4 Složenı́ retrakcı́ je retrakce.

TVRZENÍ (Retrakce zachovává FPP)

Retrakt prostoru majı́cı́ vlastnost pevného bodu má též vlastnost pevného bodu.

Dukaz
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Dukaz

18. Pevný bod



Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Pevný bod zobrazení.
Vlastnost pevného bodu
Retrakty

DEFINICE (Retrakt)
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4 Složenı́ retrakcı́ je retrakce.
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TVRZENÍ (Retrakce zachovává FPP)
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Předchozı́ tvrzenı́ se ještě dá zobecnit – viz Otázky.
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Základní věta
Modifikace a důsledky Banachovy věty

Začneme s jednoduchou, ale velmi významnou větou o pevném bodě. Nenajdeme sice prostor
s vlastnostı́ pevného bodu pro spojité funkce, ale pro tzv. kontrakce.

DEFINICE (Kontrakce)

Necht’ (X , d), (Y , e) jsou metrické prostory. Zobrazenı́ f : X → Y se nazývá lipschitzovské, jestliže
existuje čı́slo k ∈ R tak, že

e(f (x), f (x ′)) ≤ kd(x , x ′) pro každé x , x ′ ∈ X .

Lipschitzovské zobrazenı́ s konstantou k se nazývá kontrakce, je-li k < 1, a neexpanzivnı́, je-li k ≤ 1.

TVRZENÍ (Banachova věta o pevném bodě)

Je-li X úplný metrický prostor, má každá kontrakce X → X jediný pevný bod.

Dukaz

DŮSLEDEK (Odhad přesnosti)

Necht’ (X , d) je úplný metrický prostor a kontrakce f : X → X má konstantu k < 1. Je-li x0 pevný bod
zobrazenı́ f , x1 libovolný bod X a xn = f n(x1), platı́ d(xn, x0) ≤ kn

1−k d(y1, y2) .
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Uvědomte si, že vše na této stránce závisı́ na dané metrice. Změnou metriky na topologicky
ekvivalentnı́ metriku se může ztratit jak úplnost tak vlastnost kontrakce daného zobrazenı́.
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Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Základní věta
Modifikace a důsledky Banachovy věty

Banachova věta o pevném bodě má mnoho různých modifikacı́ a zobecněnı́. Hodně z nich je
uváděna pro Banachovy prostory. My se omezı́me na euklidovské prostory.

TVRZENÍ (Banachova věta pro obecnějšı́ kontrakce)

Necht’ (X , d) je úplný metrický prostor a neklesajı́cı́ zprava spojitá funkce h : [0,∞)→ [0,∞) má vlastnost
h(r) < r pro každé r > 0. Jestliže pro f : X → X platı́ d(f (x), f (x ′)) ≤ h

(
d(x , x ′)

)
pro každé

x , x ′ ∈ X , pak f má jediný pevný bod.

TVRZENÍ (Banachova věta pro neautomorfizmy)

Necht’ B je n-dimenzionálnı́ koule v Rn se středem 0 a S je jejı́ hranice. Každá kontrakce f : B → Rn s
vlastnostı́ f (S) ⊂ B má pevný bod.

Dukaz

DŮSLEDEK (Antipodální věta)

Necht’ B je n-dimenzionálnı́ koule v Rn se středem 0 a S je jejı́ hranice. Je-li f : B → Rn kontrakce, která je
lichá na S , má f pevný bod.

Některé dalšı́ věty blı́zké Banachově větě jsou uvedeny v Otázkách.

⇒⇒⇒
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Dukaz
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⇒⇒⇒

18. Pevný bod



Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Základní věta
Modifikace a důsledky Banachovy věty
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x , x ′ ∈ X , pak f má jediný pevný bod.
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Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Spernerovo lemma
Brouwerova věta o pevném bodě

Jednou z nejdůležitějšı́ch vět o pevném bodě je tzv. Brouwerova věta (ale byla obje-
vena i jinými matematiky). Existuje mnoho důkazů, např. pomocı́ věty o substituci ve
vı́cerozměrném integrálu, pomocı́ Greenovy věty o vztahu křivkového a dvojného integrálu,
pomocı́ homologických grup, atd. Tyto důkazy jsou elegantnı́, ale použı́vajı́ hlubšı́ znalosti z
jiných oborů.

TVRZENÍ (Spernerovo lemma)

Necht’ S je simplex a S je jeho rozdělenı́. Je-li F zobrazenı́ S → S , které vrcholu z S přiřazuje vrchol jeho
nosiče v S , existuje simplex S ′ ∈ S, který se zobrazı́ na S .

Dukaz

TVRZENÍ (Věta Ljusternika a Soboleva – slabšı́ tvar)

Necht’ v n-dimenzionálnı́m simplexu S s vrcholy a1, ..., an+1 je dáno n + 1 uzavřených množin {Fi}n+1
i=1 tak,

že každá strana simplexu, určená vrcholy ak1 , ..., akj , je obsažena ve sjednocenı́ Fk1 ∪ ... ∪ Fkj . Potom je⋂
{Fi ; i = 1...n + 1} 6= ∅.

Dukaz

DŮSLEDEK

1 Neexistuje liché spojité zobrazenı́ Sn → Sn−1.

2 Pro každé spojité zobrazenı́ f : Sn → Rn existuje x tak, že f (x) = f (−x).

3 Pro n 6= m nejsou prostory Rn a Rm homeomorfnı́.18. Pevný bod
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Necht’ v n-dimenzionálnı́m simplexu S s vrcholy a1, ..., an+1 je dáno n + 1 uzavřených množin {Fi}n+1
i=1 tak,

že každá strana simplexu, určená vrcholy ak1 , ..., akj , je obsažena ve sjednocenı́ Fk1 ∪ ... ∪ Fkj . Potom je⋂
{Fi ; i = 1...n + 1} 6= ∅.

Dukaz

DŮSLEDEK

1 Neexistuje liché spojité zobrazenı́ Sn → Sn−1.

2 Pro každé spojité zobrazenı́ f : Sn → Rn existuje x tak, že f (x) = f (−x).

3 Pro n 6= m nejsou prostory Rn a Rm homeomorfnı́.
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Dukaz
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2 Pro každé spojité zobrazenı́ f : Sn → Rn existuje x tak, že f (x) = f (−x).

3 Pro n 6= m nejsou prostory Rn a Rm homeomorfnı́.

18. Pevný bod



Prostory mající vlastnost pevného bodu
Banachova věta o pevném bodě

Brouwerova věta

Spernerovo lemma
Brouwerova věta o pevném bodě
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{Fi ; i = 1...n + 1} 6= ∅.

Dukaz
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TVRZENÍ (Brouwerova věta o pevném bodě)

Každá uzavřená koule v euklidovském prostoru má vlastnost pevného bodu.

Dukaz

DŮSLEDEK

1 Každý retrakt uzavřené koule v euklidovském prostoru má vlastnost pevného bodu (speciálně tedy
každá kompaktnı́ konvexnı́ podmnožina Rn).

2 Sféra Sn−1 jako hranice n-dimenzionálnı́ koule nenı́ jejı́m retraktem.

3 Necht’ B je n-dimenzionálnı́ koule v Rn se středem 0 a S je jejı́ hranice. Každé spojité zobrazenı́
f : B → Rn s vlastnostı́ f (S) ⊂ B má pevný bod.
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