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18. Poznamky



Simplexy Simplexy

Rozdéleni simplexu

Uvedeme nékteré zdkladni pojmy z ¢ésti topologie dfive nazyvané kombinatorickd topologie.
Tento nazev 1épe vystihuje tu ¢ast dnesni algebraické topologie, kterou budeme pouZzivat.
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Simplexy

Simplexy

Rozdéleni simplexu

Pripomerime, Ze kone¢na podmnozina euklidovského prostoru se nazyva afinné nezavisla,
jestlize neni ¢asti linedrniho obalu Zadné své vlastni podmnoziny. Ma-li mnoZzina 3 body,
nesmi lezet vSechny na jedné piimce, ma-li 4 body, nesmi vSechny lezet v jedné roving, atd.




Simplexy Simplexy

Rozdéleni simplexu

Simplex je konvexni obal neprazdné afinné nezavislé podmnoziny V euklidovského prostoru.

O jednicku sniZeny pocet mnoziny V se nazyva dimenze simplexu.

Body mnoziny V se nazyvaji vrcholy simplexu, konvexni obaly neprazdnych podmnozin V se nazyvaji strany
simplexu.
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Simplexy
a—Ulamova véta
o pevném bodé

Simplexy
Rozdéleni simplexu

Kazdy bod p simplexu S s vrcholy ag, ..., an 1ze jednoznaéné vyjadrit tzv. konvexni kombinaci, tj.

n n
p=> Xaj, kde» X=1,%>0.
i=0 i=0

Snadno se ukaZe, ze funkce A; : S — [0, 1] jsou spojité.
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Simplexy

Simplexy
Rozdéleni simplexu

__________________________________________________________________________________________|
V euklidovském mprostoru:
0-dimenziondlni simplex je bod, 1-dimenziondlni simplex je uzavfend usecka, 2-dimenziondlni simplex je
uzavieny trojihelnik, 3-dimenziondlni trojuhelnik je uzavieny Ctyfstén, ...
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Simplexy

Simplexy
Rozdéleni simplexu

Homeomorfizmus s kouli

Je-li S simplex s vrcholy ag, ..., an, je homemomorfni s n-dimenzionalni kouli a jeho hranice (v§echny jeho
(n — 1)-dimenziondlnf strany) je homeomorfni s hranic koule, tj. s (n — 1)-dimenziondln{ sférou S"—1.
Vsechny n-dimenzionalni simplexy jsou tedy homeomorfni.

Staci vnofit simplex do koule se stfedem uvnitf simplexu a promitat hranici simplexu na sféru.
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Simplexy Simplexy

Rozdéleni simplexu

Budeme potiebovat rozdéleni simplexu na mensi simplexy, které m4 jisté prirozené vlastnosti
(Casto se tomuto rozdéleni fika triangulace podle obdobné geodetické triangulace terénu).
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Simplexy Simplexy

Rozdéleni simplexu

Simplicialni rozdéleni
Simplicialni rozdéleni S simplexu S je pokryti S, jehoZ prvky jsou opét simplexy a které ma nasledujici
vlastnosti:

S kazdym simplexem v S ndlezi do S i kazd4 jeho strana.

Neprazdny prinik dvou simplext z S je jejich spole¢nd strana.

Nedojde-li k nedorozumént, staci pouZzivat termin rozdélent.
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Simplexy

Rozdéleni simplexu

Barycentrické rozdéleni

Necht S je simplex a pro kazdou jeho stranu L necht a; je t&ZiSt€ L (4. je-li L uréeno vrcholy b, ..., bn, je
=y p i—0 ng )-Je-li Ly D Ly D ... D Ly posloupnost stran S, tvoii body ag, , ..., ap, afinné
nezdvislou mnozinu a uréuji tedy sunplex. Mnozina vSech takto vzniklych simplexu je rozdéleni simplexu S,
které se nazyva prvni barycentrické rozdéleni.

Prvni barycentrické rozdéleni kazdého simplexu v prvnim barycentrickém rozdéleni simplexu S dava
dohromady opét rozdéleni simplexu S, tzv. druhé barycentrické rozdéleni, atd. Pokud neni nutné védét poradi
barycentrického rozdéleni, mluvi se pouze o barycentrickém rozdéleni.

Je-li r pramér n-dimenzionélniho simplexu S, je pramér kazdého simplexu z k-tého barycentrického

rozdéleni roven nejvyse ¢islu ( ra konverguje tedy k 0 pro rostouci k.

1)
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Simplexy
Borsukova—Ulamova véta
Dalsi véty o pevném bodé

Simplexy

Rozdéleni simplexu

Nosic

Je-li S rozdéleni simplexu S a v vrchol z S, existuje nejmensi strana v S, kterd v obsahuje. Tato strana se
nazyva nosi¢em vrcholu v.
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Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

=/ Spernerovo lemma lze pouzit v upraveném tvaru a dokdzat Ljusternikovu—Snirelmanovu vétu.
Podivejme se na onu tpravu.
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Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

Sféra S™ je homeomorfni mnoZiné T n-dimenziondlnich simplexi s vrcholy branymi z mnoziny +e;,i = 1, ..., n + 1 (&; je bod v R
i-tou soufadnici 1 a ostatnimi 0), pfi¢emZ v simplexu se nesmi vyskytovat protilehlé vrcholy (jsou to body (xg, ..., Xn) V RN vyhovujici

podmince > |

= 1). Méme-li rozdéleni S viech simplexd v T, které je symetrické podle pocitku a ¢ je liché zobrazeni vrcholéi S do
vrcholli T zachovavajici simplexy, pak modifikace dikazu Spernerova lemmatu d4 existenci simplexu v S ktery se zobrazi na

€, —e1,€2, —€3, ..., (—1)"en.
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Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

Srovnejte nasledujici tvrzeni se slabsi verzi.

TVRZENI (Ljusternikova—énirelmanova véta)

Necht {F,-};"*'l:l Je uzaviené pokryti n-dimenziondlni koule. Pak existuje index i a prvek x koule tak, Ze oba

protilehlé body x, —x ndlezi do F;.
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Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

Srovnejte nasledujici tvrzeni se slabsi verzi.

TVRZENI (Ljusternikova—énirelmanova véta)

Necht {F; ?:'11 Je uzaviené pokryti n-dimenziondlni koule. Pak existuje index i a prvek x koule tak, Ze oba
protilehlé body x, —x ndlezi do F;.

Misto sféry budeme uvazovat v predchozim odstavci uvedenou mnozinu simplexti T". Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni neplati. Sta&f dokdzat, Ze

N{F;i

=1...n+ 1} 5 0 (pro¢?). Necht to neplati a oznaéme F_; = — F;. Zvolme nynf kladné &islo r mensi neZ Lebesgueovo &islo
pokryti soustavy Fy, F_y, F_2, F2, F3, F_3, ... anez vzdilenosti mezi F;, — F;. Necht S je rozdgleni popsané v konstrukei T, které
mé priméry simplexii rovny nejvyse r. Pro vrchol v z S definujme f(v) = £(— 1)'.'*'1 e|j|- kde i je prvni index vySe uvedené soustavy F;
neobsahujici v a znaménko v =+ je znaménko tohoto indexu. Pak f splituje pfedpoklady vyse uvedené modifikace Spernerova lemmatu a tedy

existuje simplex v S, ktery se zobrazi na eg, —e1, €2, —es, ..., (—1)"ep. Pak ale tento simplex protind viechny mnoziny F;, coZ je spor.

18. Poznamky



Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

Srovnejte nasledujici tvrzeni se slabsi verzi.

TVRZENI (Ljusternikova—énirelmanova véta)

Necht {F,-}?:'ll Je uzaviené pokryti n-dimenziondlni koule. Pak existuje index i a prvek x koule tak, Ze oba
protilehlé body x, —x ndlezi do F;.

Z Ljusternikovy—Snirelmanovy véty vyplyvé (v jistém smyslu je ji ekvivalentni) ndsledujici dileZitd véta
Borsukova-Ulamova.

TVRZENI (Borsukova-Ulamova véta)

KaZdé spojité zobrazeni S" — R" ztotozni aspori jednu dvojici protilehlych bodii x, —x.
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Borsukova—Ulamova véta Ljusternikova—Snirelmanova véta

Srovnejte nasledujici tvrzeni se slabsi verzi.

TVRZENI (Ljusternikova—énirelmanova véta)

Necht {F,-}lf’:'ll Je uzaviené pokryti n-dimenziondlni koule. Pak existuje index i a prvek x koule tak, Ze oba

protilehlé body x, —x ndlezi do F;.

Diusledkem (opét ekvivalentnim predchozi vété) jsou tvrzeni:

DUSLEDEK

Neexistuje liché zobrazeni S" — S"—1,

Kazdé spojité liché zobrazeni f : S™ — R" md ko¥en, tj. existuje x € S" tak, Ze f(x) = 0.

Kazdé spojité zobrazeni f : B" — R", které je liché na S", md pevny bod.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

—2 Vét o pevnych bodech je velmi mnoho. Jsou formulovany pro uspofddané prostory, afinni
prostory, lokdlné konvexni prostory, atd. Maji rizné modifikace, napt. potvrzuji existenci
stejného pevného bodu pro vice zobrazeni nebo nachazeji bod, jehoz obraz je velmi blizko
origindlu.
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Schauderova véta

Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

V dalsf ¢dsti uvedeme jen dvé situace zobeciiujici ndmi uvedend tvrzeni.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

V Prikladech je uvedeno, Ze Brouwerova véta neplati pro nekonecné dimenze. Zjistilo se vsak,
7e doddnim predpokladu, ktery plati automaticky v euklidovskych prostorech, 1ze dokazat
existenci pevného bodu i v nekone¢né dimenzionalnich linedrnich prostorech s jistou topo-
logii.
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Schauderova véta

Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

~2 V Prikladech je uvedeno, Ze Brouwerova véta neplati pro nekonecné dimenze. Zjistilo se vsak,
7e doddnim predpokladu, ktery plati automaticky v euklidovskych prostorech, 1ze dokazat
existenci pevného bodu i v nekone¢né dimenzionalnich linedrnich prostorech s jistou topo-
logii.

Uvedeme nejdfive tvrzeni pro normované prostory.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

TVRZENI (Schauderova véta)

Necht B je konvexni podmnozina normovaného prostoru X a f : B — B je spojité zobrazeni. Je-li f(B)
kompaktni v X, md f pevny bod.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

Schauderovu vétu 1ze zobecnit na lokdlné konvexni prostory:

TVRZENI (Schauderova-Tichonovova véta)

Necht B je konvexni podmnozina lokdlné konvexniho prostoru X a f : B — B je spojité zobrazeni. Je-li
f(B) kompakmi'v X, md f pevny bod.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

D) Vime, Ze existuji spojitd zobrazeni sféry do sebe, které nemaji pevny bod. Lze poznat, kdy
i zobrazeni sféry ma pevny bod? Céstecné na tuto otdzku odpovidd ndsledujici tvrzeni, pro
které je tieba mit tzv. stupeni zobrazeni.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

D) Vime, Ze existuji spojitd zobrazeni sféry do sebe, které nemaji pevny bod. Lze poznat, kdy
i zobrazeni sféry ma pevny bod? Céstecné na tuto otdzku odpovidd ndsledujici tvrzeni, pro
které je tieba mit tzv. stupeni zobrazeni.

Kazdému spojitému zobrazeni sféry f : S” — S" lze prifadit celé &islo d(f) nazyvané
stupen zobrazeni. Toto ¢islo uddva (zhruba feceno), kolikrdt se obraz otoci. Konstantni zob-
razeni maji stupeni roven 0, identické zobrazeni ma stupen roven 1, zobrazeni x ~~ —x ma
stupeii (—1)™*1. Na jednotkové kruZnici md zobrazeni x ~ x" stupefi rovny n.
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Schauderova véta

Dalsi véty o pevném bodé Lefschetzova-Hopfova véta

TVRZENI

Necht f je spojité zobrazeni f : S" — S™. Je-li d(f) # (—1)"T2, md f pevny bod. Je-li d(f) # 1, existuje
bod x € S", pro ktery je f(x) = —x.
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Schauderova véta

Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

Uvedena véta mé zajimavé dusledky, napf.

DUSLEDEK

Kazdd rotace sféry sudé dimenze md osu otdcent (toto neplatt pro lichou dimenzi).

Sféra md spojitd tecné vektorové pole prdvé kdyZ md lichou dimenzi.

Posledni tvrzeni se Casto uvadi ve formulaci, Ze sféra nejde ucesat.

=
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

) Stupenl zobrazeni zobrazeni na sféfe 1ze modifikovat a definovat i na tzv, kompaktnich poly-
edrech. Kazdému spojitému zobrazeni f : K — K na kompaktnim polyedru Ize pfitadit tzv.
Lefschetzovo ¢islo A(f), které je celé. Pokud je K sféra S”, plati A\(f) = 1 + (—1)"d(f).
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

Z nasledujici véty snadno vyplyne Brouwerova véta, protoze pro kouli B v euklidovském
prostoru (resp. pro simplex) je A(f) = 0 pro kazdé spojité f : B — B.
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Schauderova véta
Lefschetzova-Hopfova véta

Dalsi véty o pevném bodé

D
e/

TVRZENI (Lefschetzova-Hopfova véta)

Necht K je kompakini polyedr a f je spojité zobrazeni K — K. Je-li X(f) # 0, md f pevny bod.
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