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Uvedeme některé základnı́ pojmy z části topologie dřı́ve nazývané kombinatorická topologie.
Tento název lépe vystihuje tu část dnešnı́ algebraické topologie, kterou budeme použı́vat.

Připomeňme, že konečná podmnožina euklidovského prostoru se nazývá afinně nezávislá,
jestliže nenı́ částı́ lineárnı́ho obalu žádné své vlastnı́ podmnožiny. Má-li množina 3 body,
nesmı́ ležet všechny na jedné přı́mce, má-li 4 body, nesmı́ všechny ležet v jedné rovině, atd.

Simplex

Simplex je konvexnı́ obal neprázdné afinně nezávislé podmnožiny V euklidovského prostoru.
O jedničku snı́žený počet množiny V se nazývá dimenze simplexu.
Body množiny V se nazývajı́ vrcholy simplexu, konvexnı́ obaly neprázdných podmnožin V se nazývajı́ strany
simplexu.

Každý bod p simplexu S s vrcholy a0, ..., an lze jednoznačně vyjádřit tzv. konvexnı́ kombinacı́, tj.

p =
n∑

i=0

λiai , kde
n∑

i=0

λi = 1, λi ≥ 0 .

Snadno se ukáže, že funkce λi : S → [0, 1] jsou spojité.

Homeomorfizmus s koulí
Je-li S simplex s vrcholy a0, ..., an , je homemomorfnı́ s n-dimenzionálnı́ koulı́ a jeho hranice (všechny jeho
(n − 1)-dimenzionálnı́ strany) je homeomorfnı́ s hranicı́ koule, tj. s (n − 1)-dimenzionálnı́ sférou Sn−1.
Všechny n-dimenzionálnı́ simplexy jsou tedy homeomorfnı́.

Stačı́ vnořit simplex do koule se středem uvnitř simplexu a promı́tat hranici simplexu na sféru.
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Každý bod p simplexu S s vrcholy a0, ..., an lze jednoznačně vyjádřit tzv. konvexnı́ kombinacı́, tj.
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simplexu.
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Budeme potřebovat rozdělenı́ simplexu na menšı́ simplexy, které má jisté přirozené vlastnosti
(často se tomuto rozdělenı́ řı́ká triangulace podle obdobné geodetické triangulace terénu).

Simpliciální rozdělení

Simpliciálnı́ rozdělenı́ S simplexu S je pokrytı́ S , jehož prvky jsou opět simplexy a které má následujı́cı́
vlastnosti:

1 S každým simplexem v S náležı́ do S i každá jeho strana.

2 Neprázdný průnik dvou simplexů z S je jejich společná strana.

Nedojde-li k nedorozuměnı́, stačı́ použı́vat termı́n rozdělenı́.

Barycentrické rozdělení

Necht’ S je simplex a pro každou jeho stranu L necht’ aL je těžiště L (tj. je-li L určeno vrcholy b0, ..., bn , je
aL =

∑n
i=0

1
n+1bi ). Je-li L1 ) L2 ) ... ) Lk posloupnost stran S , tvořı́ body aL1 , ..., aLk

afinně
nezávislou množinu a určujı́ tedy simplex. Množina všech takto vzniklých simplexů je rozdělenı́ simplexu S ,
které se nazývá prvnı́ barycentrické rozdělenı́.
Prvnı́ barycentrické rozdělenı́ každého simplexu v prvnı́m barycentrickém rozdělenı́ simplexu S dává
dohromady opět rozdělenı́ simplexu S , tzv. druhé barycentrické rozdělenı́, atd. Pokud nenı́ nutné vědět pořadı́
barycentrického rozdělenı́, mluvı́ se pouze o barycentrickém rozdělenı́.
Je-li r průměr n-dimenzionálnı́ho simplexu S , je průměr každého simplexu z k-tého barycentrického
rozdělenı́ roven nejvýše čı́slu

( n
n+1

)k r a konverguje tedy k 0 pro rostoucı́ k .

Nosič
Je-li S rozdělenı́ simplexu S a v vrchol z S, existuje nejmenšı́ strana v S , která v obsahuje. Tato strana se
nazývá nosičem vrcholu v .
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Ljusternikova–Šnirelmanova věta

Spernerovo lemma lze použı́t v upraveném tvaru a dokázat Ljusternikovu–Šnirelmanovu větu.
Podı́vejme se na onu úpravu.

Sféra Sn je homeomorfnı́ množině Tn n-dimenzionálnı́ch simplexů s vrcholy branými z množiny±ei , i = 1, ..., n + 1 (ei je bod v Rn+1 s

i -tou souřadnicı́ 1 a ostatnı́mi 0), přičemž v simplexu se nesmı́ vyskytovat protilehlé vrcholy (jsou to body (x0, ..., xn) v Rn+1 vyhovujı́cı́

podmı́nce
∑n

i=0 |xi | = 1). Máme-li rozdělenı́ S všech simplexů v Tn , které je symetrické podle počátku a ϕ je liché zobrazenı́ vrcholů S do

vrcholů Tn zachovávajı́cı́ simplexy, pak modifikace důkazu Spernerova lemmatu dá existenci simplexu v S který se zobrazı́ na

e0,−e1, e2,−e3, ..., (−1)nen .

Srovnejte následujı́cı́ tvrzenı́ se slabšı́ verzı́.

TVRZENÍ (Ljusternikova–Šnirelmanova věta)

Necht’ {Fi}n+1
i=1 je uzavřené pokrytı́ n-dimenzionálnı́ koule. Pak existuje index i a prvek x koule tak, že oba

protilehlé body x ,−x náležı́ do Fi .

Z Ljusternikovy–Šnirelmanovy věty vyplývá (v jistém smyslu je jı́ ekvivalentnı́) následujı́cı́ důležitá věta
Borsukova-Ulamova.

TVRZENÍ (Borsukova-Ulamova věta)
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Borsukova-Ulamova.
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e0,−e1, e2,−e3, ..., (−1)nen .

Srovnejte následujı́cı́ tvrzenı́ se slabšı́ verzı́.
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DŮSLEDEK
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Vět o pevných bodech je velmi mnoho. Jsou formulovány pro uspořádané prostory, afinnı́
prostory, lokálně konvexnı́ prostory, atd. Majı́ různé modifikace, např. potvrzujı́ existenci
stejného pevného bodu pro vı́ce zobrazenı́ nebo nacházejı́ bod, jehož obraz je velmi blı́zko
originálu.

V dalšı́ části uvedeme jen dvě situace zobecňujı́cı́ námi uvedená tvrzenı́.

⇒⇒⇒
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V Přı́kladech je uvedeno, že Brouwerova věta neplatı́ pro nekonečné dimenze. Zjistilo se však,
že dodánı́m předpokladu, který platı́ automaticky v euklidovských prostorech, lze dokázat
existenci pevného bodu i v nekonečně dimenzionálnı́ch lineárnı́ch prostorech s jistou topo-
logiı́.

TVRZENÍ (Schauderova věta)

Necht’ B je konvexnı́ podmnožina normovaného prostoru X a f : B → B je spojité zobrazenı́. Je-li f (B)
kompaktnı́ v X , má f pevný bod.

Schauderovu větu lze zobecnit na lokálně konvexnı́ prostory:

TVRZENÍ (Schauderova-Tichonovova věta)

Necht’ B je konvexnı́ podmnožina lokálně konvexnı́ho prostoru X a f : B → B je spojité zobrazenı́. Je-li
f (B) kompaktnı́ v X , má f pevný bod.

18. Poznámky



Simplexy
Borsukova–Ulamova věta
Další věty o pevném bodě

Schauderova věta
Lefschetzova-Hopfova věta
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TVRZENÍ (Schauderova věta)
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kompaktnı́ v X , má f pevný bod.
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TVRZENÍ (Schauderova-Tichonovova věta)
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Vı́me, že existujı́ spojitá zobrazenı́ sféry do sebe, které nemajı́ pevný bod. Lze poznat, kdy
zobrazenı́ sféry má pevný bod? Částečně na tuto otázku odpovı́dá následujı́cı́ tvrzenı́, pro
které je třeba mı́t tzv. stupeň zobrazenı́.

TVRZENÍ
Necht’ f je spojité zobrazenı́ f : Sn → Sn . Je-li d(f ) 6= (−1)n+1, má f pevný bod. Je-li d(f ) 6= 1, existuje
bod x ∈ Sn , pro který je f (x) = −x .

Uvedená věta má zajı́mavé důsledky, např.

DŮSLEDEK

1 Každá rotace sféry sudé dimenze má osu otáčenı́ (toto neplatı́ pro lichou dimenzi).

2 Sféra má spojitá tečné vektorové pole právě když má lichou dimenzi.

Poslednı́ tvrzenı́ se často uvádı́ ve formulaci, že sféra nejde učesat.

⇒⇒⇒
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1 Každá rotace sféry sudé dimenze má osu otáčenı́ (toto neplatı́ pro lichou dimenzi).

2 Sféra má spojitá tečné vektorové pole právě když má lichou dimenzi.

Poslednı́ tvrzenı́ se často uvádı́ ve formulaci, že sféra nejde učesat.

⇒⇒⇒
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1 Každá rotace sféry sudé dimenze má osu otáčenı́ (toto neplatı́ pro lichou dimenzi).
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Stupeň zobrazenı́ zobrazenı́ na sféře lze modifikovat a definovat i na tzv, kompaktnı́ch poly-
edrech. Každému spojitému zobrazenı́ f : K → K na kompaktnı́m polyedru lze přiřadit tzv.
Lefschetzovo čı́slo λ(f ), které je celé. Pokud je K sféra Sn , platı́ λ(f ) = 1 + (−1)nd(f ).

Z následujı́cı́ věty snadno vyplyne Brouwerova věta, protože pro kouli B v euklidovském
prostoru (resp. pro simplex) je λ(f ) = 0 pro každé spojité f : B → B .
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