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Zakladni vlastnosti

Elementarni vlastnosti

Souvislost a nesouvislost

Dokazte nésledujici jednoducha tvrzeni.

Cviceni
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Zakladni vlastnosti

Necht G je topologicka grupa. U je soustava okoli neutrdlniho prvku v G a A, B jsou podmnoZiny G.

Je-li A oteviena mnoZina, jsou i mnoziny A.B, B.A oteviené.

Je-li A kompaktni a B uzaviend, jsoui A.B, B.A uzaviené mnoziny.
Jsou-li A, B kompaktni, je i A.B kompaktni.

Prokazdé U € Uje AC A.UN U.A.

Plati A =, A.U = N, U.A.

Je-li H (normélni) podgrupa G, je i H (normélni) podgrupa G.
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Oteviena podgrupa v G je i uzaviend v G.



Zakladni vlastnosti

Elementarni vlastnosti
Souvislost a nesouvislost

Nasledujici prvni dvé tvrzeni jsou jednoducha, tfeti je t€zsi, Ctvrté vyplyva z tietiho.

Cviceni



Zakladni vlastnosti Elementarni vlastnosti

Souvislost a nesouvislost

Souvislost

Nechi G je topologické grupa.
Komponenta C neutralniho prvku v G je normalni podgrupa v G.
Kvocient G/ C je totdlng nesouvisld grupa.

Je-li G lokdlné kompaktni, pak komponenty a kvazikomponenty G splyvaji (obecné v topologickych
grupich nesplyvaji). Komponenta neutrdlniho prvku se v tomto pfipad€ rovnd priniku otevienych
podgrup.

A Totilné nesouvisld lokdlné kompaktni grupa je nuldimenzionalni.



Uniformity Konstrukce a pokryti

Chovani uniformit pri konstrukcich

Necht G, G; (pro i € /) jsou topologické grupy a H je podgrupa G.

Zxizeni levé (nebo pravé, nebo oboustranné) uniformity G na H je leva (nebo pravd, nebo oboustrannd,
resp.) uniformita na topologické grupé H.

Soucin levych (nebo pravych nebo oboustrannych) uniformit grup G; je levé (nebo prava, nebo
oboustranna, resp.) uniformita na topologické grupé I, G;.

Je-li H normalni podgrupa G, je kvocient levé (nebo pravé) uniformity na G podle podgrupy H levou
(nebo pravou, resp.) uniformitou kvocientové grupy G/H.



Zakladni

ostI
Uniformity Konstrukce a pokryti

Riizné vlastnosti

Popis grupovych uniformit pomoci pokryti

Necht G je topologicka grupa a Ue je baze okoli e v G.

Levd uniformita na G md za bézi uniformnich pokryti soustavu {xU; x € G}, U € Ue.
Prava uniformita na G md za bézi uniformnich pokryti soustavu {Ux; x € G}, U € Ue.
Oboustrannd uniformita na G md za bazi uniformnich pokryti soustavu {xU N Ux; x € G}, U € Ue.

Roelckeho (viz Pozndmky) uniformita na G ma za bazi uniformnich pokryti soustavu
{UxU; x € G}, U € Ue.



Uniformity Konstrukce a pokryti

Charakterizace uniformnich grup

Topologicka grupa G s Ue jako bazi okoli e je uniformni praveé kdyz pro kazdé U € Ue je
anG xUx™1 € Ue.




Riizné vlastnosti

V ndsledujicim tvrzeni pouZijte kanonické zobrazeni X — Cp(Cp(X)).

Cviceni



Riizné vlastnosti

Vnoreni prostoru do topologické grupy

Kazdy tplné regularni prostor 1ze vnofit jako uzavieny podprostor do topologické grupy.




Riizné vlastnosti

Z predchoziho tvrzeni vyvod'te, Ze existuje komutativni topologickd grupa, kterd neni
normdlni a redlné kompaktni.

Cviceni



Riizné vlastnosti

Lokalné kompaktni grupy

Nechi G je lokaln& kompaktni grupa a U je oteviené okoli neutrdlniho prvku. Pak existuje kompaktni
podgrupa H, kterd je ¢asti U a takovd, Ze kvocientové grupa G /H je metrizovatelnd.

=



Riizné vlastnosti

Charakterizace volné grupy

Volné grupa F(X) topologického prostoru X je charakterizovdna ndsledujicimi vlastnostmi:

m Existuje spojité zobrazeni i : X — F(X).
= Pro kaZdé spojité zobrazeni f: X — Gdo topologické grupy G existuje jediny spojity
homomorfismus f : F(X) — G takovy, 7e fi = f.



Riizné vlastnosti

Existence topologické grupy F(X) s predchozimi vlastnostmi se dokdZze snadno. Sta¢i vzit
vSechna spojitd zobrazeni z X do topologickych grup, které maji mohutnost omezenou napr.
| X|.w, zobrazit X do sou¢inu téchto grup a vzit nejmensi podgrupu soucinu obsahujici obraz
X.

Navic lze ukazat, ze uvedend zobrazeni X do topologickych grup rozlisuji body a uzaviené
mnoziny, takze i je vnofeni.




Riizné vlastnosti

Existence topologické grupy F(X) s pfedchozimi vlastnostmi se dokéZe snadno. Sta¢i vzit

) vSechna spojita zobrazeni z X do topologickych grup, které maji mohutnost omezenou napf.
5 | X|.w, zobrazit X do souéinu téchto grup a vzit nejmensi podgrupu soucinu obsahujici obraz
X.

Navic lze ukdzat, ze uvedend zobrazeni X do topologickych grup rozliSuji body a uzaviené
mnoZziny, takZe i je vnorfeni.

Podobné lze charakterizovat, sestrojit a popsat volné komutativni grupy A(X). Proved te to.




Riizné vlastnosti

Dokazte:

Cviceni



Riizné vlastnosti

Kvocientova grupa volné topologické grupy

Kazda topologicka grupa je kvocientovou grupou volné topologické grupy.
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