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Jak bylo již řečeno v hlavnı́m textu této kapitoly, pokrývacı́ a velkou induktivnı́ dimenzi je
lépe zavést na uniformnı́ch prostorech, kde je přirozenějšı́ a jsou pak snadno vidět různá
omezenı́ při převáděnı́ na topologické prostory.

DEFINICE (Pokrývací dimenze uniformních prostorů)

Necht’ X je uniformnı́ prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 dimX = −1 právě když X = ∅;
2 dimX ≤ n jestliže každé uniformnı́ pokrytı́ X má uniformnı́ zjemněnı́ řádu n.

Řı́káme, že X má pokrývacı́ dimenzi rovnou n (symbol dimX = n), jestliže platı́ dimX ≤ n a neplatı́
dimX ≤ n − 1.
Pokud neplatı́ dimX ≤ n pro žádné n ∈ N, řı́káme, že X má nekonečnou pokrývacı́ dimenzi (symbol
dimX =∞).

Pozorování
Necht X ,Y jsou uniformnı́ prostory.

1 Jsou-li X ,Y uniformně homeomorfnı́, je dimX = dimY .

2 Je-li Y podprostor X , je dimY ≤ dimX .

3 Je-li Y hustý podprostor X , je dimX = dimY .

4 Je-li Y totálně omezená modifikace X , je dimY ≤ dimX .

Dimenze uniformnı́ho prostoru je stejná jako dimenze jeho zúplněnı́. Speciálně, dimenze
totálně omezeného prostoru je rovna dimenzi jeho kompaktifikace.

⇒⇒⇒

14. Poznámky



Dimenze uniformních prostorů
Hausdorffova dimenze

Další vlastnosti dimenze

Pokrývací dimenze
Metrická dimenze
Velká induktivní dimenze
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3 Je-li Y hustý podprostor X , je dimX = dimY .
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1 Jsou-li X ,Y uniformně homeomorfnı́, je dimX = dimY .

2 Je-li Y podprostor X , je dimY ≤ dimX .
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Řı́káme, že X má pokrývacı́ dimenzi rovnou n (symbol dimX = n), jestliže platı́ dimX ≤ n a neplatı́
dimX ≤ n − 1.
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1 Jsou-li X ,Y uniformně homeomorfnı́, je dimX = dimY .

2 Je-li Y podprostor X , je dimY ≤ dimX .
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Mı́sto Čechovy uniformity topologického prostoru můžeme vzı́t jemnou uniformitu. Chceme-
li pracovat se všemi otevřenými pokrytı́mi, musı́me se omezit na parakompaktnı́ prostory X .
Pak lze definovat velkou pokrývacı́ dimenzi prostoru X jako dimenzi jemné uniformity na X ,
tj. Dim X ≤ n pokud každé otevřené pokrytı́ X má otevřené zjemněnı́ řádu nejvýše n.
Platı́ však následujı́cı́ tvrzenı́, z kterého vyplývá, že v mnoha přı́padech je Dim X = dimX .

TVRZENÍ (Rovnost malé a velké pokrývacı́ dimenze)

Je-li dimX <∞, je dimX = dim(pX ), kde pX je totálně omezená modifikace X .

Z předchozı́ch poznámek vyplývá, jak lze definovat dimenze na úplně regulárnı́ch prostorech.
Je nutné brát uniformnı́ pokrytı́ jemných uniformit (ty lze popsat topologicky, bez použitı́
uniformit).

⇒⇒⇒
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V metrických prostorech lze definovat ještě dalšı́ pojem dimenze, který bude záviset na dané
metrice (nebude to tedy topologický pojem, pouze uniformnı́). Můžeme tuto dimenzi met-
rického prostoru (X , d) označit jako dimd X a definovat jako dimenzi uniformnı́ho prostoru
(X , d).
Platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti metrické dimenze)

Necht’ X je metrický prostor

1 dimd X ≤ dimX ≤ 2 dimd X .

2 dimX = 0 právě když dimd X = 0.

3 Je-li Y metrizovatelný prostor, je dimY supremem všech dimd (Y , d), kde d vytvářı́ topologii na Y .

⇒⇒⇒
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Naznačı́me nynı́, jak lze definovat velkou induktivnı́ dimenzi v uniformnı́ch prostorech.
Protože budeme použı́vat uniformnı́ okolı́ množin, jedná se vlastně o dimenzi v totálně ome-
zených prostorech (nebo v proximitnı́ch prostorech).
V uniformnı́m prostoru X budeme značit A b B , jestliže B je uniformnı́ okolı́ A (tj. U[A] ⊂
B pro nějaké uniformnı́ okolı́ U diagonály).

DEFINICE (Induktivní dimenze uniformního prostoru)

Necht’ X je uniformnı́ prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 IndX = −1 právě když X = ∅;
2 IndX ≤ n jestliže každá podmnožina A ⊂ X má bázi uniformnı́ch okolı́ U , jejichž hranice H majı́

IndU ≤ n − 1.

Řı́káme, že X má induktivnı́ dimenzi rovnou k (symbol IndX = k), jestliže platı́ IndX ≤ k a neplatı́
IndX ≤ n − 1.
Pokud neplatı́ IndX ≤ n pro žádné n ∈ N, řı́káme, že X má nekonečnou induktivnı́ dimenzi (symbol
IndX =∞).

TVRZENÍ (Metrické prostory)

Necht’ X je metrizovatelný uniformnı́ prostor a pX je jeho totálně omezená modifikace.

1 dim pX ≤ IndX ≤ dimX .

2 Je-li jedna z předchozı́ch třı́ dimenzı́ rovna 0, rovnajı́ se všechny 0.

3 Je-li dimX <∞, jsou si všechny tři dimenze rovny.

⇒⇒⇒
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jen vztah pro metrické prostory.
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3 Je-li dimX <∞, jsou si všechny tři dimenze rovny.
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IndU ≤ n − 1.
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Zmı́nı́me se o jedné dimenzi, která je výjimečná tı́m, že jejı́ hodnoty mohou být libovolná
nezáporná reálná čı́sla. Našla uplatněnı́ v teorii fraktálu, které bývajı́ často definovány jako
podmnožiny euklidovských prostorů, jejichž Hausdorffova dimenze je většı́ než jejich di-
menze topologická (tj. ind).
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Necht’ X je separabilnı́ metrický prostor a A ⊂ X . Definujeme pro δ > 0 a s > 0

Hs
δ(A) = inf{

∑
N

(diam Un)s ;
⋃
N

Un ⊃ A, diam Un ≤ δ} , Hs(A) = lim
δ→0+

Hs
δ(A) .

Čı́sloHs(A) se nazývá Hausdorffovou mı́rou množiny A.

DEFINICE
Necht’ X je separabilnı́ metrický prostor a A ⊂ X . Definujeme

dimH A = inf{s;Hs(A) = 0} = sup{s;Hs(A) =∞}
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n). Hausdorffova dimenze Cantorovy množiny je rovna log 2/ log 3.
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menze topologická (tj. ind).
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DEFINICE
Necht’ X je separabilnı́ metrický prostor a A ⊂ X . Definujeme
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DEFINICE
Necht’ X je separabilnı́ metrický prostor a A ⊂ X . Definujeme

dimH A = inf{s;Hs(A) = 0} = sup{s;Hs(A) =∞}
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⇒⇒⇒
14. Poznámky



Dimenze uniformních prostorů
Hausdorffova dimenze
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Dimenze a konstrukce
Dimenze a spojitá zobrazení

Důležité je chovánı́ dimenzı́ v konstrukcı́ch. Tam však narážı́me na problém normality,
která se mnoha konstrukcemi nezachovává. I proto je pro zkoumánı́ dimenze vhodnějšı́
prostředı́ uniformnı́ch prostorů, nebo úplně regulárnı́ch prostorů (s upravenou definicı́ di-
menzı́ použı́vajı́cı́ nulové množiny a jejich doplňky). V dalšı́ části budeme hovořit jen o Ind
a dim.

Pro dimenze podprostorů byla základnı́ tvrzenı́ uvedena v textu. Existujı́ přı́klady, že dimenze
podprostoru může být většı́ dimenze prostoru. V přı́padě, že na X požadujeme dalšı́ vlast-
nosti (např. dědičnou nebo perfektnı́ normalitu), je dimenze monotónnı́ pro mnohem vı́ce
podmnožin, než jsou uzavřené podmnožiny.

Aby měla dimenze smysl pro součin prostorů, musı́ být tento součin normálnı́. Ani to však
nestačı́ na očekávaný výsledek, že dimenze součinu je nejvýše rovna součtu dimenzı́ jednot-
livých složek. Na výsledný součin je třeba klást dalšı́ požadavky. Zhruba řečeno, je potřeba,
aby konečná otevřená pokrytı́ součinu měla hezká zjemněnı́ tvořená součiny otevřených
množin (tzv. rektangularita).

Pro disjunktnı́ součty jsou tvrzenı́ o dimenzi zřejmá. Pro kvocienty už značně méně a některá
tvrzenı́ budou zmı́něna v následujı́cı́ části o vztahu dimenze a spojitých zobrazenı́.

⇒⇒⇒
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množin (tzv. rektangularita).

Pro disjunktnı́ součty jsou tvrzenı́ o dimenzi zřejmá. Pro kvocienty už značně méně a některá
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a dim.
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Dimenze uniformních prostorů
Hausdorffova dimenze

Další vlastnosti dimenze

Dimenze a konstrukce
Dimenze a spojitá zobrazení

Spojitá zobrazenı́ mohou skoro libovolně měnit dimenzi obrazu. Např. se snadno sestrojı́ spo-
jité zobrazenı́ jednodimenzionálnı́ho separabilnı́ho metrizovatelného prostoru na Cantorovu
množinu.

Na druhou stranu, každý kompaktnı́ metrizovatelný prostor je spojitým obrazem (a tedy kvo-
cientem) Cantorovy množiny. Nicméně, některé vztahy platı́. Opět jsou problémy s normali-
tou a následujı́cı́ tvrzenı́ budou uvedena jen pro metrizovatelné prostory. Důkazy jsou velmi
náročné.

Dimenze a spojitá zobrazení

Necht’ f : X → Y je spojité zobrazenı́ mezi metrizovatelnými prostory.

1 Je-li f uzavřené zobrazenı́ na Y a |f −1(y)| ≤ k for every y ∈ Y , je dimY ≤ dimX + k − 1.

2 Je-li f uzavřené zobrazenı́ a dim(f −1(y)) ≤ k for every y ∈ Y , je dimX ≤ dimY + k .

3 Jsou-li X ,Y separabilnı́, f je otevřené zobrazenı́ na Y a každý vzor f −1(y) má izolovaný bod, je
indY ≤ indX . Jsou-li vzory f −1(y) diskrétnı́ podprostory X , je indY = indX .

4 Separabilnı́ metrizovatelný prostor má dimenzi nejvýše rovnu n právě když každé spojité zobrazenı́ z
uzavřené podmnožiny prostoru X do sféry Sn lze spojitě rozšı́řit na celé X .
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